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AVANT-PROPOS.

« Dans ces derniers temps, le développement des fonctions
en séries a beaucoup occupé les géométres; on ferait un ou-
vrage considérable, si Uon se proposait de rassembler tout ce
qu’ils ont écrit sur ce sujet. »

Ces paroles d'un savant célébre expliquent, mieux que je ne
le pourrais faire, les omissions nombreuses de ce Traité élé-
mentaire des séries : mon unique désir étant d’étre utile aux
jeunes gens peu familiarisés avec 1’Analyse infinitésimale, en
leur rendant accessible I'une des théories les plus fécondes et
les plus délicates des Mathématiques, j'ai di passer sous silence
tout ce qui suppose, chez le lecteur, une connaissance assez
approfondie du Calcul différentiel et du Calcul intégral; par
exemple, les séries de Lagrange, d'Euler, de Fourier; les tra-
vaux dans lesquels Legendre, Poisson, Binet, Cauchy, Dirichlet,
Malmstein et tant d’autres géométres ont appliqué les intégrales
définies & la sommation des séries; ete.

Malgré ces lacunes regrettables, on 's’assurera aisément, en
parcourant les cent trente-deux pages composant cet opuscule,
qu’il renferme beaucoup plus de choses qu’on ne serait, au pre-
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mier abord, tenté de le croire. Si, comme j'ose I'espérer, il est
favorablement accueilli par les Géomeétres, les Professeurs et
les Eléves, j'essayerai peut-étre, quelque jour, de réaliser le
programme, ou plutdt le veen formulé par le savant et respec-
table Lacroix.

Paris, 15 février 1860,




TRAITE ELEMENTAIRE

DES SERIES.

GHAPITRE 1.
PRELIMINAIRES.

1. Dirmvirion. On appelle série une suite indéfinde de termes pro-
cédant survant une lot déterminde.

D’aprés cette définition, 'on doit toujours pouvoir calculer un terme
de rang donné, soit directement, soit au moyen des termes qui le
précedent (*). Autrement dit, si les termes d’une série sont dési~
gnes par

e Gy Uy dee iy et
le terme général w, est fonction de n,

2. DivERsES ESPRCES DE sirigs. Désignons par S, la somme des

n premiers termes d’une série, savoir :

Sp=u, Uty Huy,
Cette somme, aussi bien que w,, est une fonction de n, Cela posé,
trois cas peuvent se présenter :

1° S la somme S, des n premiers termes tend vers une limile finde
et déterminée S, lorsque le nombre n croit indéfiniment, la série est
dite convergente; '

2° Dans le cas contraire, c'est-i~dire quand la somme S, peut

() Par exemple, le vingt-neuviéme terme de la progression
C I A L s S

peut éure obtenu, soil directement, au moyen de la formule up =38 4(n—1), soit par
des additions successives.
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crotlre (en valeur absolue) au dela de toute limite, on dit que la série
est divergente ;

3° Enfin, s'¢l arrive que la somme S, , sans croitre au dela de toute
limite, n'ait pas de limile déterminde, la série n’est né convergente ni
divergente : on peut lui-donner le nom de série indéterminée (*).

5. D’aprés ces définitions, une progression par quotient, sllimitée
et décroissante, est une série convergenle,; une progression par quo-
tient, ellimatée et croissante, est une série divergente; enfin la pro-
gression

"'E“'T-v _1v _i_1| '_'1, +1, .

dont le terme général est (—1 )", constitue une sérse indéterminde;
car S, égale 1 ou 0, suivant que n est émpair ou pasr.

=3

4. Les séries convergentes sont les seules qu’il soit utile de consi-
dérer, parce que les aulres séries ne peuvent représenter qucune quan-.
wté (7). Il est donc. nécessaire de savoir reconmaitre si une série
proposée est convergente ou non convergente. C’est a quoi 'on par-
viendra, presque lowjours, en appliquant les régles démontrées dans
le chapitre suivant.

(") La plupart des auteurs font rentrer celle troisicme espéce de série dans la caté-
gorie des séries divergentes. Celte classification nous parait contraire 2 Pélymologie et i
la signilication habituelle du mot divergent. La dénomination de série indélerminde a 616
proposee par M. L. Olivier (Journal de Crelle, L. II).

(*1) Il y aplus;les expressions : limite dune série, somme d'une série, n’onl évidemment
aucun sens, lorsque la serie n'est pas convergente. On peut done s'élonner que de savants
géometres aient énoncé les propositions suivantes :

=l i B B R SRR :;)(Lacmix, Calcul intégral, t. 111, p. 346) ;

1—2+4-3—f4+5—6+ . . . . .=‘E{Hlid.];

1—1.2--1.23—1,2.3 4+ . . .. . =0,403628 36 (Ibid., p. 390):
1 e :
05 §— 08 294008 30— cos d¥+-..,..= 5:1’0i_-sou, Journal de U'Ecole polytechnique,
% L. XI, p. 313);

-

B .
1T—A-+ 1At d— i Somteae = ZE{[’rchn,J. de Crelle, 1. XLI);
P Q32— 2= 5% 6= . . . . . =0 (Simonof, Mémoire sur les séries des nombres

aux puissarces harmonigues);
ele.



GHAPITRE II.
THEOREMES SUR LA CONVERGENCE.

Théorémes généraux,

3. Takorime I. Dans toute série convergenle, le terme général a
pour limite zéro.

Démonstration. Désignons par S la limite vers laquelle tend [a
somme S, des n premiers termes, et par R, le reste de la série; en
sorte que

S, 4R, =S.

Changeant » en n—1, nous aurons

SH—I+“H—I =8.

CGes deux égalités, retranchées membre i membre, donnent
Uy P'u_'R-u—-l =0.

Mais, lorsque n croft indéfiniment, les restes 4, Ry, tendent vers
zéro ; done
lim w,, =0 ().

6. Tuiorive Il Dans toute série convergente ,
nombre quelconque de termes conséculifs a pour

Démonsiration. Consery
représentons par S
aurons

la somme d'un
limite zéro.
ant les notations du numéro précédent,

n+p 12 somme des n-+p premiers termes ; nous

S,+R,=S§, Spip- Hu-i-p: S.
Ces deux équations donnent

Upgr =+ Uppot-ennnat Upip—t P‘ﬁ—-'r--p'_Ru: 0;

£*) 1l est bon de remarquer, & propos de cette propc

sition fondamentale, que la con-
vergence ne dépend pas des premiers fermes : la série

10 102 108

I——
Liaed ey

dont les lermes, abstraction faite du signe, vont d’abord en augmentant, est convergente,
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puis, si le nombre n croit indéfiniment,
la‘ﬂl (u'H-i*I + ‘uﬂ_‘_g + wranse "‘I"‘ U.,H_p) —— 0-

7. Remarques. 1. L'énoncé et la démonstration du dernier théo-
réme supposent que le nombre p des termes consécutdfs est constant : il
peut, d'ailleurs, &tre aussi grand qu’on Ie veut (*).

Il. Les théorémes précédents exprimeént deux conditions aux—
quelles satisfont toutes les séries convergentes. Conséquemment, toute
série qui n'y satisfadt pas ne saurait édre convergenle. Nous démon-
trerons plus loin que ces conditions , nécessaires, sont loin d’étre
suffisantes (**).

IMI. Le second théoréme est une conséquence du premier; car s7 des

quantités, en nombre limité, tendent chacune vers zéro, leur somme a
pour limite zéro. 1l résulte de 13 que si les termes d’une série, conver-
genle o divergente, ont pour limite z€ro, on en peul teujours trouver
P consécutefs dont la somme soit inférieure & un nombre donné 9.

En effet, pour satisfaire & I'inégalité

“‘.u+1‘+‘ un-'.-2+' G + u;H-p < a\ 1

{*) On verra tout & I'heure que, sous une certaine condilion, le nombre p peut élre va-
riable et indéfiniment croissant.

(**) C'est done par inadvertance que, dans un fort bon Traité de Caleul différentiel,
on a énoncé et démoniré la proposition suivante :

« Pour qu'une série soit convergente, la condition nécessaire el suffisante consisle en ce
que la somme d'un nombre quelconque de fermes au deld du 1, tin, SOIl aussi pelite que 'on
voudra, si n est suffisamment grand, »

Cette proposilion fausse, que 'on retrouve dans la plupart des Traités d’Algébre ou de
Caleul différentiel, a é1é énoncée d’abord, chose extraordinaire! par I'éminent géometre
& qui I'on doit les premiéres recherches sur la convergence des séries, On lit, en effer,
dans les Ezercices de Mathématiques (t. I, p. 221) :

« D'apres ces principes, pour que la série soif convergente, il est nécessaive et il suffit
que les valeurs des sommes

Smy Sn-H1s Snd2, ...

correspondantes & de trés-grandes valeurs de 1, différent trés-peu les unes des au Lres,
ou, en d'aulres termes, il est nécessaire et il suffit que la différence

Sn.;_m—sn=un+un+1+ ..... -+ Unt-m—1
devienne infiniment petite, quand on attribue aw nombre n une valewr infiniment grande,
Guel que soit d'ailleurs le nombre entier representé par m. »
Nous avons souligné ee qui (si nous avons bien compris les paroles de l'illusire auleur)
constitue la proposition fausse dont nous parlions tout & Pheure.
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dans laquelle tous les termes sont supposés positifs, il suffit de rendre
AR | : 8.1
chacune des parties du premier membre moindre que - (*).

IV. Il y a cette différence entre les séries convergentes et les séries
divergentes, que, dans toute série convergente, la somme de p lermes
conséculifs lend vers une limile, quand le nombre p augmente indéfi-
niment, et que, dans les séries divergentes, celle somme croit indéfi-
niment avec p, quel que soit le rang du premier des termes considérés.
Ces deux propriélés, que I'on pourrait regarder comme évidentes, ré-
sultent, trés-simplement, des principes précédents.

En effet, si la série est convergente, on a

Spyp—Sp+ Ry p— R, =03
puis, en supposant n constant et p variable,
lim (Sp—S,) —R, =0,
ou lim (85— Sp) =S—S8,,.

Au contraire, la série étant divergente, la somme S, peut dépasser
tonte limite ; et il en est évidlemment de méme pour (S,.,—S§,) (*).

8. Tukorime IIl. Dans loute série convergenle, la somme d'un
nombre indéfiniment grand (***) de termes conséeutifs tend vers zéro,
lorsque le rang du premier de ces termes augmente indéfiniment.

Démonstration. Dans I'équation
(un—i—i 1y u;i+2+- e -+ un-}-p) +Rn+p_ Rl‘l= 0 ’

supposons que p soit une fonction de n, qui devienne infinie avec
cette variable. Nous aurons, en passant a la lLimate,

U (U Unpa oo s Uy} =0,

absolument comme dans le cas ou p était supposé constant (6).

(*) Dans la plupart des cas, les termes de la série vont en décroissant, du moins &
partir de I'un d’eux. S'il en est ainsi, l'inégalilé ci-dessus sera vériliée dés que 'on aura

&
Unpq<—.
" 1<3'J

(**) Toujours en supposant # constant.
(***) Indéfiniment grand signifie ici: qui eroft indéfiniment.




6 TRAITE ELEMENTAIRE DES SERIES.

9. Remarque. Cefte proposition, beaucoup plus générale que le
Théoréme II, n’exprime pourtant pas une propriété qui appartienne
exclusivement aux séries convergentes. Pour le montrer sur un exem-
ple simple, considérons la série divergente

1 | 1

W+..... (.ch
En supposant p=mn, nous aurons

1 1

S (n+2)l(n—2) Pyl (2n4-1) 1{2n41)"

.
—8,=

4
. 1
Tous les termes du second membre sont moindres que —7 3 done
nen
1 2 - 1 £y
bu—‘.—p— 5, < In’
et, conséquemment,  lim (S,.,—Sz)=0.

Aiusi, la somme d'un nombre indéfiniment grand de termes consécutif's
peut avoir pour limite zéro, sans que la série soil convergente (**).

40. Tukorime V. St les termes d'une série sont, en valeur absolue,
respectivement moindres que ceux d'une série convergente dont lous les
termes ont méme signe, la premiére série est convergente.

Démonstration. Décomposons la somme S, des n premiers termes
de la série convergente en deux parties a,, b, ; a, représentant I’en-
semble des termes correspondant aux termes positifs de la premiére
série, et b, la somme de ceux qui correspondent aux termes négatifs
de celle-ci. Désignons par 8, @', b, les quantités analogues, rela-
tives a la premiere série. Nous aurons

Spy=ad,—b,, S,=a,+0,

La seconde série étant convergente, les sommes positives crois—
santes a,, b, ont des limites «, (5 ; donc les sommes positives crois-
santes a'y, by, respectivement moindres que les premiéres, ont des
limites ¢/, £'; et la somme S, a pareillement une limite, égale 2

Y,

(") Voir plus loin, n¢ 29.
4y Celle proposition justifie ee que nous avons dit ci-dessus (ne 7).
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11. Remarques. 1. 1l est évident que le 'méme théoréme subsiste
lorsque les termes de la premiére série sont égaux & ceux de la se-
conde, respectivement multipliés par des quantités positives ou néga-
tives quelconques, mais findes.

I Si la série convergente donnée n’avait pas ses termes de méme
signe, la proposition pourrait étre en défaut : en effet, la différence
a,—b, peut avoir une limite, bien que les sommes a,, b, croissent
indéfiniment (*).

12. Aveuicarions. 1. La série
1

i ukd 4 S
55y +1'.Tz+1.2.5“"“"""1.2.3...{?1——-1)

o PP
dont les termes, & partir du quatridme, sont respectivement moin—
dres que ceux de la pro=rrcssion

1
ORI U

est convergente (**).

La série
1 1 1
{—f+i5tras e E iy T
est convergente ().
III. La série
ato | (a-+o)(2a4c) (a=6), . . (n—1 a-c)
o b+c+(!J+c} (@b+c) * " (bto).. . (n—1 b+c)+'""'

dans laquelle a, b, ¢ sont des quantités positives, est convergente si a
est inférieure @ b. Dans le cas conlraire, elle est divergente.

(*) Par exemple, ainsi qu'on le verra plus loin, la série

est convergenle, el la série

esL divergente.

(**) La somme de cefte série, ordinairement désignée par la lettre e, est la base des
logarithmes népériens.

, 5 {
(***) Elle a pour somme -,
e
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En effet, dans le premier cas, les termes sont, & partir du troi-
siéme, respectivement moindres que ceux de la progression décrois-
sante

a--c a--c\? a+c)n A
o o (] sk (B
etc. '

Reégles de convergence.

13. Tukonime V. Une série est convergente si, a partir d'un certain
rang, le rapport d’un terme aw terme précédent, pris en valeur absolue,
est conslamment nférieur a un nombre donné, moindre que Uunité.

Démonstration. D’aprés le Théoreme 1V, il suffit de considérer le
cas ou tous les termes sont positifs. Or, si l'on a

Unt1 ﬂu-{-ﬁ Nrn—]--;i'.-
Ly — <&y oy —=Z @, ey
Uy Untg 'un+p_|

e étant une constante positive, inférieure  'unité, il en résulte que
les termes

Yrgts  Upggy svevsy Upgpy  erias
sont respectivement moindres que les termes de la progression dé-
croissante
- T 3 T ARy
Et comme cette progression forme une série convergente, il en est
de méme pour la série proposée.

14. Remarques. 1. Ordinairement ce théoreme peut étre énoncé
ainsi : Une série est convergente, si le rapport d'un terme au terme
précédent, pris en valewr absolue, tend vers une limile momdre que
Vunité,

II. Cependant la premiére proposition est plus générale que la

. . U, Fisy
seconde : il peut arriver, en effet, que le rapport -;—J’f n'ait pas de
n

(*) A cause de
¢ _ a-c¢
nb4-¢ Sbkc



CHAPITRE II. -~ THEOREMES SUR LA CONVERGENCE. 9

limite déterminée. C’est ce qui a lieu, par exemple, pour la série

sin2g sin® g sin?2e

& siny sin®2¢... sin%ny
1-+kcos’y o (14-kcos?o)(14-Fkcos?2q)

| 11
etk (1+-k cos*s)...(14-F cos”nq)+"""

dans-laquelle on suppose

0<k<i, 0oL m.

Cette série est convergente, car le rapport

Unys sin® (n4-1)o
un  A--keos (n4-1)e

est inférieur a k (*).

III. S lous les termes ont méme signe, et que le rapport u—l’:fi ait
pour limite U'unité, la série peut élre divergente (**).

IV. En conservant les notations précédentes, et en supposant fous
les termes positifs, on a

o
u,.

R’Jl<i
En effet, les inégalités
2 3
U< Alhyy U g & Uy, U a<oa Uy, saene
donnent

Ru<aun(1 e ﬁ+c€2+. e ..);

efc.
15. Arprications. I. La série exponentielle

frd @* £ iz
1+1—+1—§ —[—.....—t—“} =

Bt

est convergente, quel que soit x (***).
En effet,

| R PO H
lim = — lim == ).
Un n

(*) Excepté pour les valeurs de # qui donneraient sin? (n-+1) o =1, Mais, dans ce cas,
l'are ¢ serait commensurable avec la circonférence ; et, a cause de sin (2n--2)0=0, la
sdrie se réduirail & un polyndme.

(**) Ceci sera prouvé plus loin.

(***) La somme de celle série est e?.
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Il. La série logarithmique
?—l—z—’ﬂ— AR Z .
est convergente pour loutes les valeurs de x comprises entre <1 ef—1.
Effectivement,
I — 2 lim - —x

Un n-4-1 :
donc, en valeur absolue,

o Unpq -
Iim%un—<1 ().

-

i =25

La série du hindme

1 + PRI gl m {m——'i}

mm=1)...(m—n) ,_,
+c e W—{?T_—“—w _—i—l.....

est convergente lorsque la variable x est comprise entre —+1 et —1.
Dans ce cas,

Unpy  m—n--1 n—m—1
— e Pm— "

done

et, en valeur absolue,
: un—H
lim <1 (L
16. Tuiorime VI. Une série

I P ST SO B R

est convergente ou divergente, suivant que la valeur absolue de vt
tend vers une limite ) inférieure ow supérieure @ Uunité.

Démonstration. Soit « une quantité comprise entre 1 et A. Dans

(*) On verra plus loin que cette série est convergente pour g=—1 5 divergente pour
T=+1.
(") Cette série, développement de (1-}-x)m, est encore conver: gente lorsque o=2-1,

m étant positif, ou lorsque 2=1, m étant compris entre 0 et — 1 (Comples rendus de
" Académie des sciences, 26 octobre 1857
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le premier cas, & partir d’une certaine valeur den, on aura (toujours
en valeur absolue)

() T e e M TR A S
donc la série est convergente (Théor. III).
Dans le second cas, les termes de la série pourront étre rendus

constamment plus, grands que ceux d’une progression croissante;
done, ete.

17. AppricatioN. La série

(2 e

est convergenle ou divergenle, survant que x est, en valeur absolue,
inférieur ou supérieur @ Uunité ().

On a eflectivement

bim’\/u, =z.

48. Taiorime VI Si les lermes déeroissent indéfinvment, et qu'ils
soient alternativement positifs el négatifs, la série est convergente.

Démonstration. Soit la série

Wy— U Ug=— Uy 0 ue s Uy — Uy Uy —
dans laquelle nous supposons
Uy > Uy > Uy > enne > Uy g = Uy > Uy > vensei 0 (”)‘

ef, en oufre,

imu,=0.

{*) On suppose @ positif, ou au moins négatif non entier.
(**) Si les premiers termes ne satisfaisaient pas 2 ces condilions, on représenterait par

u, le terme A partir duquel, la série devenant réguliére, elles sont vériliées. Par exemple,
dans le cas de la série

s L bl s U
1. P 4ale 180y
citée plus haut (5), on ferait
1010 101 10 102

h—r— et — e | Uz= ——— Uy,
T T e T T S i i .12
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Si, pour fiser les idées, nous supposons n pair, nous aurons :

S, =u,,

S;=u,—u,,

Sn::(ul——ug)—l—ua:ui——(uz-—uz).

S&:(uinu2)+(u3'—ui}:ui_'(uz‘_us)_"'ua'

S,= (ui—-u,g)+(152—-u3)+.....+(u,,_,——-un),

A
=ut_‘(uz‘_us)_"‘(uﬂﬁus}"_"""‘_'(un—'z"_'un-l)_un'
Ainsi, les sommes de rang impair vont en diminuant, et les autres
vont en augmentant. D’ailleurs, la différence

Sn—:_‘s.-;:un

a pour limite zéro ; donc ces diverses sommes ont une limite commune
S, comprise entre deux sommes consécutives quelconques.

19. Remarques. 1. Si les termes, alternativement positifs et né—
gatils, et déeroissants, tendaient vers une limite A différente de zéro,
la série serait indéterminée. En eflet, les sommes SHISENSE S
iraient encore en diminuant, et les sommes Ssv 845 oivy S, respec—
tiement moindres que les premiéres, iraient encore en augmentant ;
en sorte que les unes et les autres auraient des limites. Mais, &
cause de lim u,—= lim (S,_,—S,)=12,

on aurait bmS,_,—limS,=2,

Ainsi, la limile des sommes de rang impair serast égale  la limite
des sommes de rang pair, augmentée de ) ()

(*) Soit la série

2 3+£ 5 5 2n 2-n.+-1+ :
BTy R A
auquel cas lim un=1.
® -3 ¥ 5 n 2n-+1
0 si=(;—3)+ [t =2)+... —
n 1 (1 2 i 3 4)+ +(‘2.ﬂa—l 2n
== L e
T (2n—1)2n
g L ot 13
ST AR 2n—1_ 2n’
done lim Sn =12,
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20. Tmiomive VI Les mémes choses élant posées que dans le
Théoréme VII, Ierreur = que I'on commet en prenant la somme S,,, au
lieu de sa limite S, est inférieure aw terme u,..., qui suit celur auquel
on s'arréte. '

Démonsiration. 1° Si n est pair, on a

S8 <815
d’ou 5—8,< Spr1—Sp »
c’esl-a~dire o T

2° n étant impair, on a

5, >8>8,..,;
puis Si—S<<Sy—S8ui5
et enfin S A

21. Remarque. L'erreur e, prise positivement ou négativement,
suivant que n est pair ou impair, est égale au reste R, de la série.

22. Tmiorkme [X. Une série composée de termes positifs et de termes
négalifs est convergente s les groupes successifs, formés par des termes
de méme signe, diminuent indéfiniment.

Démonstration. Supposons que la série se compose d’un certain
nombre de termes positifs, suivis d’un certain nombre de termes né-
gatifs, suivis, & lear tour, d'un certain nombre de termes positifs, etc.
Représentons par g, la somme des termes formant le premier groupe,
par —g, la somme des termes formant le deuxi®me groupe, etc. Le
terme général w, appartient & un certain groupe g;; par conséquent,
la somme S, est comprise entre

91—Gatgs—- oo giy

et 91—g2+93—e----i"§f—1$5’i-
D'un autre ¢dté,
p) N 5 6 In—1 2n
Sn-—l='__('_"._)_(7_:)_""’_( B )
1 2 3 & B 2n—2 In—1
=Lyt L Lyl ok
R e i.:’:+m"+(211—2](2?3—1}]
i ot gt e __’_].
SF g -2 2p—1]’
done lim S, =2—(1—12),

ou lim Sy —y=1lim S,
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D’aprés le Théordme VII, ces deux sommes ofit une limite eom-
mune S. Done aussi
lim S, =S8.
23. Apprication. La série

1 1 1 1 1 1 1 1 1

M T e e
est convergente,
En elfet :
A 1,1 TR
1 De 9‘1=11 92:§+§'1 93:Z+E+'ﬂ‘
i 1
q‘ué{z—%} y i) G}..|... """ +i(i+’l)‘
g g-Te 2
on conclut yi<?—ﬁ-_%——.
=1
2
puis lim g;= 0.
20
alfi @ 2 [ 2 __2_]__-5’..
Ii—Gem= m_(m—l_hm_’_bﬁ_ﬁ_—f“rm EH)+2)
. 1 = 1 9 .
L i-(a_'=—a'+§) (P+i+2) et ("4, (°51) }_ ) +2)’
4 2
donc i Gits > (F)(+3) () F2)°
9
ou e e

(i+2) (1+3)" |
quantité positive,

24. Taiorive X, Les mémes choses élant posées que dans le Théo-
réme IX, Verreur que on commet en prenant la somme des i premiers
groupes, au lieu de sa limite S, est inférieure au groupe de rang i--1.

La démonstration est semblable & celle du Théoréme VIII.

25. Lenve L. 5% [(x) est une fonction positive et croissante, dont
ladérvoée soit décrodssante, on a

fla+h)—[lz)<hf'(z) (1),
f(@)—[la—h) > hf'(z) (2).
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Ces deux inégalités, qui deviennent évidentes au moyen d’une
figure, peuvent aussi se démontrer comme il suit :
Soient

o(h)=f(+R)—[(z)—hf (z), Y(R)=((x)—[le—h)—hf(@);

d’ou

¢ (W)=["(a+4-1)—f (), Y(W={"(@—h—f"(a).
D’aprés la seconde hypothese,
¢(h) <0, Y (h)>0.

La fonction ¢(h); ayant une dérivée négative, est décroissante.
D’ailleurs, elle s'annule avec k; donc, etc.

26. Lemmz 1. Soit [(x) une fonction posilive et indéfiniment dé-
croissante, du moins & partir de x=a—1; soit E(x) la fonction pri-
mitive de {(x). On a
fla)+fla+1) +.....+fla+n—1) >F(a+n)—F(a) (3),

fla)+fla+1)+.....+flat+n—1) <Fla+n—1)—Fa—1) (4).
Les inégalités (1) et (2) donnent

f(@=nh) — f (&) < h[f (@) [ (@B 4. (@+n—1h)],
f(a—-n—1h)—[(a—h)>h[[ (@) (@+h) ... (@+n—1h)].

Remplacant [ par F, [ par [,  par a, et h par 1, on a les inéga-
lités (3), (4).

7. Remarques. 1. Ce second lemme est évident a I'inspection de
la figure ci-contre (*).

X

\

(") Cette méthode trés-simple a été employée par M. L. Olivier (Journal de Crelle,
L 11),
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I 8i F(x) devient infinie pour £ =a—1, on remplace I'inéga-
lité (&) par celle-ci :
fla+1)=+f(a~+42)+.....4f(a+n)< Fla+n)—F(a),
qui équivauta
f(@)+fla+1)4-.....+fla+n—1) <F(a+n)—F(a)— flat-n)+fla) (5).
28. Tukorime XI (Théoréme de Cauchy). Si [(x) est une fonction
positve et indéfiniment décrotssante, la série
fla)+flat-1)+..... + flad-n—1)—4.....
est convergente ow divergente en méme temps que la fonction primi-
tive F(x) (*).
Ce théoréme est évidemment contenu dans le Lemme 11,

29. Cororrare (**). Les séries

i 1 1
1—-]-@—1'- BigE e e T >
1 1 ) 1
Sy B T e
1 1
B T

33 (UB) -k

sont convergentes lorsque k est positif, divergentes s k est nul ou né«

gatf.
Démonstration. 1° Si I'on suppose

1 oy e— 1 e et 1
f@=z5 f im)""w—ux}wk’ / (@“&E@kg}—l“, ----- )
on a
=Ll Fe=C——r;, F#)=C—— ;
F(x)_c _kwk1 (x}—-—' — .’CU‘CG};‘ ) ({3)— '—'W, woese .

et ces diverses fonctions primitives sont convergentes ou divergentes,
selon que la constante k est positive ou négative. Il en est donc de
méme des séries correspondantes (Théor. XI).

{*) Pour abréger, nous disons qu'une fonction de @ est convergente, lorsque, « croissant
indéfiniment, elle tend vers une limite. Au contraire, une fonction divergente est celie
qui devient infinie avee la variable.

(**) D& 4 M. Bertrand (Journal de Liouville, t. VII).
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29 Soit

=2 flo=1." %=1

wlo’ = 2loliz? e

alors

F(z)=C+lz, F(a)=C-tln, Flz)=C+Ulz, ...; etc.

30. Tmiorime XI. 1° Une série composée de termes posilifs et
indéfiniment décroissants est viverGENTE si » @ partir d'une cerlaine
valeur de n, on a constamment

B

8 fT
“r:>}"v ou u“>ﬁ‘ ou ?t,;>m, ou, ele.,

J élant une constante positive;

2° La série est CONVERGENTE S, a4 partir d'une certaine valeur de
I, on a constamment

3 G 5
U < :»:l-i-k' ou u, <

W, oU U, < ou, elc.,

nln|ln) %’
9 et k étant des constantes posilives.

Ce théoréme résulte immédiatement du corollaire qui préeéde,
joint au Théoréme X.

31. Tutorime XII. Les conditions de convergence de loule série

a lermes positifs et idéfintment décroissants sont comprises dans le
tableaw suivant :

CONDITIONS
s
NECESSATRES. SUEFISANTES.
lim nun=0, lim nuy.nb=A,
lim nlnup=0, lim nlnup(in)k= B,
lim: aln(ln)un=0, lim alnlnun(lin)k= C,

Démonstration. Les conditions nécessaires n’exigent aucune expli-

cation : elles résultent du corollaire ci-dessus (29). Relativement aux
conditions suffisantes, il suffit de faire observer que si le produit
9
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nu,n* tend vers une limite A, lorsque n augmente indéfiniment, on a

Az

.’l < ni+k 7

donc la série est convergente (Théor. XII, 2°); ete.
32. Remarques. 1. L’application des régles qui résultent de ce
: =]
tableau permettra toujours de saveir si la série & laquelle on les ap-
q
plique est convergente ou divergente; ¢'est-a-dire que I'on n’aura pas,
indéfiniment,

1

> R>nl—‘—k’ ?EJ >tu> f“ .L.k‘ > h>'ﬂ!’?l'{un‘1+’~‘ ansse l/\}.

nlnﬂﬂ
En effet, quelle que soit la valeur attribuée a n, les fonctions In,
lln, Uln, ... finissent par devenir imaginaires (**).

II. Si I'on considere les équations

2ol =1 el e 8 1
V=% Y= Y= zbuwy YT )it

et les courbes qu’elles représentent, on voit que les ordonnées de ces
lignes sont positives, finies et continues & partir de

e=0, a=1, e, f S e (1

De plus, les points d’intersection de deux courbes consécutives ont
pour coordonnées :

| s ¢
& e
| £ e e

m:ﬂ, XrT=e€ , €z =28 3 r—e ,

snens

e
—1 —(1+¢€) —(1+f:+cc) —(1—e—e-'.~ce-!-ac }
y=ce $ y=e 5| y=e :

(2=

Yy

(*) Nous supposons, pour plusde simplicité, que tous les lermes de la série ont é1é
mullipliés par un facteur choisi de maniére & rendre égaux i Punité les numérateurs des
y 9 b
fractions de la forme —, — , ——,
n' nin " ninlln
(*") Faute d’avoir fait cette remarque , un géomélre a pensé qu'une série peut ayoir

pour terme général le nombre des facteurs du dénominateur étant in-

1
fini, et que o le cas de cetfe série (dont tous les termes seraient imoginaives!) est en quelgue
sorte le point de jonction des series convergenles ef des séries divergentes. »
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33. AppLications. 1. La série

est divergente.
- s
En effet, lim nu, = lim W= 1.

I. La série

ne

1 9 3
g T gam T o T e e

€St convergente ou divergente, suivant que « surpasse ou ne surpasse
pas lunité.

En premier lieu,

‘ 4 na-t+i [ on et g Je ey Tt o
lim Ny, — lim m = Izml (;‘Fi) m]— lim fﬂ'f"_—'_”"'l.

Pour que cette dernitre limite soit zéro, « doit surpasser I'unité.
D’un autre coté,

y . 1
lim nu,nf= lim =0,

Si, @ étant plus grand que I'unité, on prend k<u—1. Les deux
premieres conditions (31) étant vérifiées, la série est don¢ conver~
gente (7).

[II. La série

‘(251)4-(‘::;_1)4- ..... +(M—1)+.....

est divergente.

1 11 1 )n—H
z(1+?§-—'l.)_ 7 (+ﬂ+1

1° N, =—n ) —afl il
1 é d Is 1 n ??—-Ev-l_
puis, a cause de ,,-m( +1T+_i) =e,
lim nu,=0.
o Rt nk ( 1 )n—H_ s
2 ﬂun.‘n —_ﬂ-l—ﬂ f(n—]—‘” l 1+n+1 _wpﬂurﬂ o0

——

(") Ces deux exemples sont ticés du mémoire de M. Bertrand.
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3° lim nln. u,l_hm Dim— i
n—-1 n1)
1V. La série
W \i+e (Ul t-+s l(n+2) ):T'a
(1172 1) (zr ) S "'(tf{nm"‘l e

est convergente s o est positif, divergente si o est nul ou négatif.
1° On peut écrire
{E(n—i—ﬁ] i+
__| _Un+1)
U=\ Ti(n+1)
Cette quantité a pour limite zéro, si 1--a est positif.

1
-
90 1(11+91:1+ ( ’n.-l—i):1 1

en posant

Par suite,

1\ 14w I\PT] 1 1\p {+e
! 1+—) £(1+—) l(a—}-—)
nu —11[——( s ] :—E—[ L [ 5 )]H“ b
g7 tn+1) pitel ll{n-+1) n-+1 lin~4=1)ll(n-4-1)
1\p 1-+a
i Pl I(l 1 ):H—l'll-i-a[ 3(1-1-%) ] :
—{n—i-J)“r“[_' gpmgl ln-+1) ll{n+1) !

puis lim nu,, = 0.

1\p 14=
Al-H i 1 \ntt :-1«;[ I(" L?;) ]
{:t-}-i)l—l-n[ ( +.'R_—i-_i) ] (u+1)!£’n+l] '

Si la quantité « est positive, et que I'on prenne k=, on a

3 nuptt=—

lim nu,mF=1;
done la série est convergente.

k° Soit z=0. Alors

Ny N = ——

1 \
itk f( | )}‘H—I l(H-;)
PR L (LT *Un41)l{n+1)’
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et cette quantité croit indéfiniment avec » (*) : il y a donc incerti-
tude sur la nature de la série. Mais

) !E’Ru HR 1 FI+1
m’n!ln.u,; n-i-] l(n--1) Hi{n-}-ijl(i_‘_ﬂ-{—l) (1+ )

done lim ninlina,=1 :

la série est dvvergente (™).

5° Elle I'est, & plus forte raison, si « est négatil.
BAutres régles de convergence,

34. Les régles précédentes deviennent peu commodes lorsque le
terme général, u,, est un produit dans lequel le nombre des facteurs
croit indéfiniment avec n. Quand cette circonstance se présente, on
peut recourir & de nouvelles régles (™), qui résultent des propositions

suivantes.

35. Lemme 1. Les séries
1 1 1 ik

+§T_ﬁ+m+ S 3N exLm e T-n_l-[-—;_i#““"

| 1 1 4
U“’)‘"‘""‘+5U5)“"‘*+ e (n+1)[l(r4+1)]1-+5 e
1 1
S T g T

o S SN PO P <l U T TR YRR T T TR T TR T e o A Tl TR R

sont convergenles si k est posilif, divergentes si k est nul ou négatif (29).

(*) En effet, si I'on pose n=1=e%, on trouve
1 |14k ;i i 110 ekz
Nty k= --—) it — l H——) —
n-1 n-4-1 pl sls
. les trois premiers facteurs ont pour limite Punilé, le quatriéme devient infini avec z; ete.
g (**) Llincertitude ne cesserail pas si Von appliquait la deuwiéme condition nécessaire et
la deuzidme condition suffisante (Théor. XIII); c'est pourquoi nous avons cherché immé-
diatement la limite de nlnlinuy,.
(**") Ces nouvelles régles ne différent pas, au fond, de celles qui ont été donnéos, soit
par M. Bertrand (Journal de Liouvills, t VIT), soit par M, Paucker (Journal de Crells,
L XL,
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36. Lewme 11, Les quantités

A=(n+1) (L) S n,

n-1

B= (n+2)3(n+2)|:”+’ (E) ‘*"‘]_(n+1)z(n+ 1),

n-+2\In+2

5 P3| 1k
C:(n—|—3)!(ﬂ—i—3)l!(n—l—3)[2——i§iinig(%%) —(n-+2)(n—+-2)l(n+2),

--------------------------------

dans lesquelles k est supposé compris entre 0 et 1, tendent vers (— k),
lorsque n croit indéfiniment.

. i | = n \k
} ! A_n[(n—m) _1J'
| E 1 1
Soit n——]——l—";:
d’on 3= ! s
@ n-+1

On tire de la

: . 1 £ 1 k(ke—4 1 ; -t .
(;‘%)L<1_—km' (ﬁT) & }(n—}-i):(%_j)! * ().

n Ln k(k—1) n  jn41 2=k
A At ——“(n+u=(TJ ;
et enfin lim A—=—1F.
S In-l-_-l)" ]
‘20 . D= = == "-"1 -
B (n+1)!(1z+1)L(lm
:_\Ol[. : t(ﬂ*}‘i]_._ P (‘t);

ln+2) ~ p-1
d’ou

ln-r0)=pl(14+=15).

{*) Pour abréger, nous admeltons les deux inégalités

k(1) , 1

(l—zlk<<1—Fkz, (1—z)F>1—Tz+

i atiile o)
2 (1— z)—F>
dont la démonstration est facile.
(**) Cette transformation est admissible; ear a toute valeuy de n correspond une valeur

de p. En outre, ces deux quantités devienuent, simultanément, nulles et infinies,
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; 1 \rtoEfhip k T
puis B=t{1+o) " 0L () 1)
et enfin (') lim B=—1EL.
3° C=(n+2)(n+2) ll( n+9)[ ii::; '-—-1].
5ot 42) g
sl Hn+3)~ g+1’
d’on
lin4-3
lln+2)= ‘dl(n+2;
Soit encore :((:Ig}_p";q :

d’ou
: 1
J(-n-{- 2)—=pl ( 14 ﬂ—+2) :

Ces valeurs donnent

C=”(1+$z)"+ﬁ- 1(1-1-7"5)"4[(9‘1_”)"—1],

puis lim C=—1Fk;
ote. (")

37. Tuiorine XIV. Uné série composée de termes positifs est con~
vergente ou divergente, suivant que la premiere des quantatés

lim l (r 3-1—1)$ --n-l A
lim [l\ﬂ-—i—'])l{ﬂ—Fi) ek m'n‘,
lim l(n+1) (?1_1_1);;(,3_5_1)9:& nlnﬁn]. ..... :

qui w'est pas nulle, est négative ou positive.
Supposons, pour fixer les idées, que I'on ait constamment, & partir
d’une certaine valeur de n,

(n+1) ==

n

—

i —+1
(*) A cause de h'm.(1+ __.)" =
n-+1

(**) 11 ne serait pas difficile, au moyen d’un raisonnement connt, de faire voir que la
proposition énonceée est génerale.
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7 €tant positif, D’aprés la relation
n 14k -
hml(n—l—i [ -H) -—-nJ_-——k,
démontrée ci-dessus, on peut toujours

assigner une valeur positive
de k, inférieure & 7 telle que I'on ait

» & partiv de la méme valeur

de n,
(n+1)- L+_--n<(n~{-1)( e )Hk—_n,
Uni-t no\i+k
ou i <(EJ—_TJ .

Mais, s'il en est ainsi, les termes de la série proposée décroissent plus
rapidement que ceux de la série convergente

1'4—‘2—1;—Jc QIJ_L—i"—---- +ﬁ'_I_—H+.'.”;
donc la premicre sépie est convergente.
La méme démonstration est évidemment

cas ().

38. Remarques. 1. Si I'on pose

applicable & tous les

Un-1
1‘0_ -L__. __j

Un
ry=1-+4ri(n4-1),
:-:el?ﬁ-'—i-+r1£(-ra,+1).

ol ——nlulm————f-? oll(n—+1),

LR

---.-.-..o-..

on pourra modifier ainsi I'énoncé précédent -

e e e e
() Si le lecteur éprouyait quelque difficulté & comparer los bindmes

¢ i | 15
{:.=.+!}£(ﬂ-{-1)ﬂ—“ﬂ — nln, (nv;-g};'(ﬂ.;_g}[?’_ﬂ (Eﬁ'l) ]—-{n—l—l)i{n-{«l) =
iy B8\ -2 B

il poutrait remplacer celuj-ci par

1 [ln—1 ) 1k
:;—-I}I{H—I}[” (“+ i-—nm

n--2 5!&-.—-:

En eligl, calla derpitpe augniitt a &

A méme Hmite que B, Golto rey
les autres bindmes,

narque subsiste poyp
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Une série composée de termes positifs est convergente ow divergente,
suivant que la premiére des quantités

»

bmer,, limr,, bkmry,, lmr,, ...
qui West pas nulle, est négalive ou positive.

II. D’aprés le lemme II,

3(:1—;--1}__1 El(n—ri}
TR e

lim ninlinl — . e o

lim nl f?—:l , bLm nlnl

donc
him ry=1+lm [rl(n-1)], bmr,=14lim [r,ll(n+4-1)].

39. Appuicamions. 1. Les séries dont les termes généraux sont
i),
n
1

A B k)
(n1) i{n—+1) _éﬁ)( 303 ( m:um)’

1 ( v )(1 3 ) : 3 b
(n+-2) (n=+2) lin—+1) 31515 AAlL ""'(m;ﬂT_g”m)'

AR S R s I St R S R S B ) S Bk B L T e

sont convergentes st k est positif. Dans le cas contraire, elles sont
divergentes.

D’aprés ce que 'on a vu précédemment (29), il suffit de considérer
la premicre hypothése (*).

Or, pour la premiére série,

T
— ="

=(n+1) v

n--1 ( n-+1
lim r,=—F.
Pour la deuxiéme,

- (n-+1)1{n-+1) I
i‘,-(n—l—‘..’){(n—l—‘.?)m[l mj (R—{-—”J{n—}-“_

(n-1)l{n-1) ,
2t

(*) En effet, si I'on suppose k=0, on oblient'les séries divergentes
e b 1
1+_+—+—+.....+;—E--+-,..,.,
L
: + —==f> - i
ETE] ”t+ e n—i—l)!{n—‘r-l]T """ !

8 g R R T R ok EA R R e R e Oy

BI J 051 négatif, 10 terme géngral de chaque série n'a pas pour limile zéro; elo,
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donc hm —t k (‘) 5
ete.

II. La série
1 1 1

7 +———~—-—&— S T E el
kl+tgﬁ) (H—tga) (H—tga) (i —Hga) (i-f-tg;).....(-l -f-lg;)

1 " ag . ™
dans laquelle a est un arc positif, moindre que =, est convergente oy

divergente, suivant que cet arc surpasse ow ne surpasse pas Iunaté,
1° On a

41—t a 1 7 an—i—i e a
nft G SR e e
ry= —n= = -
14152 1ptg 2 14-tg 2
n--1 © -1 ® n1
donc limr,=1—a,

Sia surpasse 'unité, cette limite est négative, et la série est conver~
genle.
2° Sia=1, limr,=0. Mais, dans ce cas,

- 1 -
1—ntg — |i(n4+1)
1
rod(n4 1):'- sits _]J :
1+tg‘u+1
La limite du dénominateur étant unité, il suffit de considérer le nu-

meérateur. Or, A cause de

tge >a, tga<<

1 1 gy 9(n—4)—1
on a l—ntgm<m, 1~11lgm>m:—l.

Sans qu’il soit besoin d’aller plus loin, on voit que

!z’m[l—ntg ﬂfjti—-lf(n+1): 0;

(*) Pour simplifier le ealcul, nous modifions 1a régle, de la maniére indiquée ci-dessus
(37, note).
(*") La seconde inégalité est une conséquence des relations

: 1
Sine <@, coso>1— Eﬁ;:’._
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done lim r,—1:
[ la série est divergente.
" L. Discuter la série
_’_a_i_—c' a;’-+c: = (a+c}{.2a+c}. (a”—t—c:)(ﬂa:—kcr') bt =i
b " b4-c" T (be)(2b4c) * (b'~c)(20'+0)
(a+0)(2a+-0).....(n—Ta+c) (a'+¢) (2a'c).....(n—1 a'+-c)
(b=t-c)(2b+-c).....n—1 b4-c) (b'—4<)(2b4C).....(n—1 b'=2)

1o ro:un_;_q_ e na-¢ na'—-c' g (aa'—bb\n*+-(ac'4-ca'—bc'—eb'in

Un T nb—c ' nb'—¢' bb’?l{bc’ﬁb’]ﬂq—cc'
2° Si aad'—bb’ est diflérent de zéro,
. ao'—bb’

Suivant 'que cette quantité est négative ou positive, la série est con-
vergente ou divergente.

3° Si ad'=bb’, limr,=0, en sorte qu'il y @ doute. Mais, dans

ce cas,
sk ___ (ac'4-ca’—be'— cb'+-bb")n*~-(ac'+-ca)n—-cc' ,
=1t ) g bb'n*~-(be'—-cbYn+-cc’ !
i - at—-ca'— be'— cb'+-bl'
18 == .
pu lim v, W

4 On peut toujours supposer b et b positifs. Dés lors, la série est
convergente ou divergente, suivant que 'on a
ac'—-ca'— be'—ch' -+ bb' § 0.
5° Si ac' + ca'—be'—cb 4+ bb'= 0,
ily a doute. Mais, évidemment, lim [r;l(n+1)]=0; donc

mr,—1:
la série est divergente.

Des séries a termes oroissants et décroissants.

40. Jusqu'a présent, nous avons supposé que les termes de la série
proposée décroissaient indéfiniment, du moins & partir de I'un d'eux;
et nous avons indiqué diverses régles au moyen deésquelles on peut,

dans tous les cas, reconnaitre la conyergence ou la divergence. Mais il
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peut arriver que le terme général u,, tout en ayant pour limite zéro,
soit exprimé par une fonction de n tantdt croissante et tantét décrois-
sante (7). 1l parait trés-difficile de trouver des régles simples, rela-
tives & ce cas singulier. Nous nous contenterons d’énoncer la propo-
sition suivante, analogue au Théoréme IX :

Al. Taiorime XV. S des quantités
gty e 3B s - eva S s T

en nombre indéfini, pewvent former des groupes

Jr=UUs—t o . . .. —+-uy,
J:= u,i:+1+ Upia—toeens —]—uq,
Gs=UgpyFUgpatso ety

--------------

Uy Uy oo otly s , ()
o TR L N ()

sont, en méme temps, convergentes, divergentes ow indéterminées. De
plus, si elles sont convergentes, elles ont méme somme.

A2, Avprications. I. Soit
1
(n+1-cos nw)**

U=
auquel cas la série est
1 1 1 1 1 1
rrEtsaTeatatate.
Si 'on fait
1 1

91:F+

B el ey 1
T HiSgirhgn e 9= Eiop T @iy

on voii que la fonction g; diminue indéfiniment quand ¢ augmente.
D’ailleurs, on a

1
i —1)

1

) Exemple ; b e
{*) Bxemple ty (-1 cos nm)s
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donc la série (G) est convergente; et il en est de méme pour la

série (U) ().
Il. Soit

1
= n+1+4-cos n= *
On peut prendre
1 1
$=g " a1
Et comme il en résulte
1
gi > FR
la série proposde est divergente.
II. Soit enfin
1

Uy ——"—"—"—""" = ]

. o nw
n s -:-_)—-‘-ﬂ LDS-GT'

nous aurons la série

A ek 1 4 1 1

!, N (L (| oy
T+Z_§_Z§+5+5_é_"7_ﬁ&+9+-100 11

que nous pouvons réduire &
91—yg+gn—“Ja+--'---'tgi$---"v
€n posant

1 1
gi=g= T

Par conséquent, la série est convergente ()5

144

e

A5. Resaroue. Une série a termes allernativement positifs et né-
galifs, et dont le terme général a pour limdte zéro, peut étre divergenle.
Pour justifier cette proposition, il suffit de considérer la série

1 1 1 1
4 1 : 4 e SR

Ve—1 vVoH st v

Vi—1_ i+

w2
(*) On verra plus loin que celte série 3 pour somme - — 1.

b

*) Blle 2 pour SOMME — - —.
(*) Ellea y T
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Effectivement, la somme des 2n premiers termes est
= T oet
Su=2 (143 -5t -3);

donc la série est divergente (*).
Des séries imaginaires.

A4. DiwiniTioN. Une série dont le terme général a la forme
o+ B,V —1 est dite convergente, lorsque les deuz séries
oty —l—atg—-!—oca—f—.....—l—a”—!—....,,
Ba ot Bat Byt Bt

sont convergenles.

On voit que les conditions de convergence d'une série imaginaire
donnée se raménent immédiatement aux conditions de convergence
de deux séries réelles. La proposition suivante réduit trés—souvent
I'examen de la série proposée & celui d’une seule série réelle.

AS. Takorime XVI. Une série tmaginaire est convergente, i la
série formée par les modules de ses termes est convergente.

Si Fon met le terme général, o, + B,V —1, sous la forme

P (€08 0,4 1/'—1 sin m,;),
e 6tant le module de w,, les trois séries réelles dont il s’agit seront

P1COS w0, coswz—}—.....—l—p,, €0S 63 +.....,
01 810 @, =+ p, sin Oy F=reesi~p,Sin 0, 4.0,

P1 -+ p. Teeeatp, A
() Cette série appartient bien' la classe ffuenous venons d’examiner; ear, évidemment,
1 i
e
Vin—1" \/n-1
i i

et N T ——— A
\/?1+1>\/ﬂ+l-—l

D'ailleurs, pour réduire 4 la méme forme les termes de rang pair et les termes de rang
impair, il suffit de prendre

€os (n+1) =

i 1 :
l/n-i—-g- 3 €08 1 - cos nu

Un —
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Or, si cette derniere série, dont tous les termes sont positifs, est
convergente, les deux autres le seront pareillement (Théor. IV).
A6. Remaroues. 1. Si le module p, W'a pas pour limite zéro, la

série proposée est divergente ou indéterminée.
En effet, & cause de
pi:ai—]— {?’is
une, au moins, des quantités a«,, 5, n’aurait pas pour limite zéro.
. 87 le module p, a pour limite zéro, et que cependant la série
des modules soit divergente, la série proposée peut éire convergente.
| Par exemple, la série

L .

dont le terme général a pour valeur
11 nw — i
“[‘?050—3“’“‘/—"1 sin 2_|, .

n
est convergente, bien que la série des modules

1 1 1 |
soit divergente (*).

A7. Lenme (Théoreme d’Abel). Soient u,, u,, ....., u, des quantités
reelles, posilives ow négatives. Sotent ¢,, €4, ....., €, des quantités
posilives, décroissantes. Si, pour toutes les valeurs de n inférieures a
une certaine limzte, on a

A+ U+ .o oo +u, < B

On aura quss:
e A< 84U —HEsUs teere i< €, B.

—_—

(*) A cause de

et de
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Démonstration. Posons, pour abréger,
S =y FUst=onatty,  Sp=c U ety t..... A gu,.
Nous aurons
Wy==8y;, Us™=83=—8y, Ug==S8;3——8s, sversy Upy=—S8—S,_}
et, par conséquent,
S,=¢e8;-F Sﬁ(sﬂ—-si) +53(83'—85) R (sn—q'_'su-ﬂ) +En(sn_'5n = 1)
:(51_-'52)51"“‘(52"_33)33+-----+(Sn-——-1'—'sn)5u—l+Ensa'
Mais, les différences ¢,—¢,, ¢,—¢,, ....., &,_,—c¢, étant positives,
ona, d’aprés I'hypothese :
(51_92) AL (51 ) Ez)sl <(31'_‘32)B’
(eg— Ss) AL (32 —e;)S, <(52_53)B,
(iu—-:_“ 3;:)A< (531-1_ sn)sn-—l = (En—:"“‘sn)Bl
e A € Sy < &, B.
Ajoutant toutes ces inégalités membre & membre, et réduisant, on
obtient
g A< 8,< ¢, B.
A8. TukoriMe XVIL. Si les termes
W May Waa ool e S
d'une série convergente ou indéterminde, sont respectivement mullipliés
par des quantités
€19 €31 E3y  wassey By eveen
positives et indéfiniment décroissantes, la série-
R ST o R - SRS )
ainsy formée, est convergenle.
Démonstration. En conservant les notations du numéro précédent,
on a d’abord
e, A<S§, <¢B.
Ainsi, la série (1) n'est pas divergente. Elle ne saurait &tre indéter—
minée ; car
lim e,u, = lim &, . im u,= 0 . lim u,= 0.

Donc cette série est conyergente,
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49. CoroLLARE. S7 qucune des deuz séries

C0Sw, —+ cosSw, -+ cosm, +eiiitcos 0,.....

sinw, - SiNw, +8in @, ..., $in wp—+-....., (3)

west divergente, et que les modules

P'.l‘ P.gq Pa’ Peany Ony srees
décroissent indéfiniment, les deuz séries

P1€0S 3 -p.coswy - . , , . . = 0n COS 0.1
pisinw1+925inm,—l— e e s o0 CO8 @y, FLa L,

seronl convergentes.

30. Remarque. Supposons que w, représente Pangle formé avec

une droite fixe 0X par une droite mobile 0A,. Alors, la condition
dont on vient de parler, relative aux |
séries (2), (3), est ordinairement vé-
rifice ( ) lorsque la droite mobile ne k. ]
reste pas dans Uintérieur d'un angle /
fime BOC. On congoit, en effet, que si

la droite OA,, tourne autour du pole 0, /

chacune des fonetions cos Wps S0 @, #*

repassera périodiquement par les mémes valears, sinon exactement,
du moins & fort peu prés, et que, par conséquent, les séries (2), (3
seront convergentes ou indéterminées. Si, au contraire, la droite OA
tend vers une position limite, ou méme si elle oscille dans I’ mtérlem
d'un angle BOC, les fonctions cos w,, sin o, ayant des limites con-
stantes, ou du moins tendant it la forme a ==z, les séries dont il sTagit
deviendront divergentes (**)

1. Aeeuication. Les séries

P100S @ —+p,C08 (@ ~+0)—-p,C08 (@ —+-20) +-.....4-p, cos (a+n—19)+.....,
PiSIn a—-p,sin (a—-0)+-p,sin (a-20) ... p,8in (@ +n—19) 4.

{*) Peut-&tre pourrait-on dire : est ltoujours vepifide,

(**) Cependant, si lim cos wp=0, Ia série (2) pourra élre convergente. De méme pour
Pautre sévie, si lim sin op—0.
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sont convergentes lorsque les modules py, py, pgy -2y po déerotssent
indéfiniment. Cependant, si 0= 2kr, elles peuvent étre divergentes.

1° Si I'on pose

cos a— cos (a—+9) + cos (a—+20) +.....~cos (a+n—10)=A,,
sin @+ sin (@ 0)4-sin (a4 20)+-.....+sin (a+n—13)=B,,

< ! :
on trouve aisément (en supposant sin 5 J dillérent de zéro).:

ins 3 sins
S = « S =
9 n—1 .\ 2 n—1
A= 7 608 (a»!— = r)\},', Bi= —-sm(a—i- = é‘)
sin 5 d sin 3 i)
: 1 1
Chacune de ces deux sommes est comprise entre ~—— el — ;
Siﬂ§ V) sin §8

donc (49) les séries proposées sont convergentes.
; oo Ty
2° Dans le cas ol I'on auraif sin =0 =0, ou d =2kn, les séries se
réduiraient a

d,c08a-0d,c08a+d,c08a +.....,
¢, sin a0, sina—+ d,stn a—-.,...;

en sorte qu’elles pourraient étre divergentes.
B2. Remarque, Si 9 est commensurable avec la circonférence, les
fonctions A,,, B, sont périodiques; et, par conséquent, les séries

cos a—cos (a-+0)+cos (a+20)+.....,
sina+sin (a-+-0)+sin (a+4-2d) +.....,

sont sndétermindes. C’est done & tort que divers géometres se sont pro-
posé d’en déterminer la somme (*). Dans le cas ou les ares ¢ et = n’ont
pas de commune mesure, les mémes séries sont encore indétermi-

nées ; car

(*) Voyez, ci-dessus, la note du numero . Yoyez aussi les Nouvelles Annales de Mathé-
matiques, 1. 111, p, 570,
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oy X1 | . 2n—1 : ()
L i [s:n(a+T o)-——sm (a——:z)],

QSinga
1 3 on—1 ,\-
B,= = [cos(a-——é)—-cos(a—]— v d‘)] :

- . 2 &
9sin - 5
9

et ces fonctions, sans repasser périodiquement par les mémes valeurs,
d’une maniere absolue, n'ont pas de limites fixes (*)

(*) Le lecteur qui voudra étudier d'une maniére plus comple
1 I

le la convergence des
séries périodiques, devra consuller les travaux de MM.

Dirichlet, Malmsten, ijl']ing_. ele.




GHAPITRE III.

SOMMATION DE QUELQUES SERIES.

53. Prosrivs 1. Sommer la série convergente

o S +ﬁ)+.....
Solution. En faisant attention que
ek el
nln+1)"n  n+1?
on a immédiatement

S 1) (-I 1) NS
o= (1—g + (=54 (i~ ).
ou
0 1
S=1 s
Par suite, :
SiE=A43
S4. Prosuine Il Sommer la série convergente
1 1 1 1
1.2.3 +9.5.4+3‘4.5+ """ 2 n(n+1)(n+2) e
Solution. Pour ramener ce probleme au précédent, posons
1 1) B
n(n4+1)(n+2) — nn+1) ' (n41)n+2)’
ou l=(n+2)A 4-nB.
1 1
Nous aurons A=z, B=—;,
Par conséquent,
o AE 1 1r 1 1
“’"*‘2['1.2_5_ """ +n(n+-1)]_él§."5 Ao +tﬂ+1;fn+2)]'
ou
&t 1 ]
"—ela” 1) n+2)l’
puis
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38. La méthode que nous venons d’employer est applicable 4 toute
série convergente ayant pour terme général une fraction rationnelle
dont le dénominateur est égal au produit d’un nombre déterminé de
lermes appartenant a la progression

n+a, n-+a+1, ntat+2, ..... .

dans laquelle a est une constante quelconque. Celle proposition sera
sultisamment démontrée par les deux exemples suivants.
36. Prosuive 1. Sommer la série déterminée par

o nf—3n--7
= %) (nF-5) (v

Solutton. Si l'on pose

il UL S B G D
E e TR e P e 1 ey sy e e T

on trouve aisément

7 5 fetolh _3B.
A:E, B“:'—HE, C-—.'—Z, ]_'—.12 ( }

Dailleurs,

PR L | L 1 \ ~ " 1 L8 g i i
SAD S e e a DY T
ou

noq g 2 Qs [N
S=AY B, oY, et e

4

et, par ce qui précede,

S Y R
E,i[i-ﬁ)_lmnﬂ' 2, i(1) 2 a2’
1
T

n+2 4 4 1 EHH 1 1
E, i(+1)" 3 n+3’ L i(i1) n--4°
done

2 1 1 1 11 ) DRI )
S"HA(I-m) +B(§_ n—i—‘2) +C(5 n+3 G (4 n4-4/ "
En effectuant, on oblient

15 T 35
Sp=

B0 T intg

5 55
oz n+3)  12(n+h)’

(") I est trés-facile de reconnaitre yue, la série étant convergente, la décomposition
essayée est possible, et quelle I'est d’une seule maniére,
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d’on

T
5, T
S7. Prosuime 1V. Sommer la série convergente

&

2a+-1 ; 2a+42 At Ta s 2a-n X )
(@-H)a+5)(a+4) " (@-+2(a+Da+5] " {aFu)(arnt2)atnrs) |
Solution. Décomposant le terme géndéral en
A il B o G
(a—+n)(a4-n—1) (a+n+f}(a,+n+2)+{'a~+—n+2}(a+n+3j ;

et opérant comme dans le Probléme 111, on obtient

e n +‘l LA 1a—35 n ;
"6 a+1 a4-n—-1 6 a+2 a+n+2 3 ats a+tn—+-3"’

5, : oW 4 .G 1 a—3
puis ‘\-——hmb”—am—kgm—gas.

58. Prosutme V. Trowver la somme des n premiers termes de la
série

1 1.2 1.2.5.....(n41)
1+'a+_1 2 (a1 )(a+2) Frrte (a-+1)(a+ }....(a+yz—1}+""' (")

Solution. Pour appliquer encore la méthode employée dans le Pro-
bléeme I, essayons de décomposer le terme général en deux fractions
de la forme

An—i An 5
(a+1)(a+2).....{[a+n—23)"  (aH)(a+2).....(a+n—1) *

ou, ce qui est équivalent, posons
1.2.3.....(h—1) = (a+n—1)A,_,—A,.

Soit

o d B e ST
nous aurons

1=(a+n—1)B,_~—nB,.
Uette equation devient identique si I'on prend

1

Bu-—tzBu :!1

—q

(1) On suppose @ positif, ou nul, ou négatif non entier.
(**) Comme précédemment, la constante a ne doit point étre dgale & un entier négatif,




On

a done
1.233....(n—1)

(a+1)(@+2).

csla-n—1 ]

F.2:500

(n—1)
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£.23...0

a—1 I_[

ce qui, du reste; est évident.

ou

décroit indéfiniment lorsque n augmente (*). Donc, dans ce cas, la
série est convergente (**), et 'on a

Par suite,

1

Snz—_*j]‘

8=

59. Re-marques.

T +.a+1)a+2}

a+l

[a—1)+1—

a-+1)(a+9)....

(@+n—2)

Lot o

(a—1)(a+2)...

(atn—1) 1’

1223000

a—I1

1.2,

3....

T la—A)a+10).....(a+n—1)"

8t a surpasse lunité, la fraction

g

(a—+1)(a+2).....(a+n—1)

S=lm S, = %

—+..

1
1% ey
a a

---+

(1]

a—1

;P

b

.(n—1)

(a+1)(a+2).....(a+n—1)

a la méme limite que la progression

an—1

(aF1)(@+2).... (@+n—1)

I. Lorsque a surpasse l'unité, la série

STt

39

I

or,

Sqs ! e .
détiniment avec n; 20 55 a pour limile zéro.
n

Il en résulte

& ! a)
il'n_l(1+-é)+ltl+§ -+

(*) Soient a=1+4-¢, el

Pn=

(a1){a+2)

1.2.3.....n

lim ﬂi(l+ B—):&e;
n

{*) Les régles données dans le chapitre précédent conduisent au méme vesultat,

b , E X :
done 1o la série dont le terme genéral serait £(1+ ?-’J est divergenle; 20 [ P, croil in-
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Il. La seconde série est plus convergente

que la premigre. En
effet, si I'on représente par R

s R, lears restes respectifs, savoir :

i E | £ 1235 -0
" (@—1)an” "_{a—ljfa+1}[a+‘2} ..... (a+n—1)°
on a B =R -
60. ProsrLimg VI,

Trouver la somme des n premiers termes de la
série

i IJ+1+{b+1](b+9)
Va1 T (a4-1)(a+2)

(6H-1)(b4-2).....(b+n—1)
+""°+{a»-i—i}(a—}-&)}...',{a—]-nni)

Solution. 1° En opérant comme dans Je Probléme V, on trouve

[a (b41). ... . (b=n) ]

(a=1)..... (a+4+-n—1)1"

2° Si b est plus petit que a—1, la série e
dans ce cas, ,

Sa= a—b—1

st convergente ; donc,

(13

lim 5:125:a_ e

ey a . )
61. Remarque. Si 'on prend le rapport ~— — égal i un nombre

P, ou pourra, d'une infinité de maniéres, le

développer en série con-
vergenle. Par exemple,

)i b (b4-1)(642) (b4-1) (b+4-2) (b~+-5)
=t st e +

25-4-3)(264-4) ™ @b 3)(20-rh)@brs) T '
a0 o
5] b~ - 548 3.4.5.6 3.4.5.6
Bema = e o T
== é 8_01_:} 8)1;;2T51051?H+ ()-

62. Prosrime VII, Sommer la série

H_Eig_'_ (b4-0)(b+2¢)

(b4-0)(b+42¢).......(b4+n—1¢)
a+ec " (atoatge T

T (@ 0)at-20) ... (0T T
On déduit cette série de celle qui précede,

Solution. en changeant
b a
b en et aen -~ Conséquemment,

{*) La plupart des séries précédentes ont é16 \raitees par

Mac-Laurin, Stirling, Loy—
gna, elc,
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:
Si=

a—b—c|

[a-— (b+-e)(

et, st a surpasse b—c :

m S, =S=

65. Prosuime VIII. Evaluer

1

1 (i

{

a
a—b—¢’

=
bﬂ e

Solution. La fraction =

ey LI T T Y

(n+1)*—1
11
|

donc, en supposant n>>2 :

= 111 1 1
bu:é‘[

1! 1 1
=l
et

64. ProsLime IX. Sommer la série dont le terme général est

Solution. Ce probleme est la généralisation du précédent. Pour
essayer de le résoudre, remarquons d’abord que

U

—

175t

1
4

1 ]
a2l

1 1
-+§—g+

i

ﬂ'—'ﬂ-{-ﬂ);

e e

3

hm8,=8== (*).

1
Uy

1 1

4

=ar— (-

1
n—"op n+a—b ?1+a~|~b] ‘

b+2¢)..... (b4-nc) ]
(a+c)(a+2c).....(a+n—1¢) |’

1
(n+1)—1°

se décompose en

(*) 11 est assez remarquable que la série

oA 1

1 1
e ot P S B S
T e T

3 8 15

-
.

Se reduise pour ainsi dire identiquement 4 la fraction P tandis que la série

g
3 pour l||mte?—-!.

Remarquons encore que, si I'on retranche les deuy séries terme a terme, on obtient

1
3.5

) Ees ¢ 1 1
E+§+

— =
162

1
36

i 1 1 7 =2
YT BT TR A

(") On suppose 1+ a>>b, afin qu'il 0’y ait pas de terme infini.




. 42 TRAITE ELEMENTAIRE DES SERIES,

d’ou résulte

1 : 1
"= o5 [ﬂ.—|—p+a-— b _n+p-+—a—|-bj 3
Si n+a-+-b=n+p+a—>b,
les termes de la série se détruiront deux & deux (& I'exception des
premiers). Or, la relation précédente équivaut & p—=2b; conséquem-
ment : loutes les fois que 2b sera un nombre entier p, on aura

Sy 1 1 1 1
b“ﬁ@[i+a_b+2_—'t-_ajz+3+a-b+ """ +a—1—b'
65. Exemprzs. 1.
(et 1 S 3
ge—j 3*_1'*'4*—-1"' """ —é[i""éj“';s'
comme ci-dessus (63);
I1.
i 1 i it 1 1 1 7
st e ttamp =it il
Il
1 1 i 2
=} —
UJ“_ 1), 1 3!‘—-_ 1), +i‘_ 1)2_’_!'..._5‘
& G
Iv.
1 1 |
-+2—(5)  ewa—()  mwor—(
i 1 1 1 920
| B b ) ke A
Va=; Wakg Wne
ele.
66. Prosuive X. Sommer la série
1 1 1 1
=i T S e e
AFar—5  @ra— Brayf—b* T (nfay—pr T

Solution. Raisonnant comme dans le Probléeme IX, on trouve que :
st b est un nombre entier,

1 | 1 1 1 )
e e | — Ly
b"-&%bll ta—b 2tag—b ' Fta=b ‘" a—i—b]'
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Par exemple,

1 i 1 1 TR T
P A TP B e éI_T_EJ_Z‘
i 1 1 1 AR T 1 45
st e et Tili s sl = aw
ete.
67. Remarque. Iaprés les deux problemes précédents,
1 I 1 1 1 1 1 1
Fa—p " Brapoe T prap=m _Q-hl1~i—a*b+5+a—-b+5+a—b+ """ e
el
1 | 1 S | - 1 1 ¢ T
Cfai—p {4+a}2—az+{s+a}s-ba+'""—9“3[2+a—b e e e
st b est entier.
68. Prosuime XI. Déterminer
S,=142¢+ 3¢°+..... - ng*".
Solution. On a
4S=q+ 2¢"+3¢"+ ...+ (n—1)g"~" +-ng";
donc, en retranchant membre & membre ile
(1_‘})8;121‘[' q ~o q% +.....+qﬂwl—ﬂqu.
L A—g
ou o (1=q)8= 1__‘1; —ng";
et, par conséquent,
Pshec L .
W= =g
On déduit de cette valeur, en supposant ¢*< 1,
1
ql Ty i & 3
S=Ulm S,l_..{-——-—i__q)! (o) (A)

Ainsi, la somme de la série convergente

Yo 2q% w3005 2% p 00 A=l Wi

—

(*) Ce procédé est tout a fait semblable 4 celui que I'on emploie, en arithmétique, pour
dé : . ! . uj—a

cmontrer la formule des progressions par quotient : = q =
1*") En effet, lorsque g est compris entre —1 ¢t -1,
limg'=0 et limng"=0.
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obtenue en multipliant terme a terme les deu progressions
o2 Syt K s ),
Ty M NS s N e 5
est égale au carré de la somme de la seconde progression (*).
69. Remarque. Sila quantité ¢, au liea d’étre réelle, a la forme

p(cos o +-V'—1sin o) , la série considérée devient

1+2p(cos w 4~V —1 sin o)+ 3p*(cos 20=4V —1 sin 20)+-.....
~+np"*(cosn—1 o=V —1 sin n—1 )

D’aprés un théoréme démontré (45), cette dernitre série est conver-
gente lorsque le module p est inférieur & I'unité. Dans ce cas, la for—
mule (A) devient

1 _ [1=pcos o4 oV sinw)
[A—p(coso+-V —Tsinw)]*  [1—pcoso)'+¢*sin*o]®

S—

On a done, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires :

1—2¢ cos 04-p2 cos 200

— ¢ . 1P —1 \
m,———-l +2pcos w+3p*cos 2w+-..... —+np" COIS(?‘.'. Ho+..... (B)
2(1 — g coso)sin o i L Bl S )
I—Zroomors — 2sinw +3p $10 26+ ... 4+np"2sin(n—1)0s+..... (C)

70. Prosuime XII. Déterminer la somme des n premiers termes
de la série dont le terme général est

U =a,(a+a,+.....4ay,).
Solution. De

S=a, S/~=a,"+a,(a,+a,), S=a,"+a,(a,+a,)+a,(a,+a,+a,)

1 A
on conclut
28,=a,"+a,", 28,=(a,Fa,)%F a4 a;,
28:=(a;+a,+a,)*+a,°+a,°+ BN st

ef, en général,

gsnz(az‘i'as‘*‘”---'l'an)e‘i‘ @y 4 a, ... <+a,". (D)

{*) La formule du bindme conduit plus rapidement  ce résultat,
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Conséquemment, sz

Aﬂ:ai+aa+as+ °°°° +ay, Bn=a12+a22+""-+ang:
on aura
28,— Aus"‘ B, (E)
71. Appuications. I. Soit
$a=1-+¢(1 +¢)+¢"(1 +9+¢") 4. +¢" (1 +g4¢"+.....4g"").
On a
=1 e 15
An'—‘ =g H"'-T_?,
done

= _{f]_qvl}“___q}n-s-i . )
S =g a=g 0 (F)
puis, en supposant ¢*< 1,
1

S=lim S,?=m- (G)

II. Prenons, comme ci-dessus (69),

= p(cos - I/:1 Sillm) :

nous aurons, en supposant p<Z1,
.l .
[1— ¢ (cos o~V —1 sin o)] [1—2*(cos 2u—+ V=T sin 20)] ’

S=

ou, aprés quelques réductions,

S 11— coso— &2 €05 2t o° ¢0s So-+V —1{c sin 6422 8in 20— 2% sin Fuw)
i (1— 22 cos @ ~ %) (1 — 20% cos 2o ~4-5) i

D’un autre coté,
S=1+4(g+¢*) + @+ 0"+ )+ ¢+ "+ )+
G )

:El [?“*‘ cosn—1w -4 p"cosno—+-..... —!—.o"""_“ cos 2?1—2&)]

-+ V:TEG[P"—‘ sinn— 1o -4-p"sinno-4-..... +p™?sin 2;1:2_51] .
1

{*) Pour vérifier cetle formule, il suflit de faire atlention que

1 o
Sp=—— [(1= gt =)= )+ .. . g (1—gn)].

1—q
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Done enfin

Z‘ [o" " coB n—1cr + preos no—+-..... 4 p*~3c0s An— 20]

—__1—pcoso—p?eos 20+-¢3cos Go
T (1—2pcos 0 4 ) (1— 267 c05 2w+ o4 ?

2‘ [Pn—l sinn—1¢ —-i—Pnsin no ... 40"=?sin Yo %]
1
gSin o - o*sin 20— g3sin Fo
T (1—20¢08 0+ %) (1— 22 008 20-+-57)"

IIl. Si I'on admet les formules suivantes :

f

1 1 1 1 1
-"‘2:1'——5 -+ g—-z'—}-g-—.....i;?.....,
‘ﬁ*.__] 1 1 1 +'! :
‘E“— +§'—"+§+E+."" F+----c()‘

on en conclut que la série

t—3{1—g)+5(1—g+ 3] —3(1—1 it

a pour somme

72. Prosuime XI. Sommer la série

By Oy~ (@, ag)"‘ﬁa-a.--z':m”“ s+ an)‘Jf'
OO+ @) ).

Y

Vindice o élant quelconque, mais constant.

Solution. A la somme S, des n premiers termes, ajoutons la quantité

Cn:a,_(ag'-l—as.....+aa}+a¢+1(a3+a,‘+.....+a,,_1._,J—|—.....

i LA AT
gl PR (/SRS SR afg_—f—n—l) ( )?
nous aurons, en multipliant par 2,

»

28:!"‘ QCu: ﬂ:—|— ad.-—}-l + AL T +'aaf!-n-l

PR )2'_' (a‘l +a,+.... -+ag_._|)=;

{*) Nous les démontrerons plus loin,

(**) Ce résultat, el beancoup d’autres du méme genre, sonL dus a Euler etd Goldbach,
Yoir la Correspondance de ces denx géometres, publiée par M, Fuss,
(*™) Sia=1, C,=0.




CHAPITRE TIl. — SOMMATION DE QUELQUES SERIES. 47
d’ott, en conservant les notations employées dans le Probléme XII,
28,= Bons—Bumit-(Rasn) = (802G, (H)
[ 73. AppricATion. Soit a,=¢" ", auquel cas la série devient
g =+ g1+ q)+ ¢+ (1 + 9+ )+ P+ g+ )+

Nous aurons

1—g ! | — gotn—t
‘ AG—I=1+9+§'£+"“‘+Q“_2: 1_q,q ’ Ad.—kli—l:-'_,i_q_“_'i';_'o
i 2 & ‘x(cx_--?}___"'—' 2o—2 " 1_q§tx-|-!!|-9
B'x—l_ 1+q +q O +g T q* ] BG+?I—I—T]§__1
G=g='{g+q" + +q’- +&"’(q*+¢°+ ----- R et e Uil i T
2 (oiaid=a™)
— 2 b M=2]— gt pan: RV o
Done
98 :qaa—2{1—-qzn+2) (-1_qm+n—|}2__“_ )2 9gn (— ) (4 __q?m}‘
S i (= " i—i—)

ou, en simplifiant,
et e i)
T (A—q)(1—¢?)
Cette formule donne

1 astan—a
> .

qu.-—-l
—q(1—g?)’

ainsi qu’on peut le vérifier directement.

limS,=8=




GHAPITRE IV,

APPLICATION DES QUADRATURES A LA SOMMATION DES SERIES.

74. En attendant que nous fassions connaitre des méthodes géné-
rales de sommation, nous indiquerons quelques formules (rés-sim-
ples (*), qui permettent de sommer certaines séries, sinon exacte—
ment, du moins avec une approximation trés-suffisante dans la plupart
des cas. .

75. Tmiorine XVIIL Soit [(x) une fonction positive el indéfini-
ment décrotssante, du moins & partir de x—=a—1; soit F(x) la fonction
primitive de [(x). Si U'on désigne par S, la somme des n premiers
termes de la série

fla) 4+ a-+0)+...fladtn— 1) 4.

on aura
S, >F(a+n)—F(a), S, <Fla+n—1)—Fa—1). (A) 3

76. Remarque. Si F(x) devient infinie pour #=a—1, on rem-
placera la seconde formule par

8, ¥(a-+-1) ~F(a)+fla)— flat u),
ainsi qu’on I'a déja vu (27, II). Conséquemment :

77. Taiorine XIX. Les mémes choses étant posdes que dans le
Théoréme XVIII, on a

8,> F(a—+n)—F(a), } ®)
8, <o) F(a)-+{a)—f(a-+1).

78. Remarque. La limite de I'erreur a laquelle donne lieu I"ap-
plication des formules (B) est

«=f(a)—fla-+n).

(") Ces formules ont élé communiquées a la Société Philomathique, dans sa séance du
20 mars 1858.

&) Ces deux inégalités ont été démontrées dans le Chapitre 11 (26, 27).
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79. Takorime XX.

s> Hockn— WO [l ot |
: ¢

S,;<F(a+ﬂ—§)—F(a+é)+f(a)+f(a+n—2).

Démonstration. 1° Soit ABC,....NP,le lieu de I'équation u= f(x).
Soient

N
-_-_-_-‘T___——ﬂ— 3

e : ! i

U AR A O S DT T P X

AAN'=u,=f(a), BB'=u,=fla+1), ..... PP'=u,=fla+n—1).
Si, comme on le fait dans la méthode des trapézes (*), on méne les
cordes AB, BC, ....., NP, on aura

5 (1w + ) >Fla+1)—F(a),

19 (uy <+ u) > Fla+2) —F(a+1),

% (un—i i un) > F(a—!— n-—-—i)—— (F iﬂ.— 2) :

. Don¢  S,>F(a+ n—l)—F(a)-}—% (0~ up),
O8> Fa n—1)—F(a) + 5 [flo)+ fle-+n—1)].

2° Conformément & la méthode de M. Poncelet, menons les tan—
gentes aux points B, C, D, ..... ,» N. Prolongeons la premiére jus-
qu’aux ordonnées passant par les milieux de A'B’ et de B'C; prolon-
geons la deuxidme tangente jusqu'd cette deuxiéme ordonnée et

() Manuel des candidats d ' Eeole polytechnique, t. 1L, p. 293,
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jusqu'd celle qui passe au milieu de €'DY, etc. En faisant la somme
des trapézes ainsi déterminés, nous aurons

BASS oy DA
Up~+Ug—euen. 4+, < Fla+-n—z ——F(a—{m:ﬂ,

\

on - Sy<F(a-n— ) —F(at-3) +f(a)+fla-+n—1).
80. Tuiorime XXI.
Su>F(a-+n—1)—F(a)+ 5 [f(@)+fla-+n—1)],

; ' (D)
Su<F(a-+n—1)—F(a)+5[fla)+la-+n—1)]—5[f (@ —f (a-+n—1)]

Démonstration. Soit ATT’A le trapéze déterminé par la tangente
en A, I'ordonnée au milieu de A'B’, etc. On a, en désignant par [(a)
la dérivée de f(x),

TT'=u,+4f(0);

Tk | 1
done ATTA:Z[%{'I“:;;F(“)];

: 1 1 4 1
puis 3+ 5l'(@) <F[a+3)—F(a).

On trouverait, de la méme maniére,

%u,,—% f(a+n—1)<F(a+n—1)—F (a—J[—-n—-f-) ]

Ces deux inégalités, combinées avec

AN |

teg+u3—|—‘-.;...+uﬂ_l<F(a+n——g)——F(‘a+ %),
donnent
Sy < F(a-+n—1)—F(a) S [la}+flat-n—1) 131 (@) {a+n—1)]
81. Remarque. La limite de 'erreur résultant des formules (D)
esf
p=5If ()T (a-+n—1)].
82. Lemme. Si f(«) est une fonction positive et indéfiniment dé-

croissante, dont la premiere dérivée soit croissante et dont la seconde
dérivée soit décroissante, on aura

f(@=—h)—{f(z-+ h)-+2hf"(z)> 0.
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Démonstration. Représentons par o(h) le premier membre ; nous
aurons

& ()= (w—B)—f (-+1)+2f (a)-

Par de simples considérations géométriques, ou par les premidres no-
tions sur les dérivées, on trouve

[ (@+h)={f"(x)-+hf" (x4 6h),
[ (e—R)=F(&)—h"(w—0,1) ();
6, 6, étant des quantités comprises entre 0 et 1. Conséquemment
o' (h)=h[f"(z— 6, h)—["(z+6h)];
ou, d’aprés I'une des hypotheses précédentes,

¢'(h)>0.
La fonction o(h) est donc croissante. D’ailleurs, elle s’annule avec b ;
done, etec.
83. Cororrame I. Les points A, B, C ayant pour abscisses x—Ah,
%, o-+h, I'angle aigu formé par la tangente TBS et par I'axe Oz est
Plus petit que I'angle aigu formé par cet axe et par la corde AC.

=

En effet, I'inégalité précédente équivaut 4

[le—h)—fl@-+h)

~TEsT—5% &
84. Cororrame II. Si, par les points A, B, C, on fait passer une
parabole dont I'axe soit paralléle & Oy, la partie de cette courbe située

———

(*) Chacune de ces inégalités exprime ce fait géométrique : La droife qui joint les ex-
Wémités dun arc de courbe est paraliéle a la tangente en un ceriain point de cel arc.
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entre A et B sera au-dessus de AB, et I'arc de la méme courbe, situé
entre B et C, sera au-dessous de BC ().
85. Tukorime XXII.
Sy <F(a-tn—1)—F(a-+1)+ 1 fla +m fla-Hl)— s flatn—2)+ s flatn—1), )

(E)
Sn>F(a—+-n—1)—F (a+-1)-fla)+15 f (eH)—55 f{a+2 5 f{a_H;_-{{].{_E fla—+n). 5

Démonstration. 1° Le second corollaire donne (™)

5

12m,,-—l— Uy — d 5 U <F(a+3)—F(a+2),

...........................

d’ou, en ajoutant et réduisant,
13 5 1 7
S,,<F(a+'n-—1)—F(a—!—1)+i—2u1+1—2-u,——ﬁu,,_l—l—§un

2° Le méme corollaire donne aussi :

o 2
1B W+ s Us— Iﬁ ug >Fla+2)—F(a+1),

5 2
o 2.93—|—5*¢4,‘ﬁ—-1—u2 uy >F(a+3)—F(a+2),

efc.

86. Remarque. L’erreur qui résulte de 'emploi des formules (E)
est inférieure &

1 1
— _( —2u, +u3) o (?.f-n_j— 2”};"“"“11-&-1)?

{*) Pour abréger, nous supprimons la démonstration : elle ne présente aucune difficulté
si 'on a égard aux hypothéses ci-dessus (82), el si, au moyen de la formule d’interpo-
lation de Lagrange, on derit I'équalion de la parabole.

(**) Nowvelles Annales de Mathématiques, t. X, p. 414
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et, a plus forte raison, inférieure a
1 *
0 =15 (4—2us+us) ()

87. RisuMi DES THEOREMES PRECEDENTS. S, représentant la somme

des n premiers termes de la série
fla)+fla-+1)+ fla+2)+.....+flat-n—1)+.....,

et ¥(x) étant la fonction primitive de la fonction [(x), laquelle est sup-
posée positive et indéfiniment décroissante, on @ :

128y >F(a+n) —F(a), ; (B)
Su<lF(a+n)—F(a)4fla)—flat+n); )"

% 8, F(a--n—1)—F(a)+3 [/()+Fla-+-n—1)], f "
8,<F (a+n-—-g)—-F (a—f—-%) ~+fla)+flat-n—1); 5
308> F (a-+n—1)— F(a)45[fla)+fla-+n—1)],
Su<F 0kt ) (@) L@+ fla-n— 1) — 4110 — Fabn—1)];

898, F(0-t-—1)—F (A0 [(0-)— 15 flat D5 fla-Fr—A)1 fla-+)

(D)

5 7 (E)
Sn<F(a+n—i)—F(a-l—’l)—l—i-gﬂa)-{—ﬁf(a—[—i)-—:—ﬂ (a2t fla+-n—1).

Applications.

88. 1. Evaluer la somme des 1000 premiers termes de la série
harmonique.
On a, & moins d’une unité du septiéme ordre,

S,000=",485 4709 (**).

(*) En effet, la courbe ABC...NP (79) étant convexe vers I'axe des abscisses, on a

iix <ﬂll—-l+'"n+{'
2
on Un—1— 2un—+Un-t1 > 0.

On peut remarquer, en outre, que & représenie le dousiéme de Vaire du parallélo-
gramme délerminé par les ordonndes AA', CU/, la corde AC et la paralléle & cette-corde
mende par le point B.

Ajoutons enfin que, les formules précédentes pouvant éire variées de bien des ma-
niéres, nous avons essayé de les présenter sous la forme la plus simple possible.

(**) Compies rendus de V'Académie des sciences, séance du 22 seplembre 1856.
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Cela posé :
1° Les formules (B) donnent :

Sioon>11001; 1000<£1001+1

‘1001'

ou
S1000>>6,9077553, 81000 "1,9067563 ;
2° Les formules (C) :

Si000>>11000431,001, S, ,0,< 11999—13-41,001,

ou
S1000> 7,408 255 28, S1000<7,502790035;
3° Les formules (D) :

S1000>7,40825528, S,,,,< 7,408255 08+8[1 Mmg],
ou
S1000>7,40825528,  S,,,.< 7,533 25528 ;
A° Les formules (E) :
Smu>11000—12+1+§—ﬁ;—§5+ 0 001+ = Tan

] 1 1

S1000 <000 —124 o — L 40,001,

S1000>T,87899691, S, ,,,< 7,506 774 68.

89. Remarque. Dans cet exemple, les résultats les plus approchés
ont été donnés par la seconde des formules (C) et par la premidre des
formules (E). Si I'on adopte ces deux formules, on aura don¢ ce non-
veau systeme :

Sn>F(a+n—1)—F (a-4+1)+f(a) 4 L,f a-+1) )—-u ﬂa—t—a)-{—wf(aﬂ 1)+1Qf (an),
Sv<F (04— —F [a-tg)+ fla)+ flak-n—1).

A partir d’une valeur suffisamment grande de n, la limite de |'er-
reur commise sera, trés-sensiblement,

e:F(a+1)—F(a—ﬂ—)wmﬁ +1)+1o/‘(“+2) ().

(] ; 3 wy :
(*) En effet, mn[F{fs-a—n—l}—F (a+f:-—:—J}:0, lors méme que fa série est divergente.
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90. 1. Evaluer

1 1 4 1
SHE+E+E+ ..... - 060"

Si, dans les formules (F), on fait f(a.):%, n=1000, on obtient

§=11000—11l 00—~ het 05 5 ool 2
+9 Teoa 12 e Wt E

S<< 11999 —121 40,101,
ou

S> 4,656 445179, © S<4,65687990.

91. Remarque. Si i chacun de ces denx nombres on ajoute
1—|~% +%+ ..... +%. on aura deux limites entre lesquelles seront

comprises S, ,,,, et ces limites seront beaucoup plus approchées que
les premiéres, Or,
LT T T e SO T O ) At
I4g+z++g+gtstgt;=2,82896825.....;
donc Si000>T,485 414 0k, S,,,,<<7,485 848 15.

92. . Entre quelles limites est comprise la somme

1 1 i
—7o0000i 1000002 T =" 2000000

S

Les formules (D) donnent :

AT q
$12.000000— 11000001+ 3| oo -+ 5557500

1 1 1 1 1 1
512000 000— 1000001 +§[i 000 001 ) 2000 UUO] +§[1 000 001*% 2000000“] :

ou S$>0,693146930559945, 85<0,693 146930560039,
On a donc ainsi, avec treize décimales exactes, la valeur du
deuziéme mellion de termes de la série harmonique.

93. 1IV. Evaluer

— 2 I3 4 i ln+1)
bn=z §+".—G-+ ----- + [‘ﬂ'-i"’l):.

1° En prenant f(w):%, on a
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done, par les formules ( )s

I(n--1)
S”> §_d ¥ n—H e [
{(n-+1 ) 1

n-1
12

1:< §— el [— ~+

n—+1 n-+1

et :

< 1 5

5S> 5 ~+ 3 2,
¢’est-a-dire

$>0,933 216 99......

2° Les formules (F) donnent

7 13 1 14
S>“ +* T 9
ol

g8 gy 2045 o 1
108 g6 57
ou enfin

$>0,93681023,
donc, & moins de 0,002,

l(n4-1)
n—4-1

T 1216°

1)y Api—212  1—2in-1)].
41 8[ = ]’

8 TRV
31 21

5L o -+ % l

$<<0,939 25284,

13 12

ScEpiy DR 2B

12 9°
M 13 1
S<islt+iEl2+s,

8<0,938127 34 ;

$=0,937.

94. V. Evaluer

3 ot 1
b""'_cﬁ’_l_{a-{—-l}l’

Uexposant p étant supposé plus grand que U'unité.

A cause de f{)==?, on a
F(x)=C—
done
1

1

m;

1

e el e o
”>p il S [ s ey LY

1
8> p—l ar—t
< 1
5, >

p—1 l_m’“l s

2 1 1 1
Se it T — =TT
(ﬂ+§) (ﬂ+ﬂ‘——)

el Sl

(a—-n—1)p—1 I 9 fa?+

1
e )

R | 1
(an };H] o ar

rﬁJ

S (C)
]+ + (a4=n—1)» ;
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1 1 1 11 1
S“>;J?1[a_i’“_i_ (@+n— i;p—1]+ 5[55‘[‘ m] ;

111 1 171 1 1114 1 !
Sn<;__1[a.ﬂ—i (a-t-n—-l}.v—l]_"é[&5+{a+n--1}n]+§p[ap+i (a+n—1}ﬂ+1]‘

ete. Ces formules peuvent servir & calculer, avec une approximation
plus ou moins grande, soit les sommes des puissances semblables né-

gatives d un certain nombre de termes appartenant a la suite naturelle,
soit les limites vers lesquelles tendent ces sommes. Par exemple, les
formules (D) donnent

1 1 1
1. 3730 = i_"‘+ §;+ ..+@> 0,9987;
11 1 1 1
§>F +2-;+3:;+....->1.
95. Remarques. 1. On voit que la somme des cubes des inverses des
nombres naturels est comprise entre 1 eti—;. Par d’autres méthodes
on rouve, pour valeur de cette somme, le nombre

1,202 056 ..... ().

II. Si, dans les formules du numéro précédent, on changeait p en
~—p, on pourrait les faire servir, moyennant certaines modifica-
tions (**), au calcul de la somme des puissances semblables et positives
des nombres naturels (™). Il est vrai que les résultats seraient géné-
ralement peu approchés.

Digression sur les séries divergentes.

96. Nous avons fait voir, dans le chapitre II (9), que la somme
d'un nombre indéfiniment grand de termes consécutifs, appartenant &
une série divergente, peut, dans certains cas, avoir pour limile zéro. A
plus forte raison, cette somme peut tendre vers une limite finie,
$'il existe, entre le nombre n de ces termes et le rang a du premier

(*) Lacroix, t. IIT, p. 149.
(**) Parexemple, dans la formule (A) on devrait ehanger > en <.
(***) Yoyez, sur ce sujet, les Nouvelles Annales de Mathémaliques, t- VX, p. 230,




TRAITE ELEMENTAIRE DES SERIES.

d’entre eux, une relation convenablement choisie. Le Théoréme XIX
entraine, en effet, la proposition suivante :

97, Tutorine XXIUI. 8§ le nombre entier n st une fonction don~

née du nombre entier a, qui devienne infinie en méme lemps que a, et

si la différence F(a—n)—F(a) tend vers une limite ) lorsque a croft
indéfiniment, on a

bim [fla)+ fla+1)~+.....+fla+n—1)]=2
98. Arrricamons. I. Soient
| |
fl=;. n=(p—t)atq, 3
p et ¢ étant deux nombres entiers dounés, On aura
Fla)=la--C,
F(a-|—n)—F(a)=£(p+g). A=lp;

done
o] e i 1 1
laml‘a—}—a-—*_'_i “+eees - pa+qH1J= Ip.
En particulier ‘
ey L0 1 1
Iim[a+ a+1 +a.-o.+m]222.
II. Soient
3 1
fe)=— n=a%
d’ou F(a)=lla—+c,

1
SRR/~ Py f e
F(a-n)—F(a)=1"4E2) (43

la la ’

puis A=1[2 et
: 1 1 1
lim _J§+{a.+1}l{a+ﬂ r 1 (@*+a—1)l(a*+ q-—i}]: 2.

III. Soient, enfin,

fl@)=zy a=0', n=2h1,

b étant un nombre entier,
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Ces hypothéses donnent
Flz)=2y2+C, Flatn)—F(a)=

dong
v 29,
Lim l e v‘b —H ..... = \/b“—t— ’b]
99. Remarque. A cause des formules(B) du numéro 77, on a
il 1 i 5 >
\/?F‘_’_ »/b“+1 Fases \/b"+ %~
Ve v Vb'-}-r VIR e \/b—"-{-ﬂ_b <2+ g5

ce qui est assez curieux.




CHAPITRE V.

DEVELOPPEMENTS EN SERIES.

100. Etant donnée une fonction d’une ou de plusieurs variables,

f(z. y, %, .....), on peut se proposer de la développer en série, ou de
trouver une série convergente

Ug—=Uy Uy - oenii Uy
qui ait pour limite f(w, y, %, .....). Par exemple, le développement de

1 Ao, X : o8 o
T—z> Ordonné suivant les puissances entiéres et positives de x, est
1+ 242" 2°+..... :
: S E 1
en effet, lorsque cette série est convergente, elle a pour liniite R

10X. Remarque. Une méme fonction peut admettre plusieurs déve-

loppements (*) : la fonction i?i—m‘ égale a

1+ 2+ 2*4-2°+-.....,
est développable aussi suivant la série

® 1.2.2° 1.2.3.0°
1+f+_w (14a)(1+42x) i (14@) (14 20) (1 3) Ry

lorsque & est positif et plus petit que 1 (**).

102. Parmi les développements dont une fonction est susceptible,
celul qui procéde suivant les puissances entidres et positives d’une
variable, étant ordinairement le plus simple (***), est aussi celui que

(1

(*) Bt méme une infinité de développements.

(*7) Ceci résultede ce que I'on a vu ci-dessus (59, I).
(™**) 1l est essentiel d’observer qu'une fonetion d'une variable x nest pas toujours déve-
loppable suivant les puissances entiéres et positives de x. Par exemple, on ne saurait avoir
log &= A+ B+ Ca®+ D+

ABAGD: et

—w= A,
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Pon cherche presque toujours, de préférence & tous les autres. Les
propositions suivantes servent & résoudré les questions les plus im~-
portantes, relatives & ce genre de développement.

Théoréme de Taylor.

403. On sait que, f{«) étant une fonction entitre, du degré m, on
a, quel que soit I'accroissement A,

[l D= @) (@) 55 (@) e ooy [(a).

Lorsque f{z) est une fonction quelconque, cette relation doit étre
modifiée ainsi qu’il suit :

A10A4. Tukorime XXIV (Théoréme de Taylor). S7 [2!(z) reste finie
et continue pour toutes les valeurs de z comprises enlre X et Xx--h, on a

flath)={la)-5 [ (@) 55 @t 5l (@)
hn-i-l('lﬂ-';}-}.:; f"*‘(m+9h) (1)

p étant un nombre pris arbitrairement entre O et n, et 6 élant un
nombre inconnu, compris entre 0 et 1.

Démonstration. Représentons par R le reste que I'on obtient en re-

tranchant de f{z ) la somme des n--1 premiers termes du se-
cond membre : il s’agit de prouver que

P — 0P ” 5
1.2...n[p+uf" (w-+6R) (). (2)

En remplacant & par a—h, on a d’abord

R={{a)—fla—h)—f () ps (@B — g "a—B)=g(A); (3)

R=

(*) Cette forme du reste, qui comprend les deux formes ordinaires

hnt fin (1 —B)"
—— [ Bh), R_.'——-———-—-
X 1.2...‘.nan+)f" g 1.2..

frt(a--0h),

a 616 donnée par M, Edouard Roche (Journal de Liouville, t. XXIII, p. 271). Elle est com~

prise elle-méme dans une expression trés-générale, due & M. Schldmilch, que nous fe~
T0DS connaitre.




62 TRAITE ELEMENTAIRE DES SERIES,

d’o, en prenant la dérivée par rapport & A :

R ()= {a—h)+ (6=}t g [ a—h) . +r£;T“f"(a—h)+i;f_ﬂf““((r—h}

[ h? hin—1
—f"(a—h,)—_f]-'{ca—h)-'ﬁf"”(a—h)—.....—-mf"(a—h}; |

¢ est-a-dire

(1) =g " (4. (4
D’un autre cdté, I’égalité (3) donne
9(0)=0. (5)

Conséquemment, il s’agit de déterminer la fonction 9(h), s’il est pos-
sible, par la connaissance de sa dérivée et par la condition (5). A cet
effet, nous démontrerons d’abord la proposition suivante ()

105. Lemme. Siles fonctions o(x), ¢ (), $(x), U(x) restent finies
el continues depuis x =a jJusqu'a x =D, et que la fonction Y'(x) ne
s'annule pas dans cet intervalle, on a

YO —4(a) T ylatelb—a)]’ ©)
¢ élant un nombre inconnu, compris entre 0 e 1.

Démonstration. Soit la fonction

F(z)={5{0)— 9(a)] $(a)— [$(b) —(a) Ip(=) :
d’aprés les hypotheses précédentes, elle est continue, aussi hien que
sa dérivée, depuis 2—a jusqu’a z="a. Or,

F(@)=9(b) 4{a) —4(b)9(a), F(b)=—5(a) §(8)-+4(a) ¢(b)=F(a).
Par conséquent, F'(x) s’annule au moins une fois, entre z=—a ot
%=b; ou, ce qui est équivalent, I’équation F'(%)=0 a au moins
une racine comprise entre a et b. Cest précisément ce qu’exprime la
relation (6) : cette relation est donc démontrée.

106. Dans la formule (6), supposons, successivement,

a=0, . b=h, Y@=a"", e=1—¢;:

(*) Cette marche a été indiquée par M. Schiomileh (Journal de Liouville, nov. 1858},
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nous obtiendrons les corollaires snivants :

ofl)=(0)+ Tty o), (7)
H=9(0)+ " ¢'(e), (8)

I )

#(B)=9(0) =z +“:1_[,st [(A—0)k],  (9)
qui vont nous servir & compléter la démonstration du [Théoréeme de
Taylor.

107. En effet, les uquntlons (3), (4), (5) donnent

h“+1{.t‘__n-j“ ‘u+lgra_" (1—-6)!!-],

(BN
(?J”)_P'_d.«z ..... ﬂ{p—i—'i}{'l—f}}ﬂ[

Ou, en remettant  au lieu de a— h,

e R —g)n— )[}1+!"x+ Qh)

1.2.....(p+1)
ce qui est précisément I'équation (2).

108. Remarques. 1. Si le reste R tend vers zéro lorsque n croft in-
définiment, on a

A@+R)= &)+ [ (@)t g @) oo e @) (A)

II. Pour que cette égalité ait lieu, ou que fla—-h) soit dévelop-
pable suivant la série de Taylor, la valeur attribuée a  ne doit rendre

infinie ni f{z) ni aucune de ses dérivées. En méme temps, Pacerois-
sement h doit étre suffisamment petit.

UL 8i,dans la formule (2), on suppose, successivement, p=n, p==0,
on obtient

hll— -1

hnti{l—6 ;
R_“_-“—‘ fr+ (@ 0h). (11)
Ces deux formes du reste sont trés-fréquemment employdes.

IV. Au lieu de supposer la fonction d(z) égale & 2P+, laissons-la
complétement arbitraire ; nous aurons, par les équations (7), (&), (5),

Y (. — Bynpn i AN,
?(h)=3=i_’$dh—m(li’? } F la—(1—0)k];
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ou
__Yh)—4(0) {1—3} hn ¢
=T 1.2, f“+‘(.x:+ Gh). (12)
Dans cette expression trés-générale du reste de la série de Taylor (%),
la fonction arbitraire ¢(x) est assujettie seulement & ces deux condi-
tions : 1° elle doit rester finie et continue depuis =0 jusqu’a x="h;

2° sa dérivée {'(z) doit, dihs le méme interyalle, rester finie, continue
et différente de zéro. .

Série de Mac-Laurin.

109. Takorime XXV. Une fonction quelconque est développable
survant la série de Mac-Laurin :

f@)=10)+ 51 (0) 551" (0) w15 F(O)F ey (B)

st la quantité
an-bi (1 — 0t

= 1.2.....0(p+1)

" (6) (13)
tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment.

Démonstration. En supposant =10 dans la formule de Taylor, et
remplagant ensuite la lettre A par la letire @, on obtient

(] —g)n-p

f(w):f(())+&—;fw(0)+f-;-;f”((})+ ..... fu( )+ ol - fn+:( a);

efc.

110. Remarques. 1. L’énoncé et la démonstration du dernier
théoréme supposent que () et toutes ses dérivées restent finies et

continues pour z=0. Si le confraire arrivait, on remplacerait la
formule (%) par celle-ci :

)= (o) + 22 @ )b 2 ) ..., (18)

que l'on obtient en changeant z en a et h en x—a dans la série de
Taylor.

(*) Due & M. Schlémilch.
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Il. La série de Mac-Laurin, supposée convergente, peut n'avoir pas
pour limite {(x). Pour le faire voir, prenons
=
fle)=sla)+¢",
o(z) étant une fonction qui reste finie et continue, ainsi que ses dé-
rivées, pour £=0. Il est facile de reconnaitre que la fonction expo-~

1

nentielle ¢” et toutes ses @rivées s’annulent avec . Si donc I'on
appliquait la formule (4) au développement de f{z), on trouverait

1
n

D@6 = g0+ 2§ (04 ¢ (0) - covns g g7(0) o

on

o)+ ¢ = o(@);

ce qui est absurde.

Applications des théories précédentes.

211, Formure pu BixdME. 1° Si I'on suppose f(z)=(1+x)", la
série de Mac-Laurin devient

m(m—1)

1+£:'-Tz+'—“ﬁ—$‘+ ----- -+

Elle est convergente lorsque & est compris entre -1 et —1 (15, MI);
mais, afin de savoir si elle a pour limite (1), il est essentiel de
former P'expression du reste. Or, la formule (10) donne

_ mm—=1)..... (m—n)._ .4 R
s 1.2.....(n+1) a1 +-0)
o mm—) (i) (—me (Hl-mo  (a-m) 1
12.....¢ e -l (4 Ox)ntt—m?

¢ étant le nombre entier immédiatement supérieur a m.
Cela posé, si a est positif et moindre que I'unité, le produit

(i—m)e  (i4+1—m)z (n—m)a
R
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dont tous les facteurs sont inférieurs & x, a pour limite zéro. En

méme temps,
1

lim W<1,
done limR=0,
et .
(1_}_m)m=1+‘r‘?_1}x+m(m —1) + +w:(m—‘1) li!f:-n—kﬂmn_i_m" (C)
2° Soit f(#)=(1—=z)™. Alors
(1—ajr=t—T o M0 e g MO et ) gy |
Mais, a cause du facteur (1_51“Tl_m. qui peut 8tre trés-grand, et

méme infini, la valeur de R, employée ci-dessus, n'est plus applicable.
1l faut donc recourir a la formule (11). Elle donne

_ o mm—l).....(m—n) . | 1
Bl A=) (1— bgjn-+1—m

__,m(m—1).....(m—n) el m——l(d_'ﬂ)ﬂ

== A n 2"*(1—62) 1—bz/ *

Le premier l'ar:teur diminue encore indéfiniment lorsque n croit. De

plus, & cause de <1 le second facteur'a pour limite zéro, ou

du moins 1l reste lnférleur a P'unité ; done

limR=0,
et
—a_m_ mm—1) ?iz(ni—»i)...{n:—n+1)mn
(1—33)’”— TJE Tz_— —.....i {308 7 S5 -.-[ ). (D)

112. Développement de e*. Si'on prend flz)=¢?, on a
fllal=e (=¥ s f0)=1) FO)=15{{(0)=Wno.;

(*) Nous ne pouvons indiguer, ni pour la formule du bindme, ni pour les autres ap-
plications des séries de Taylor et de Mac-Laurin, les conséquences Lrés-nombreuses et
trés-intéressantes que 'on en déduit. Nous renvoyons, pour ces détails, soit au Manuel
des candidats a I'Ecole polytechnique, soit aux Traités de Caleul différentiel.
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N+
avee e
R (1) °

an
Quelle que soit la valeur attribuée & x, le terme général et

pour limite zéro (15, 1); donc il en est de méme du reste R, attendu
que le facteur ** est nLcessau'.ent fini. Par suite,

a

ez"“:l““f"‘ﬁ"“""""%ﬁ"" ..... (E)
115. Développement de sin z. De [(@)=sin 2 on déduit
[ (@)=cos x, ["@)=—sinz, ["(#)=— cosz,
f""{x): sin r— f(x) 2 f"(w)_—.'.f’(m) il Bt :
puis

f0=0, 1O)=1, [(O)=0, f"(0)=—1, fv{o)—o, ...

done

P pin—1 ot
Sin —=g— T +— a o —

12 04% TR o) T 12 @ngay o8 (02)-

wEn-{l—l

La fraction 13 @nyaj @ Pour limite zéro; de plus, cos (62) est
tompris entre —1 et -1, Par conséquent,

1

@ x?!l—-I
ore=x !“'_ _-‘--—_H__.'ill
sinz=2z +: 2545 Tias. @ T oot (F)

quelle que soit la valeur de 2.

114. Développement de cos x. On trouve, absolument de la méme
Manigre,

al'! w" wﬂn—-ﬂ
CORGp=—l— =

13V Tesa o tins cee(@ng) T e (G)
WS, Remarque. si, dans le développement de ¢, on change z
€0 2/ —1, on obtient

@ 3 4 i
e R T bt me
+‘1V 1 1.2 1.2.3V 1+‘1.2.5.4+1 23.4.5 =

La partie réelle de cette série est égale au développement de cos z
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et les coefficients de Y —1 forment le développement de sinz. On ex-
prime ce résultat par I'équation symbolique
V== cos x4V —1 sin x,
dont les conséquences sont excessivement nombreuses (*).
116. Développement de |(1-+x). Si, dans la formule de Mac-
Laurin, nous supposons f(z)=1(1--), nous aurons
, 1 ~ @, -
f(w):ﬂ_—a.—':(l-i-x)a [ (@)=—(1+2),

—3

PR =1.204D), ooy [HR)=1.2...c(o—1){ +a);
puis

fo)=0,  fO)=1, [(O=—1,

[r0)=1.2, ..... . r0)==%1.2.....(0—1);
par conséquent,

i I a3 "
’ —_— ma] Sl i
(A+a)=7—%+5—. + 2 R,
1 s i} n-+1
avec R:,}.m(m) 5

a cause de la formule (5).

Nous sayons (15) que la série

est convergente lorsque I'on a
e>—1, 2=1,
et qu’elle est divergente dans tont autre cas. Cela posé :

1° Si la valeur de x est comprise entre 0 et 1, inclusivement, It

—

(*) Par exemple, si on éléve les deux membres & une puissance quelcongue 7, el
qu'ensuile on y remplace @ par nz, on ohtient
"V == (cos 2+ 1/ =1 sinz)t,

"V~ — ¢os na+- V' —1 sin na;
done

(Cos v/ —1 sin @)"= cos nw-+ V/—1 sin ne.
Cette relation constitue la formule de Moivre.
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- - n-+1
quantité (1W) ne surpasse pas 'unité (°) ; de p]us, 7 diminue
indéfiniment. Donc
lim R=0,
et
et i o L
!(1+$):$—§“+?—E+ ..... i-’—{ [ B (H)

0et —1,la quantité ( 'Hm)nﬂ

n'ayant plus de limite nécessaire, on doit, comme peur le dévelop~
pement de (142)™ (111, 2°), recourir a la seconde forme du reste.
On obtient ainsi (108, IIT), aprés avoir changé z en —z :

2° 81 la valeurde x est com@e enlre

! 1
BR= m’+’(1 —9)nm1
o x—>Ox\n
2 = 1—bm’ (‘l-—ﬂw)

A cause de
x—0<<1—06x,
le second facteur tend vers zéro quand n augmente, Et comme le pre-

mier facteur a une valeur finie,
limR=0.
Conséquemment,

— (A= 2)=8 4G % e b = e, 0

pour les valeurs de x comprises entre 0 e 1. .
417. Remarque. Si, dans les formules (H), (I), on suppose =1,

on frouve

Piegdl A =g
I2=1—§+5—E+;_6+“' ’

]
2 Bt Bl | 1
et +m:1+§+5+1—|—g+ .....

Ce dernier résultat, qui pourrait servir & prouver la divergence de
la série harmonique, montre aussi que I'équation (I) sub515te encore
lorsque x=1.

—

{*) En général, cetle fraction tend vers zéro lorsque n augmente.
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118. De‘vefappemem de arctg z. De fla)=arc lg x on tire
I rr!(w)— "{am — 1)

(e @)= E=
mais les calculs se compliquent bientdt, de maniere 3 déguiser la loi
suivant laquelle procédent les dérivées (*). Pour la mettre en évidence,
il suffit de faire attention que
da iy 1 Y oy L — =
f(m)~§[1+mV:1+i—w\/_—-_l]—élﬁ_ml/ﬁl) +(1-—$V—1J 'J

e —————
En effet, cette décomposition donne

(@) =—35 LV —1[(1 +aV —T)~*—(1—aV —1)];
[(3)=—43-1.2.0/ =D [(A4-aV =T~ (1—a¥/ =1)5];

et, en général,

r(@}=5:1.2:3...n (i) ZT P~ [(1-aV )= (1t

le signe - se rapportant au cas de n impair.

Par suite,
L(0=1, [(0)=0, f"0)=—1.2, /‘“(0 =0,
FO)==12.34, .. V3 v f0)==x1.23.....n—1)
(n étant impair) ; puis
R ., o

—_— T Sl palet
arctbx z !)—I—,} .....__,n—|-R_,

( V—1 e (I—Pﬁwl/—l)*"— (1—6aV/ —1)—n-1],
119. La série

151 @ @
-‘B—‘,_—‘t—‘;:"—- e e ol A
) J n

est convergente lorsque la valeur absolue de  ne surpasse pas I'u-

1 y
(*) Néanmoins, si Pon pose f'(x)=y, et si 'on observe que -{m:cos*y, on obtient
aisément

n—1
fm(z)=y"=1.2.3.....(n—1) costy cos(ny—t- e -—) :
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nité ; par conséquent, elle représentera arctg a si limR=0g Sous
sa forme actuelle, on ne voit pas clairement que le reste R jouisse
de cette propriété ; mais, si 'on pose

l.zp cos 2, r’/a::psinl N
et si l'on a égard a la formule de Moivre (115) :

(cos AV —1 sin )P= cosp).—}-!/_—;—i sin pA,

a1 sin (n4-1)

on obtient R=i— e
ﬂ+1(!+ﬂ“m‘}"—_
done
limR=0,
et
R e an ®
H  ——— e e, e .--oli_’j:.o.-o
aretg r=—=+p—a+ e (K)

120. Remarque. On voit, par cet exemple, que la formule de
Mac-Laurin se préte assez difficilement an développement des fonctions
algébriques fractionnaires (*). Nous indiquerons bientdt d’autres pro-
cédés plus commodes ; mais nous appliquerons encore la méthode pré-
cédente & une question particuliére.

4124. Prosuime. Développer, sutvant les puissances enticres et po-
sitives de x, la fraction

1+
6— Stz
Soqu), 41
2—x S—uwm

Solution. Cette fraction se décompose (**) en

lorsque « est plus petit que 2 (***) :

-

a

Q—m

gn-1

:;(1-;-‘;-4—;—2+%+.....+§;+.....);

(*) La fonction arclga est transcendanle; mais il est clair que la difficulté signalée
ici tient uniquement & ce que la formule en question ne sapplique pas aisément au dé-

veloppement de 4
P : 1+ 22

(u) Manuel des candidats & PEC{JL& polytschniqua, t. Ier, p. 235.
(***) En valeur absolue.
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et, sig est moindre que 3 :

4 4 & ar o w pn—1
5_—-_.E=E(1+§+53’+g;+--uo+3“":1+ ----- J,
Conséquemment, 5
142 _5_f) E_i) 3%4) )
G—Eia:+x"""(§ 3 - (gs 52 7 pEREPE ous (2“ 5 G S ;

pourvw que la variable x soit comprise entre +2 et — 2 (exclusive~
ment).
Si, par exemple, on suppose z—1, on a

4% A\ 5] 5 4
_—(é—'g)"‘i"(é;__a._g)'{" ccccc +("2_T;_=J"_B)+co---
o Séries réourrentes.
122. DiriniTions. 1° Une série
AAz+A 2 4. A, @t A (1)
est dite récurrente, lorsque
AptogAp_tashpgt.enes +ahp=0; (2)

Gy Gay eees o €0 K étant des constantes.

2° L’équation (2) est I'échelle de relation de la série (*).

3° Enfin, suivant que le nombre k=1, 2, 3, ....., la série est du
premier ordre, du deuaiéme ordre, du troisiéme ordre (**), ete.

123. Remarque. L'équation (1) peut étre écrite ainsi :
A =—A,_ "o, B— A, T g B s — AP =y ok
Elle exprime donc qu'un terme quelconque d'une série récurrente est
égal a la somme des k termes précédents, respectivement multipliés par

des constantes. Celte propriété caractéristique est souvent prise pour
définition. :

(*) La plupart des auteurs disent : « L'échelle de relation d’une série récurrente est &, »
Ugy varis y %k » Nous n'avons pas cru devoir adopter cette définition.
(**) Toule série récurrente du premier ordre est une progression par quotient,
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124. Taiorime XXVI. Toute fraction rationnelle 1% est d¥velop-

pable suivant une série récurrente, dont Uordre est égal au degré de
F(z) ().

Démonstration. 1° Si I'on décompose F'f% en fractions simples, on
pourra développer chacune d’elles en série convergente (**). D’ail-
leurs, la somme de plusieurs séries convergentes est encore une série

convergente (™) ; donc la fraction proposée est développable en une
série convergente de la forme (1) (™).

2° Cela posé, de

%=A0+A1w+Aswz+"'-°+Ar:—tw’rhl_l“ A= iueey (3)

on conclut

fla)=[A,+A,z+A 2 +.... .+A,1_lw.’j;‘Auw“+.....}F(m) ;

]

puis, en supposant

F(r) =14 o0, @+ o, 8 4. oo . o2k,
et en sdentifiant les deux membres :

At Apiay oo A, jdf=0; (&)
pour n>k; etc. (™).

(*) 1l est sous-entendu que la fraction est irréductible; que le degré du dénominateur
Surpasse. celui du numérateur; qu'aucun des deux termes n’est divisible par @; ete.

(**) Les fractions de la forme

produisent des progressions par quotient; les
a—x

autres se développent par la formule du binome (111).

(***) Pour démontrer rigoureusement cetle proposition, il suffirait de considérer les
resles des premiéres séries.

(****) Tout ceci suppose, bien entendu, que z est compris dans deux limites conve-
nables.

(*****) On voit que nous traitons la série convergente contenue dans le second membre
de Péquation (3) comme un véritable polynome. Pour légitimer complétement celle ma-
niére d’agir, on pourrait poser

'{(—m—)—-A A o A ; + Anand- -+
Fg) ot 9 s An prta(@)ant,

€D représentant par en-1 (z) une fonction qui ne devient pas infinie pour =0 : ceci ré-
sulte du fait de la division de f(z) par F(x).
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125, Tuizoriwe XXVIL. Réciproquement, toute série réeurrente con-
vergente, de la forme (1), a pour limite une fraction rationnelle

S+ Skttt T4 . ... S, dp_g ak—t
4o, 4..... -k Y

dans laquelle Sy représente la somme des k premiers termes de la série.
Démonstration. En faisant, dans I'équation (2),

n=k a=k+1, n=k+4+2, ..... n=k-41,
on obtient

A_:; wk +Ak__,ikai .d1m+..--.+Ao _.a;‘a)":(),

App A, & g A gt =0,
A;‘+2a7“‘+2—{—ﬁ;‘+,33k+’ . a1$+ ..... "‘E—‘Azms- ac_;‘a?k: )
Ak_,_;w""’"‘—i-Ak*;ﬁ:"""‘“. 0C133+ ..... +Ag 33'! 3 OC_;‘{]J!": 0.

Ces égalités donnent

(Sk+!+l_"sk) + (Skr— Sk—l)‘x 1Bt +8pppe o 2t=0;
puis, comme les sommes Sy, Spisy -nees 8.+, ont, par hypothése,
une méme limite S:

g Si+Sp—q.o,m 4. ... —+5, et pqak—t
o Y, o ok

Applications.

426. Propuive 1. Développer r’;éb
De
1+a::(6——5x—|—m’)2:f\nm",
on conclut

1=6A;, 1==6A,—5A,, 0=6A,—b54,+A,,

0=6A,— 57,1+ Aps;
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donc
1 " 49 5n+2—0n-+-3
A.:.:E\ ‘2\1:(-_;?; Ag:ﬁT‘ sevary A;iz'—@;‘—;
. 142 4. Ma, 492
S 6Betar 6T @ e

pourvu que X sott compris entre —2 el 42 (7).

127. Prosrive I Développer e
On trouve
1=24,, 0=2A,—24,;
et, pour n>2 :

20, —24,_(+4A,=0;

donc
1 1 1 1 1 1
A0=§, Ai:§, Azzz, Ai=0) A,,:--ws, A5=—-§. Anz——ﬁ. oy
puis
R I e PR A
HRE PG R A i i e i Ttk 6L

2.8 1 10 1 12
52 64 128 % ¥

i

pour les valeurs de x comprises entre — /2 et /2 (exclusive~
ment) (™).
128. Remarque. On arrive plus rapidement an résultat, et I'on

voit mieux la loi des coefficients, en multipliant par 2--2z--2° les
deux termes de la fraction. En effet,

1 o9t _ 2yfuda’
2 9ptat T a4t dtat

e

:}}(24—23:—“9)(1—I+E—f§+.....),

(*) Ces résultats s’accordent avee ce que V'on a vu ci-dessus (121),

1 - 2 N -
! (**) Pour que le développement de =h s0il convergent, a étant imaginaire, il faut

que le module de X soil inférieur au module de a. Le lectenr démontrera facilement cette
Proposition, s'il met @ et « sous la forme

¢ (cos e~V —1 sine),
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on
1 AR R N ) ) e
“2—2*r+$"_§+ 4 l z—?__ﬁ_ﬁ_'_]?'{":i?'f'";:— ..... ; ete,

129. Prosrime II. Développer s
14-z—=x°

La division du numérateur par le dénominateur donne, pour les

premiers termes du développement, 1— 2>+ 24°. D’ailleurs, I'échelle
de relation est

Au:_' Aﬂ—l +An—3'
Par conséquent,

Ay=—2, Ay=2+41=3, A=—3—2=—05, A;=5+42=7,
Ag=—T—3=—10, Ay=15, A,,=—22, A,,=32,

reeeny

puis
iba—ax
14z—a®

1—a* 422" — 22" 4 32° — 5’7" — 102°+ 152
— 225" 325 —. . ...,

pourvu que x soit, en valeur absolue, inférieure a la plus pelite racine
positive de U'équation qui donne les modules des racines de I'équation
X'—3x—1=0 ().

430. Remarque. Dans I'exemple 1, ou dans le probléme de la
page 71, il a été facile de déterminer le terme général du dévelop-
pement de la fraction, parce que Ion connaissait, sous forme finie,
les facteurs du dénominateur. Il en g8t de méme pour I'exemple II.

(*) Si I'on pose

@=2¢ (cos o—V/—1 sin a),
on oblient

1+p cos c— g3 cos J=0, psinc — E3sinJon=0.
On peot remplacer ces équations par
1=p24-pf — o4 (1—2sin%a), 1=03(3— &sin2z).
Celles-ci conduisent a po+pA—1=0,

équation dont la racine posilive est comprise entre 0,8688 el 0,8689. La série est done

convergente pour les valeursde o comprises entre —0,8689 el 0,868 (exclusivement).
Ajoutons que les racines des équations

zh— p—1=0, p+pt—1=0

T . 1
vérifient la relation o=— 5—2
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Mais, si l'on se proposait d’assigner le terme général de la suite
i, o0, —1, 2, —2, 3, —5, 7, —10, 15,
on seraif ramené & la résolution de I'équation irréductible
r'—az—1=0.

La question peut donc étre regardée comme a peu pres insoluble (%),

r : ) 1— s0 ;. &
451. Prosuime IV. Développer ; TLOS%__ suivant les puLs—

—2x cos 0+
sances de x.

Solution. Le développement commence par 1 cos 6. D’ailleurs,
Iéchelle de relation étant

A,—2A,_,cos8+ A, _,—0,
on

A=A, _12¢089—A;_,,
1l en résulte qu’un terme quelconque du développement cherché est égal
a la somme des deuw termes qui le précédent, respectrvement mullipliés
par 2cosf et par (—1). D’aprés les formules de Thomas Simpson,
les cosinus des multiples de @ procédent précisément suivant cette loi.
Donc, & cause de

A=1, “A,—cosb,

nous aurons

K.=—c0820, A,—=0C0880, sivvs AR=—0CO08H0, uiesy
et, par conséquent,

1—a cosd

m:i 2 cos b+ cos 20-4-2"cos 36+.....4-a"cos ni+-.....,

pour les valeurs de x comprises entre —1 et 41 (exclusivement).
A32. Remarque. Si, dans la derniére formule, on suppose x=cosf
q ? ’ PP ’
on trouve cette relation assez remarquable :

€08 20405 6 cos 36-+cos’6 cos hG+-.....4-cos"~ G cos (n—+1)6+....=—1 (**).

(*) Cependant, si 'on appelle @, b, ¢ les trois racines de cette équalion, on lrouve,

par un calenl que nous supprimons :
1—a 1—0b 1—¢
] n

= n b i
Ea+3a +ib+3 2(:+3c
(™) Elle est en défaut lorsque cosf===1 (52).

An
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455. Prosuime V. Trouver la fraction génératrice de la série ré-
currente

1—o+ 2" — 22°+ 52 —112°4-232°— 482"+ 101 2°—.....,
dans laquelle

A,+-2A,_—A,_=0.

Solution. Cette fraction a la forme ﬁ%g;ﬁ ()

D'ailleurs, si’on multiplie par 14 22— 2 les premiers termes de
la série, et quon identifie le résultat avec a—4-bx—-cx’+ dx®, on
obtient

e=1, b=1, e=—1, d=0.

Par conséquent, pour des valeurs de x suffisamment petites ()

l—o+a'— 22"+ 52" —112°+ ... ..:_11:-%3:;_:;

(") La série étant #éguligre 3 partir de =14, le numérateur de la fraction génératrice
est un polyndme du troisieme degré, ou d’un degré inférieur. Si Péchelle de relation
n'élait applicablé qu'h partir de n==p, le dexré du Wuinérateur serait p—1, au plus.

(**) Cette restriction, sur laquelle on ne saurait trop insister, doit 8tre faite tontes Jos
fois que I'on essaye de développer une fonction en série, Faule d’y avoir égard, on arrive
i des résullats du genre de cenx que nous avons indiqués an commencement de ce
Traité (&).

Si, par exemple, on supposait # =1 dans la derniére équation, on trouverait

1—14-1—2+4 5— 11423 — 484-101—.. ., .—

1

11 ma

ce qui est complélement absurde,

Remarquons encore que si; en chérchant le développement d’une fonction ©(), oii est
conduit & une série qui soit divergente pour toutes les valeurs de o, il en résulle que la
forme essayde esi impossible. Buler a trouve y pour le développement de la fonction fa)
déterminée par les deux équations

1

& e
q*(a:}=;F($J, Flz)=e",
la série
l.2—1.2.24-1,2.3.25—.....%1.2.3.... G e e

Or, il est trés-facile de reconnaitre que cette sdrie est toujours divergenle (excepté pour
@=0). Par conséquent, le résultat obtenu par ce grand Géomeétre est inadmissible, aussi
bien que Pégalité

1—1.24+4.2.3—1.2.3 4+ .\ =0,403 6526377..,...,
qu’il en a déduite.
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134. Prosuime VI. Reconnailre st une série est récurrente.
Solution. Supposons que, dans la série proposée :
AgA T+ A2 oA (1)
le coefficient A, soit une fonction donnée de n (), sayoir :
Au=o(n). @)
Si la série est récurrente, elle a pour somme une fraction inconnue

‘“" o (125). 0

eyt Bty e i
€n supposant
F(z)=(x—b)P(z—c)".....(x—g)".
Si les diverses fractions simples
B¢ C; Gy

(b—a)f ' (c—am)’
étaient donndes, on pourrait les développer par Ia formule du bindme,
et 'on aurait, par exemple,

B: B i@ i), (i n—1) an
(b—ax)? _27[1+T E+ """ h 4505 n b Rk ]
Mais, par la théorie des combinaisons,
2(i—1).eene (3'+ﬂ—-1) (n1)(n—+2). .. (nt-i—1)
e n {irn (1—1) [
P B: .
donc le coefficient de = = dans E = a pour valeur
B, n41  B;(ni1)(n+2) By (n+1)(n+2).....(n4-p—1)
b “*" 1 TSy R L Y9 <aus p=1) . (3)

Cest-d-dire une fonction entiére de v, dont le degré ne surpasse pas
(p=1).

D’un autre cdté, une fonction entiére de n, du degré (p—1), est
towjours décomposable suwant la forme (3), c’est-a-dire que, ¢(n)

(") Cette maniére d’entendre Ia question est 1a seule qui nous paraisse admissible.
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étant cette fonction, on peut déterminer les coefficients B, B,, ..... B,
de manigre & avoir, identiquement,

B, +B_.:n_—ii o By () (49). ..k p—)

e Ao w0 ¥

Par suite, pour que Ea série (1) soit récurrente, il faut et il suffit que
Uon ait

Ay=Bb—"+ Ce= +.....4+Gg~",
bl g élant des constantes, et B, C, ....., G étant des fonctions
entiéres de n (**)

135. Remarques. 1. En augmentant d’une unité les degrés des
fonctions B, C, ..... G, on a les exposants des facteurs,b—z, ¢—u,
..... g—=, dans le dénominateur de la fraction génératrice.

I1. 8i le coefficient A, est égal & une fonction entire de n, du degré

p—1, la fraction génératrice se réduit a (l_f—{fﬂ-]?’ e

Soit, par exemple,
Apy=n’—3n+1,
auquel cas la série est
1—a+ 32’ + 192+ 532 + 111 2° ...

On trouve (133) pour fraction génératrice, ou pour somme de la série,

1—Bao--1522—52°
(l—a)*

(*) Si l'on suppose, successivement, n=--1, n=—=—2, n=—3,

B B, B B B B
7 =Y, ==, SR i=Y(—s), ete.

..... , 0n obtient

(*") Une autre solution de ce probléme a été donnée par Lagrange.

(") Ce corollaire de la propriété précédente peut éire démontré directement, d’une
maniére assez simple.

La fonction entiére An étant de degré p—1, sa différence pe est nulle; done I'échelle
de relation est

D p(p—1)
Aﬂ'—i An—]-f-'—'i—'%— Agag—i .ias iAn_.p=l];

el, par suite, le dénominateur de la fraction génératrice a pour valeur

1~ &= plp—1) @?

e =1 —x)P.
3 T 2P=(1—z)
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Recherche du développement d'une fonotion, au moyen du développement
de la fonotion dérivée.

136. Tmiorime XXVIIL. Si, pour toutes les valeurs de x comprises
entre 0 et une quantité positive A (inclusivement) (), on a

Bl =yt A At bl - Aty (1)
ON aura aussy
F($)=F(0)+A1w+-;A2a:’+%Asm’—z— ..... b= A e, (2)

pour les mémes valeurs de x.
Démonstration. La série (1) est supposée convergente, ¢’est-i-dire
que
F/(2)=A,+ A2 +A '+ -A,2" R, (3)

R, représentant une fonction qui tend vers zéro, lorsque n croft in-
définiment, et que z est compris entre 0 et A.

SiI'on prend les fonctions primitives des deux membres, on aura
donc

F(@)=F(0)+A,8+5A,8"+ 342" 4-2A, 2"+ ola,n), (B)

en désignant par ¢(,n) une fonction qui a pour dérivée R, et qui
annule avec z (**).

Cela posé, cette fonction peut étre regardée comme représentant
Paire comprise entre I'axe des abscisses, la courbe qui a pour ordon-
née R,, 'axe des ordonnées et une ordonnée quelconque, répondant
& une valeur de 2 inférieure ou égale & 2. Or, I'ordonnée R, a pour
limite zéro ; donc o(x,n) converge aussi vers zéro.

137. Remarques. 1. Le théoreme subsiste lorsque la série (1),
Convergente pour 2 <_}, devient divergente quand £=2, pourvu que

—

{*) On pourrait remplacer zéro et par deux limites quelconques; mais 1'équation (2)
deviendrait un peu plus compliquée. Du reste, le cas général se réduit aisément au cas
Parliculier,

(**) Cette fonction ¢ eiste, car elle est la différence entre F(=) et le polyndme qui la
Précede.
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la série (2) soit encore convergente pour cette valeur de 2. En effet,
les deux membres de la formule (2) sont des fonctions continues,

constamment égales; donc leurs limites, répondant & £=—1, sont
égales entre elles.

II. Ce méme théoréme permet de développer en série toute fonction
dont la dérivée est algebrique, beaucoup plus simplement qu'on ne le
pourrait faire par I'application du théoréme de Mac-Laurin (120). Les
exemples suivants vont justifier cette assertion.

Applications.

158. 1. Développement de 1(1-+x). De F(z)=I(1-z), on tire
F’(a:)zu—-z-c-:i—m—i—m’—-a:"—i—.....i—w"$.....,

2 étant compris entre 0 et 1. Par conséquent, entre ces mémes
limites,

(+n)=2—2+Z—... st S (A)

on n’ajoute pas de constante, parce que [(1)=0,
439. Remargue. La premitre série cesse d’étre convergente lorsque
2=1; mais, comme la seconde I’est encore pour cette valeur de z, on a

1

x Lt ; =
Z2=1—§+§—Z+.-...Im+"...

140. 1L Développement de I(1—x). Changeant  en —z dans (A),
on obtient

otz antt
-—1(1—.'1})—58+E+‘3—+.+m ..... (B)
A44. L. Développement de arc tg . La dérivée de cette fonction
est
1
E:m_a =1_x2+wﬁ"'—'$6+tnllu j:.‘][}m? sapse ;
donc

A a® ot o s
arctgx_m—g+g—?+.....im+..... (@)
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On n’ajoute pas de constante, parce que e premier membre est sup-
posé représenter le plus petit arc dont la tangente est z. D’ailleurs,
la série (C) cesse d’étre convergente & partir de z—=:-1.

142. 1V, Développement de axcsin z. Cette fonction a pour dérivée

171_1=5*' Or, par la formule du binéme (111),

1
SN AR - I W B S e i o
Ve — (@) =1 +galtag alt st s e d s

pourvu que 2 soit compris entre —1 et 41 (exclusivement), Par suite,

. 1a° 1.3 z* 1.53.5x7 1.3.5.7x?
aresaEr s o e i gt el (D)

efe.

143. Remarque. La série (D), encore convergente pour z=1,
donne

e R LI ()
De méme, en faisant m:%, on frouve
%31 +§T_'5+8.:£5 = 8.:(5;.7 +8.1:5‘.5Q'f.g2.9 i S o)
14A. V. Développer la fonction qui a pour dérivée 2—_——;—:;
On a trouvé (128)
(SIS E L F T

D’ailleurs,

Szt IHa—I)
est la dérivée de arctg (x—1). Donc
arctg(z—1)
--1 ® il o w‘r ol rw:r _m_s. [ z1 L o —_—
""Q[C"'(u l E*‘Es)"(w‘ 58 B.’?)+(16.9 16.40 " 52.11) |-

De plus,

w4
j are tg (—1)=—;=3C;




84 TRAITE ELEMENTAIRE DES SERIES.

donc enfin
2arctg (x—1)+ =

@ m! mﬁ mﬂ wﬂ m? m@ wl.ﬂ w‘l
P P T O (/L 4 P R T ) P
(1.1 1.2 2.5) (4.5 %6 3.7) (16.9 16.10 52.11) ©

145. La série (G), qui est convergente entre =:)/2 (127),
pourrait servir, comme le développement (C) de arctgz, & calculer

le rapport de la circonférence au diamétre. Nous entrerons, A ce sujet,
dans quelques détails.

1° D’abord, si I'on suppose £=1, on a
#av 4 . Ap Rkl g 1 1
é_(ﬁ+1_.'2+§3]_(Q'Hlﬁd—éﬁ)+(ﬁ-§+16.10+32.11)_ """ ()

2° & =/2 donne

T % ow 3
23Tctg(]/2—-1) § —&‘-+§=z‘f€
1 1 1
=V2[I+‘5"“§“E+‘9+H“"'"]+[1“5+E—""-];

ou, A cause de

w Ands

=15 —s i (b)
T 1 1 1 1 1 1 1 1
g /2y g i SN ()

3° En combinant les formules () et (c), on obtient facilement

= o 1 1 1 1 1 1
m—l‘é—i "|"'9 Ig"!- ﬁ*—“'ﬂ—s+é—5———.....,

7
T 1‘:___1 1
ST N TR

1 1
+11 15+1_9._a+...."

=43 (Y 2—1)( 7518 15+17 923 251.5:! +"'")' @
1
ﬂ-lG(V2+1)(a 5E e 15"‘19 o1 T o799 oo ) ©

4° Le premier membre de la formule (G) est la méme chose que

2[31'0 58(55—“1)-1-;]:2[&0 tg (x=1)+-arctg 1]=2 arc tg% ;
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donc
&
2arctgﬂ
T 9:! ws wﬁ ml’i a:s mlo xll.
—(ﬁ""ﬁ"'é_.z) ( +4b+87)+(m+m+53ﬂ)" ----- (i)

5° 8i, dans cette derniére équation, on fait w_—,%, on obtient
1
are tg3
L 4 9% Wy 4 1 1 1
'_(1‘2‘ 2.2 1_2") —(ﬁ'"‘ﬁ'}'i@) +(9.2“ F10.95 11.2")_ """ )

6° Dans la formule (H), changeons & en — x; nous aurons

2 3 1] 1 T (] i0 11
3 e & NS e, L e e iy PR
s T T e i git169 160 520 (K)

et, en supposant z =1,

1141‘11,11|1~J
12 22154 58168 746 938 105 TIler (9

are tg =

La différence de forme entre les séries (f), (g) est assez remar-
quable, surtout si I'on se rappelle que I'on a encore

L 1 1
Wi e T8 T tam e
1
7° Dans la méme formule (H), supposons @=7 ; DOUS aurons

X N O 1 1 _1,)
amtg7_(m=‘ 29*+'2°) (5.2*5+6';§“+7.218 T

8° g_.arctc —|—arctg§:23rctg%+ airctg;; done
| ” (1 Ry 9’+ ) (5191 " 5123 ; 71910) +(9;“ : 101@“+1'1?2“*) e h)
+(T§-+_—I_‘5 25) (5 2'°+6 2”’+7 213)+ (9 2“+10 Qas“l"'ﬂ_jéﬁ)_ """ (
Etc. ().
146. V1. Développer la fonction F(x) qui a pour dérivée V’i:_»mT

—

(*) Quelques-uns de ces résultats ont 616 donnés par Euler,
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On trouve aisément F(z)=I(z—+V 1-4=), en supposant F(0)=0.
D’ailleurs,

/ s ! 15, 155
donc
Vit 1.5.5
faatt 1 )—-m—-——a: '+“2 oo Lot SRR LD

147. Remarque. Sil'on change z en £V —1, on trouve

R e == i‘ L 1.3 5 15 2] 1' {
oV —1+V1—a)=V 1[m+ﬂ.5$ Ny e ]

c'est-a-dire, & cause du développement de arcsin z (142) :

[aV —14-V1—2%)=V —1 arcsin z;
ou encore, en supposant y=arc sin & :
I(cos y+-V'—1 siny)=yV —1 ;
ce qui équivaut a la formule de Moivre (115).

148. VII. Développer la fonction dont la dérivée est
De

1=p 0 V{p®
= &

F'(2)= 1+m—:1 —l—a:"
on tire

F(a:)=2z(""“ 1;"3“_"’)—-10/ 1+ o—a) +1+a—V1ta',

en supposant F(0)=0 (*).
Le développement da radical dmme ensuite

r s 1 1 3 5 158 7
F@)=1m—; 3+ “6 P45 gd — e

(*) Pour remonter de la dérivée a la fonction primitive, on pose V i4-@*=x+3; ce
qui donne
1—z° 11452

$——--—2‘ ) x,-———'—e

» Flz)z ,_--[1-+-- -—-;~—-l» , ele.

On voit que cette transformation a pour effet de rendre rationnelle 1a dérivée proposée.
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Done

1 1 15 1353
F@)=2—gmt' s 52 =g 1a® Yo 5% — M)

149. Remargues. I. En changeant & en —g dans la formule (L),
on a

Py e Pl 48 s 43810
IV IFd—o)=—|a+- 0"+ a’+ s+ LAl
De plus,
g O & . ke il B ol ity ABE s
14—V i4a*=aF (2)=0—; 8"+ 8" — 5 o oot —....

Par conséquent,

a0 (o) VT ) — (14 20—V T )
s 4 il D gD D
=2 x""wﬁm 24617 Toap 8T e

["‘"‘23 24 o'+ 14‘.}6%’7031“1_""']

1.3 1.3.3

'! ] 8

"[‘T’ +°'«i$ ‘736m+2.4.6‘8m_""']
$ivoy aalsk: s ah B

_m"‘ gl o % gy ®
P AB s BT
+oie® a6 gageT et (N)

T. Sil'on fait =1 dans cette derniére formule, on trouve, aprés

avoir changé tous les signes,

-

1 1 1.5 1.5 1.5.5 1.3.5 1.53.5:.7 1.3.5.7
— i I__I I -
= '*'2' 92.4*" 2.4.3 246“' 2.4.6.7" 2.4.6.8° '_2&689 i)

ce que I'on peut écrire ainsi :

4024459 1.5.5 1.3.6.747 1.5.5.7 1.3.5.7.9.21 (P)

19—
1= 2“5T2425 2&6‘7"’&68‘9 9468“9'046810“11




GHAPITRE VI.
SOMMATION DES SERIES.

150. Nous avons indiqué précédemment (Chap. IIT) plusieurs pro-
cédés tres-simples, et pour ainsi-dire purement arithmétiques, qui
permettent de sommer certaines séries. Nous allons exposer actuelle-
ment, autant que le comporte la nature de cet ouyrage, quelques-unes
des méthodes générales que les géometres ont imaginées, dans le des-
sein de résoudre le probleme de la sommation des séries. Dans ce cha-
pitre, nous serons obligé d’employer la notation infinitésimale, ce que
nous avons évité jusqu’ici (*).

(*) Voici, pour les jeunes lecteurs qui n'ont pas en main un Traité de Calcul intégral,
les principes de celte notation :

Ay dy
10 Si y= y'=f'(z)=lim—=, se représente par —:
Si y={z), y=f'(=) ! serep par =3

2° La partie principale de Ay, c'est-d-dire y'Am, est appelée la différentialle de y : on la
représente par dy;

do Lorsque o=y, Ay=Ax=dy; en sorte que la différentielle de la fonction se réduit
alors a I'accroissement de la variable indépendante : pour cette raison, ce dernier ac-
croissement est généralement représenté par do ;

4o Conséquemment , le rapport des différentielles de y et de 2, c'est-a~dire dy idx,

: o ay : dy
égale 4 on = (1°). Autrement dit, dy:a%-dx;

5° F(z) élant la fonction primitive la plus générale de f{x), on éerit Flz)= f fa)de+4-C:
le signe f , initiale du mot somime, s'énonce somme de ou intdgrale de. Draillenrs, 'ad-

jonction de la constante arbitraire C moutre que f f@)dz est une intdgrale indéfinie, ou

la fonction primitive ¢(a) que I’on obtient en renversant les régles du caleul des dé-
rivées;

60 i F(x) doit s'annuler pour #=a, on a F(x}r_.—np{:c}—fp(ajzfmﬁx)dw; a est la
limite inférieure de l'intégrale ; ¥

7° L'expression f Jtrﬂo:}da::n,o(i:)—cp{a}:F(b} s'appelle une intdgrale indéfinie: elle
est évidemment iml:pandaute de @, si a et b en sont indépendantes;

8¢ L'équation f udv=uv— f vdu, que l'on vérifie en différentiant les deux membres,
constitue le principe de I'intégration par partie.
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PREMIERE METHODE.

151. Elle consiste a effectuer, sur la série proposée, des différen-
tiations ou des intégrations, de maniere & en conclure, s’il est pos-
sible, une nouvelle série que 'on sache sommer (*).

Applications,

152. Prosiine 1. Sommer la série

Solution. Si I'on représente par f(z) la somme cherchée, on a
[(@)=142+& +.....ca" ' +.....,
ou
[@=i
Donc fle)=—I1(1—2x);
ce que I'on savait (**).
153. Prosuime II. Sommer la série

f(2)=14-284- 32+ 4o’ +..... 4+ nz"—' ...,
Solution. Cette équation donne
J{(@)de =242+ 2*+a~4.....4-2"F..o4-C,
x
g T

puis, en prenant les dérivées des deux membres,

i
ﬂm)zm.

Ainsi,
“—_}w—);:l-{—2x+3x'+ll-m’+.....—l—-nm"“—[—-.....;
résultat évident par la formule du binbme.

(*) Il est entendu, une fois pour toutes, que ces deux séries devront &tre convergentes.
(**) On traiterait de laméme maniére les séries qui représentent arc tg @, arcsin z, ete.
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154. Proprime III. Sommer la série

3 ma—i—b f4-2h a-+(n—1b
fle)= ~—+ e SO e
Solution. Opérant comme pour le Probléme I, on trouve

G—i

o
f(@)=i—

; aa—1

puis e = T 4. (A)

Il s'agit donc, pour résoudre complétement la question, d’effectuer

a—1

Uintégration indiguée, ou de trouver la fonetion primitive de

1—ab"
Toutes les fois que a et b sont entiers positifs, ce probleme, dont

nous allons donner quelques exemples, ne présente d’autre difficulté
que la longueur des calculs.

155. ProsrimE IV. Sommer la série

_at gl ot oS

Solution, D’aprés la formule (4),

fle)= f %d&;.

D’ailleurs,

z* | 1 1
o Hi—a) T iite) T )’
donc
ﬂ.z:):-—% [(1—x)+ %I(l—{—m)—{—% are tg @,
ou

f0)=3 122 + Zarctga ().

156. Proprime V. Sommer

(@)=F+% +T+....

Solution, La formule (A) donne

2= [ 2.

(*) On n'ajoute pas de constante, parce que f(0)=0.
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Le dénominateur 1—a° se décompose en

(1—z) (14-2)(1—z+2?) 142+ z%).
Par conséquent,
f[:c):.Al(l—a:)+A'£(1+m)—|—BI (1—a+2*)+Bl(1+z-4a)

%41
2 T

+Carctg——+(]’arct

A, A, B, B', G, C' étant des constantes. Pour les déterminer, prenons
les dérivées des deux membres; nous aurons

{8 A 3 A" | B{—1-421) d+2m) Cv3 sl GV
1=t 1o ite | 1—ata itata T 1—0-+a%) * 21ta4a)’
puis

e o8 e Bt S SR |

A=—z, A=; B=—p, B=_, C=C=:3.
Par suite,

14 i+:~“+$ 2241
flo) =31 ot 1515 3 |/3[arctg————]—arctg =1

ou enfin

f( ) {1 +z)* (1-—]—n:+m’

12 (I—z)*(I—a+a?)

|/3 arctg - wv'}.

157. Prosuime VI. Sommer la série
foveed 1 Y 1 1 1 1
S=(g+g“‘2 z)"‘($+§_2§)+(H+E“‘2Ta)+"'"
Solution. Cette série est un cas particulier de celle-ci :

flo)=(5+§ =27 )+ (Frf—o)+ (Gl 4 L,

12
qui donne, d’aprés la formule (4),

olfg'—22° , xdx
_f s el i 1+m+ 1+ar’
ou
flz)=—2z+1[(14-a)/ 1+2"].

Faisant 2=1 dans cette formule générale, on a donc

3
Szélﬂ—l.
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158. Remarque. On arrive plus rapidement a ce résultat, en
combinant la série proposée avec celle-ci :

{ 1 i 4 4 1 1 1 1 1
12= 9+(a its a)+(—‘r§+§—za)+(n—ﬁ+a—ra:)+~---
En effet,

1 M 1 : el | Xy e
e = (x‘ﬁ)“(é“‘iﬁ)—(ﬁ—ﬁ)— ----
1 1
efc.
159. Prosrime VII. Sommer la série
1 1 1 I | 1 i | 1
52(25_5_5)+(26_?_§)+(2E_H_E)+ °°°°
Solution. Posant :
m& ms :’.GB 18 m-; mg ﬂ?m mﬂ_ m!a
f(“’)=(2§—§—§)+(2€—?“?)+(2"ﬁ—zr“"ﬁ)+"-": (@)
on trouve

et, par conséquent,

1
S_l---élﬂ.

160. Remarques. 1. Cette valeur résulte aussi de ce que

G Y
_12‘_14‘(5_5"{‘4 5)+(6 73 9)+(E_H+T§_’§)+ """

1L Si I'on ajoute membre & membre les deux égalités

1 Ll IR e | 1 1 1 1
i ( - o= (ﬁ‘#ﬁ‘@)“(ﬁ"ﬁ‘*’ﬁ‘ﬁ)— ----- =
i |

2—12= 2(2§ )+( 6 3.r 9)+2( 10 111 113)“*' """ ’
on obtient

Dl S p— e — " —— it e — e e e e
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HL. Si, aprés avoir écrit ainsi la série proposée :
O NN R I T
S—(i“rs)‘*‘(g_ﬁ—ﬁ)*'(a—ﬁ“ﬁ)"""""
on avait pris
2 ) o L i
flo)=(7—5—%)+ (E‘?"“‘g‘)""(i“ﬁ“ﬁ)"""""

et que I'on eit fait & part la somme des termes positifs et la somme
des termes négatifs, on aurait trouvé
2 4
f(w):f[ﬁ,—ﬂ:—i:% de=ux;
puis, en supposant =1,
S=1.
Le premier résultat est exact tant que # est inférieur 4 1 ; mais le
second est complétement faux.,
En effet, lorsque =1, les deux séries partielles

1054 1
1+§+§ +?+.....,
4ot P | 1 1
(5—|—-5)+(§ +§)+(ﬁ-j:'{§)+.....
devenant divergentes, on ne peut plus appliquer ee principe : la dif-
férence des sommes est égale d la somme des différences (*).
161. Prosuime VI Evaluer

6 go-+b po+2b pa-t+ib
f[$)__.;.-—-a—-|-b E:F_QE—E-T—EB-E-"."

(") Si I'on représente par S, la somme des » premiers termes de la série (@), on trouve
ainga ain+3 an—1
= ——— b —— |,
Bv=a—) S Srs in—1
Tant que @ est inférieur 4 I'unité, la quantité entre paventhdses a pour limite zéro ; mais,
si @=1, cetle méme quantité est comprise entre
1 zin»H 1 4dn—1
2 2n+1 2 2n—1

(87); donc elle a pour limite ;— i2,

L'exemple que nous venons dg traiter montre, une fois de plus, combien I'emploi des
séries exige d’attention.
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Solution. D'aprés le Probleme III,

fo)= [ 1o da. (B)

Par exemple,

i L e wdx 11—t 1 2p— 1
gttt f T+ 6" (i-ra) 's/a(‘““g i )
et

s 5y qy T =52 Vi
162. Proprine IX. Déterminer
[(#)=aa"~'+ (a4-b)ar+o—14 (@+2b)ar+2b=t 4, .

Solution. Opérant comme pour le Probléme II, on a

ff[m)dx:w“—l—m“*b-l- i B

puis iy
fle)="EEl o, ©
165. Prosuime X. Déterminer
fl@)=aa*—-(a+b)ar+B4-..... +(a+nb)xs+mB 4. ...

Solution. Pour ramener ce probléme au précédent, multiplions

les deux membres par pa?, et tAchons de déterminer p et ¢ de ma—
niére  avoir

pla-+nb)=a—+nB+g-4-1,

pour foutes les valeurs de n. Cette condition donne

pb=@, pa=a+gq+1,

g af—~ba
P__—f_}’ qg= " —1.

D’ailleurs, d’aprés la formule (C (@),

b—a)a?® op—y.,
pafle)=p ‘ﬂ“w%rw S

done

a-+(b— a)x?

flee)= To—=apyr 2 (D)
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164. Prosrive XI. Déterminer
x* Y b o aet2p pebnp
fla)="~ e S U Loy g P

Solution. Ce probleme, généralisation du Probléme IiI, se résout
comme le précédent. On trouve, en multipliant tous les termes de la

série par %q, et disposant convenablement des quantités p, g :

_aﬁ—ba %E—l
flay=ta fm dx (E)

L i

165. En réitérant P'application des mémes procédés, on peut
sommer les séries dont le terme général a la forme

a(a-b)..... (a—-nb)
a(a'+-b)..... (a'+nb')

gotnp ( ") &

Pour abréger, nous nous contenterons de prendre deux cas parti-
culiers,

168. Proprime XII. Sommer la série
e i o D AR
flo) =552 —g %'+ 3%

e AR
I.l..i (n+i}(n+2) m}z ;“.l'

Solution. On a

1 2 5 n
f(z) :gm—zx’—-l—gx’—.....in+2m”$.....;

ou

(*) Le lecteur pourra consuller, sur ce sujet, le grand Traité de Lacroix (t. IIT, p. 384).
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En intégrant par parties (150), on trouve
gy =—2 (At 2) -+ lo—I(1 + )+ C.

A cause de
o) 4 pour =0,
¢ H

la constante C égale 1; donc

fa)=(1+3)l(1+2)—2;

ou, ce qui est équivalent,

—a & 1 'Y 2 g _3_ i "
(14a)=g|2+a'— =o'+ S at—....] ()

167. Proruive XIII. Sommer la série

=B aeiH28 N
vty ey Ty e ()

Solution. Représentons par S; la somme cherchée. Nous pouvons

écrire, pour abréger,
° painfy
—-2 o (anb)e* (2)

Multiplions les deux membres par F’ et disposons des quantités p, ¢

de manidre que l’éﬁp:ééﬁ[.lt de z devienne égal & p(a--nb). Nous au-
rons (Probl. XI) :

(a-nbi—1
= S] =Y, 3)

al-’r‘" bﬂa

P"‘},‘: 4=

Le numérateur gp(a+n0)—1 pent dfre remplacé par %-i-+nfi~t, si I'on
pose

ap;
o= 5N 1, ﬁ;’-—1= ﬁi-

(%) Cette formule est due & M. Gudermann (Journal de Crelle, t. XX VIII), Elle montre
que, si 'on néglige les termes du troisiéme ordre, on peut écrire

22
l(l+x]=m
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Nous aurons done, au licu de I'équation (3) :

"o '_g@“"mﬂa—ﬁﬂ.si—a
p Sf’] Ty (anb)-t T Sicts
d’ou

aPi—boy

al BR‘ T e =
=07 f Si_yd. ®)

La somme §; étant ainsi exprimée au moyen de la somme S,_,, il s’en-
suit qu'en appliquant plusieurs fois de suite la formule (4), et en se
rappelant que

(" E‘_b__g

aBl"‘b"‘l
Sl p— E{: x_ b ]

(¥

dz, (E)

1—xk

on aura I'expression de S; en fonction des données de la question ().

DEUXIEME METHODE.

168. Soit y la fonction inconnue dont le développement est
donné. Si I'on peut obtenir, entre y et la variable z, une équation
différentielle que I'on sache intégrer, il est clair que, par cela méme,
on aura sommé fa série.

Applications.

469. Proprive XIV. Sommer la séric

o Ol ) T ah o
Y= Ty e T igs Ciena T e
Solution. On a '
; 1 i v
y= Ay e F gag it
ou
Y=Y,

(*) 11 est vrai que les intégrations indiquées ne pouvant pas généralement &tre cffoe-
tuces, celte solution est i pen pres illusoire.




98 TRAITE ELEMENTAIRE DES SERIES.

ou encore

R

Y
Cette équation donne

ly=ax+1C,
ou

gi= GeT.

La fonction y doit se réduire & 1 lorsque 2=0; donc enfin
==
ce qui devait étre (112).
170. Prosuime XV. Détermener

o %a_’_’lqoi” CEBa (1)
Solution. Si'on prend les deux premidres dérivées, on trouve
y'=—y- (2)
On satisfait & cette équation en supposant
y=—Asin z+ B cos &, (3)

A et B étant des constantes arbitraires (). Mais, pour =0, on doit
avoir y=0, y'=1; donc
B— O A —
el
y = sin &.
174. Propuime XVI. Sommer la série

b ab

."l"ri f
y=de ek T

Solution. 1l résulte, du Probieme XV, que

y=Cos Z.

172. Prosiime XVII. Déterminer

1 5 1.0.5
y—*- m_"‘w, T A S (1)

(*) On démontre, dans les Traités de Calenl intégral, que celte valenr de y est Pintd-
grale générale de 'équation (2).
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Solution. Cette équation donne d’abord

%=m+1—§x:‘+%¥x“+.....,
puis
j{%dy:a:—!— ;3 - ;—-z; w"—f-;"'-%:—gm’—{-.....,
ou
7|
2 y=1m -y ;

ou encore, en différenciant les deux membres,
1
Edy:(i—l—y)da; +ady., (2)

Si I'on écrit ainsi cette équation différentielle :

dy _ zde
4y T 1—a®®

on voit qu’elle a pour intégrale :
1
A +y)=—5l1—a");

d’ott 'on conclut :
|

y=—1+(1—z") = (3)
Ce résultat est évident par la formule du bindme (s
173. Prosuime XVIIL. Sommer la série

m m (m—1) m (m—1)(m—2)

y=tn o T25 & e

Solution. En opérant comme dans le Probleme: XVII, on trouve
successivement :

m{m—i)x_l_mtm—d){m—-ﬁ} 2

da
i—*m-'-— 1 1.2 [’ +.|-o-|

do

alag-+0)..... a-1-nb -
.{ v }_—['—f——)— x*+8 considérée

afa'+b).....(a"+-nb)

Ci-dessns (165). Mais on voit qu'en faisant disparaitre les facteurs a-+nb, a'--nd', on re-

(*) Le terme général de Ja série (1) a la forme

tombe sur le point de départ. Cest pourquoi nons avons placé cet exemple dans les ap-
Plications de la seconde méthode, La méme remarque estapplicable au probléme suivaut,
généralisation de celui-ci.
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[‘:B-m—ldy __._._,_m'—m__%}m—m-‘r-r', {m_ﬂ 42

1, v) iatnay
j w—m—l dy — ym-—m,

" dy =g~ "dy—myx~""'dz,
dﬂ: o dx ;
] I+
ly=ml(1+ x);

et enfin
y=(1+4+2z)".
On a ainsi une nouvelle démonstration de la formule da bindme.

A7 4. Propuime XIX. Sommer la série

T 1.2 5 1.2.5 e
1+a+l (a+-l)(a—|-“2)'m+w+|}{a+z (a+3)" 2t () (1)
Solution. Le procédé suivi plusieurs fois donne
() A . 15 L rawni 12.3 il
f x4 dm-afx_‘_wrr'a—i-lm + (a—H}{a—!—%j& : (a--1) (a2} {a-5) = winy
ou
J (yeey dz=alzx-+ 2y,
e
ou encore
@
Y= (2)

Si I'on compare cette équation (2) a I'équation générale du pre-
mier ordre et du premrer degré :
y-+Py=AQ, (3)

dont I'intégrale est

Y= e—j'defQ da gJ'Pdi (") - ( ‘{")

() Ce probléme, généralisation d'un de ceux gue nous avons résolus dans le cha-
pitre IIT (58), échappe encore & la premitre méthode (172, note).

(**) Silon multiplie les deux membres de I'équation (3) par e'P42, le premier membre
devient la dérivée exaote de ye/P42, On a doue
[ye/Pde] = (el Pdz,

on yg-"['d-‘":: rQ{I ol Pdz s ele.
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on frouve

y_a(i._m)a—l po—1
i xo

J ey (5)
Telle est la somme de la série (1). Il restera, dans chaque cas parti-
culier, a effectuer I'intégration indiquée.

175. Si a cst entier positif, intégration par parties donne, suc-

cessivement

= =

(1—13,!“ a—1\1 —m (1— L}““i
o2 1 a ga—8

.“_,——dw:?;(?:;) f {——‘m

...............

Done
i .aj__i(i_i})“' I_Ei‘é( 1'__““&)“'”_% ..... i;:..i 2 =l(1—a)=C]: (6)

les signes supérienrs se rapportent au cas ol @ est pair.
Pour déterminer la constante C, remarquons que, pour des valeurs
de 2 suffisamment petites,

—I(1— :—_.Z__ e
l(1—z) w_g( 1_$)_

x L Ny A e\ o Yast A RN
r_:,—a(m) +5(m) _"""'Lajl-(-l—x) +a(-[—;}:} e
Done
o {:1.._$}G—~1 1 I a 4 i a1 ‘1__ T a2
y=a o (_5('1_-———:1:) —m(i—;l‘) +G+'2(i_—_.i'-) -—iC].(T)

Supprimant le facteur commun 2%, puis faisant =0, nous trou-
yvons
C
y=1-+-.
y=1
Or, la série (1) se réduit & son premier terme lorsque = 0; donc la
constante est nulle, et

y:atée-::g“-‘[L(%) “*‘_,a;‘_(j_)?;2+...,.i}_'j_$i1(1_m}'_|.(s_)

a—1 \! —2\i—a/-
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176. Remargue.&:. i. D'aprés le dernier calcul, les denx séries

: 2 1.9.3 )
“-H l_fu 1 {a+°’)a; +{u+lJ(a+ﬂ)(a+S)x sk

a [1 i T 1 = 9 1 i\
!-—rlam_a‘;_l(m)_‘_a_kg(}___r) _m(m) “+ e ]

. & ro 3
ont la méme limite, lorsque 7— he surpasse pas 'unité.

IL. En particulier, si £ = 1,
—

1
A 1.2 1.2.3
1+2[G+1} 5_4‘(a-+1){a+2)+8(G+1Ha+2){a+5]+ -----
1 1 4 1
=%l e e e ©)
1lI. D’apres la formule (8), si z=1,
a
==y

ainsi qu’on I’a vu précédemment (58) (*).

477. Prosuime XX. Délerminer la. fonction qui a pour dévelop-

pement
21 9Q4nx 2.4.6 o'
y=®tz9+3553 Tama (1)
Solution. On trouve, sans difficultd
e
dn " 2. 4 3. 0 SR04 g
\/.-1"- +1+ '!_ "'|" 5.5.1 a;"i" ---- L)
puis
f(ftw)
d 1 D aey ok oy Tk
75 dr =1 Iaz—i—w—l—sw—lﬂﬁm—l—?'m& S R
on

f (%E‘/I] 1 d
dix L dy
‘—'—‘/'5’_—'—--—2!'37"!—33 ) (2)

{*) Le produit (1—), _, li1—a) se présente sous forme indéterminée, lorsqie a=1;
mais il est facile de voir que sa vraie valeur est zéro.
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Pour simplifier cette équation, posons

d_;
; rt'J‘ [/;G—- %
elle deviendra

[ dz
Vi=3 Im—|—z|/.sc

Celle-ci donne aisément

Pt e iy
2(1—x)” T 2—n) V5"

équation dont P'intégrale est (174)

= 2\/—]__?“0 cos (1—2ax).
D’ailleurs,
dy:%,
donc
f\/x 7 arc cos (1— 27),
ou
:'-i [are cos (1—2x)]?,
ou enfin

y=(arcsin yz)* (*).

178. Remarques. 1. Le développement de la fonction

are sin /@
est
| 3 5 7
D £ EEN: R NG I B LT
T35 5Tt o550 Togerd oo

Par conséquent, la série (1) représente le carré de la série (7).
. i\ o 1
II. En partwuiler. si I'on suppose z==, on a

0 45955 ]
£.8.12.7 !

103

(7)

(8)

() Cet exemple, et le rapprochement curienx indiqué dans la remarque suivante, sont

livés d’un Mémoire de M. Clausen (Jourkalde Crelle, t. 1110,
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el
_1+.:|2+'— "?a : j - +55)7945+ """ ()
179. Prosuime XXI. Sommer les deua séries
Yy=2acoso —l—%a:’cos 2q>+%a:“cos 3o+t.ur.. (1)
z:xsinqa—i—%a:zsiu 2?+%a:“ sin 3p4..... il

Solution. On a, d’aprés la formule de Moivre,

y—+zV/—1 1r-we“V—'—|— = o2V =i + 2BV =11 .....
et, én prenant les dérivées par rapport & @,
y +z Y1 =V gV gtV L
ou
r VA I.—JL/-_—_T «
e G e 3)

Par conséquent,

y+zV —1=— [ 1—a(cos m-l—lf 1sing)],
ou
e~ Y (cosz— YV —1sin z)=1—zx (C{}SqJ-{-V-—-—lsin o). (%)
Cette équation se partage en ces deux—ci :
e~vcos z=1—xcoso, e Usinz=xsing;
d’olt 'on conclut

asing
tgz= e HW=1—2xcoso+x°;

— 1—axcoso’
c’est-a-dire
@ sino 1 +
s=arclg o Y=—3 [(1—2zcosp+a) ().  (5)
180. Remarques. 1. Sil’'on change ¢ en %-—qa dans les séries (1),

(2) et dans les formules (4), (5), on obtient

(*) Ces résultals remarquables sonl dus, je crois, & M. Lobatto (Recherches sur la som-
mation de quelques series (rigonomeétriques, Dellt, 1827).
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. Ao gl e el
&sin g—g " €05 29— =L7SIN dqaa}—ia: COS Ao~z & SIN Og—....
1 :
=——§£(1—2m51n o+ a*),
i, s i 1.3 Aot
€08 95 &'8in 29— = 2°C08 So— ; T sinAp - 5 2° 08 Sp+-......

@ Cos &

=av g

puis, par le changement de 2 en —a :

- 1 . 1 s
msmqa—{u:—)w‘cos%—‘,—jm“sm3@—Em‘cosfl-q>+g$55m5cp+ .....
1, :
:§3(1+2m51n<‘o+w’),
‘1.,.2 1331‘-!" 15‘5
%08 g~ &'S1N g5 €08 cp—i—-&-a; sin rp+gmms O—rueae
: €08 @
—am[bl-t—msmu

Ces quatre derniéres relations, combinées deux & deux, donnent

; fecge. AT e T 1, 4--2xsin o+
—p =) IMoP—eisse e Tl e
R G o P 5“13?+Hm SR 4 1—2zsino+a?’
Ay 3 g S 1 to 2z cos ¢
2008 g— = °008 3¢ =+ 5 47 €08 Sg—.... arotg=—

puis, par le changement de ¢ en g——cp :

()

a_:cosq:—i—%x’cos&?—}-:—im‘cos 5¢+.ir.s =~2 }%‘
Z sin q:—l—% @’sin 3o+ :—5335 8in5o—+..... =1 arctg ':f_s';:_ao.
II. On a donc ce systeme de formules :

E:ﬂ: cos nqo:-——l(l——"a:cosg:+:c) (A)
2:"5‘:_" sin ng == arc tb% (B)
Z”jﬂz cos (2n-4-1)o=1+ 1 ! gi;igﬁj (©)
Eo ic‘_‘: sin (2n—--1)9=75 are tg f e (D)
20 i'—:%}_-ﬁ— cos (2n+1)o =-—-% arctg Q;L_GD—;’, (E)
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O (—ajintt A A—2zsinot-a? :
240 On 41 sin (2n + 1) =% ; 1422 sin o4-a* ( ) (F)

III. Les séries (A), ..c.. , (F), convergentes lorsque #* est moindre
que 1, le sont encore pour z===1 (137). On a donc, aprés quelques
réductions,

€08 9—!——%005 2q>+%cos 3o—4..... :—I(Qsin%q:), (6)

sin qa—}-jzsin 2q:+15sin 3q:+.....:;—;—1—_;, (7)

cos q:—l—% cos 39 %} C0SHG 4. =:§ L cot ,%.‘?’ (8)

sin cP—l—%sin 3q>+%sin 5¢ +.....:E, 9)

cos?—%cos 3?—1‘%0055?'—-----»:;, (10)

sin q;—-%sin 3q>—|—%sin 5?—.....=%th(f+§), (11)

(] q:—%cos 2?+%cas 39—.1\0e :Z(? cosé? - (12)

Sifl g— 3 8in 20+ 2 st Bp—i....= S (7). (13)

IV. Dans les formules (6), (7), ..., (11), prenons g=z; nous
aurons

e

R TR I

132 (1+§_f’;)+(1+1—:)+(; +f‘§—§)+ ..... o (14)

s {13 H—5) g+ @5)

=15 ) =)+ = ) (10

Rt (1——;',;)4- (%—%) i (1‘—5_{‘?)-1- ..... (17)

(*) Ces relations, auxquelles on pent parvenir de bien des méinigres, sont extraites du
Mémoire de M. Lobatto, déja eité.

(**) Toutes ces formules, et celles que nous en déduisons, supposent ¢ >0 et tg<§. 5i

'on ne faisait pas ces restrictions, on pourrait lrouver des résultats complélement faux.
Par exemple, lorsque ¢==0, les formules (7) et (19) donnent = =0.
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V. Si I'on suppose qz:%, on obtient

s(2+;/3):_;/3[(1—%)—(%—i—ﬂ-)+(%—%)—(f—g~— 3 - ] (18)
[ e e e s e
+2 (1+§+§)—(§+§+%)+(ﬁ—3+%+%)— ----- ] (19)
——%nzl/s:(1+%)—{%+:—j)+(§+':;)— ..... ]
9 :(1-1-%"‘15)—(3';“*'%““%)"‘(1@"'495"‘ 47)— ..... ], (20)

9

~:(1+§+%)'—'(%+%+11{)+(£§+15+1-1")‘— (21)

VI. Enfin, 'hypothése de cp:% conduit &

z(V2+1)—_—;/2[(1—%)—(%‘—;)-1—(:—,—:—1)—.....], (22)
%Va[(wé)—%i%)q—(&%)—— ..... ]('). (23)
181. Prosuime XXII. Sommer la série
§=5I0 g— 5 8IN 3q>—i— sin Hg—..... (24)
Solution. On a

ds 1 1 =
;Ezcos 9— 5 08 39+ ﬁcos Bg—.uvse}

c’est-a-dire, par la formule (10),
ds ey
do™ 4’
et

%tp.—bm?—-—‘illl 3qa+h,3~,m 5(9-—-—sm To+teee  (29)

(*) Parmi ces formules (trouvées par Euler, Legendre, Poisson, Fourier, ele.), les
plus importantes me paraissent étre (7), (9}, (10), qui donnent une infinilé de développe-
mienls de =.
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182. Remarques. 1. Sil'on suppose o= =, on obtient

™
22
o

s 1 _!_ _I_ 1 ¢
_8'—1+37;+53+71+ °°°°° +{Qf;-—~1}3+".'° (""6)

Ainsi, la somme des inverses des carrés des nombres impairs est
2
éqale a T

Il 11 est facile de conclure, de ce théoréme, la somme des inverses
des carrés de tous les nombres entiers. En effet, soient

‘ 1 1 1

55=1+57+§‘3+F=+ ----- 3
1 1 1 1

bp:§‘+z;+‘§+-8‘é+a-|o ]

8:1""' + +Js+bu+""';

on aura
X L s 1 1 1 j [
b:S;—i—bp, bp:@zg—i—é"—i—?—}- ..... ) Zb
donc ,%
$=18§;,
\
ou enfin !
ol 1 1 1 1
_[;_—1+5,75+§"+?+5_“+ ..... (27)

1L, La formule (7) donne, par un procédé semblable au précédent,

ok §m+ 0 -_.LOE:@-I——COS 29+ cosSw—i— (28)
485. Prosrime XXIII. Sommer les séries

Y1 =008 ¢ - ¢0S 20 420 3p4-..... ( ) (29)
%, =sing + xsin 20 +a’sin 3o+.....

Solution. Si 'on compare ces deux séries & celles dont la somma-
tion constituait le Probleme XXI, il est clair que

yizy, 2, =z,

() Cette sommation a ét¢ donnée, d’une autre manidre, daos le chapitre V (131),
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ou, & cause des formules (5) :

COs8 ¢ —@ §in @
Y e T e (30)
184. Remarques. 1. Pour que les séries (29) soient convergentes,
x doil étre compris entre —1 et -1, exclusivement.
II. Des formules (30), on tire

Yy COSo—@

z, sin

1
1—2x cos o+ x2" (31)

L] yig_‘“z!e:
185. Prosuime XXIV. Sommer les séries
: z* . . 2 .
Y= sin* oo sin* 294 s sin® 3o+.....,
=) @ ,!2 & 2 3
%, =12 COS cp—!—Tz cos q:+§cos L S IER

Solution. La sommation de ces deux séries dépend encore des va-
leurs de y et de z (Probl. XXI). En effet,

Yot m=a+T o+ . . =—I(1—a),

] B 1 9
By —1Y s =208 Qq:-{-%cos ILqH—% cos ch+.....=—§f(1-—2mcos 204-27);

done
1 ,1—2z¢cos 20-+a*
=" I—("{_T"‘ ()
zy=— 7 1[(1—22 cos20-+2")(1—2)"]. ()

186. Les formules (G), (H), traitées comme celles da n® 180,
conduisent & quelques conséquences remarquables, parmi lesquelles
nous indiquerons seulement les suivanies, laissant au lecteur le soin
de les démontrer :

B e S T A f[ I—E—.'t"'l‘l-—‘l’arcosﬂzp-l-:ﬁ]
Zsin” o~ Esm‘3q}+ TiSIII b Lok TP =3 E) T 9w cosepa ]’
3 : 1.1 A4z 21+22c08 202"
2 & 2 at er = l ]
mcos“?-k-s-cos Sq)—|~gcus 1T TS -83 =l i il
i x Ja(l—a?) sine
an AN g% SRl (B 8 : fa( :
2 sin” o— = sin .jqa—l—?i-sm Sp—..1.s _.431(: tg =2t Az cos2y’
o e Al 4 (1—x?) cos 2o
x cos® g— €08 3o-}- = €08™5g .= 2 clg =P —dateos2s’
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sin”g—%sin’?q:—l—%sin?-?q:— ..... =-—:1lcosy,
cosz(p—:_;cos*" 20+ j;)cos" 3o—..... -;; U(& cos o),
sin’qy—%sin’ 3q:+j_;}sin’5?+ ..... =E,

cos’ cp—-:; cos® 3o} % cos’ Sp—. ... :E— ()

487. Prosuime XXV. Sommer les séries
___sing sm 20

$=iraT 4+a’+33j—‘;§ """ ' (32)
=rre—2pmt gl . (33)
Solution. On a trouvé, ci-dessus :
g—-%qazsingo—l—:—zsin 2?+%sin 39terpey, (7)
%q::sinc?—%-sin E).q:-{-;_)sin 3p—..... (13)
Par conséquent,
L wa
1

_as{ sin o sin 2¢ sin 3¢ }
R VP iy wep i Ty AL

On tire, de ces deux équations,

v __ s sine 5in2¢ sin 3y }
y 3-—& {1'-{“(12—!—24—'—652 39—-{—1'1?‘_[_ """ ?

v afsing o Sin2¢ _smatp_ :
o Sl e e L }’

¢’est=-dire
Y s =0'y;, 2 y=a’s,.
Les intégrales générales de ces deux équations du second ordre sont
Y, =Ae%+4Be~%, 2,— (e De=99,
A, B, C, D étant des constantes, qu’il s’agit de déterminer,
Or, si Fon multiplie les deux membres de Uéquation (32), succes-

(') Toutes ces formules sonl tirées du Mémoire de M, Lobatto.
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sivement par sin ¢do et sin 2dg, puis qu’on intégre entre 0 et 7, on
trouve :

(5]

tvl-i

Jmnq;d,:_. 75 [ ysnrloqdw--g4+a, (")-
Ainsi

A f’xe”‘? sin gdo—B {ﬁe‘"%’sin odp—- _:a
4

1
ay Sodo—-B —ae Sl %
’\j 2%%sin 2 d +1f smzrpd? S

L'intégration par parties (150) donne aisément

M 20741 [‘r s |
ag o=, —ap g -
[u e saTl?dg_ o J, € %sin odo= =5

el 9(eam—1) kg 2e—0"—1) /1e
ﬂe‘l’sm odo=— Tra [; e=?sin 2pdo= "TH__E?‘( );

donc

IFi

L]

Ale"™+1)+B(e"+1)=5, A(e""—1)+B(e~%"—1)=—

.
2

el A

on

Ae™4-Be =0, A-+B=,

t\..l!r}

(*) En général, si une fonetion f{x) est développable de la maniére snivante:

flac)= A, sin &+ A, sin 2o+-A; sin 3z, ... —+ Ay sin ne—-
2 e .
on a A= :J f(@) sin nada.
ik 0
En effet, un terme quelconque, aulre que A, sin a2, donne Uintégrale

1 '
Apf sinpa sin nade=;Ap f

o0

4 il o "
[COS(P—-?I:'.T—i—ﬂﬂs'\lp—]—l?:lﬁ?]dfr:;Ap[qnll:p ne 5'“‘P+?3;5‘]h_;

p—n P

en sorle que toutes les intégrales sont nuiles, excepté

(P 1
An ] 511‘1”1.’1‘,‘{:'1‘:51\71 f (1—cos2na)dr=_"
o0

0

An.

w| 3

La méme méthode est applicable aux séries qui procédent suivant les cosinus des mul-
tiples d’un arc x.

(**) Par exemple,

fe‘“ sin 9do=—=——¢% cos o+a ] 292 ¢0S 9do=— e cos 9-+afe"?sin q:--afc“? sinods];

" ‘ =
dong J €% sin vdy— [e2%+1] ; ele.
0 . 1-+a*
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et enfin
T g —ar ) ear
A== B
On trouve, de la méme maniere,
1 ™ 1

C =

™
i § et — g—a= "

Les valeurs de y, et de z, sont donc

= 9t p—ar

p—as :

7 8F—%)— p—a{r—¢] 7« ply—_ p—a3
Ys=8 sz ' B G mr_pan’
de sorte que

sing sin 20 sin 9o sin 4o = eole—m)— g—a(m—9)

T e s P e U SR [ , (34)
1+a d+a 9--a 16+ a® 2 g0 fax

sing sin2  ,sindy . sinde __ meft—g—oe 35
A-+a? ar U T94a A64ar T Qemr—gan” (35)

188. Remarques. 1. Ces deux formules (qui rentrent I'une dans

'autre) subsistent pour toutes les valeurs de o comprises entre 0 et :

la premidre est en défaut pour g=0, et la seconde, pour p =n.

II. Sil'on y change o m:‘;“"?' on obtient

w i te] el

coso . sinlo €085y sin 4o N
T B L (THTIT TS o L e R 07— g—ar 3
oS © sin%  , c0835p sin 4o T eul'_—'_§]—--n-&[§_"'-J
14a*  dta C94ar | A64a ' T8 pwn_pan ’
ou, plus simplement,
€0sY 083w cos Ho = @At g—a%
T L T 5ﬁ_ ) % e @ a 2‘-“+7_, (36‘]
14-a 9+a 25-4+a e B e /
e '2_!_,? 2
sin 2o sin 4o , sin by 7w L8 — =7 ;
2 1-—-—-! = 3 e g_"" " s & :—"—'_—————_ ( ). (-37‘]
bt-a 164-a 56--a diars L F 4
et—p 2

[Il. Les relations (34), (35), (36), (37) en donnent un grand
nombre d’autres, analogues a celles que I'on a trouvées dans les n** 180

et suivants. Par exemple,
\

A\

(") Celle-ci rentre dans 'éguation (35).
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1 3 5 0 1
CEE e o AU W oy (38)
e 3tfg 2

1 3 5 e SRt -*+e B
1+a‘3+9+a”_25—l—a“ Qg2 Tt _l/_ Bl € (39)

e ‘3+e =

IV. Sil'on change a en al/—1 dans les formules précédentes, on
obtient

sin@ sin2¢ , , sin3e __msina(r—q)
1—a? s b—a? ! ’ Par g sinar (40)
sin ¢ sin 2¢ sin 3y = 8in ap
1—a? 24 aﬂ+3 R = Isinan’ (41)
€08 © cos 3o cos by __TC08day
T—a 09—g TOB_g = —, (42)
Cosa=
2
1 3 5 ™
= =ar I e T (43)
dcosa 5
1 5 5 7 cosay
] ™
I Be 1 —_— 1/
1—a* " 9—a® 25—a2 49—a9T‘”‘"_4'/2 T (44)

CoSa—
2

V. Les formules (43), (&%) peuvent évidemment servir & calculer
le rapport de la circonférence au diamétre. Elles donnent, par exemple,

= i B 3 7 -
B3 i T BT 20+ """ (45)

~\/(‘ 1 5 5 7
="1 5+TH—“15.1? 1955 T (46)

VI L’équution (43) peut &tre mise sous la forme :

boy A

i 1 1
'i—a+i+a_3—a +°§—|—a 2y e

0, G?F
543
Si 'on prend les fonctions primitives, on a donc

o+a T+a o 4 T ow
o-—a +£~—-————- m—k ..... =/cot (1—'(1)4 ( )-a

1+4-a
¢ e P I
1—a

(") On wajoute pas de constante, parce que les deux membres annulent avec a.
8
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on

= _1ta 5—a Sta T-o 4T
COt(l_G)E'—um'z—i—&IS—G.T_M...‘. (".l‘)

On a ainsi le développement, en produit indéfini, de la fonction
cot(1—a) E. Par exemple,
Cot‘fi:V:;:é'-“':?"ﬁ'd—'”... ([]-8)

VII. De méme, si, aprés avoir mis I'équation (44) sous la forme

™ ™ ™ ™
1 i 1 - §Tnaly 1 1 _Ev’ﬂcosa; I-‘iv’QcosaE
T R T L -—p,_ T — s = —=}- ,
1—a  14a 5—a  5+a bH—a B4a i—-\/ﬂsinag 1+v’25inag

on prend les fonctions primitives des deux membres, on trouve ai-
sément

™
t‘é"“l—}-a}ﬁ___bl-a 34+a 5—a T—a 94+a 114+a 15—a

T R e e N e e v - 2 AT “asanny (ﬁ"g)
tg(i—a)% 1—¢ 3—a B4a T4a f]-»a 11—a 13+a 2

relation d’ou I'on en pourrait tirer d’autres.
VIIL. Si, aprés avoir multiplié par 1—a les deux membres de
I'équation (47), on suppose a==1, on trouve la formule de Wallis :

T (50)

IX. Reprenons les équations

T s 5% sin 9 sin 2¢ sin 5@

——— .= Al :

R N 192 9k ay) T 5040 +f
G ___as% sin g - 8in2e sin 5y
2 T T e Oda?) T B(Okay) it % 2

trouvées dans le n° 187, Si I'on a égard aux valeurs de y, et de z,,
on en déduit :

sin ¢ sin 2¢ sin 3¢ 1 69" %) g—a7—7) -
14-a* " 204+a?) " 3(9a%) " T %[ﬂ (1 eo% p—a= )_(P] 1 (51)

sing sin2p  sin3e = 1[ (98— p—ay
1+at 2ta? ' 304ay) T o "T‘_"““—“—] (52)

gt p—ax |
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Ces nouvelles relations, analogues aux formules (34) et (35), don-
nent :

i

1° En supposant =

2
1 1 1 = (e“; ‘“;)2
—_— +— T 5 (53)
146 504a) " 5@5-FaY) T R —
e e 2

2° En supposant a=0 :

sing  sin2% sin 3¢ 1
T Fo b= selr—g)@r—g);  (54)
3° Enfin, pour =0 et P=3:
1 1 1 1 B
rE gt =5() (53)

189. Prosrimg XXVI. Sommer les séries

c0s9  cos2gp cosﬁq;+

1+ a® 4+a‘3+9+a2 ?
Cose 0529 | cosBe

1+a*  d+a " 94a2 ""°

Solution. On tire, des équations (51), (52), en prenantles dérivées :

, Losg | €0s2 | cos3e o4 [ €873 p—alr—s) ]
Trab ' had gt T eSS gnfeni el ) 9(50)
Cosg  cos2p  cosBy 1 I 6494 e—uj y
S f U | l—an——|.
A4  flgr U oQgupaty e T 92 _1 aTgﬂ....g-ﬂ: (97)

190. Remarques. 1. En opérant comme nous Pavons fait ci-des-
sus, on conclut, de ces deux équations, les formules suiyvantes :

1 1 1 | 87— g—a%
m_'_@é)_{“@;&i*i_ ..... —‘Q—[ﬂ'ﬂ?"—'——‘-— 1], (58)

a2 ear__ B-—m-:_
1 1 1

1 Qar o
Fa e s -'---—%[l—m]’ (59)

Cos o cos2¢ . cos3p =g 5 St

= —|——-2_ﬂ—+—57-—i—.....-..4(1r——-\3) BT (60)
cO8 ¢ cos 2o . €08 39 el !

T T PR S i T (61)

—

() Ce résultat, dit Lacroix, est assez remarquable, quand on le compare i I'expression

| e T Db, - T
i'_§+§-hE-at;i1—‘i<
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cos¢ |, €0S2¢' , €083y _1_1 AL
T T as g o arhgety (G
1 1 1 e
b pree e o =g [1—ancotar], (63)
1 1 1 e N B
1_..(;“-_4—aﬂ+'9_—_c;§_ """ _'Ei—as[sinan 1]{ (64)
= o - a 1 a 1 a2 6'
amaﬂ_.arr(l——a)( '_I)( -—-wg—)....., (65)
a? at a2
o x i ”
83V =s1—a_a& @ e (66)
0 25 9
L gl S N ke
cosaﬁ_(i—ﬁ-a)(l—- g)(l-—%)....., {67)

ate. ().

IL. Si, aprds avoir développé, suivant les puissances,de a, les deux
membres de I’équation (65), on identifie les deux développements,
on trouve

3 7:2 ,‘_:0 6 nﬁﬂ

L= Pa=pp Vet
Dans ces relations, P, représente la somme des produits n & n des
carrés des inverses des nombres naturels. On voit que foules ces
sommes dépendent uniquement de la transcendanle désignée par

ek
i)

Ill. Semblablement, I’équation (67) donne

=t (1 i s

U= ©W=gp U=gmp - Y=135. nb’
()., désignant la somme des produits n ¢ n des inverses des carrés des
nombres impars.

{*) Celte série vemarquable a ¢té donnée par Fourier. On l'oblient en retranchant
membre & membre les équations (56), (57), et en supposant a=\/—1 dans I'équation
résultante.

{**) Les développements du sinus et du cosinus, en produils indélinis, ont été trouvés
par Euler.

: (o
(***) La relation P’EE’ ou

a déjd été indiquée (182).
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TROISIEME METHODE,

191. Cette méthode de sommation, Ia plus féconde de toutes,
repose sur la théorie des intégrales définies. Elle peut étre exposée
ainsi :

Soit

S=u,u,+-..... -+ u ...
la série convergente dont il s"agit de trouver la somme s. Si Jo terme
général u, est décomposable en deux facteurs Uy, W,, dont 'un soit
égal a une intégrale définie connue (*), de maniére que

B
e { fu(®)dz;

on aura

Si donc I'on peut évaluer
o (2) =S @) F Uafs (@) o o @)
on aura enfin

8
s= | o¢(z)dz.

Application.

192. Prosrime XXVIL. Déterminer
1
=] coscp—J—% cos 250+%(:053<p+.....+;cos no—t-.....

Solution. A cause de

1
f eMdp=—— ¢,

(') M. Bierens de Haan vient de publier des Tables d'intéyrales définies. Ce précieux
recueil, composé de trois volunies in-quarto, donne les valeurs d’environ siz mille inté-
grales définies.
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by f e "ed gy,
n (1]

Par conséquent, ‘

on a

s :f e~*dx[cos g-}-e~* cos 20+ 7?08 39—+-. ... |.

Or, la série entre parenthdses a pour somme (183) :

C0Sg—e=®
1—2e—7cospte— ’

dong
¢—% €08 p— 2%
s_'f 1—2¢2cospt-e—® dz.
L’intégrale indéfinie est évidemment
-+ % 1(1—2e~%cos o+ ¢72%);
donc
1
=3 [(2—2 cos go),
ou
o=l
§=— !(2 sin 5 qa) 3

comme on |'a trouvé ci-dessus (180, TII).

QUATRIEME METHODE.

193. Elle repose sur ce théoréme évident :

Sotent

fix)=a,cosz+a, cos 2x+..... + @, COSNB+-....sy
o(x) =0, cos L+ by €08 241 ... - BpCOS NTH-. ..o

deux séries convergentes. Si U'on a égard aux relations

f cos nx cos nwdr=—0 f cos*nxdr—~-,
']
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il en résulte
0By by b D ff da (°).
Applications.

194. Prosuime XXVIII, Sammer la série

=1 '+525"+599H e

Solution. Nous avons trouvé, précédemment,

1 2 cos®  cosdx , cosBa
gT(r—22) = R et e SEaisy
=Nt 1 CoS®T  coS Qm cos3x
L e B e

Par conséquent,

R Ty 1 4 o |
S—-;‘f“. §1rf11—2:c](§-—-;ﬂsm§m)dz;

ou

1 1
+5"-.9.H

L =g (). (68)

115 32.5.7
195. Prosrime XXIX. Sommer les deuz séries

1
= 1213+9255+'957 Bag e

1 i i
12.1.3 2%55"*'5%57 R I

=

Solution. En partant des formules (60), (61), (62), on trouve
y:g—‘g, Z:‘}T'——2_T§. (69)

(") Ce théoréme, énoncé d’'une maniére un peu différente, est connu sous le nom de
formule de Parseval. Mais la démonstration donnée par ce géométre est inadmissible; car
elle suppose I'emploi des deux séries

Ay Aol a5 . ... 3
byA-bat =t bgt—24-, .. . .5
et, si 'une d’elles est convergente, V'aulre est généralement divergente.
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196. Remarques. 1. Ainsi que cela devait étre,
Y+ 2=2s.
II. Le lecteur s'assurera aisément que les formules (68) et (69)

sont des conséquences de celles-ci :

T=t -+
e s .
=3 1 1 1
TN ey
2 1 1 1
=ad 5 kgl
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TRANSFORMATIONS DE SERIES.

197. Ktant donnée une série convergente, on peut se proposer
d’en déduire une ou plusieurs autres, plus convergentes que la pre-
midre, et ayant méme somme que celle-ci : c’est 1a ce qu'on appelle
augmenter la convergence d’'une série (). On peut encore, quand on
connait le développement d’une fonction f{z), remplacer la variable
par une autre variable ¢, ayant avec la premieére une relation donnée;
on obtient ainsi le développement d’une nouvelle fonetion o(¢), dé-
veloppement qu’il serait quelquefois assez difficile de trouver direc-
tement. Nous allons donner des exemples de ces deux espéces princi-
pales de transformations, en nous bornant, pour la premiére espece,
4 une méthode connue sous le nom de Hutlon (**), bien qu’elle ap-
partienne a Euler (**).

TRANSFORMATIONS DE PREMIERE ESPECE.

198. TmizorEME. Soil une série convergente
S== U=y Uy U+ vurn (1)

dont les termes, alternativement positifs et négatifs, décroissent indéfi-
nement. St Uon fazt

(*) Non contenls de résoudre ce probleme, plusieurs géométres ont prétendu irans-
former certaines séries divergentes en séries convergentes, Nous croyons que cet énoncé
est un non-sens.

(**) Tracts on mathematical and philosophical subjects, t. I, p. 176 (1812).

(***) Elle a été reproduite par M. Poncelet, dans son Mémoire sur I application de la mé-
thode des moyennes. . ... (Journal de Crelle, 1. XIIL.)
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Uy—uy=Aau, ("), u,—u,=Au,, Uy =— Uy = AUy,
Au—Au,— A%, , Auy—Au=~A"s,,  Auy—Au,— A%,

et que I'on suppose

Ay > Ay > Aty > .uss g
A, > A%, > A > :

------------

on aura
8= 2 thy 5 Athy s A - A%, b A,
e AT Rt S Rae A M i s

Démonstration. On a, d’aprés I'équation (1) :

5=ty =, — o) —(Us—1y ) (uy—us)—.....:
¢'est-a~dire :
2s=wu, —+ Au, — Au, + Au, — Au,~...,. ; (2)

ainsi les différences premiéres, prises alternativement avec le signe -
et avec le signe —, forment une série convergente.

La transformation précédente, appliquée a I'équation (2), donne

hs=2u,+ Au; =+ A%, —A%uy+ AUy—.iiie, (3)

puis
8s=lu, + 280, A%, 4 A'uy— AU, + Auy—.....,  (B)
16s=8u, KA, +-240%, 4 A%, + AU, —A'uy +.....  (5)

Actuellement, en vertu des hypotheses précédentes et des équa-~
tions (2), (3), (4), ..., on @

1 1 1
82> 50y, s<§ui+§au1,
1

1 1 1 1
s>§u,+1&u1, s<;ul+zAui+4ﬁgul,
1 1 4 1 ¥ 1., 148
s>2—u1+3Au1+§Au1, 3<§”1+Z u1+§A-u1+§ Uy

...............................

(*) Afin que toutes les différences soient posilives, on fait les soustractions dans un
ordre contraire a celui qui est généralement adopté.
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et, en général,

1 1 1 1
$> 5+ 3 M;-!——ﬁsul+-----+ 1 Aty

(B)

S< Ui+ &ui—!— éz (1 I --|—2n+l Aly. _l_q“+1 AnHy
done

LA 1 1.4 1
s_.§u1+iﬁui+§ri u1+1-€.& (T P (A)

199. Remarque. Quand on limite la série (A) au terme QJ-HA ty,

’ : 1
7 -1
Perreur commise est moindre que 5o A" u,.

Apphlications.

200. Prosrive XXX. Transformer la série de Leibniz :

= g TR Y
Gt e e e (6)
en une aulre qui soit plus convergente (*).

On trouve aisément

9 :

A““é‘-ﬁ’ a“a=;€,’ 5‘“3:527' M*_%‘
A“uj—f;_'s. f.\zuz—";,&?. A’uszzfg.
A‘u,_;..tb_‘., ' A“’-u,:szgfg,

Auy =3 345?7?9' b

donc R R ;
F=trgtgs+asr st Senae T O
avec

1.2:5.....(2n-+2)
R 5T .ont5)"

(*) Dans le mémoire cité, M. Poncelet fait observer qu'on devrait prendre prés de
50000 termes de cette série, si 'on voulait culculer = avee cing décimales.




124 TRAITE ELEMENTAIRE DES SERIES.
201. Remarques. 1. Le terme général de la série (7) est réduc-

R on—1 : i
tible & la forme T P, étant un nomhre entier qui satisfait a la re-
n

lation

Py= P

nR=1*

2(2n-41)
n

De plus, P,—=3.

Il. En admettant cette proposition (*), nous aurons, au licu de la
formule (7) :

= 16
i + +1d+70+3io 1386 T (8)

UL Si I'on cherche & sommer la série (7), on trouve qu’elle est

™
3 Sinaeds r
boale & 2 | *——_. Par conséquent
¢gale a -f o—simia Do quent,
0

™ 7 sinade
e 2 —sin2e’
(]

202. Prosuime XXXI. Transformer la série

ce qui est exact.

e P ey
Solution. On a =
Aul-:%, Au,:%g, aua_%.‘ 3
L’S’ui:%, A’u,:%. L\.‘ua_ﬂs’i’.b‘ .....
A’ui_%, A’u,=;—5, .....
ﬁ‘m::—}, .....

Done
I2:E+cﬂ+ﬁ+m+m+.....+ﬁn+g, (9)

1
S (n-1)2"

{*) Nous laissons au lecteur le soin de la démontrer.
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205. Provuime XXXII. Transformer la série
‘1 o
STl =2 ol (10)

en d'autres que sotent plus convergentes.
1° Le calcul précédent conduit &

Z A o—1 = fjor—1)\* [p—1)\3
23"1__.°Z—+(T) '—(-"’2—) =y e (11)
2° Six surpassel, le méme caleul, appliqué & la série (11), donne
x—3 . fw—3\2 [p—5)\3
bt S ) ) (1

3° Semblablement, s¢ x surpasse 3, on peut remplacer la sé-
rie (12) par

8s=1—-338:?+($—;—7)"—-(m-?4)=+ ..... ; (13)
et ainsi de suite.
204. Remarques. I. Les limites de convergence, pour les sé-
ries (10), (11), (12), (13), sont, respectivement :
T>—1, T>—1,  >—1, x>—1,
215 <8 5 <7 ; < 15;
II. Supposons, dans les deux premiéres séries, 2= 2 : la série (10)
deviendra divergente, et il serait absurde de prétendre, comme I’ont
fait plusieurs géometres, qu’elle est encore ¢quivalente & son premier
membre, ou que 'on a
1
5
Néanmoins, I'équation (11); déduite de la série (10) quand celle-ct
élait convergente, subsiste encore. En effet,

2
3

=1—2+4 — 84 16—.....

e B
=1t b,

Ainsi, une série convergente (B), déduite d'une série convergente (),
obtenue en développant une fonction F(x), peut, dans certains cas, re~
présenter encoro F(x), aprés que la série (A) est devenue divergente (95

() Cest probablement [a ce qu'ont voulu exprimer les auteurs (ui se sont oceupés de
la transformation des séyies divergentes en séries convergenes (197, premiére note).

SEr—

£ild
bl
[
b

o =t
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I Si, dans les séries (11) et (12), on suppose & compris entre
—1 et +4-1, les termes de la premiére série deviennent tous positifs.
Il w'est donc pas toujours nécessaire, pour application de la méthode
de Hullon, que les termes de la. série proposée soient, alternativement,
postlifs et négatifs. 1l est vrai que, la série transformée pouvant étre
moins convergente que la série primitive, la transformation n’offre
plus d’utilité (*).

IV. Pour une méme valeur de 2, comprise entre ?—5 et 1, les séries
(a1), (12), (13)y- s sont de moins en moins convergenles; mais elles
le sont plus que la série proposée (10). Par exemple, m:% donne les

résultats suivants :

S
i o
R
o T (§§)2+(§;)3+ .....

TRANSFORMATIONS DE SECONDE ESPEGE.

205. Dans le chapitre précédent, nous avons développé plusieurs
fonctions suivant les sinus ou les cosinus des multiples de la variable.
Nous allons retrouver quelques-uns de ces développements, et en ob-
tenir de nouveaux, en supposant que la variable ait la forme peV =1,
Les résultats auxquels nous arriverons par cette voie mettront en évi-

(') Soit, dans les séries (11), (12), w:%; on lrouve

& 1 112 [1)3
!Es-—:‘_;—i-i-i-l- (EJ +(1) = nine '

8 ] 512 f5)3
»is——;e'—vl'f"'g-l-[éJ +(3) T A 7

ce qui est exact, Mais la seconde série est beaucoup moins convergente que la premiére.
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dence une partie des secours que I'analyse mathématique peut at-
tendre de I'emploi des imaginaires (*).
2086. Lemuss :

1° V== cos £V —1 sin x (*):
Ve R Py X VS =
2° C0S =" '1;.8 , Sin = 2\:.__{ ‘,

3°  cos (ml/—lj__m, sin(a:!/ ) S
.'-'— T o -'5| i

t" (x ) ar_l..e—m o

207. Prosuime XXXIIL Développer, suvvant les sinus et les co-
sinus des multiples de o, la fraction
i
1—'98“"/':;' 4

Solution. La formule

: oS 2 3
1—_—5—1—l—x+w + 2°4-.....,

trouvée en supposant 2°< 1, subsiste quand x devient imaginaire,

mais que son module est inférieur & 'unité (**). Par conséquent, pour
toute valeur du module p, moindre que I'unité, on a

1 _=1_|_Fem\/__{+Pseﬁw|/:+Psesw\/:_T_F.”“,

1—pemV—t

ou

1_agul\/—t-—-2 p"( CO*!’*'1"&144/—--1 sin nw). (1)

208. La formule (1) serait & peu prés inutile, si nous ne mettions
son premier membre sous la forme A+BY/—1. Or,

1 T 1— pe—V/=1 _1—p(coso—V 1 sino)
f—peV/ =T o(@VTige—V )t AI—2Zpcosodp? 7

(*) MM. Briot et Bouquet ont publié récemment, dans le Journal de !'Ecale polytech-
nigue, un mémoire intitulé : Etude des fonctions d'une variable imaginaire. Nous regrel-
tons que I'exiguité du cadre dans lequel nons avons da nous renfermer nous ait empéché
de rien emprunter a ce beau travail (septembre 1858).

(**) Nous rappelons que ce lemme, dont les autres sont des conséquences immédiates,
renferme la formule de Moivre (114),

(**") Cest ce qu'il est facile de démontrer,
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done
i—peose '
1—————_990{%@-}_?,_1—{—?005m+p’c052m+p’cos3m+...,_, (A)
sin © v ; d
‘1__99——9 C0sutgt psino—-p*sin 20 +p’sin 3w +-. ... (B)

Ces formules ne différent pas de celles que nous avons trouvées dans
le Chapitre VI (Probl. XXIII), par un procédé beaucoup moins simple
que celui-ci.

209. Prosuine XXXIV. Développer la fonction e

Solution. Si, dans la formule (E) du n® 112 :

ot
=1 +m+19_+ ..... 4
on remplace & par pe®V/='==p(coses4+V —1sin »), on trouve
« “1sinw)__° PN . :
gllcoso-ty/=tsin )“1Eam(cosnw+‘/—1 SIn Nw). (2)
Mais

QPleos /T sin o) 5¢e086 go)/=isin 0 _— 20 ¢05 (0 gin cy) 4/ —1 sin psina)];

donc la formule (2) se partage en

e“““‘cos(p‘imm)-“l—l— cosw—f———cos?m—l-l a5 ¥ 008 Jwrrn , (€)

uCUS (0]

sin (psinw)= ®sin g.,-|— 51115:.‘m+fl 5 ,sm 3o—+..... (D)

1

210. Remarques. 1. Dans ces équations, le module p peut étre
quelconque, parce que les séries (B), (C) sont toujours conver—
gentes (49). Si 'on remplace p par y—1 ('), le premier membre
de la formule (C) devient

sinw, —sinw
e/ =72 o5 (1/ —1 sin w)=[cos (cosw) 4V —1sin (cos 0)]]-+—8,
donc
&e T €08 20 o8 4o 208 6w
o€ e %Jeos (cos o) =1—— o+ rorr —TeE e T (E)
L uits X co5 €08 Buw o8 Bw g
§(e"“““’—|—e 1) sin (cos w)= T T (F)

(*) Gette hypothése est en contradiction avee la définition méme du module, Néan~
moins, les résultats auxquels nous allons arriver sont exacts, ainsi que U'on peut s'en
assurer par une verification a posteriort,
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De méme, la formule (D) conduit &

1/ sing s _ Sin2  sinde sin 6o
gl¢ e et e e (O)
1 sine____—sinw _Siﬂn__'sitl b10) sin B
3 6% cos(eosu) = == — i + oy e (H)

" II. La combinaison des quatre derniéres formules donne encore
ces résultats remarquables :

gine e sino  cos2e  cos5e , cosdo | sinSo 2
cos (cos w)=1+ 1.2 125 "1254 "1.2548 M

sne 7 o, cose  Sin2w cosde  sinde €08 Ho

e %sin(cosw) = — 12 125 1254 Tesas T &)

211. Prosuime XXXV. Développer les fonctions sin (pe®V=1),
cos (pe®V=Y).
Solution. Les formules

. &€

SID =7 — ’+l’1a&o— ..... :
@ !

Ssn=dee E +iEsa T

donnent
sin (ge™ =)= 3, (—1)"p"*+[c0s (2n + 1) o +-V —T sin (2n -+1)o],
cos (pe”v=") =E:(——1)" ™ [cos2ne - V —1sin 2ne .
Il reste & transformer les premiers‘-&embres. Or,
sin{pe”V~")=sin (p cosw—~-V"—1 p sin )
= sin (p €os w) COS (V—1psin m)-l-cos 0 €0S ») 8in (V:Tpsin w)!
=; sin (pcosa) (7" e —F ") + c0s (p cosw) (efS" *—e—¢tine) 1,
cos (pe”Y ") = cos (p cosw 4V —1 psin o)
== c0s (p c08 o) cos (Y —1 psinaw)—sin (o cos ) sin (V' —1 psina)
— %cos(p €08 ) (2410 © g =" “‘)-—-% sin (pose) (eI —e—¢ SO 1,

Done

% (3951" St ©) sin (pcosw)= %COS W=t ,_,CO: 3o ... (L)

9
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%( psin©__o—pin ©) 6og (0 coS )= %cos “’_Fz": €08 S+ (M)
é( gt 1 o=t s"‘“’) cos (pcos )= 1——-%{:052m+--- ey (N)
%(e‘-‘ si0__ =0 5i®) gin (p 008 0) = %sin 20— r;l;jsin hot....; (P)
puis
¢? " sin (p com)._ cos m+ Sln 20— % c0s 3o-—vues; (@)
¢ © 008 (p cosw) =1 =+ i—sinm-— % €08 20—1c.ee; (R)
ete.

212. Prosuime XXXVI. Développer la fonction 1(1-- pe“‘"/__‘).
Solution. En opérant comme dans les problemes précédents, on a
d’abord :
I(1+pe‘°V—_‘):ET(—1)““ %“[cos no—V —1sinne) ;
puis, si Pon suppose
I(14-pe®V )= A+4-BV —1 :
1-+p(cos o V—1sine)= e-“(cosB-i-V—l sin B ;

1 ¢ " 2 o 2
A=;I(1+2pcosa-tp’), B=arctg— T

l{‘H—Qp 08 wHp7)= —cos »— icos?m—-l— ~cos 3&;-—%30% dis+.uuvy (S)

psin o o pu 3 - ,
= "5 w— —§In Zw —5[ P ) b
arc tg‘1+gcosm 3 in 5 W= n3w - sm_ - (T)

Ces formules ont &t trouvées dans le Chapitre VI (Probl. XXI).
91%. Propive XXXVII. Développer la fonction arctg (pe®V ).
Solutton. On a

arc tg (pe? =)= > ( 1)“—‘9 [wb (20—1 )oY —1 sin(2n—1)w).

Soit arc tg (p cos w4~ Vi psin w)=A--B y=1:
alors arc tg (p cos w—y/—1 psin 0)=A—B V—1;
puis
- 2p 0080 e AR 9V —1 psino
2A=aretg 5y 2BV——1-antg-—-————§+P*




CHAPITRE VII, — TRANSFORMATIONS DE SERIES.

La dernidre équation donne

90 8in v cB—p—2B  —
14 o2 l/_i_' t{r (231/-—1) zn_[_e—snl/ )

: _ 4, 1+2 sin of-p*
puis B_Z ‘}’_.1_9? S

On a donc, au lieu du développement ci-dessus :

1 20 cos E . H
sarctg °’:%casw—9:cossw+?-cos.5w—-

)
1 —1—9Jsmo.+g
. —L 1nw———sm3m+ 51n5m—
4 1—2sino—4p* 15

ainsi qu'on I'a trouvé précédemment (180, I).
214. Prosuime XXXVIIL. Développer la fonction
arcsin (cosw 4 )/ —1 sin ).
Solution. La formule (D) du n°® 142 :

: 1 x® 1.3 1.55 o2
M= & s ol s T+
devient d’abord
arc sin (cos oV —1sinw) (3)

_Z s [cos (2n—1)o -V —1 sin (2n—1) w].

Qn— ) (2n—1)

Soil
arc sin (cos o V —1 sin m):A—}—BV:-_i,

€08 V/—1sin w=sin (A+B l/_-—_-l-]

On conclut aisément de cette équation :
2cosw=(e4-¢")sinA, 2sinw=(e’—eP)cosA;
puis
cose  ginle
sin®fA  cos*A
et enfin

cusA:Vsinw,.ﬁ'éiﬂ.;&':l/l—--sinw? B=£(|/1 —-sin w+Vsillw).




132 TRAITE EIEMENTAIRE DES SERIES.
Ces valeurs, substituées dans I'équation (3), la décomposent en ces
deux-ci :

T 1 1.5
are cas(Vsm m):coSm+2—3~cos 3o+ é—fgcos S+

[V T-Fsin o+ Sinw]=sin o 5=sin 3o g sin 5oty

d’olt I'on en pourrait tirer beaucoup d’autres.
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