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On trouve a la meéme libralrie

Manuel du Baccalauréat és Sciences, rédigé d'apras les pro-
grammes officiels des lycées et des examens duy Baccalauréat, par
MM. J. Langlebert, professeur de sciences physiques et naturelles
a Paris, et £, Catalan, agregé de I'Université de France, profes-
seur & I'Université de Libge ; 9 grosvol.in-12, avee gravures dans
le texte ot planches gravées.

Chaque volume se compose de plusieurs parties qui se vendent
séparément pour chaque degré de Baecalanréat et pour ehaque
classe des lycées,

Premiére Partie, Manuel d’Arithmétique et d'Algébre ,
rédigé daprés les programmes officiels, par M. E. Catalan ,
6° édition ; 1 vol. in-12.

Deuxiéme Partie, Manuel de Géométrie , suivi de Notions
sur quelques courbes, rédige dapres les programmes officiels |
par M. E. Catalan : G¢ édition; 1 vol. in-12, avec gravures
dans le texte.

Troisiéme Partie, Manuel de Trigonométrie rectiligne et
de Géométrie descriptive, rédige dapres les programmes
officiels, par M. E. Catalan : g édition ; 1 vol. in- 12 , avec
gravures dans le texte et planches gravées.

Quatriéme Partie, Manuel de Cosmographie, rédigé d'a-
prés les programmes officiels, par M. E. Catalan : G édition
I vol. in-12, avee gravures dans le tewte et planches gro-
vées.

Cinquiéme Partie, Manuel de Mécanique, rédiog d’apres les
programmes officiels, par M. E. Catalan . 70 édition; 1 vob.
in=12, avee gravures dans le texte et planches gravées.

Sixiéme Partie, Manuel de Physique, vidios d‘aprés les pro-
grammes officiels | pare M. J. Langlebert - 13¢ édition: | fort
vol. in-12, avec gravares dans le fexte,

Septiéme Partie, Manuel de Chimie, rédigé d'aprés les pro=
grammes officiels, par M. J. Langlebert : |4 edition; 1 fort
vol.in-12, avee gravures dans le texte,

Huitiéme Partie, Manuel d'Histoire Naturelle , rédige
d'apres les programmes officiels, par M. J. Langlebert : 14° édi-
tion; 1 fort vol. -12, avee gravures dans le texte.

Pour la Partie littéraire, consulter le Manuel du Bacealauréat
és Lettres, par MM. E. Lefranc et G. Jeannin.

L'éditeur se véserve le droit de traduction.
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Aux termes d'un déeret impérial en date du 27 novembre
1864, 'examen du bacealauréat ¢s sciences complet porte sur
les matiéres enseignées dans la classe de mathématiques élé-
mentaires des lycées (deuxieme année); celni du bacealaurdéat
¢s lettres, sur les matieres enseignées dans les classes de rhé-
torique et de philosophie des lycées. L'examen du baccalauréal
£s sciences restreint pour la partie mathématique continue,
jusqu’a nouvel ordre, d’étre exige el subi dans les conditions
existantes et avee les programmes actuellement en vigueur.

Tout contrefacteur ou débitant de contrefacons de cel ou-
vrage sera poursuivi conformement awe lois; tous les exem-
plaires sont revéfus de notre griffe.
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PROGRAMMES D’ENSEIGNEMENT DES LYCERS,

{ Les chilfres renvoient anx paragraphes on la question est teailée

CLASSE DE MATHEMATIQUES ELEMENTATRES

Deuxigme Année).

Arithmétique.

On reprendra rapidement le Programme N° 2 de la Classe de Troisitne

proprie

(voir ci-aprés), en le complétant par quelgues lecons sur les

s des nombres premiers, les fractions déeimales périodigues,

les erreurs velatives 4 extraction des racines, 88-90 et 97-102: 170
171 ; 205-208.

CLASSE DE TROISIEME.
No 2.

Arithmétique.

Numération décimale, 9-23.

24-067,

Caractéres de divisibilite par 2, 3, 5, 9, 11, 74-83.

Les quatre opérations sur les nombres entiers

Définition des nombres premiers el des nombres premiers entre ey,
84. — Recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres,
91-96. — Décomposition d'un nombre en facteurs premiers ', 88, 100,
I. On donnera peu de déveluppement & ees propriétés des nombres, dont l'étude

sera complétée dans la elasse de philosophie e dans celle de mathémaliques #é-

menlaires,
V. Avithmetigue
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1 PROGRAMMES DES LYCEES.
bes lractions ordinaires, 109-141. — Réduction dune fraction i sa plus

aple expression, 122, — Réduetion de plusienrs feactions an meme
dénommalenr, 123-125.
Les quatre opérations sur les feactions ordinaives, 125-141.
Nombres décimanx, 142-171. Opérations, 154-161,
Conversion d'une fraction ordinaive en fraction décimale, 168, — Cas
ol le quotient est périodique , 169-171,
Systeme métrique, 172-182, — Rapports des anciennes mesures aus mie-
sures légales, 183, 184. — Exercices, 185,
A Extraction de la vacine carrée d'un nombre entier, 186-195.
-~
L . % 3 E
s Rapports des grandeurs conerétes, 209, 211. — Ce gquon nomme
- I des gr _ I
proportion, 210. —

igalité du produit des extrémes au produil es
moyens ', 215, 216,

el \|-i".\'¢'u?li|rh', 2% l. — Régle (e soeiele,

Usages des lettres et des signes comme moyen d‘abréviation el di
néralisation ; exemples de formules emprontées an cours d'avithmé -
ligue, Arithmétique, 24-67; Algebre, 1-12.

Nota. S'il veste du temps, le professenr consacrera quelques [econs
i la résolution des équations numérigues du premier degré i une ou
plusieurs inconnues, et aux applications les plus simples que cette (héo
Fle comporte,

b En conservant les dénowinalions habituelies, on remplacera ancien
vithme des propovtions par U'egalité des riapporls,




ALGEBRE.
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PROGRAMMES D'ENSEIGNEMENT DES LYCEES,
\Les chifires renvoient auy paragraphes on la fuestion esl traitee

CLASSE DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES
(Deuxiéme Année ),
No, 45,
Algebre élémentaive,
Bévision el compléments des premieres notions données dans la Glasse

e Seconde (Programme N° 4, p. 1vi.

Discussion des formules qui résolvent un systéme d'équations du pre-
mier degré i deux inconnues, 106-115. — Exercices, 105.

Equation du second degré i une inconnue, 116-135, — Donble solution.
LIS, 119, -— Valeurs imaginaives, 118-131.

Propriétés des trindmes du second degrd, 136-140.

Des questions de maximum et de minimum qui peuvent se résoudee
par les équations du second degré, 141-150,

Prineipales propriétés des progressions avithmétiques et des progres-
sions géométriques, 151-173.

Théorie des logarithmes déduite des progressions, 174-203.

Logarithmes dont Ia hase est 10, 189-193. — Tables, 194-196. — e
la caractéristique, 191,

Introdugtion des caractéristiques négatives pour étendre aux nombres
plus petits que 1 les caleals logarithmiques, 199-203.

Usage des tables, 203-210.

Intéréts composés et annuités, 211-223, — Application des logarithmes
@ ces questions, 216-223.




PROGRAMMES DES LYGEES.

GLASSE DE SECONDE.
No 4
Eléments (@ Algébre.

Operations algébriques. (On se hornera i un CXpose Lres-sommairve de

la division des polynomes), 13-51,
Equations du premier degré,
Interprétation des valenrs négatives et diseussion des cas ('tmpossibi-

lité et d'indétermination qui se présentent dans certains problémes

du premier degré, 82-102, "

Equations du second degré & une inconnue !, 116-135.

— Application
it quelques problemes d'arithmétique et d

¢ géométrie plane, [23-128.

CLASSE DE PHILOSOPNIE,
Ne 9,
Algéhre.

Lenseignement de celte elasse ne demande pas de
liers; on reprend les matiores déji enseigné
conde, conformément au Programme Ne
setir introduiva seulement quelqu
logavithmes et I'usage des tables

programme particu
es dans Pannée de Se-
k(voir ci-dessus). Le profes-
s lecons complémentaires sur les
, 174323

s

1. On traitera particulierement des Gquations numeriques.



TABLE DES MATIERES®

Les chiflres renvoienl aux pages.,

Arithmétique.
Cuar. L. — Notions préliminaives. — Dela numération parlée. — Dela
numération écrite. ]

Cuar. 1. — De addition. — De la soustraction, — De Jy mulliplica-
tion. — De la division. 7

i

Cnav. I — Divisibilité des nombres, — Cavactérves de divisibilité, —
Des nombres premiers. — Du plus crand commun divisenr, — Du
plus petit multiple. 2

Caae. IV. — Des fractions. — Propriétés fondamentales des fractions,

— Des fractions irréductibles. — Réduetion i un méme dénomina-
leur. — Opérations sur les fractions ordinaives, — Addition des
fractions. — Soustraction des fractions. — Multiplication des frac-

tions. — Division des fraclions. 52

Cuae. Y. — Préliminai — Addition et soustraction des nombres
décimaux. — Multiplication des nombres déeimans. — Division des
nombres déeimaux. — Des erreurs relatives., — Réduction des
fractions ordinaires en fractions décimales. 56

Chae, VI, — Systéme métrque. — Des anciennes imesures. GY

Chae. VI — Préliminaives. — Extraction de la racine carvée dun
nombre entier. — Extraction de la rvacine cubique d'un nombre

entier, — Carré el cube d'une fraction. 17

Cuar. VIII. — Rapports des grandeurs conerdtes, Ge gu'on nomime
I 2 |

proportion. — Propriétés des proportions. 93

Cuar. IX. — Des régles de trois. — Méthode de réduction & unité.—
De l'intérét simple. — De escompte commercial. — Ragle de so-
ciété. 101
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Cmae. 1. — Notions préliminaives. —  Opérations algéhriques. —
Addition. — Soustraction, — Addition el soustraction des monomes
|ositifs on négalifs. — Multiplication. — Division, 111

X Coae, 1L — Géndralités sup los quations, — Principes velatifs 3 la
vésolution des équations. — Resolution des équations dn premier
degré, & une seule inconnue, — Riésolution de deux équations du
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des tables. — Exemples de calouls logarithmiques,
Ciae. IX. — Des intérete composés. — Des annuilés, 224
i



ARITHMETIQUE.
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GHAPITRE I.

Numération décimale (9-23). — Numération parlée (9-17),
— Numération éerite ( T-23).

Notions préliminaires,

I. On appelle grandeur tout ce qui est suseeptible d'aug-
mentation ou de diminution.

2. Mesurer une grandeur, clest la comparer a une aulre
grandeur de méme espice, arbilraire, mais bien connue, gue
Fon: désigne sous le nom QCunife, Le résultat de la compa
raison, ou le rapport de la grandeur & son unilé, est appelé
nombre.

Quand on dit : voila un mwr dont la longueur est de vingt
metres, la longueur du mur est la grandeur mesurde, la lon-
gueur du métre est Punité; le nombre vingt, résullat de la
tomparaison entre: ces deux erandeurs, exprime le rapport de
la premiére A la seconde,

3. Ainsi que nous venons de le dire, I'unité est arbitraive ;
mais elle doit cependant étre bien connue, En effel, la longueur
dun mur peut étre évaluée en métres, en foises, en pieds, ete.;
et, d'un autre eolé, si elle blait exprimée en palmes *, ceux
{ui ne connaissent pas celte unité particuliére n’auraient au-
cune idée de la grandeur du mur.

4. Indépendamment de son usage principal [2], le nombre
peut servir a indiquer combien d'individus ** Jugés semblables
tomposent une réunion, Dans ce cas, il est nécessairement
entier. Exemple : diz arbres, (rois maisons.

5. Que le nombre représente une grandeur continue ou une
collection de grandeurs, il ost toujours abstrait, c¢est-i-dire

" Le palme est une mesire italienne.
Le mot individw est pris ici dans le Sens métaphysique @ il est
synonyme d'animal oun de ghose,

1. Arithmeétigue,




2 ARITHMETIOUL.

(qu'on doil le considérer en lui-méme et abstraction faite de
Pespece de la grandeur qu'il mesure, Dans le ealeul, ¢ osi=i-
dire dans les diverses opéralions auxquelles les nombres
donnent lieu, on n'a presque jamais égard a lanature des gran-
deurs données, parce que la valeur 1 umérique du résultat au-
quel on veut arriver cn est toujours indépendante *,

6. A la grandeur prise pour unilts, c’esl-i-dire o 'unité
coneréte, correspond 'unité abstraife, ou le nombre un. En
ajoutant 'unité a elle-méme, on_ forme le nombre deua, qui,
ajouté a l'unilé, donne le nombre frois, efe. On oblient
ainsi la suite des nombres enliers, laquelle, évidemment, est
illimitée,

7. LAvithmétique esl la science des nombres.,

8. Les Mathématiques, dont I'Avithmélique forme la pre-
miére partie, sont la s-ience des grandeurs mesurables.

De la nnmération: parlée.

9. La numération parlée a pour but d'énoncer beaucoup de
nombres avec peu de mots.

10. Les dix premiers nombres sont désignés par les dix
mots différents:

Un, dei, trois, quatre, ¢ing, sie, sept, huit, neuf, dizx.

11, La réunion de dix unilés simples, ou de dix unités du
premier ordre, forme une unilté du dewwicme ordre, appelée
dizaine.

Les noms donnés aux dix premieres dizaines sont :

Diz, vingl, 1re

e, quarante, cinquante, soiwante, seplante.
oclante, nonanie?

cAnf;

T Ainsi, pour savoir combien fonl dewa pommes ot trois pommes,
ou ajoule le nombre deux tu nombre (rois; la somme cing, que 'on
trouve, est indépendante de la nature des objets considérés : elle ent
encore ¢t8 eing si 'on avail vouht exprimer la réunion de deux arbres
el de trots arbres, cle.

"* Ordinairement, on remplace ees dénominations régulitres et euphio-
nujues par : sotvanfe-div, quatre-vingts, quatre-ving{-diaz.

i




ARITHMETIQUE, i3
12, Semblablement, la collection de cent unilés simples, ou
de dix dizaines, est regardée comme une wnité du troisicme
ordre, @ lagquelle on'a donné le nom de centaine. De méme o=
core, dix centaines forment un mille. Et comme un nombre
queleonque, inférieur & mille, peat dtre partagé en plusieurs
parties composées chacune de moins de dix unités du premier,
du deuxiéme ou du troisieme ordre, il s'ensuit qu'au moyen
des noms précédents, on peut énoncer tous les nombres qui
ne dépassent pas neuf cent nonante neuf.

13. A partiv du mot mille, on a établi une classification
nouvelle : au lieu de supposer, comme précédemment, que dix
unités d'un ordre quelconque composent une nouvelle unité, a
laquelle on attribie un nom nouvedu, on a regardé la collection
de mille mille comme formant une autre unité, appelée mitlion.
D& mémie, mille millions composent un billion ; mille billions
forment un trillion, ete. Ces unités de mille, de wmillions, de
billions, de trillions, ete., sont, avec les unilés simples, dési-
gnées quelquefois sous le nom dunités ternaires,

14. Un nombre quelconque dunités ternaires, inférieur i
mille, se décompose toujours en unités, dizaines et centaines,
absolument comme les nombres mioindres que mille unités
simples,

On dit, par exemple :

Sia cent cinquante-deus billions, trois cent nonante-huil
millions, neuf cent trente-quatre mille, cing cent quatre unitds.

15. Au lieu de dire, conformément aux recles ci-dessus
diz-un, dic-deus, dix~trois, ..., diz-six, on est convenu d’em-
ployer les dénominations suivantes : onze, douze, treize, qua-
torze, quinze, seize.

16. En résumant ce qui précede, on voit que :

Pour désigner tous les nombres inférieurs & vingt, (rente,
quarante,..., cent, mille, un million, ..., il suffit de seize, dix-
sept, diz-huit, ..., vingt-quatre, vingi-cing, vingt-six..., mots
différents,

La numération parlée permet donc d’énoncer une multitude
de nombres, au moyen des mols qui désignent quelques-uns
dentre eux. Malheureusement, le nombre de ces mols, au liey
d*etre limité, augmente avec les nombres i éroncer,




i ARITHNBETIQUE,

Pe la numération écrite.

17. Dans la numération écrite, on s'est proposé, pour éviler
le ¢:éfaut que nous venons de signaler dans la numération par-
Iée, de représenter tous les nombres en employant seulement
dixz caracteres différents,

Ces caractéres, nommés chiffres, sont :

TEHIR (IR LS i B WB sl T o
zéro, un, deux, trois, quatre, cing, sixc, sept, huit, neuf.

{8. Il est facile de comprendre comment, au moyen de ces
dix chiffres, on peut représenter lous les nombres.

Soit, par exemple, le nombre sepl cent quarante-deuc.
Comme il équivaut i sept centaines, quatre dizaines, deuw
unités, nous pourrions I'éerire ainsi :

Teent. fdiz. _;Jilmil v,

De méme, le nombre huit cent cinquante-sept MILLE sept cent
quarante-deww UNITES pourrail étve représenté par

__\'3(:1-111. Hdiz. ‘Iuni!.) mille (Feent. iiliz.. 2“““').

19. Ce procédé aurait été presque aussi long que I'écriture
en toutes lettres. Pour abréger, on se dispense d'indiquer le
nom de chaque espece d'unités.

Par exemple, au licu des deux expressions précédentes, on
¢eril simplement :

TA2, 857742,

20. Nous voyons que chaque chiffre a, indépendamment de
sa valewr propre. une wvaleur de position. Pour déterminer
celle-ci, il suffit d'appliquer le principe suivant :

Dans tout nombre, le rang d'un chiffre, a partiv de la
droite, indique Uovdre des unités représenices par ce chiffre.

91. Soit & éerive le nombre deua cent sept, qui ne renferme
pas de dizaines. D’aprés la régle, le chifire 7 devra occuper le
premier rang a droite, et le chiffre 2 le troisieme. Quant aux
dizaines mancuantes, on les remplace par le caractére 0 (zéro),
On obtient ainsi 207.



ARITHMETIQUF. 5

Le chifire zéro n'a done aucune valeur par lui-méme : il ne

représente aucune grandeur; mais il sert 4 conserver aux
chiffres significatifs leurs valeurs relalives,

22. Ce qui précede permet d’exprimer en chifites un nombre
(uelconque énoneé, ou d’énoncer un nombre écrit en chiffres,
et inférieur a mille. Pour les nombres dépassant cette limite,
on applique la régle suivante, qui résulte de la décomposition
en unités ternaires [13]

Pour énoncer un_nombre éerit, on le partage, @ partir de la
droite, en tranches de trois chiffres ; puis, partant de la gauche,
on énonce chaque tranche comme si elle élait seule, en indiquant
Uespéce des unités ternaives qu'elle veprésente.

Le nombre 857742, considéré ci-dessus, s'énonce done :

it cent cinquante-sepl MILLE sept cent quarante-deus UNI-
TES [18].

Pour énoncer le nombre 26720405920004837200, on 'éerit
de cetle maniére :

26 720 £05 920 00 & 837 200 ;
puis, appliquant la régle, on lit

Vingt-siz QuINTILLIONS, sept cenlt vingl QUATRILLIONS, quatre
cent cing TRILLIONS, neuf cent vingl BILLIONS, qualre MILLIONS.
huit cent rente-sept MILLE, deux cenis UNITES,

23. Les explications gui viennent d’éfre données suffisent
pour faire comprendre le systeme de numération en usage. Ce
systéme a élé appelé systéme decimal, parce qu'il exige I'em-
ploi de dix chiffres, et parce que diz unités d’un ordre consti-
tuent I'unité de I'ordre immédiatement supérieur. Le nombre
diz est la base du systéme. On concoil qu'en partant des prin-
cipes ci-dessus exposés, on pourrait établir un systéme de
numération dans lequel la base serail un nombre quelcongue.
au moins égal a deuz.




] ARITUMETIQUE,
Résumd,

On appelle grandewr Lout ce qui est suseeptible dangmentation ou
de diminution.

Mesurer une crandeur, ¢'est la comparer @ une autre grandenr de
méme espece, que l'on désigne sous le nom d'unité.

Le résultat de la comparaison, ou le rapport de la grandenr & son
unité, est appelé nombre,

(uand le nombre sert & indiguer combien d'individus jugés sembla-
bles composent une rénnion, il est nécessairement entier.

Que le nombre représente une grandewr continue ou collection de
grandeurs, il est toujours abstraif.

A la grandeur prise pour unité, c'est-i-dive a I'unité concréle, cor-
respond L'unité abstratte, ou le nombre wn. Lo ajoutant unité &
clle-méme, on forme le nombre deuwx, qui, ajouté i l'unité, donne le
nombre frois, elc.

z L'arithmétique est la science des nombres.

La numération parléea pour but d'énoncer beaucoup de nombres
avee pen de mots.

Les diz premiers nombres sont désignés par les dix mots différents:
wn, dewx, (rois, quatre, cing, six, sept, hit, neuf, diz.

La réunion de diz unités simples, ou de dix unités du premier
crdre, forme une unité du dewxriéme orvdre, appelée dizaine,

La collection de ¢ent unités simples, ou de dix dizaines, est regar-
dée comme une unité du troisiéme ordre, a laquelle on a donné le
nom de cenfaine.

De méme, dix centaines forment un mille.

A partir du nombre mille, on a établi une classification nouvelle :
on regarde la collection de mille mille comme formant une autre
unité, appelée miliion.

De méme, mille millions composent un billion; mille billions
forment un trillion, etc.

Dans la numdration derite, on s'est proposé de représenter tous les
nombres en employaut senlement diz caractores différents.

(les caractéres, nommeés chiffires, sonl @ zére, un, deur, {rois,
quatre, cing, six, sept, hwit, neuf.

Chaque chiffre a, indépendamment de sa valewr propre, une valeur
de position.

Dans tont nombre, le ran- dun ehiffy partie de la droite, in-
dique Pordre des unilés reprisentées par e,

Le chiffre zéro n'a ancune valenr par Ini-méme; mais il sert a con-
server aus chiflves significatifs lears valeurs relatives.

Pour énoncer un nombre éerit, on le partage, a partie de la droite,
en tranches de trois chiffees; puis, partant de la gauehe . on énonee
chaque tranche comme si elle était seule, en indiquant Pespiee des
iités ternaires quelle represente
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CHAPITRE 1T

Les quatve opérations sur les nombres entiers (24-07). — Addition
(24-29). — Soustraction (30-37). — Multiplication (38-31). — Divi-
sion’ (52-07).

De addition,

2. Définition. — Laddition est une opération dont le but
est de trouver un nombre repfermant toules les unites contenus
dans dewx ow plusieurs nombres donnés.

Le résultat de addition est appelé sonmme.

25. On indique une addition par le signe -}, que on ¢nonce
plus. Par exemple, 9 -5 s’énonce : 9 plus 5. De méme, l'ex-
pression 9--5--3 signifie quiaprés avoir ajoulé 549, on
doit ajouter 3 i la somme oblenue.

26. Les régles que nous allons développer s’appuient sur les
axiomes * snivants :

19 On ne peut ajouter que des (randevrs de méme espeee ;

29 La somme est de méme espice que L s yrandours ¢joutées;

3¢ La somme ne change pas, quel que so t Uordre dans lequ!
on effectue Uaddition.

27. Addition de deux nombres d'un seul chiffre. Pour
trouver la somme des nombres 9 et 5, on peut ajouler 4 9,
successivement, chacune des unités qui composent 5. On peut
aussi compter sur les doigts.

Les deux procédés donnent 14 pour somme **. Cn indique
ce résultat, 'une maniere abrégle, par 'égalité

S--5=14,
que Pon tnonce ainsi:

9 plus b dgals 1§ 4%,

" Un awiome est une proposition évidente par elle-meme et pour
Iaquelle, conséquemment, ‘il n'est pas besoin de démonstration.

“C 1 est indispensable de savoir calenler la somme de deux nombres,
quand I'in d'enx n'a qu'un seul chiffre,

“ Dans cetle dgalitd, 9 -+ 3 est le premier membre, 14 est le second
membre,
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28. Addition de nombres quelconques.—Soient, par exemple ,
les nombres 204, 485, 698, dont il sagit de faire la somme.
Comme il serait trop long d’appliquer la méthode précédente.
on partage chaque nombre en centaines, dizaines el unités;
on fait, a part, la somme des centaines, celle des dizaines ol
celle des unités; el il ne reste plus, pour obtenir la somme
cherchée, qu'a réunir les trois sommes pactielles 126, 39]. Celle
derniére partie du caleul serait ordinairement assez pénible :
on la supprime, pour ainsi dirve, si Lon a soin de commencer
Caddition par les unités stmples, el de RETENIR les dizaines
fournies par la somme des unités d'un ordre quelcongue, pour
les REPORTER aux unités de Uovdre immédiatement supérieur.
L'opération prend alors la disposition suivante :

204
585
698
Somme 1 387
La somme des unilés esl 17, ou 1 dizaine of 7 unilés; on
éerit 7 4 la colonne des unilés, et I'on retient 1, que lon
ajoute aux dizaines, On oblient ainsi 18 dizaines, ou | cenlaine
el 8 dizaines, ele.

29. Prewve dv Uaddition. — En général, on appelle preuve
d'une opéralion une seconde opération qui serl & vérifier le
résultal de la premiére.

Pour qu'une preuve puisse porler ce nom, il faul qu’elle soit
aw moins aussi facile a pratiquer que le caleul primitif, On
concoil, au reste, quiil n'y a pas de preuve absolue.

Pour faire la preuve de I'addition, on recommence le caleul
dans un ordre différent du premier : si I'on a opéré de haut
en bas, on opére de bas en haut [26, 3o,

De la sonstraclion.

30, Définition, — La soustraction est une opération par la-
quelle, connaissant une somane et Uune de ses deua parties, on
détermine Caulre partie.

Le résultat d'une soustraction est appelé reste. On dil aussi
que le reste est la différence des deux nombres donnés. ou
Pecés du plus grand sur le plus petit.
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31, Remargue. — Dapres la définition précédente, la sous-
traction est I'inverse de l'addition,

32, Pour indiguer une soustraction, on emploie le signe —,
que I'on énonce moins. Par exemple, pour exprimer, d'une
maniére abrégée, que b est 'exces de t4 sur 9, on éerit :

14 —9=5,
el 'on énonce :
14 moins 9 égale 5.

33, La regle de la soustraction sappuie sur l'axiome sui-
vant :

Si Von augmente ou si Pon dininue également dews nombres,
lewr différence ne change pas.

34. L'habitude du calcul permet deffectuer, de téle, des
souslractions simples, telles que la précédente. Pour prendre
un cas plus compliqué, supposons que 'on veuille refrancher
2§51 de & 873, On dispose ainsi lopération :

Resle 2 422

D'apres la délinition, et & cause de ce qui a été dit pour
I'addition, on voit qu'il faut retrancher, de chacun des chiffres
du plus grand des nombres dennés, le chiffre qui y correspond
dans Uautre nombre. On oblient ainsi 2 422, qui, ajoulé &
2 451, reproduil & 873,

35, 11 peul arviver quun chifire apparlenant a la somme
donnée soil moindre que le chiffre de méme rang dans la
parlie connue. Dans ce cas, la soustraction partielle est impos-
sible; mais une remarque lrés-simple permet néanmoins de
calculer le reste cherché, !

Soit, pour fixer les idées, & 206 —2 789

F 2006
2789

Reste 1 417

51 L'on connaissail le reste ef si on l'ajoutail a 2 789, on: de
retrouver 4206, Or, i1l n'y

rrail
a aucun nombre qui, ajouté a 9,
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puisse donner 6. Done la somme du chiffee 9 el du chiffve des
unités du reste n'est pas 6, mais elle est 16; done aussi, pour
trouver ce dernier chifire, on dira 16 moins 9 égale 7. Mais,
en augmenlant ainsi de 10 unilés le chiffre 6, on altére le reste:
pour eorriger cette erreur, il suflit [33] d'ajouter 1 unité au
chiffre des dizaines du nombre inférieur, et de dire: 10— 9 =1,
Ainsi de suite.

36. Remarque.— L'exemple sur lequel nous venons d’opérer
prouve qu'il est a peu prés indispensable de conminencer toule
soustraction par la droile.

37. Preuve de la soustraction. — Elle résulte de la défini-
lion : en ajoutant le rveste au nombre retranché, on doil re-
trouver la somme donnée.

De Ta multiplication.

38, Deéfinition, — La multiplication est une opéralion qui a
pour but de trouver lx somme daulant de parties, dgales @ un
nombre donné, qu'il y a dunités dans un autre nombre donne.

D'apreés cetle définition, la multiplication est un cas particu-
lier de Paddition : ¢'est une addition dans laquelle les nombres
a ajouter sont égaux entre eur, Chacune de ces partics égales
prend le nom de mnultiplicande; leur quolité sappelle multi-
plicateur, et lenr somme, produit.

39. Le signe de la multiplication est celui-¢i : > qui 8'¢-
nonce : multiplié par. Ainsi, pour exprimer que la somme de
7 nombres égaux a 3 est 21, on derit : 3 37 = 21%, Les non-
bres 3 et 7, cest-b-dive le multiplicande et le multiplicateur,
sont les facteurs du produit,

40. On peut considérer des produits composés de plusieurs
facteurs. Par exemple, Pexpression 3 3 7% 5 X 2% & signifie
qu'apres avoir multiplic 3 par 7, on devra multiplier par 5 le
produit obtenu, ete. Elle s'énonce done : 3 multiptié par 7
multiplié par 5, multiplic par 2, ele,

* On peut encore employer un simple point, et éerire 1 3 .7 =21,

** Dans le cas de deux facteurs, il est & pen prés indifférent de live ;
3 multiplié pay 7, ou 3 gui multiplie 7; mais Pexpression @ 3 gqui
multiplie T, gui mnultiplie 5, cte., doit éire soigneusement évilée,
parce 1|1|'r-]h- n'est pas elaive, et quelle pent conduire & des démonstra-
11015 VIEIEnEes,
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Si tous les facteurs d'un produit sont ¢uaux enlre eux, ¢ est-

a-dlire si un nombre est pris plusteurs fois comme facteur, lo

produit recoit le nom de puissance du nombre. Le degré on

Peaposant de la puissance est marqué par le nombre des fac-

teurs. Ainsi, 3¢ 3 % 3 3 ¢ 3 est la cinquitme puissance e
3. Pour abréger, on cerit 3°.

41. Theoreme I *. — Le produil ne change pas quand on
intervertit Uordre des fucteurs. :

La démonstralion de ce principe fondamental sera décom-
posée en qualre parties.

1o Le produdt de deux fucteurs ne change pus quand on infer-
vertit Povdre de ces fucteurs.

Par exemple, 3 X f= % X 3.

Pour démontrer celle ézalité, formons le tableau suivant :

JiE % o
g1
i
L k)

Cette collection d'unités est composte de 4 Lignes horizon-
tales renfermant chacune 3 unités, on de 3 colonnes verticales
renfermant chacune & unités; A’ailleurs la sonine ne change pas,
quel que soit Lordre dans lequel on effectue Faddition [26, 3°] :
done & fois 3 unités égalent 3 fo's & unités.

20 Dans un produit de trois factewrs, on peut interverlir
Vordre des dews derniers fucleurs,

Soit B 34 &

Dans le tableau qui précede, remplacons | par 53 nous au-
rons :

3 bW
] -I"-‘ 1}
) :II )
TS T

Or, ce nouveau tableau contient & lgnes horizonlales comn-
posées chacune de 3 fois 5 unités, et 3 colonnes verticales ren-
fermant chacune & fois Hunités: done 5 X 3 X d=5x X 3.

Un thidovéme est une proposttion, c'estadive e verité, o
devient évidente au moyen d'un raisonnement appelé démonstration.
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39 Dans wa produit de plusieurs factewrs, onp:ul inferverti
l'ovdre de deux fucteurs ¢ sséculifs quelconygues.

Par exemple,
IXRZXEXIXEXTKM=5X2%6 X 4357 %11,

Représentons par P le produit des facteurs 5, 2, 6 : I'ézalitd
précédente devient

P8 X EXTXA=DX§ %3 x%] XA,

OrP X3 X4E=DPX4&x3 2 :done ces deux produits,
successivement multipliés par 7 el par 11, donneronl des ré-
sultals ézaux,

4° Le produit ne change pas quand on intervertit Uordre des
[ teurs.

Soil, pour fixer les idées, Te produil 532 3¢ 633 < k< T5¢ 11 -
il est égal, par exemple, & 3% 11 5 % &

En effel, en intervertissanl Pordre de deus facteurs CONSE-
cutifs convenablement choisis, on pourra faire avaneer, suc-
cessivement, le facteur 3, puis le facteur 11, ele., comme il
sl

X 23X T X6,

IXZXKORXKIXEXT oM l==b D5
OXBX2X 6 XET =8 %!
=38 X2

3 XA X B X8
=dtda i

2, Gorollaire 1. — Powr multiplier un nombre par un
produit, o pewt mulliplier ce nombre pur le premier facteur,
puis le vésultat par le doumicne facteur, et ainsi de suile.

Par exemple,

] r

SR (AXRHEX B =8 2% 5%k

DAL= AD K

En effet, d'apres le théoréme précédent., le premier produit

=2XBXE)KB=2 X B X1 X 8=8% 3% 5% 4
i3 Gorellaire it. — On peut remplacer plusieurs factewrs
d'une produit par lewr produil effectud,
Y Corolfaire pst synonyme de conséquenty
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Par exemple,

DX 2X6X3XEXT X X9
=HX (62X & XA X 9).¢ (2 X 3% 7).

Dapres le corollaire 1, le second produit
=EXOXEXMXIXK2IXINT:

el en vertu du théoréme, ¢e nouveau produit ne differe pas
de
EX2XEXBXAEXT XM X0,

b4, Theoréme I1, — Pour ajouler ou pour vetrancher plu-
siewrs produits qui renferment un facleur commun, on pet
ajouter ou velrancher les facteurs non communs, el multiplier le
risultat par le facteur convmun,

Ainsi

(?.K-"B;‘i—{?)x’l-‘i) ﬁxtﬂzix D413 —8) =7 x 10 ="170.

Dapres la définition, 7 3 § représente b fois le-nombre 7. et
73 13 veprésente 13 fois ce méme nombre. Or 5 fois et 13 fois
une chose font (5-4-13) fois ou 18 fois cette mome chose; ete, *,

5, Remarque. — Au lieu del éoalité
TXH4T XAB—T X 8= X S-13—8),
L J

on peul éerive, en changeant lordre des deux membres ol
Fordre des facteurs

D413 —8) XT=58X T 13X T—83%7.

Par conséguent :

Pour multiplier, par un facteur, le vésultal de Paddition ou
de la soustraction de plusieurs nombres, on peut multiplier
chaque nombre par le facteur, of faive Paddition ou la sous-
traction des produils partiels ainsi obtenus **,

* Ce théordme trés - simple a une extréme imporiance @ presque
toutes les simplifications de caleul en sont des applications,

.. On verra plus loin que lemploi des quantités négatives permet
d'énoncer ainsi cette proposition :

Powr multiplier une somme par un nombre, on peul multiplicr
’-‘_J‘”_C“”G des parties de la somine parice nombge, et ajouler les pro-
Autts partiels ainsi obienus.
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46. Multiplication de deux nombres d'un seul chiffre. — 1l

est essentiel de savoir par coeur les produits composés de deux
lacteurs d'un seul chiffre. La table suivante, qui renferme ces
produits, porte le nom de table de Pythagore :

I ER I N e e T )
I e e
3| 6| 9l T‘_T | or
b | 8|02 | a6 |20 | 26| o8 |52

7 a6 | 21 | 28 !:y, 2] 49 | 56 | 63
| dl I s Bl P g S|
8 | 16 | 24 | 32 | 4o | 48 | 56 | 64 | 72
9 | 18 | 27 \ 36 ‘ 5 | 511 63 | 72 ‘ 81

La premiere colonne verticale contient les neut premiers
nombres naturels, -

La deuxieme colonne renferme leurs [!1'{][1““.‘-\ par 2 : pourla
former, on éerit 2, puis

1.:'—i—’;:.j,<?
]ﬂli.‘-'-

b=3-48=3x2
pruis

§= b =12
el

De méme, la troisicme colonne se forme en éerivant 3, puis

puis
g—6+3=3x2+3=3x3,
S
I I e R T R §ose 2
_____-1—1.-F,»_.-—[-1..._/¢\,_,
ele
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On continue ainsi jusqu’a la neuviéme colonne verticale : cette
derniére ligne contient les produils des nombres Ny Byiea
9 par 9.

D'apres Ja maniere dont cetle table a double entrée est con-
struite, 3i 'on cherche dans la premiere colonne de gauche le
multiplicande donné, puis, dans la ligne d’en haut, le multi-
plicateur donné, e, qu’on lise le nombre placé dans Ia case qui
répond & lafois & ces deux facteurs, ce nombre sera le produit
demandé. Par exemple, 48 est situé sur la 6e ligne horizontale
¢t dans la 8¢ colonne verticale ; donc 6 X 8= 48,

7. Multiplication d un nomlre de plusieurs chiffres par un
nombre d'un seul chiffre. — Soil & multiplier 487 par 5. Le
produit cherché estla somme de 5 nombres Gzaux 4 487[38 ;
on pourrait done obtenir ¢n faisant I'addition suivante :

* % B oo >
—F =3 =) =7 =}

|

{5 |
o
s

Mais, dans ceile addition, la somme des unilés est 7 < 5; de
méme la somme des dizaines est 8 % 5, ete. On peut done,
pour abréger, éerire une sewle fois le multiplicande 487, el
multiplier par 5, successivement, les unités, les dizaines et les
centaines de ce nombre. 11 est presque superflu de dire que,
afin de pouvoir faire commodément les retenues, on commence
par la droéte du multiplicande.

L'opération prend alors Ia disposilion suivante ;

Multiplicande A8T
Multiplicateur 5
Produil 2 k35

Pour trouver ce produit, on dit: 5 fois 7; 35: 5 fois 8, &3
cen ajoutant les 3 dizaines provenant du premier produit *) :
5 fois &, 24 (en ajoutant 4 centaines provenant du deuxieme
produit).

© Laddition des vetenues doit tonjours se faire mentalement. Nous
ne sanvions (eop recommander anx cléves d dyiter ]-.'s_ |lh|'u.-.|-_-._ '".”[.l!":"
telles que celle-¢i : 5 fois T, 35; je pose 5 et je retiens 3, 5 fois 8,

A0 40 et 3 font 43 je pose 3 ef ie retiens 4. ete.
135 pe /
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&8, Multiplication de dew nombres quelcongues. — Prenons
pour exemple 4 785 X 357. Comme 357 peul se décomposer en
300 4= 50 +- 7, il suffira, pour obtenir le produit cherché, de
multiplier 4785 par 7, par 50, par 300, et d'ajouter les pro-
duits partiels [37 el 44/,

La premiére mulliplicalion se fera comme il vient d’étre dil.

Le produil de 4 785 par 50 est [42 égal i

£ T85 X B X 10 =10 % (& 785 x 5).

Done, pour former ce produil, nous multiplierons & 785 par .
deuxieme chiffre du multiplicaleur, et nous' ferons exprimer
des dizaines au résultal.

Semblablement,

785 5 300 =4 785 X 3 K 100=100 x (4785 % 3
:

=4 785 X 3) centaines.
Lopération se dispose ainsi;

Multiplicande
Multiplicateur

Produit 1 708 245

9. Multiplication de deux nombres terminds par des zéros.

— Considérons 34 000 X 5700.
Ce produil =34 X 1000) x (57 % 100)
= 1000 X 100 X (34 X 57) = (34 X 57) cenlaines de mille,

il faul done multiplier sans avoir egavd aux zéros, el ajouter,
i la droite du produil, autant de zéros que Vonen a supprime.
Voici un exemple dans lequel les deux facteurs, outre les
z6ros gui les terminent, renforment encore d’autres zéros ;
90 023 000 400000
30000 070 000 300

27 006 900 12
6301 610 028

7007 840032

7201 846 333 63T 034900120 000 GO0
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50. Remarque. — Il w'est pas nécessaive de commencer
par la droite du multiplicatewr il suffit d’écrire les produits
partiels de maniere que lzs unités de méme espéce soient dans
une méme colonne wverticale. Néanmoins, la disposition ordi-
naire est la plus commede. Il n'est pas indispensable, non
plus, de prendre pour multiplicande le facteur éerit au-dessus
de l'aufre.

51, Preuve de la multiplicalion. — Pour vérifier un produit.
on change l'ordre des facleurs. Par exemple, pour yérifier le
produit de 4 785 par 357, obtenu ci-dessus, nous prendrons
4785 pour multiplicaleur et 357 pour multiplicande, comme
1l suit :

| 785
28 Ko
2499
| 28

De Ia division.

52. Definition. — En général, la division esi une operation
dans laguelle on a pour but de trouver Uun des deuw factewrs
d'un produit, connaissant ce produit et Lautre factewr,

Le produit et le facteur donnés se nomment, respeciive-
ment, dividende ot diviseur; le facteur cherché prend le nom
de quotient.

53. Dans la division des nombres entiers, les seuls dont
llous nous occupions actuellement, une difficulté se présente:
si 'on donne 37 pour dividende et 8 pour diviseur, 'opération
pProposée parail impossible, attendu qu’il n'existe aucun nom-
bre entier qui, multiplié par 8, reproduise 37,

Néanmoins, comme co dernier nombre est compris enfre
8 X kel 8 5, on dit que 4 est le quotient entier de 37 par 8,
Ou que 4 estde quotient, par 8, du plus grand multiple de 8
contenw dans 37*.

* On appelle mudiple d'un nombre entier le produit de ce nombye
parun antre nombre entier : 12 =4 >< 3 est un multiple de 4,
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5&. Avec la restriction indiguée, une division donnée ne
peut jamais ¢ire impossible, et elle conduit, en général, &
un reste moindre que le diviseur. Ainsi, comme 37—8 X 45,
5 est le reste provenant de la division de 37 par 8.

55. L'égalité précédente donne

H=37T—8 X §=37T—8—8—8—8,
cest-i-dire que le quolient entier indigque aussi combien de fois
le diviseur peut élre retranch? du dividende. Sous ce poinb de
vue, la division peut étre considérée comme une sousiraction
Tépétée.

56. Pour indiquer une division, on place le signe : entre lo
dividende et le diviseur disposés horizontalement, ou le signe
— au-dessous du dividende et au-dessus du diviseur.

Exemple :

hizehiz— 3Ol

57. Division pur un nombre d'un seul chiffre, le quotient
nayant quun chiffre. — Dans ce cas, lo dividende a au plus
dewa chiffres. El comme il est compris entre deux multiples
suceessifs du diviseur, la table de mulliplication donne le
quotient.

Si I'on veul trouver, au moyen de cette table, le quotient de
37 par 8, on cherche, dans la colonne verticale marquée 8, le
dividende 37 ou le multiple de 8 immédiatement infériear i 37 ;
ce multiple, qui est 32. esl situé sur la ligne horizontale mar-
quée & : le quotient demandé est done 4.

Ajoutons qu’il est indispensable de savoir caleuler mentale-
ment le quotient, quand le dividende a deux chiffres au plus
el que le diviseur a un seul chiffre.

58. Division par un nombre formé d'un chiffre significatif
swivi de plusteurs zéros, le quotient nw'wyant qu'un chiffre, —
Soit a diviser 37 275 par £ 000. Le diviseur étanl un nombre
de mille, il en est de méme pour son produit par le quotient
cherché. Conséquemment, les 275 unités qui terminent le divi-
dende n’ont aucune influence sur le quotient: et on ohtiendra
celui-ci en divisant 37 par 4, ce qui donne 9.
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59, Division par un nombre de plusiewrs chiffres, le quotient
wayant quun chiffre.— Le dividende est alors inférieur au
nombre formé en placant un zéro 4 la droite du diviseur.

Soit, pour fixer les idées, 37 275 a diviser par £ 923.

Pour savoir enfre quels multiples conséeutifs du diviseur
tombe le dividende, formons, par des ad litions successives, les
produits suivants:

£923%¢ | = 4923,
923 X 2= 492344923 = 9 86,
928 X 3= 9 846 1 4923 =14 769,
923 M b= 14 769 44 923 = 19 69/

923 X 5=19 692 4+ & 923 = 24 61
923 X 6= 2§ 61544923 = 29 538,
923 X T=29 538 4- 4 923 = 34 461,
23 X 8 =134 461 - £ 923 — 39 384.

R T

Nous voyons que 37 275 csl compris entre 4923 X 7 et
923 X 8 : done 7 est le quotient demandé,

60. Pour éviter la formation de ces mulliples du diviseur, on
observe que, celui-ci étant compris entre 4000 et 5000, le
quotient cherché sera compris lui-méme entre les quotients de
37275 par ces deux derniers nombres, ou, ce qui est équiva-

37 8T ; .
lent, entre — el — [§8]. Le quotient inconnu ne peul donc
o
elre que 9, 8 ou 7. Pour essayer ce dernier nombre, retran-
chons, de 37 275, 4923 5 7 : comme le reste 2814 est infé-
rieur a 4923, le chiffre 7 est bon.
Le caleul se dispose comme on le voil ¢i-contre ;

Dividende 37275 | 4923 diviseur.
e (et :
;'ﬂ # quotient.

Reste D 8k

61. 11 n’est pas néeessaire d’éerive, au-dessous du dividende,
le produit du diviseur par le chiffre essayé; on peut effectuer
en méme temps, comme il suil, la multiplication et la sous-
Wraction : 7 fois 3, 21; de 25 (en ajoulant 20), veste 4; 7 fois 2,
Th el 2 (4 canse des deux dizaines ajoutées precedemment)
font 16:: de 17 (en ajoutant 100, reste 1; ele,

62. Dans 'exemple que nous avons choisi. nous aurions pi
essaver infructueusement, au lien du véritable quotient 7, les
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chiffres 8 ¢t 9. L’habitude du calcul permel presque toujours
de juger, d'un coup d’eeil, quel est le quotient cherché.

63. Division de deux nombres quelconques.— Prenons, par
exemple, 238 840 507 pour dividende et 497 857 pour diviseur.

39 697 70
b BAT TIT

Reste 367 004

479 quotient.

Dividende 238 840 507 \ 97 857  diviseur.
|

Comme 238 840 507 est compris entre 49785 700 el 497 857 000,
le quotient sera plus grand que 100 et moindre que + 000 : done
il renfermera des centaines, des dizaines et des unités. Autre-
ment dit, on peul retrancher, du dividende donné, 100 fois le
diviseur, mais on ne peul le relrancher 1 000 fois.

Si nous essayions de retrancher du dividende le produit du
diviseur par les multiples suceessifs de 100, nous verrions que
238 840 507 est compris entre 497 857 % 400 et 497 857 500 :
tdone 4 est le chiffte des centaines du quolient.

Iei, comme dans le cas (raité plus haut (59, il nes pas né-
cessaire de former les multiples dont nous venons de parler: le
produit du diviseur par le premier chiffre du quotient étant un
nombre de centaines, les dizaines ef les unités du dividende
n'influent pas sur ce premier chiffre.

La premiére partie de la régle pent done g'énoncer ainsi:

On sépare, sur la droite du dividende, assez de chiffres pouy
que la partievestant a gauche soit comprise entre | fois et 10 fois
le diviseur; cetle partie forme un premier DIVIDENDE pARTIEL
qui, divisé par 1> diviseur, donne le premier chiffre de gauche
du quolient.

Eu retranchant du premier dividende partiel le produit du
diviseur par &, nous trouvons 396977 pour reste, en sorte
fue ce reste, suivide la partie négligée 07, représenterait

238 840 507 — £97 857 3¢ £00.

Si nous divisons ce dernier nombre, éoal i 39 697 707, par
le diviseur, le quotient, composé seulement de dizaines of
d'unités, sera le complément du quotient général, En répétant
le raisonnement déji employé, on conclut que, pour obtenir les
dizaines de cette partie complémentaire, on doit divisar par
197 857 un deuxieme dividende partiel formé du reste 396 977
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de la premiere division, suivi de 0, premier chifive de la partic
séparée sur la droife du dividende général, ete.

Voici done la seconde partie de la régle :

Ayant irouvé un certain nombre des chiffres du quotient, on
abaisse, a la droite du vesle déterminé par le dernier d’enive
euw, le premier des chiffres qui suivent la partie du dividende
déja employée : le dividende partiel ainsi formé, étant divise
par le diviseur donné, donne un nouveaw chiffre du quotient
genéral.

64. Remarques,—1° Chaque quotient partiel représente des
unités de méme ordre que le dividende partiel correspondant ;
20 chacun des vestes doit étre inférieur au diviseur: 3o si un
dividende partiel est moindre que le diviseur, on éerit 0 au
quotient.

65. Théoréme L. — 5S¢ Von muliiplic ou si Uon divise par un
méme nombye un dividende et un diviseur, le quotient ne chang
pas, et le reste est multiplié par ce nombre.

Représentons par A le dividende, par B le diviseur, par ()
le quotient, et par R le resie; nous aurons

A=B x Q-R.

Soit m un facteur cuelconque : cette égalité donne [£5]

AXm=BXQXxm-+-RXm,

ou
Axm=BxmxQ+RXm

Or, par hypothése,
R<B*;
done
Rxm<Bxim.

Conséquemment, d’aprés la derniére égalité, A X m, divisé
par B X m, donne Q) pour quotient et R x m pour reste.

66. Théoreme II. — Pour diviser un nombre par un produit,
on peut diviser ce nombre par le premier facteur, puis le quotient
par le deuxwiéme facleur, el ainsi de suite: le dernier quotient
trouvd est celui qui répond a la question.

* Pour exprimer I'inégalité de denx nombres, on emploie le signe =,
que I'on énonee plus grand que, oule méme signe renverseé : il s'énonce
alors plus petit que.
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Siles divisions suceessives ne donnent pas de restes, fa pro-
position est démontrée 42,

il y a des restes; considérons Tabord le cas de deux divi-
sions conséeulives, de maniére que

A=BXQ+R; | F=0xQ 41

je dis que Q' est le quotient de A par BC.
En vertu de la seconde égalité, la premiére devient

A=BC % Q'+ BR +R.

Or, les plus grandes valeurs de R’ et de R sonk, respective-
ment, G—1 et B—1; done BR4x R ne peut surpasser
B(C—1)+B—1=BC—B-+B—I=BC— 1; le produit
BR' 4+ R est donc inférieur i BO. Par conséquent, si Pon divise
A par BC, on trowvera Q' pour quotient.

Soil maintenant & diviser A par le produit BCD = BG x D,
D'apres la démonstration préeddente, si Q' est le quotient de
A par BG, et que Q° soit le quotient de (¥ par D, (7 sera le
quotient cherché. Mais on vient de voir que, pour trouver (',
il suffit de diviser A par B, et de diviser ensuite par C lo quo-
tient @ de celle premiére division. Done le quotient de A par
BCD a ét¢ oblenu en divisant A par B, puis en divisant
par C le quotient de cette premiérn division, puis en divigant
par D le quotient de la deuxiéme division *.

La méme démonstration s'étend évidemment au cas d’un
diviseur composé d’un nombre quelconque de facteurs,

67. Preuve de la division, — Pour que le (quotiént ohtenu
soit bon, il faul [53] que son produit par le diviseur, ajouté au
reste, donne le dividende,

Résumé,

L'addition est une opération dont le but est de (rouver un nom-
bre renfermant toutes les unités contenues - dans plusieurs nombres
donnés,

Le résultat de Paddition est appels somme.

On indique une addition par le signe -, que U'on énonce plus.

On ne peut ajouter que des grandeurs de méme espice. La somme

* L'emploi des lettres et des signes, qu'il serait facile d'éviter, abrége
la démonstration,
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st e méme espece que les srandenrs ajontées. La somme ne change
pas, quel que soit Pordre dans lequel on effectue. laddition.

Pour Faddition de deux nombres d'un seul ehiffre, on peut ajonter
au premier nombre, successivement, chacune des unités (ui composent
le seeond.

Poue Paddition de nombres queleoniues, on commence Taddition
par les unilés simples, et on retient les dizaines fournies par la
somme des unités d'un ovdre quelconqgue, pour les reporter aux unités
de Tordre immédiatement supérieur.

Pour faire la preave de Faddition, on recommenece le ealeul dans un
ordre différent du premier : si on a opéré de haut en bas, on opére
de bas en haut.

La soustraction cst une opération par laquelle , connaissant une
somme el Fune de ses deux parties, on détermine 'autre partie.

Le résultat d'une soustraction est appelé reste.

Si l'on augmente on si 'on diminue également deux nombres, lenr
différence ne change pas.

Pour la soustraction il faut vetrancher, de chacun des ehiffres du
plus grand des nombres donnés, le chiffre qui lui correspond dans
I'autre nombre.

Pour faire la preuve de la soustraction, en ajoutant le reste au
nombre retranché, on doit retrouver la somme donnée.

La multiplication est une opération dans laquelle on & pour but
de trouyer la somme d'autant de parties égales & unonombre donné
quiil y a d'unités dans un autre nombre donné.

Chacune de. ces parties égales prend le nom: de maultiplicande ;
lenr nombre sappelle multiplicateur, et lew: somme produwit. Le
multiplicande et le multiplicateur, sont les facteurs dw produit.

Un produit ne change pas quand on intervertit l'ordre de ses facteurs.

Pour multiplier un nombre par an produit de plusieurs factenrs, on
peut mulliplicr ce nombre par le premier facteur, puis le résultat par
le deuxieme facteur et ainsi de suite.

Pour ajouter ou pour retrancher plusienrs produits qui’ venferment
i faeteur commun, on ajoute ou l'on retranche les facteurs com-
muns, et Fon multiplie le résultat par le facteur commun;

Pour faive la preuve de la multiplication, on wvérifier un produit,
ou change lordre des facteurs,

La division est une opération dans laquelle on a pour but de trou-
ver Fun des deux facteurs d'un produit, conuaissant ce produit et
Fautre factenr.

Le quotient entier indique combien de fois le diviseur pent étre re-
tranchié du dividende. Sous ce point de vue, la. division peut étre con-
sidérée comme une soustraction répétde.

Pour la division de deux nombres quelconques, on sépare, sur la
droite du dividende, assez de chiffres pour que la partic restant a
tauche soit comprise entre 1 fois et 10 fois le divisenr; cette partic
forme un premier dividende partiel qui, divisé par le diviseur, donne
e premier chiffre de gauche du quotient ef un certain reste, Ayant ob-
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tenu un ou plusieurs des chiffves du quotient, on abaisse, 4 la droile
du reste déterminé par le dernier ('entre eux, le premier des chiffres
qui suivent la partie du dividende déja employée : le dividende partiel
ainsi formé, étant divisé par le diviseur donné, donne un nouveau
chiffre du quotient général.

Dans la preuve de la division, pour qu'un quotient obtenu soit bon,
il faut que son produit par le diviseur, ajouté au rveste, donne le divi-
dende.

GHAPITRE 11,

Caractéres de divisibilité par 2, 3, 5, 9, 11 (74-83). — Définition des
nombres premiers et des nombres premiers entre eux (8%). —
Recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres (91-96),
— Décomposition d'un nombre en facteurs premiers (88,100),

Divisibilité des nombres.

68. Définition. — On dit qu'un nombre entier est divisible
par un aulre nombre entier, quand le premier nombre est un
multiple du second, c’est-i-dire quand il est égal au produit
de celui-ci par un nombre entier.

69. Theoreme I, — 1° Tout nombre qui divise les deux par-
ties d’une somme divise la somme ;

20 Tout nombre qui divise une somme ei Uune de ses dews
parties divise U'autre partie;

3° Tout nombre qui divise Uune des deur parties d'une
somine, et qui ne divise pas Uaufre partie, ne divise pas la
somme.

Les deux premieres parties de la proposition peuvent, évi-
demment, étre comprises dans ce seul énoneé : La somme ou
la différence de deww multiples d’un nombre est wn multiple de
ce nombre.

Soient 7 X 15 et 7 X & deux multiples du nombre 7; on
aura [44]

TXABFT X b=T X (154 4),
ol
TXIB—TX A=TX 15— 4);

c¢e (ui démontre la propriété énoncée,
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Soif actuellement la somme 28 - 1, dont I'une des parties

est divisible par 7, landis que 'autre n'est pas divisible par 7.
A cause de

on aura
28 - 4l

Ainsi, la somme proposée est égale & un multiple de 7,
augmenté d'un nombre inférieur 3 7 : elle n'est donc pas divi-
sible par 7.

70. Théoreme IL. — Tout divisewr dun nombre divise les
multiples desce n®nbre.
Soit le nombre 7, qui divise 21 : je dis que 7 divise 21 X 5,
En effet,
M B=TxX3x5"

ou, en intervertissant I'ordre des facteurs [41].

HXb=3XbXT=1I5xT.

Done 21 x & est divisible par 7.

71, Théoreme 111 — Tout factewr commun aw dividende el
au diviseur divise le veste, et tout facteur commun au diviseur
et au reste divise le dividende.

t° Soit un nombre entier A qui, divisé par le nombre enfier
B, ait donné le quotient entier Q et le reste R ; de maniére que

A=Bx Q-+|R.

Si un nombre entier D divise A et B, il divise B X Q [70] ;
done, divisant la somme A et la premiere partie B > Q, il
doit diviser la seconde partie R [69, 39].

2° Méme démonstration,

72. Théoréme IV.— Si deux nombres, divisés par un lroi-
Sieme, donnent des vestes égawz, lewr diffévence est divisible par
te lroisieme nombre.

En effet, de
X Q-+ R,
) LR,

w

ilﬁ

KX

D % (
D (

e,

e
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on conclut [32]

A—AN=Dx0=D3x0=D.(0—0

73. Theéoreme V. — Si deux nombres A, B, divis.s par un
troisiéme nomlre D, ont donné des restes R, R', la différence
entre le produit des deur dividendes et le produit des dews
restes est divisible par le diviscur comnun D.

Prenons, pour fixer les idées, A =64, B=235, D=11: les
quotients sont 3 et b, et les restes, 9 et 2. Nous aurons

6h=5 x 11 +9,
B=3 % 11+ 2;

en sorle que le produit des deux (Jl\ult-lltiv% peut étre dé-
composé comme il suit:

B M X3IXMEIXIX N5 XMX2II-9 X2

Des quatre parties de ce produit, les trois premiéres sont évi-
demment dv~‘. multiples de 11 : doneleur somme est un multiple
de 11 [69, 1°]. Ainsi,

64 X 35 =IML*A 140 ¢ 2,
ou
64 X 35—0 x2=2IL1l,

La différence entrele produit des deux dovidendes et le produit
des deux vestes est done un multiple du diviseur. Cest ce qu'il
fallait démontrer.

Caractéres de divisibilité.

Tk. Pour quw'un nombre soit divisible par 2, il faul et il sujfit
que le chiffre de ses unilds soit pair **.

En effet, 4 cause de 10 =2 X 5, un nombre quelconque est
un multiple de 2, augmenté du chiffre de ses unités : suivant
que ce chifire est pair ou impair, le nombre est ou n’est pas
divisible par 2.

* La lettre JIU s'énonce : multiple de.
**Un numhu- est dit pair ou impair, selon quiil est divisible on non
divisible par 2. Ziéro est considéré comme un nombre pair,
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75. Powr qu'un nombre soit divisible par 5, il faut ef il suffit
que e chiffre de ses unités soit 0 ou 5.
Méme démonstration.

76. Pour gu’un nombre soit divisible par & ou par 25, il faul
et il suffit que lenombre formé par ses deuv premiers chiffres d
droite soil divisibly par & ou par 25.

Un nombre quelconque peut se décomposer en centaines el
en unités. Or, 100 =4 x 25 ; donc le nombre se compose d'un
multiple de 4 et de 25, augmenté des unilés exprimées par ses
deux premiers chiffres a droite : suivanl que ces unités sont
ou ne sont pas divisibles par 4 ou par 25, le nombre lui-
méme est ou n’est pas divisible.

77. Les démonstrations précdentes prouvenl que .

lo Le yeste de la division d'un nombre par 2 ou par 5 esl
égal aw reste obtenw en divisant par 2 ou par 5 le chiffre de ses
unites.

2° Le rveste dq la d vision d'un nombre par & ow par 25 esi
éyal au reste obtenw en divisant par & ou par 25 le nombre formé
par ses dewr premiers chiffres de droife.

73. Theoreme. — Un nombre quelconque est éjal a un mul-
tiple de 9, augmenté de la somme de ses chiffres.
En effet,
1° 1= 9d,
100 = 99 L 1=09IL9-+1,
1000 = 999 - 1 — T 9+ 1, ete.

b, en général, unnonibre formé de Uunité suivie de plusieurs
zeéros est un multiple de 9, plus 1.

2" Un nombre formé d'un chiffre quelconque, suvi d2 plu-
sieurs zéros, est un multiple de 9, augmenté de ce chiffre.

Le nombre 4 000, par exemple, est dégal a 1000 < & Or,

1000 =dK-9 4 1:
{11.;]{_-
£000=(IIL9) K &1 &;

on, en observanl que & fois un multiple de 9 est encore un
NH:H#—]!F{’. de 9 [70] :

§ 000 =L 9 4 £

1

3" Soil un nombre quelconcue, par exemple 27 653.
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Nous pouvons éerire ;

27 653 =20 000 + 7 000 4 600 50 - 3.,
Or,

20000=1L94+2,  7000=IL9 7. ete.;
done [69, 1¢]

2653 =N 9+ 2 4761543,

79. La proposition qui vient d'étre démontrée équivaut i
celle-ci : Le reste de la division d’un nombre par 9 est égal au
reste obtenu en divisant par 9 la somme de ses chiffres.

Par suite, pour qu'un nombre soit divisible par 9, il faut el
il sujfit que la somme de ses chiffves soit divisible par 9.

80. Les propriétés démontrées pour le nombre 9 appartien-
nenf aussi au nombre 3.

81. Theoréme.— Un nombre quelconque est égul d un mul-
liple de 10, augmenté de lu somme de ses chiffres de rang impair,
et diminué de la somme de ses chiffres-de rang pair.

1° Un nombre formé de Uunité suivie de plusieurs zéros est
un multiple de 11 plus ow moins 1, selon que le nombre des zéros
est pair ow fmpair.

En effef :

10=a1011 —1,
100= 10X 10=2011—10=3I 1] 1,
1000= 100 X 10=I011+10=011—1,
10000=1 000 X 10 =101 — 10 =1L 11 -+ 1,
ete.
2° Un nombre formé d'un chiffre quelconque, swivi de plu-
sieurs zéros, est un multiple de 11, augmenté ow diminug de ce
chiffre, selon que le numbre des zéros est pair ow impair.

Par exemple, 6 000=1 000 X 6 =(NTI1—1) x 6
=011 —6.

3° Seit maintenant le nombre 65 439.

A cause de 60 000 =T 11 4-6,
S000=IIL11—35,

H0=IIL 414,

30=JIL 11 —3,

9 D)
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on a 65 432 =0l M+ b6—5-+F—d-2
=N (6+&+2)—(

le théoreme est done démontré.

82. Corollaire L. — Le reste de la division d’un nombre par
1 est dgal auw veste oblenu en divisant, par 11, Pexcés de la
somme de ses chiffres de rang impair sur la somme de ses chif-
fres de vang pair.

Corollaive IL. — Pour quun nombre soit divisible par 11,
il faut et il suffit que Ueweés de la somme de ses chiffres de
rang impair sur la somme de ses chiffres de rang pair soit di-
visible par 11,

83. Remarque. — Si la somme des chifires de rang pair
surpasse 'aufre somme, on ajoute a celle-ci, ou on retranche
de celle-la, un multiple convenable de 11,

Soit, par exemple, le nggbre 2718 194. Pour avoir le reste
de sa division par 11, il faudrait, suivant la regle exprimée par
le premier corollaire, retrancher 9 --64-7 de & 141 {2,
ce qui est impossible. Mais comme

O TAS N 9% = MM 4=k -H1 4+ 4+ —(9-L8+7),

1
el que |
98+ 7 =012
on peul écrire :
9IS N9 =DM 4 (1142 —2;

done enfin le nombre proposé, divisé par 11, donne pour reste

fd 4l 4-2—2 =6
Des nombres premiers,

84, Definition. — Un nombre premier est celui qui n'esl
diyisible que par lui-méme el par l'unité: 2,3, 5,7, 11,13
sont des nombres premiers.

Deux ou plusieurs nombres sont dits premiers entre eua
lorsqu’ils n'ont d’'autre commun divisenr que Funité : & et 9
sont dans ce cas. De méme 4, 9 el 16 sont premiers enlre eux,
bien que 4 divise 16.

o
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85. Il esi évident que dewx nombres premiers sont toujours
premiers entre ewrs. De plus, tout nombre premier quine divise
povs un autre nombre est premier avee celui-ci.

Soient, par exemple, le nombre premier 13 el le nombre 48,
non divisible par 13. 'Ces deux nombres n'oni done d'autre
diviseur commun que 'unité; ¢'est-a-dire qu'ils sont premiers
entre ewx.

86. On a formé des tables, fort uliles pour résoudre certains
problémes, qui renferment les nombres premiers compris dans
une limite donnde. Par exemple, la table de Burckhardt con-
tient tous les nombres premiers inférieurs a 3 000 000. 11 n’est
pas posgible d’en construire une contenant tous les nombres
premiers; ear, ainsi que nous le démontrerons tout a I'heure,
la suitz des nombres premiers est illimitée.

Il esb essenfiel de se rappeler les nombres premiers les plus
s, par exemple ceux qui sont infériears 2 100; les voicei :
5, 7,00, 03,17,19,23, 29, 31, 37, &1, 43, 47, 63, 59,
7,71, 73, 79, 83, 89, 97 -

87. Probicme, — Conslruive une table de nombres pre-
ners.

Bupposons, pour prendre un cas brés-simple, que 'on veuille
former une pe lite table renlermant les nombres premiers. infé-
rieurs & 100, c’est-a-dire ceux dont il vient d'étre question.
Afin de n’avoir pas a écrire les 100 [H'l‘lllit'l"-\ nombres natu-
rels *®, commencons, comme on le voit ci-dessous, par former
une table @ double enlrée, composée de 10 lignes J]U!laionldll_':
el de 10 :-n'.u-mv.: verticales; puis, dans la premiere ligne,
ummn I, 2.3, & 8, 6,7,8, 9;el, dangla premiére colonne,
inserivons ]Lm dizaines 10, 20, 30,... 90 : une case vide r[lwl-
condue sera considérée comme re nfermant le nombre composé

zaines eb des uniléz qui correspondent a cetle case.

* 8i Talimite donnée élait 1 000 000, au lien d'étre 100, le nombre
des ol 1'1hr-~ {que Fon devrait comme 1]|11 par éerire, en suivant le pro-
; : o de erible d'Eratosthéne, serait (en supprimant

4303¢ 3+ A5003¢ 4+ 45000 3¢ 5 -+ 450 000 6
— 2944 445,

qait bien difticile demployer moins de trois mois & ce lraye |l pré-

re. On voit done qui le proeédé indique dans la plupart des Traités

:able. Celul que mous proposons n'est pas

dravithmetigue est imy
nonvean @ il date de |5
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Cela posé, si l'on barre d’abord les cases de 2 en 2 & parlir
de 4; puis de 3 en 34 partic de 9, puis de 5 en 5 & parlir de
25; puis enfin de Ten 7 a partic de £9, il esl visible que les
cases non barrées correspondent a des nombres premiers.
Ceux-ci sont done 1, 2, 3, 5, 7,... 97.

88. Lemme *.— Tout nombre entier N, aufre que Uunité, est
divisible par un nombre premier supfrieur @ U'unité.

La proposition se vérifie directement sur les nombres 2, 3,
&, 5. Admettons done quelle ait lieu pour les nombres infé-
rieurs & N, et prouvons qu’elle subsiste pour N.

1o Sile nombre N est premier, il est divisible par N ; done
la proposition est vraie,

2* Si le nombre N n’est pas premier, il est décomposable en
deux facteurs plus ¢ 1;1‘ml~, que, et I‘”‘“ lesquels, par hypo-

I

© Un lemme est une [nm]unuunl préliminaire . souvent peu impor-
tante par elle-méme. 3

.
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these, la proposition a lieu ; done elle est vraie pour le nombr

89. Théoreéme. — La suite des nombres premiers est illi-
mitce.

Soit, P un nombre premier, aussi grand quon voudra le
supposer : je dis qu'il y a au moins un nombre premier P’,
supérieur a P.

Au produit de fous les nombres premiers qui ne surpassent
pas P, ajoutons 'unité ; nous formerons un nombre

N=(2.3.5.7...B)41

plus grand que P, et admettant au moins un diviseur premier
P’ [88]. Ce diviseur P' ne peut étre aucun des facteurs 2, 3,
5,... P'; car chacun d’eux divise une seule des parties dont N
est la somme; done P’ surpasse P. (Pest ce qu'il fallait dé-
monftrer.

90. Proy <me. — Décomposer u.emm_’u'e en facteurs pre-
Hers.

Quand un nombre n’est pas premier, il est ézal & un produil
de facteurs premiers [88].

Soit, par exemple, le nombre 623 790. En appliquant les ca-
ractéres de divisibilité démontrés plus haut on reconnait que
ce nombre est divisible par le facteur premier 2. 11 suffit done
de décomposer le quotient correspondant a ce facteur, ¢’est-
a-dire 311 895. Ce nouveau nombre n’est pas divisible par ¢
mais il est divisible par 3, et il donne pour quotient 103 965,
Nous pouvons donc éerire :

623 790 =2 < 3 < 103 965 ;
puis

623790 =2 X 3 X 3134 6B5=2X 3 X 3 X B <6931

Le mode de démonstration dont nous venons de donner un pre-
mier exemple est [réquemment employé. Dans le cas actuel, il se réduit
i cette suite indefinie de propositions :

Le nombre 2 est divisible par un nombre supérieur i 1; donc il en
est de méme pour le nombre 3. s

Les nombres 2 et 3 sont divisiblesichacun, Jﬁr un nombre supérieur
al; done il en est de méme pour 16 nombre 4.3

Les nombres 2, 3, 4 sont divisibles; chacun, par un nombre supérieur
A 1; donc il en est de méme du nombre 5.
Ete. I
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Le cuotient 6931 n’est divisible par aucun des nombres pre-
miers moindres que 29; mais, divisé par ce facteur, il donne
pour nouveau quolient 239; et comme ce dernier nombre n’est

divisible par aucun des facteurs premiers inférieurs a sa moiti¢,
il est premier . La décomposition demandée est done

632 790=12 X 3 X 3 X 5 X 29 X 239.
Le caleul se dispose de la maniére suivante

623790 | 2
314895 | 3
5

103965 | :
34635 | B
6931 | 29

239 | 239

Du plus grand commun diviseur.

91. Le plus grand commun divisewr de deus nombres, ¢’est-a-
dire le plus grand de fous les diviseurs qui leur sont communs,
ne peut évidemment surpasser le plus pelit de ces deua nombres.
De plus, si le plus petit des dewx nombres divise le plus grand,
comme il se divise lui-méme, ¢l est lewr plus grand comnun
diviseur.

99, Probleme, — Trouver le plus grand commun diviseur de
tdeux nombres. Supposons, pour fixer les idées, que 'on de-
mande le plus grand commun diviseur des nombres 7 260 el
960. D’apres la derniere remarcue, on essayera la division du
plus grand nombre par le plus petit : elle ne réussit pas, el
donne pour quotient 7, et pour reste 540,

7260 | 960

540 | T
Le plus grand commun diviseur cherché n’est donc pas 960.

Mais comme les diviseurs communs i 7 260 et 960 sont com-
muns & 960 el 540, et vice versa [71], il s'ensuit que si I'on

© Avee un pen dattention, le lecteur reconnaitra qu'il n'est pas ne-
cessaire d'essayer lous les diviseurs inférieurs a la moilié de 239. 1|
pourra mcmu démontrer la proposition suivante : un nombre est pre-
mier s'il n'est divisible par aucun des nombres premiers qui donnent
" oquotient supérieur au diviseur.
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éerivait, d'une parl, les diviseurs communs a 7 260 et 960, el,
en second lien, les diviseurs eommuns & 960 et 540, ces deux
séries contiendraient absolument les mémes nombres : en par-
ticulier, le plus grand des diviseurs compris dans la premiere
série serait égal aw plus grand des diviseurs appartenant a la
seconde. Ainsi: Qnand dewx nombres ne sont pas divisibles U'un
par Uautre, leur plus grand commun diviseur est égal au plus
grand commun diviseur du plus pelil d'entre eux ef du reste de
la division du plus grand par le plus petil.

La question est done ramenée a la recherche du plus grand
commun diviseur entre 960 et 540. On peut répéter, sur ces
deux nombres, les raisonnements précédents, et U'on arrive &
cotbe régle générale

Puur obtenir le plus grand commun diviseur de deux nombres
donnds, on divise le plus grand par le plus petit, puis celui-ci
par le reste, puis le promier vesle par le deumiéme, efc., jusqu'a
ce quw’on arrive @ un veste nul : le veste qui préeéde crlui-ci est
le plus grand commun diviseur cherché.

Le caleul se dispose comme on le voit sur cet exemple, dans
lequel 60 est le plus grand commun diviseur :

7 | I 3 2
7260 | 960 | 580 | 420 l 120 [ 60
550 ‘ 420 | 120 _fm'" 0 ‘
|

93, Remarque.— Si Uavanl-dernier rete est 1, les deux
nombres donnés sonl premiers entre eux.

9%. Touf nombre qui en divise deua aulves, divise leur plus
grand commun diviseur,

Soil le nombre 12, qui divise 7 269 el 960 [92] : il divisera
H40 [71]. Divisant 960 et 540, il divisera 420, ete. ; enfin, il
divisera I'avant-dernier reste 60, ou le plus grand commun
diviseur entre 7 260 el 960,

95. Quand on multiplie ou quand on divise deux nombres par
un facteur, leur plus grand commun diviscur est multipl'é ou
divisé par ce fucteur.

Dans le caleul ci-dessus, remplacons 7260 et 960 par
7 260°3¢ 11 et 960 > 11 : le quolient de cos deux derniers
nombres sera 7, el le reste de la division sera 540 > 11 [65].
De méme, en divisanl 960 > 11 par 550 < 11, on frouvera
pour (quotient 1, et pour reste 420 > 11, En continuanl de Ia
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sorte, on voil que tous les restes de la premiére opération sont
multipliés par 41 : le plug grand commun diviseur 60 étant 'vn
de ces restes, il sera done multiplié par 1.

La démonstration serail la méme si, au licu de multiplier les
deux nombres par un méme facteur, on les divisail.

96. Deux nombres, divi par lewr plus grand commun
diviseur D, donnent des quotients premiers entre eua.
En effet, d’aprés ce qui vient d’étre démontré, le plus grand

2t . D S
commun diviseur des deux uotients sera D’ c¢'eal-i-dire 'unité.

97. Theéoréme I. — Tout nombre qui divise un produit de
deux facteurs, el qui est premier avec Uun d’eux, divise Uautre.

Je dis que si N divise le produit de A par B, et qu’il soit pre-
mier avee A, il divise B.

En effet, le plus grand commun diviseur entre N et A est
F'unité [84] : done le plus grand commun diviseur entre N X B
et A % B sera B [95]. Mais, ¢videmment, N divise N x B; et
comme il divise A X B, il doit diviser B [94].

98. Théoréme II. — Toul nombre premier qui divise un
produit, divise au moins un des facteurs de ce produit.

Soit P un nombre premier qui divise le produit A xBxCxD.
Si P ne divise pas D, ces deux nombres sont premiers entre
eux [85]; done, par le théoréme précédent, P doit diviser
A x B x C. De méme, si P ne divise pas G, il doit diviser
A X B. Enfin, si P ne divise pas B, il doit diviser A.

99. Théoreéme IL — Les puissances de deua nombres pre-
miers entre ewx sont premieres entre elles.

Soient les nombres 4 clb 9, premiers entre eux. Je dis que
4% et 92 n’ont aucun facteur commun, En effet, s'il en était au-
trement, ce facteur, que I'on peut supposer premier, devrait,
contrairement & 'hypothose, diviser 4 et 9 {98].

100, Theéoreme 1V. — Un nombre n'est décomposabile qu'en
un seul systeme de facteurs premiers.
1% Soit, s'il est possible,

Rt el A )
ou

2AHAXK2XIXIXTRTXT=5X5XM x13.
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Le premier membre de P'égalité est divisible par 2 : done il
faudrail [98] que ce Facteur premier divisal 5, 11 ou13; ce
(fui est absurde.

2° Si I'on admel que le second systeme de facleurs premiers
ne differe du premier systéme (ue par les exposants de ces
facteurs, on arrive ¢galement a une impossibililé. Par exemple,
si 'on supposail

235032 50 T8 = Aise BYnc 2

on obtiendrail, par la suppression des facteurs communs aux
deux membres,
TR

et I'on vient de voir qu'une pareille égalité est absurde.

104. Théoréme V.—Le plus grand commun diviseur de plu-
sieurs nombres est égal aw produit de leurs facteurs premiers
communs, chacun d’euw étant pris avee son plus petit exposant.

Soient

biise, s

b 13,
182 > 47,

trois nombres donnés.

Tout diviseur de A est formé des facteurs premiers 2, 3, 5, 7,
pris ensemble ou séparément [100]. De méme pour B et pour C.
Done un diviseur quelcongue, commun a A, B, C, se compose
seulement des facteurs premiers 2 et 3, communs 2 ces trois
nombres. Nous obtiendrons done le phh grand commun divi-
seur cherché A, si nous prenons 4 fois le facteur 2 et 3 fois
le facteur 3; c'est-d-dire que

A=2t, 3,

102. BRemarque. — Le plus grand commun diviseur étant
¢zal au produit des facteurs premiers communs, il s’ensuil
qu'on ne change pas le plus grand commun diviseur de deux
nombres, si Uon supprime dans Uun d'euw un factewr premier
par rapport a l'autre.

Cette remarque, et la propriété démontrée dans le no 95
permettent de simplifier notablement les caleuls, souvent fas-
tidieux, auxquels on est conduit par Papplication absolue de
la régle donnée ci-dessus [92]. Pour le faire voir, cherchons
le plus grand commun diviseur des nombres 2 873 £36 el
975 300. Cette regle donnerait lieu a l'opération suivante :
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) | 17 | |
2873436 | 975300 | 922836 | 52 464 | 30 948 | 21516
922836 (59761 | 398196 | 21516 | 9 432 J 2 652

30 948
P 3 1 | 3 1 )
9432 | 2652 | 1 476 | 1476 | 300 | 276 | 24 | 12
1476 | 1176 300 276 | 2% | 36 [ 0
12

Aulieu de faire ce long calcul, divisons par 3, puis par 4, les
deux nombres donnés : nous aurons & multiplier par 12 le plus
grand commun diviseur des quotients 239 453 et 81 275 [951].
81 275 est divisible par 25, qui est premier avee 239 453 : nous
pouvons denc supprimer ce facteur 25 et remplacer 81 275

SIRIEN L A . : anu
par oy 3 251%. De méme, en divisant 239 453 par 3 251,
nous trouvons le reste 2130 divisible par 2, 3, 5, tandis que
3251 n’est divisible par aucun de ces facteurs; nous pouvons

y i 2130
done les supprimer, et remplacer 2130 par 71 = 5= Enfin
" i 5

3 251 divisé par 71 donne pour reste 56, nomhre premier avee
71. Les deux nombres 239 153 et 81 275 sont done premiers
entre eux, el le plus grand commun diviseur des deux nom-
bres donnés est 3 % 4 =12. Voiei la disposition du calcul :

2873 436 | 975 300
3 957 812 | 325100
4 230 453 81 275
3 251
T3 %51
239 £53 3251 71
L)
D ab
Ikl -
i
]

A=3 X k=12,

. on le multiplie par 2, 4,

08 sur la droite du produit.

* Pour diviser un nombre par 5, 25, 125
8,...et l'on supprime un, deux, trois.., zér
81275 BLRTH >4

DE 100
sl évidente par le n® 65.

L. Arithmétique. a3

Par exemple,

351, La raison de cette rdgle
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Du plus pelit multiple.

103. Probleme.— Trouver le plus pelit multiple de plusieurs
nombres, ¢'est-a-dire le plus petit nombre divisible par plu-
sieurs nombres donnes.

Soient

el proposons-nous de trouver le plus petit multiple M de ces
trois nombres,

Tout nombre divisible par A doit contenir fous les facieurs
premiers, égava ou indgaux, qui composent A [100]. De méme
pour la divisibilité par B ou par C. Donc un multiple queleon-
que des trois nombres donnés doit élre composé des facteurs
premiers 2, 3, 5. 7, 41, 13, affectés d’exposants aw moins
dgaws A B, &, 3, 3, 3, 4: il peut, en outre, contenir d'autres
facteurs premiers. EU si nous prenons

M =223¢ 3% 3¢ 5% XT3 xS 438,

e nombre M sera le plus petit multiple demandé, On yoit done
que le plus petit multiple de plusieurs nombres est égal au pro-
dudt de leurs facteurs premiers, CONRURS 0U NON COMMUNS,
chacun dewx étant pris avec son plus grand exposant.

104, Remarques. — 1° Si plusieurs nombres sont premiers
entre eux, deux @ deux, lewr plus petit multiple est leur pro-
duit,

20 Le plus petit multiple de plusieurs nombres est le plus
grand d’entre ewr, lorsque celui-ei est divisible par tous les
antres.

i Par exemple, le plus petit multiple des nombres 45
b 143, qui, considéreés deux a deux, nont aucun facteur com-
mun, est ézal au produit de fous les facteurs premiers con-
{enus dans ces trois nombres : ce plus petit multiple est done

M =145 X 28 X 143,
20 Le plus pelit multiple des nombres

D 3 & 6,08 A%, 24,

pst
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105. Theoremel. — Le produit de dewx nombres est égal u
produit de leur plus grand commun diviseur A par leur plus
petit multiple M.
D'aprés deux théorémes démontrés ci-dessus (101, 103),
A est éeal au produit des facteurs premiers communs a A et B,
chacun d’eux étant pris avee son plus petitexposant, et Mes
le produit des facteurs premiers de A et de B, communs ou
ron communs, chacun d'eux ¢tant pris avee son plus grand
exposant; de fagon que tous les facleurs premiers, simples ou
multiples, qui composaient A et B, se retrouvent, soil dans a,
soit dans M : cetle conclusion est précisément le théoréme
qu'il s'agissait de démontrer.

106. Remarque. — Ce théoréme permet de trouver le plus
petit multiple de deux nombres * sans les décomposer en fac-
leurs premiers.

Soient, par exemple,

A =9 066, B=0( 048,

Oy lrouve aisément

A=1:
done
9066 > 6 048 g
3}:-_‘__‘_'{_; =1 511 X 6048,
]
ou
M=9138 528.
107. Theéoreme . — Si un nombre N est premier avec

plusieurs nombres A, B, C.... il est premier avec leur produit.
SiN et le produit ABC... avaient un facteur premier commun
P, co nombre premier P diviserait I'un. des facteurs du pro-
duit [98], par exemple A; done, contrairement a I'hypo-
thise, N et A ne seraient pas premiers entre cux.

108. Theoreme I, — Si un nombre N est divisible par
plusieurs nombres A, B, C.... premiers entre eu, dewre d devr,
il est dirisible par leur produdt.

Soil N=A 0.

N ¢tant divisible par B, le second membre est divisible

EL meme de plisienrs nom

e
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par B: mais, par hypothése, B est premier avec A :
done (97) B divise Q: ainsi

Q=Bx0Q.
Il résulte, de ces deux égalitis :
N=ABXQ';

donc N est divisible .par le produit AB. D'aprés le théoréme
précédent, AB est premier avec C; done N est divisible par
le produit ABC. Et ainsi de suite,

Résume,

On dit qu'un nombre entier est divisible par un autre nombre entier,
(quand le premier nombre est un multiple du second.

Tout nombre qui divise les deux parties d'wne somme divise cette
somme.

Tout nombre qui divise une somme et 'une de ses denx parties di-
vise autre partie.

Tout nombre (ui divise 'ine des deux parties d'une somme , el qui
ne divise pas 'autre partie, ne divise pas la somme,

Tout diviseur d'un nombre divise les multiples de ce nombre.

Tout facteur commun au dividende ¢t au diviseur divise le reste, el
tout facteur commun au divisenr et an rveste divise le dividende,

Si denx nombres, divisés par un troisitme, donuent des pestes
égaux, leur différence est divisible par e troisitme nombre,

Si deux nombres, divisés par un (roisitme, ont donné des vestes, la
différence entre le produit des deux dividendes et le produit des restes
est divisible par le diviseur commun.

Pour quun nombre soit divisible par 2, il faut et il suffit que o
chiffre de ses nnités soit pair.

Pour qu'un nombre soit divisible par 5, il faut et il suffit que le
chiffre de ses unités soit 0 on 5.

Pour quun nombre soit divisible par 4 ou par 25, il faut et il
suffit que le nombre formé par ses deux premiers chiffres A droite
soit divisible par 4 ou par 25.

Le reste de la division d’un nombre par 2 ou par 5 est égal au
reste obtenu en divisant par 2 ou par 5 le chiffee de ses unités,

Le reste de la division d'un nombre par 4 ou par est égal au
veste obtenu en divisant par 4 on par 25 Ie nombre formé par ses deux
premiers chiffres de droite.

Un nombre quelconque est égal & un multiple de 9, augmenté de la
somme de ses chiffres.

Le reste de la division d'un nombre par 9 est égal an reste obtenu
en divisant par 9 la somme de ses chiffres.

Pour qunn nombre soit divisible par 9, il faut et il suffit que I
somme de ses chiffres soit divisible par 9.

T Gl R W, ¥ B ¥ X
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Un nombre quelcondgue est égal & un multiple de L1, angmenté de la
somme de ses chiffves de rang impair, et diminué de la somme de ses
chiffres de rang pair.

Le reste dela division d'un nombre par 11 est égal au reste obtenu
en divisant, par 11, I'excés de la somme de ses chiffres de rang impair
sur la somme de ses chiffres de rang pair.

Pour qu'un nombre soit divisible par 11, il faut et il suffit que lexeés
de la somme de ses chiffres de rang impair sur la somme de ses chif-
Ires de rang pair soit divisible par 11.

Un nombre premier est celui qui n'est divisible que par lui-méme
el par 'unité,

Deux ou plusicurs nombres sont dits premiers entre eus lorsqu'ils
n'ont dautre commun diviseur que Uinite.

Deux nombres premiers sont toujours premiers entre eux. De plus,
tout nombre premier qui ne divise pas un autre nombre est premier
avee celui-ci.

Tout nombre entier, autre que unité, est divisible par un nombre
premier supérieur a lunité.

La suite des nombres premiers est illimitée,

Quand deux nombres ne sont pas divisibles 'un par autre, lenr
plus grand commun diviseur est éeal au plus grand commun diviseny:

i
du plus petit d'entre cux et du reste de la division du plus grand par
le plus petit.

Tout nombre (ui en divise deux autres divise leur plus grand com-
mun diviseur,

Quand on multiplie ou quand on divise deux nombres par un fac-
teur, leur plus grand commun diviseur est multiplié ou divisé par ce
lactenr,

Deux nombres, divisés par leur plis grand commun diviseur, don-
nent des quotients premiers entre eus.

Tout nombre qui divise un produit de deux fateurs, et qui est
Premier avee I'un d'enx, divise 'autre.

Tout nombre premier qui divise un produit; divise au moins un des
facteurs de ce produit.

Les puissances de deux nombres premiers entre eux sont premidres
entre elles.

Un nombre n'est décomposable qu'en un seul systéme de facteurs pre-
Hers,

Le plus grand commun divisenr de plusieurs nombres est éeal an pro-
duit de leurs facteurs premiers communs, chacun d'eux étant pris avee
son plus petit exposant, i

Un ne echange pas le plus grand commun diviseur de deux nombres,
si 'on supprime dans l'un d'eux un facteur premier par rapport a lautre.

Le plus petit multiple de plusicurs nombres est égal au produit de
leurs facteurs premiers, eommuns ou non communs, chacun d'eux
fant pris avee son plus grand exposarnl.

Si plusieurs nombres sont premiers entre enx, denx a denx, leur
Piis petit multiple est lenr produit,
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Le plus petit multiple de plusicurs nombres est le plus grand dentre
ux, lorsiue celui-ci est divisible par tous les autres.

Le produit de deux nombres est éeal an produit de leur plus grand
commun diviseur par lenr plus petit multiple.

Si un nombre est premier avee plusiears nombres, il ést premier avee
leur produit.

Si un nombre st divisible par plusieurs nombres, premiers entre eox,
deux & deux, il esl divisible par leur produit.

T

GHAPITRE IV.

Des fractions ordinaires "]H'J—]H:_. — Réduction d'ung
plus simple ex 2

— Réduaetion de plusieurs fractions au
5). — Les quatre opérations sur les frac-

tions ordinaires {125
Des fractions.

109. Quand une grandeur est moindre que unité a la-
quelle on la comp ou, plus généralement, quand elle
n'est pas un multiple de I'unilé *, sa mesure ne peut élre ex-
primée par un nombre entier. Mais si Fon choisit une unilé
auxiliaire qui soit un sous-multiple ou une parfie aliquote de
Punité principale, et qui soit en méme temps un sous-multiple
de la grandeur proposée, on peut ¢videmment avoir la me-
sure cherehde. Cette mesure est donnée par I'ensemble de
deux nombres dont U'un, appelé dénominateur, indigue en com-
bien de parties égales l'unité a été divisée, el dont Uautre,
appelé numératewr, exprime combien la grandeur donnée ren-
ferme de ces pariies.

Par exemple, si, apres avoir divisé un metre en 10 parties
é¢gales, on Lrouve qu'une certaine longueur renferme 28 de ces
parties, on dira qu'elle est égale aux vingt-huit diziemes du
métre : son rapport avec I'unité est représenté par I'expression
)

ET\I dans laquelle 10 est le dénominateur ol 28 le numérateur.

1%

o : A e : ;
110. Toute expression, lelle que Tor A contient un nume-

On entend ici par multiple de 'unité la grandenr oblenue en répe-
tant 2, 3, 4,... fois Punité. Inversement, 'unité est mn sous-multipl
ou une partie aliguote de cette erandenr.
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rateur el un dénominalenr, est appelée fraction * : cependant
on donne plus particuliérement ¢e nom aux quantités de cette
forme dans lesquelles le numérateur est inférieur au dénomi-
nateur, parce qu’elles représentent des grandeurs moindres que
['unité. L'ensemble d'un nombre entier et d'une fraction pro-

[4

3 . 3 y &

prement dite prend le nom de nombre [ractionnairve : 3+ =
i

S

ou, plus simplement, 3= est un nombre fraclionnaire.

Le numérateur et le dénominateur sont les termes de la
fraction.

[11. Dlaprés ce qui vient d'dlre dit, pour énoncer une frac-
tion, on ¢énonce successivement lo numdérateur et le déno-
minateur, en faisant suivre celui-ci de la terminaison ééme.
Cependant, si le dénominateur de la fraclion est 2, 3 ou 4,
les parties de T'unité prennent les noms de demis, de tiers ou

a5 0] N
. . " - 2 o = L) . .
de guarts. Ainsi, les fractions =, =, = s’énoncent irois demis.
) } £
s g 3

deux tiers. frois quarts.

Propriétés fondamentales des fraclions.

112, Toule fraction, multiplice par son dénonuinaleur, re-
produtt son munerateur,

1 2 - N ) ) ' “g e
Par exemple, - X T=75. En effet, dapres la delinition,
i
| 3 2 Wi AR 5 N
=% T=1ldone = 7T=23; =3¢ T=23, etec. Uest a cause de
i i i

celle propriété fondamentale que on represente une [raction
comme une division.

113, Pour avoir Iz quotient exact de la division de dewx
nombres entiers, on ajoute aw quotient enfier une fraction qui
a pour numérateur le veste el pour dénominateur le diviseur.
En divisant 48 par 5, on trouve 9 pour quotient et 3 pour
reste. Il résulte de la et de la proposition précédente, que
SR 5

(‘J -+ ;;) . B =48 : donc 9 - = est le quotient ewact de &8
5 3

par 5 [52].

Nous ditons tonf & 'henre pourquoi 'on represente une fraction
comme wne division.
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e oo B i
114, Remarque. — La fraction —, égale au quotient exacl
3}
te 48 par 5, peut &tre remplacée par le nombre fraction-
: 3 s ; :
naire 9= -. Quand on fait une pareille transformation, on
9]
it que V'on extrait les entiers contenus dans la fraction.
115, Pour réduire un entier en fraction, on le multiplie et
on le divise par le dénominateur.
Par exemple, pour réduire le nombre & en cinquiemes, en

sixiémes, en septiemes, ete., il suffit d'observer que, par la
définition de la division,

EXD  EX6  4XT
7

uu {[l]['

116. Une fraction augmente ou diminue de valewr lovsque,
le dénominateur ne variant pas, le numérateur augmente ou
diminue. Le contraive a liew quand cest le dénominateur qui
Ldrie.

Ces deux propriétés vésultent immédiatement de la défini-
lion des fractions [109].

117, Pour multiplier une fraction par un nombre entier, on
multiplie le numeérateur par ce nombre, ou Uon divise le déno-
minateur par ce méme nombre. Le contraire pour la division.

; 2 3 $0as
1o Prenons, par exemple, la fraction i et multiplions le

. 12
numérateur par 4, ce qui nous donnera —.

le dis que ey X 4
Je dis que — =,
: 1313
‘ : S 12 3 7
En effel, les deux fractions o 13 représentent des gran-

deurs de méme espece, c'esl-a-dire des treiziemes de Punité,
’ailleurs, le numérateur 12 étant égal 4 4 fois le numéra-
feur 3, la premiére fraction renferme 4 fois autant de parties
(ue la seconde. Clest ce qu'il fallait démontrer.
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20 11 n'est pas plus difficile de prouver que

- 5 F e e, ; LS
En effet, T d'unilé est trods fois plus petit mm-{ d'unité ;

5 ; i ;
done 2 sont 3 fois plus petits que T enfin

118. Théoréme. — Une fraction ne change pas de valeur
quand ses deux termes sont multiplics ow divisés par un méme
nombre.

En multipliant les deux termes par un méme facteur, on
multiplie et on divise la fraction par ce facteur [117] : la frac-
lion n’a donc pas changé de valeur. De méme dans le cas de
la division.

Des fractions irréductibles.

119. Definition. — Une fraction irréductible est celle qui est
reduite ¢ sa plus stmple expression.

Par exemple : stirréductible, parce quiil n'exisle aucune
ar ‘exemple; estirreductible, parce qu'il n'exisle aucune
2

lraction équivalente dont les termes soient inférieurs, respec-
livement, & 8 et a 15.

120. Toute fraction irreductible a ses deux termes premiers
enitre euw.

En effet, s'ils admettaient un facleur commun, on pourrait,
en le supprimant, simplifier la fraction.

121, Théoréme, — 1° Une fraction dont les deux iermes
sont premiers enire eux est irréductible; 20 si une fraction esi
cyuivalente a une fraction irréductible, les deww termes de la
premiere sonl des équimultiples des dewx termes de la seconde,

o
e
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Soit la fraction ;—} dont les deux fermes sonl premiers

@ g et ) . o
entre eux, et soil 7 une fracltion ¢quivalente & la premiere,
2

De I'égalité

done [97] b est un multiple de 12 : L =12m; et, par suite,

a="Tm.
Cette démenstration prouve : 1° quune fraction équivalente
oyl ; : | 7
s est au moins aussi compliquée que ok 2¢ que les deux
3 )

termes de cette nouvelle fraction sont des équimultiples de 7
et de 12.

122, Probleme. — Réduire une fraction a sa plus simple
capression.

Pour résoudre cetle question, il suffit de diviser, par leur
plus grand commun diviseur, les dewa termes de la fraction.

En effet, la nouvelle fraction aura ses deux termes premiers
entre eux [96] : elle sera done irréduetible [121].

Dans Papplication de la régle, il n'est pas toujours néces-
saire de calculer le plus grand commun diviseur. 51 I'on aper-
coit quelque facteur commun aux deux termes de la fraction
donnée, on commence par le supprimer.

T 234200

9 063 450

Soit, par exemple, la fraction . Ontrouve, en sup-

primant les facteurs 10, 3, 9 :
T 2345 200 725 420 1 44 6B 4 16 076

5063450 906 345 181269 20 141"

Si Ion e¢herche ensuite le plus grand commun diviseur entre
16076 el 20 141, on oblient 1 : done la fvaction irréduelibile,

sl o fract | 5 1 16 076
wuivalente a la fraction donnee, st ——.
euivalente d Iractle 0141
|
Ll T aRAlNeT "N . VB T
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Réduction & un méme dénominateur. %
123. Soil proposé de chercher laquelle est la plus grande
: e L R
des trois fractions =, —, —,
3°19° 16

Pour résowdre cetle question, nous transformerons ces frac-
lions en d"autves qui leur soient dquivalentes, etqui aient méme
dénominateur : ¢’est I ce qulon appelle effectuer la réduction
@ un méme dénominateur. Comme une fraction ne change pas
de valeur quand ses deux termes sont multipliés par un méme
nombre [118], et qu'un produit ne change pas si I'on intervertit
Fordre de ses facteurs, nous multiplierons les dewx termes de
chaque fraction par le produil des dénominateurs des qutres
[ractions; nous lrouverons ainsi :

Au moyen de celte transformation, on voit clairement que les

Joeh 2t ;
iraclions 3 190 i sont rangées par ordre de grandeurs
: ! B : 1

croissantes.

124, Réduction au plus petit dénominateur commun,—Quand
les dénominateurs des fractions données ne sont pas premiers
entre eux, deux & deux, on peut obtenir un dénominateur com-
mun plus simple que celui qui résulte de la régle précédente.

Soient, pour fixer les idées, les fractions

24" 307

Ve 5 A8 0 14 20

727 80" 90
el proposons-nous de les transformer en d'autres que leur soien!
equivalentes, ef qui aient méme dénominateur, de facon que cr
denominatewr sost le plus petit possible.

e

Nt e ey
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Commencons par réduire & sa plus simple expression cha-
cune des fractions données; nous trouvons

87 5° 9’ k0’ 18

Le dénominateur de loute fraction équivalente a la fraclion

irréductible g est un multiple de 8 [121]; il en est de méme a

L)

I'égard des autres fractions. Donc un dénominateur commun
r;uefmnqm‘ est un multiple des dénominateurs 8, 5, 9, 40 el
185 eb, conséquemment, le ;ah.-- petit dénominateur cherché est
la plus petit multiplede ces cing nombres. On trouve [103] que
360 est ce plus petit multiple, Divisant 360 par 8, 5, 9, 40 el
18, et multipliant chaque numérateur par le quotient corres-
pondant, on a, au lieu des fractions primitives :

995 216 200 81 100
360° 360" 360 3607 360

(pérations sur les fractions ordinaires.

125. On p[’ut se proposer, sur les fractions, des opérations
analogues & celles que I'on effectue sur les nombres entiers.
Seulement, les définitions données pour ces derniéres doivent
subir quelques modifications.

Addition des fractions.

126. Nous geénéraliserons ainsi la définition donnée & I'oc-
casion des nombres entiers [24].

L'addition est une opération qui a pour but de trouver win
nombre renfermant toutes les unilés ou PARTIES D'UNITE conle-
nues dans plusieurs nombres donnés.

127, Addition de fractions ayant méme denominalewr. —
Soit at | les fracti S E_ Dapre
Soit A trouver la somme des fractions — , —el —. Dapres

‘ TRl O T
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la définition, cette somme doil renfermer tous les douziemes
d'unité contenues dans les fractions proposées : elle est done

S4+-M 47 23

12 1

1

Ainsi, pour ajouter des fractions qui onl méme dénomina~-
teur, on fait la somme des numérateurs, et on la divise par le
dénominateur commun.

128. Addition de fractions uyant des dénominateurs diffé-
rents. — On raméne ce cas au précédent, en effectuant la ré-
luction & un méme dénominateur.

Par exemple,

7B 099 T8

5 7 11 13
gt a3 180 " is0 ' 180 " 180
322 164 T

=130 90 a0

129. Addition de nombres fractionnaires. —Pour ajouler
des nombres composés dentiers et de fractions proprement
dites, on pourrait réduire les entiers en fractions ef opérer
comme dans les deux premiers cas; mais il est plus court de
faire séparément la somme des entiers et celle des fractions.
Par exemple,

el R BB i R
254 To B =24 T 5 (2545
H 3 & b 3 4
36 <1 40 - 45 21 1
=11 =i —— =106 =
L5 60 L 2

Soustraction des fractions.

130, La définition de, la soustraction, donnée ci-dessus [30].
subsiste quels que soient les nombres donnés. On conclut de 14,

et.de ce qui vient d’dtre dit a propos de 'addition, que, pour

retrancher U'une de UCautre deuw fractions ayant méme dénomi-
nateur, on relranche les numérateurs et Uon divise le vesle par
le dénominateur donne.

Si les fractions ont des dénominateurs différents, on les re-
duit d’abord a un méme dénominateur.
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Enfin, pour retrancher deux nombres fraclionnaires, on les
réduit en fractions, ou bien on fait & abord la soustraction des
[ractions proprement dites et ensuite celle des entiers.

R 17 41 6 |
Ainsi : 1° ——-—_-_——J———-,»:
12 12 1% 3

13 H 26 5] |
60 60 607

30 1896 — —
H

Multiplication des fractions.

131. Ona vu [117] que, pour multiplier une fraction par un
nombre entier, il suffit de multiplier le numérateur par cel
entier. Dans ce cas, il 'y a évidemment rien 4 changer i la
définition de la multiplication, donnée plus haut [38]. Mais, si
le multiplicateur est une fraction, celte définition n'a plus de
sens : car le nombre qui indique une collection de choses égales
est néeessairement entier [4]. On a adopté la définition sui-
vanle ;

Multiplier une grandewr par wne fraction, cest en prendre
une partie marquée par la fraction.

ddo LA
Par exemple, multiplier une pomme par =, c’est en prendre
3 g
les —.

i
132. Remarque. — Quand le multiplicatewr est une [raction

proprement dite, le produit est plus petit que le multiplicande.—
(Vest co qui résulte de la définition.

© Dans ce dernier ealenl, 22 élant plus crand (que 15, on ajoute wne

! 03, o 0 . :
unite, ou —, @ la fraction —, et, par tompensation, on ajoute 1 a
4 o 1
124 [35
N M. W BN ¥ X
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133. Multiplication d’un entier par une fraction. — Soil &

multiplier & par _T) Daprés la définition préeedente, il faut,

pour obtenir le produit cherché, prendre les '—_Jtlo i. Or,
r i £

le l: de & unités est égal & ;: d'unité [112]; done Iu;;—; de 4%

ot

s

sont Geaux i X 5, elest-a-dire ézaux a . Ainsi

S =N

; o 20
kX — =

~i] ==
I

T 7

De la, celte regle
Pour wultiplicr un entier par wie fraction, on le mulliplie
par le numérateur ef Uon divise le produit par le dénominaleur.
134. Multiplication de deuwm fractions, — Prenons pour

'i- B}
exemple - < -.
) i
| o 5 e e e
Le — du multiplicande est égal & T [1177; dong le pro-
i rh Jio Sl |

r

. i 3 i L e
duit cherché épale —— % 5=-———. EL, en général,

Forr e sl
Iy 1 |

Powr multiplier une fraction par une fraction, on divise le
produit des numérateurs par le produit des dénominateurs.

135. On peut, comme dans la mulliplication des nombres en-
tiers, considérer des produits composés de plusieurs facleurs.

Bl B ey o
Par exemple, I'expression = X = X - signifie (uapres avoll
g 4 3 b i 6 "
A ] 2 * L SRl Elle a
nmil;p.m-i par -, on doil multiplier le produil par -. Elie i
[ ] i

done pour valeur

5 3
5

) ; (s 2
Celle mdme expression, elanl les - des - de -,
i =) o

sl j||_,s|‘:|'|."|_\

(uelyuefvis une fraction de fraction.
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136. Le produit de plusieurs facteurs fractionnaives ne change
pas quand on en intervertit Uordre.

En effet,

done

2
a
137. On conclut dela etde la remarque ci-dessus [132] que,
s tous les facteurs sont des fractions proprement diles, le pro-

duit est plus petit que chacun d'eun,

138. Pour élever une fraction ¢ une puissance, on éleve les
deua termes a cetle puissance.

Par exemple,
/ >) 9 9.2 9. 9
L-'_i 3R g

139. Théoreme. — Une puissance quelconque d'une fraction
irréductible est une fraction irréductible.

Soil b une [raction irréductible, ¢'est-a-dire ayant ses deur
; . ]
lermes premiers entre eux [120]. Alors, a™ et U™ nont aucun

. g -it m { ” .
facteur commun [99]. Done (B) est irréductible [121, 1°].

Division des fractions.

140, En général, et quels que soient les nombres considérés,
lav division est une opération dans laquelle on a pour bul de
trouver (un des deux facteurs d'un produit, connaissant ce
produit ef Pautre facteur [52].

o 3 b
Proposons-nous, par exemple, de diviser g pars.
7

D'aprés la définition que nous venons de rappeler, le quotient
; b 5 i = 3 s
cherché, multiplié par -, doit reproduire . Or, multiplier un

= g 4

3 i h)
c'esl en prendre les= [131], Done les = du
: | |

£)
nombre par -,
i
cuotient égalent

= -
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Par suile.

: du quotient = : (6= = i
7 8 8 .B
ol
i".ruutien!==~l~.‘i_-—-:}’-=:—;.3.
i 8.5 5B 80

Dapres ce résultat, on voil que, pour diviser un nombre par
une fraction, on le multiplie par la fraction renversée,

141, Théoréme. — Quand on multiplie ow quand on divise
par un méme nombre un dividende et un diviseur, le quolient
ne change pas.

Cetle proposition a déja été démontrée pour le cas ot on
ne considérait que le quotient entier [65]. 11 s'agit, & présent,
de la généraliser.

1o Supposons que I'on multiplie, par un méme nombre en-
lier, le dividende et le diviseur. On aura, par exemple,

3 B 3 ) (5'1
=it ==l A3 ; =y 13 .
T (a 7

En effet, le second quotient

3.13 %o S8 el ol
T AT T W e el

20 La méme démonstration subsiste dans le cas ou I'on divi-

serait par un méme nombre entier le dividende et le diviseur.
- - 3 Y, b .

3° Supposons que le dividende gi_‘.L le diviseur 5 soient mul-

lipliés par T ce cas, évidemment, comprend celui de la di-

k= Ly 11 2 LA .

vision. De plus multiplier par & revient & diviser par 9 et a

multiplier par 11 : done, par ce qui vient d'étre démontré,

G5 E -G @0t
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Résume,

Quand une grandeur west pas un multiple delunité, sa mesure est
donnée par l'ensemble de deux nombres dont 'un, appelé
teur, indique en combien de parties égales 1ur its o ek
dont l'autre, appelé numérateur, exprime combien la grandeur rlnnm 30
renferme de ces parlies.

Toute expression qui contient mn numeérateur et un dénominateur
est appelée fraction.

L'ensemble d'un nombre entier el d'une fraction proprement dite
prend le nom de nombre fractionnaire.

Le numérateur et le dénominateur sont les fermes de la fraction.

— Toute fraction, multipliée par son dénominateur, reproduit son numé-
rateur.

Pour avoir le quotient exact de la division de deux nombres entiers,
on ajoute, au quotient entier, une fraction qui a pour numérateur le
reste, et ponr dénominateur le diviseur.

Pour réduire an entier en fraction, on le multiplie et on le divise
par le dénominateur.

Une fraction augmente on diminue de valeur lorsque , le dénomina-
teur me variant pas, le numérateur augmente on diminue. Le con-
traire a lieu quand c'est le dénominateur qui varie.

Pour multiplier une fraction par un nombre entier, on multiplie le
numérateur par ce nombre, ou l'on divise le dénominateur par ce
méme nombre. Le contraire pour la division.

Une fraction ne change pas de valenr quand ses denx termes sont
multipliés ou divisés par un méme nombre.

Une fraction irréduetible est celle qui cst réduite @ sa plus simple
expression,

Toute fraction irvéductible a ses denx fermes premiers entre eux.

Une fraction dont les deux termes sont premigrs enlre eux esl
tereductible.

Si une fraction st ¢quivalente d une fraction irréductible , les deux
termes de la premiere sont des équimultiples des denx termes de la se-
conde.

Pour réduire ume fraction & sa plus simple
denx termes par leur plus grand commun ur.

Pour elfectner la éduction de plusie ons i un meme déno-
minateur, on pent multiplier les denx te l]Ill'si]Plh;ll]IiL‘ fraction par le
produit des dénominateurs des autees fractions.

Plusicurs [ractions élant données, les transformer en d'autees quoi
leur soient équivalentes et qui aient méme dénominateur, de fagon que
ce dénominatenr soit le plus petit possible : on réduit chacune des
fractions & sa plus simple expression, aprés quoi l'on cherche le plus
petit multiple des nouveaux dénominateurs; ce plus petit multiple est fe
plus petit dénominateny commun cherché.

xpression , on divise ses
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Pour ajouter des fractions qui ont méme dénominatenr, on fail la
somme des numératenrs, ¢t on la divise par le dénominateur commun.

Pour ajouter des f ons ayant des dénominateurs différents, on
raméne ve cas an précédent, en effectunant la réduction & un méme
dénominateur.

Pour ajouter des nombres composés d'enticrs ef de fractions pro-
prement dites, on peut faire, séparément, la somme des entiers et celle
des fractions.

Pour retrancher I'une de 'autre deux fractions ayant méme dénomi-
nateur, on retranche les numératenrs et 'on divise le reste par le dé-
nominateur donné.

Siles fractions ont des dénominateurs différents, on les réduit d'a-
bord & un méme dénominateur.

Panr refranchier deux nombres fractionnaives, on les réduit en frac-
tions, ou bien on fail d'abord la soustraction des fractions proprement
dites, el ensuite celle des entiers.

Multiplier une grandeur par mnefraction, c'esten prendre une partie
marquée par la fraetion.

Pour multiplier un entier par une fraction; on le mulliplie par le
numeérateur et on divise le produit par le dénominateur.

Pour multiplier une lml tion par une fraction, on divise le produit des
numératears par le produit des dénominateur:

Le produit de plusieurs Izu‘h:n:n fractionnaires ne change pas (uand
on en intervertit Fordree.

Pour élever une fraction & une pui
i celte puissance.

Une puissance queleongue dune fraction irréductible est une frac-
tion: irréduetible.

Pour diviser un nombre par une fraction, on le multiplie par la
[raction renversie.

(Quand on multiplie on quand on divise, par un méme nombre, 1
dividende el un diviseur, le quotient ne change pas.

wled

nee, on éléve les deux termes

— g

i e
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GHAPITRE V.

Nombres décimaux (142-171). — Opérations (154-161). — Conversion
d'une fraction ordinaire en fraction décimale (168). — Cas ou le
quotient est périodique (169-171).

Préliminaires.

142, On appelle fraction décimale celle qui a pour dénomi-
3 7 53 b ;
nateur une puissance de 10 : —, —, —— sonl des fractions
10° 1007 1000

décimales.

Puisqu'une fraction décimale exprime nécessairement des
dixziémes, des centiémes, des milliémes,... de I'unité, on peul
sous-entendre le dénominateur el se contenter d'éerire le nu-
mératenr. I suffit, pour appliquer cette idée, détendre la
convention sur laquelle est basée la numération écrite, con-
vention en vertude laquelle tout chiffre, placé a la droite d'un
autre, represente des unités dicc fois plus pelites que celles qui
sont yeprésentées par cet autre chiffre [20], On admel dont
quun chiffre placé 4 la droite du chiffre des unitds simples
représente des dixiemes, qu'un chiffre placé a la droite du
chiffre des dixiémes représente des centiémes, et ainsi de
suite. Seulement, pour éviter toute confusion, on place une
virgule entre le chiffre des unités et le chiffre des dixiemes.
En outre, on remplace par des zéros les unités manquantes,
absolument comme si le nombre proposé était entier.

D’aprés ces conventions, les fractions —I-., i -—J—. con-

107 100" 1000
sidérées ci-dessus, seront représentées par 0,7, 0,53, 0,004 *#,

143. Les chiffres i droite de la virgule sont appelds chiffres
décimaua ou, plus simplement, décimales,

* La premiére fraction et la troisitme n'offrent aucune difficulte.
(Juant a la deuxieme, on peut observer que

53 50l i3 & 81
00 T00 "Too 10" fon’

donc cette fraction, mise sous forme décimale, devient 0,5,

W SaleATNT M o W W, ¥ &
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I44. Probleéme 1. — Ecrire un nombre décimal énoncé. —

Nous venons de résoudre cetle question dans quelques cas

simples. Pour considérer un cas plus complicqué, proposons-
neus d'éerire, sous forme décimale, la fraction

trente-deuw mille cing cent soixante-quatre cent-millioniémes

32 564
100 000 0007

Cetle fraction équivant & 32 564 unités du huitiéme ordre déci-
mal; done le chiffre &, qui termine le numérateur, doit occuper
le huitiéme rang apreés la virgule : comme ce numérateur n’a
que cing chiffres, nous placerons trofs zéros 4 sa gauche ; nous
mettrons encore un zéro a la place des unités simples, ef nous
obtiendrons enfin
: 32 564
0,000 325 64 = ——-—.

100000 000

En général, pour écrire une fraction décimale énoncée, on
derit d'abord le numérateur; puis on sépare sur la droite de
celui-ci, par une virgule, autant de chiffres que Uindique ex-
posant de la puissance de 10 égale au dénominateur.

145. Remarque.— Le dénominateur d'une fraction déeimale
quelconque est égal a une puissance de 10 ayant pour exposani
le nombre des chiffres placés aprés la virgule.

146. Remargue.— Quelquefois, aulieu d'énoncer le numé-
rateur et le dénominateur de la fraction donnée, on décompose
celle-ci en milliemes, millioniemes, billioniémes, efc. Dans ce
cas, il suffit d’appliquer la régle précédente & chacune des par-
lies de cette fraction. Par exemple, le nombre frois cent vingl-
sept milliémes, cing cent quatre millioniémes, treize billionié-
mes, est représenté par 0,327 504 013,

147, Probleme II. — Enoncer un nombre décimal éerit.

D’aprés ce qui vient d’étre dit, on peut, pour résoudre cette
question :

Enoncer le nombre donné, sans avoir égard d la virgule, el
énoncer ensuite Uespéce des unités représentées par la dernicre
décimale de ce nombre.

’espece des unités représentées par un chiffre décimal ré-
sulte de la régle suivante, analogue a celle du ne 20:
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Dans tout nombre décimal, le vang d'un chiffre, a parlir
de la virgule, indigue Vordre des unités représentées par ce
chiffre.

Par I'application de ces deux regles, on trouve que les nom-
bres décimaux

0,004, 32568, 0,327 504013
doivent élre lus ainsi :

& milllicmes, 32 568 centicmes, 227 50% 013 billjoniémes.

148. Remarque. — Le nombre 325,68, plus grand que
I'unité, pent éfre énoncé de ces deux maniéres :

32 568 centidmes, ou 325 uniteés 68 cenfidmes.

149. Mmemarque.—Au lieu d’applicquer la premiere régle, on
peut, quand le nombre décimal renferme beaucoup de chiffres, le
décomposer, a partir de la virgule, en tranches de trois chiffres,
et énoncer successivement les fractions représentées par ces di-
verses tranches. Par exemple, la fraction 0,327 504 013 peul
Abre ainsi énoncée :

3927 milliemes, 504 millioniémes, 13 billioniémes.

Cette modification résulle de ce qui a été dit ci-dessus [146].
Au reste, aprés avoir décomposé le nombre décimal en tran-
ches de trois chiffres, on se contente souvent d'énoncer chagque
tranche comme si elle représentait un nombre entier, et I'on
néglige les dénominateurs.

150. Un nombre décimal ne change pas de valewr quand on
éerit un ow plusieurs zéros da sa droile.

En effet, la fraction décimale 0,3700 pourrait étre lue ainsi :
37 centiémes, 0 milliéme, 0 dic-milliéme : done elle équivaul
20,37,

151. Pour multiplier ow pour diviser un nombre déeimal par
10, par 100, par 1 000, ..... on avance la virgule, vers la droite
ouvers la guuche, del, 2, 3,..; rangs.

Par exemple, 2,784 53 > 100 = 278,453

Pour le faire voir, observons qu'en avangant la virgule de
deux rangs vers la droite, nous avens transformeé les 2 unit:'s
simples en 2 centwines, 103 7 dimifmes en 7 dizaines, ete. ;
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¢'eat-ia~dire que les parties du second nombre sonl, respeclive-
ment, 100 fois aussi grandes que les parties du premier : le
second nombre est done égal a 100 fois le premier,

152, Pour réduirve a un méme dénominatewr deux fractions
décimales , il suffit de les réluire a un méme nombre de chif-
[res, en ajoutant des zéros ¢ la droile de U'une d'elles.

Soient les deux fraclions 0,731 et 0,084 53 : si 'on ajoute
deux zéros a la droite de la premiére, on n'en change pas la
valeur [150]; mais alorz les deux fractions avant chacune cing
chiffres a droite de la virgule, le dénominateur de 'une et de
I"autre est 10° [145].

153. Remarque.— La grandeur d'une fraction décimale dé-
pend principalement du vang et de la grandeur de son premier
chiffre significatif.

Par exemple, des deux fractions

0,027, 0,009 84,

la premiére est la plus grande.
En effet,
27 2700

o LSS A 0
002 = 000 100 000

984
0,00984 =————.
100 000

Addition et soustraction des nombres décimaux.

154, Les raisonnements dont nous avons fait usage & propos
des nombres entiers et des fractions erdinaires prouvent que,
pour ajouter ow pour retrancher des nombres déctmauz, il suffit
d'observer les régles de Uaddition ou de la soustraction des nom-
bres entiers : les zéros qu'on derirail pour effectuer la véduction a
un méme dénominateur sont nutiles.

Les additions et les soustractions ci-jointes peuvent servir &
démontrer cette régle ;

7,045 2 0,374 2,728 648 2 004
-+ 0,083 10,037 4 — 1,983 — 1,872 43
~4-0,000719 0,003 Tk
- 0,923 & = 0,000 374
i

0,745 648 0,131 57
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155. 1l est essentiel de savoir effectuer, & la fois , des addi-
tions et des soustractions. Voici un exemple de ce genre d’o-
pération :

0,235 438
+ 0,745 2
+ 0,914 32
— 10,4899
— 0,672 854

0,732 204

Multiplication des nombres décimaux.

456. Soit a multiplier 7,254 par 0,78.
En mettant ces deux nombres sous forme de fractions ordi-
naires, nous aurons
To8E 8 7954 .78

000" 100 1000.100

Le produit de 7 254 par 78 est 565 812, Pour diviser ce pro-
duit par 1 000 . 100, on peut d’abord [66]le diviser par 100, ce
(ui donne 5 658,12, puis diviser ce dernier nombre par 1 000 :
on a ainsi, pour le produil cherché, 5,658 12.

Done, pour oblenir le produit de deuw nombres décimaux, on
les multiplie sans avoir égard awe virgules, et U'on séparve, sur
la droite du produit, autant de décimales qu'il y en a, en tout,
dans les deux facteurs donnés.

Le calcul se dispose de la maniére suivante -

7,254

0,78

58032
50778

Produil : H,65812

Division des nombres décimanx.

157. La division des nombres déeimaux présente trois cas,
([ue¢ Nous examinerons successivement.

158. Premier cas. Le dividende et le diviseur ont méme
nombre de décimales.

e ATNET WP, ¥ . B &
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Soit 37,254 a diviser par 0,987.
Si nous multiplions ces deux nombres par 1 000, le quotient
ne sera pas alléré [141). Effectuant, on trouve

La partie entiére de ce nombre, c’esl-a-dire 37, est donc, a
moins d'une unité, le quotient de 37,254 par 0,987.

En résumé, quand le dividende et le diviseur ont le méme
nombre de décimales, on fait la division sans avoir égard aux
virgules.

159, Deuxieme cas. Il y a plus de décimales dans le di-
viseur que dans le dividende.

On rameéne ce cas au préeédent, en complétant, par des
zeros, le nombre des décimales du dividende,

.. 37,2 37,200 37 200
Ainsi, —— = — e S0
0,987 0,987 987 :

160. Troisiéme cas. Il y a plus de décimales dans le di-
vidende que dans le diviseur,

On pourrail encore ramener ce cas au premier; mais les
z6ros placés & la droite du diviseur ne feraient que compliquer
le caleul, Il vaut mieux faire la division sans avoir égard auw
virgules, et séparer, sur la droite du quotient, autant de déci-
males quil y en avait de plus dans le dividende que dans le di-
viseur. De cette maniére, le résultat, au lien d'étre approché
seulement a moing d’'une unité, différe, du quotient exact,
de moins de 0,1, 0,01, 0,001,...., suivant que le dividende
contient 1, 2, 3,... décimales de plus que le diviseur.

Toul cela est facile & démontrer. Soit, pour fixer les idées.
37,254 68 4 diviser par 0,987.

Le quotient exact est

3725 468 987
100 000~ 1000
3125 468 . 3T25 468 37725 468
= BT = ———=—x—— : 1.
100 100 , 987 987

Si done nous cherchons le quolient entier de 3725468 par
987, el si nous le divisons par 100, la différence entre le nom-

3

a4
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bre 37,74, ainsi oblenu, et le quolient exact, sera inlérieure
a 0,01, Voici le caleul :

37,25k 68 i 0,987

Lo L 5 )

i bid a= =7
Rt 3T
1356

FE oG
E

It:
Reste 0,005 30

161. Le procédé qui vient d'étre indiqué permet d’obtenir,
avec une approximation décimale donnée, le quotient de deux
nombres guelconques, entiers ou accompagnés de décimales.

Supposons que,l'on veuille ealeuler, & moins de 0,0001, le
quotient de 17,37 par 0,867. Ajoutons, ala droite du divi-
dende, assez de zéros pour que c¢e nombre ait & décimales de
plus que le diviseur : nous obtiendrons 17,370 000 0. Ce nou-

i veau dividende, divisé par 0,897, conformément a la régle ci-
dessus, donne le nombre 19,3645, dont la différence, avec le
quotient exact de 17,37 par 0,897, est moindre ¢ue 0,000 1.

Des erreurs relatives.

162. L'erveur absolue, dans une mesure ou dans un caleul,
est parfois moins importante & considérer que Uerreur relative,
¢'est-d-dire le rapport entre Uervewr absolue et la grandewr me-
surée ou caleulée, Par exemple, une erreur absolue de | centi-
métre, sur une longueur de 100 metres, est ordinairement
négligeable ; mais elle serait réputée énorme si la longueur a
1’ mesurer ¢fait de 1 centimétre. Dans le premier cag, I'erreur

: | : . ;
relative est ———: dans Uautre, elle ezt édeale i 1.
100 000

163. Le calcul des approwimations relatives se ramene Lres-
aisément a celui des approximations absolues. 8i, par exemple,

e

on demande de calculer un certain nombre, & moins de

m S S =

100
sa valeur, et que cette valeur soit comprise entre 0,001 et 0,000 1
d’unité, il suffiva d’effectuer le calcul de maniére a ne pas né-
I
1 000 000

-—

d'unité.

gliger

164. Dans le cas ou les données d'une question, au lieu
d'dtre connues exactement, ne sont qu'approchees, il peut étre
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utile de comparer Uevreur relative du vésullal aux erveurs rela-
tives des données. Dans le caz de la multiplication ou de la divi-
sion, cetle comparaison repose sur les principes suivants :

165. Theoreme L—Si les deuw factenrs d'un produil ont élé
calculés van pEFAUT, Uerreur velalive du produil est eomprise
entre la sommeet la différence des evreurs velatives des facteurs.

Soient, en effef, A la valeur exacte du premier facteur, A’
sa valeur approchée, el a lerreur relative correspondante.
Nous pourrons ¢crire

Al= A (I —q).

Le second lacteur donne, semblablement.
B'=B (i —b).
Par suile, erreur absolue AB— A'B' = AB {a -|- b —ab), el

AB—A'B

lerreur relative ¢ = — —a-+b—ab,

AR
Al

Or,

1 at+b—ab <a--b;
LAY —|l— b—ab=a=10h;

car ceble seconde inégalité équivaut s : b(2 —a) = 0.

166. Theoréme I — Si le dividende a été caleulé par dé-
faut, et le diviseur caleuld par exces, Fervewr relative du (fuo-
lient est moindre que la somnie des erreurs relatives du dividende
of du diviseur,

. A
Représentons par ¢ le quotient exact —, et par ¢ le quo-

B et B
lient approcht —=—- —
oI B BU+0)
lives du dividende et du diviseur. Lerreur relative du quotient

Pt

a ¢t b étant les erreurs rela-

167. Application. — Délerminer, a moins de 0,001 de sa
vileuy, le flrrhlf."(’.irf de

A= 256873, 275 763

Jiy i 65 092 643 T8,
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L'erreur e sera inférieure a 0,001, si 'on prend a < 000"
! b= —.
2000
Or,
—_ > 100 B_ o 0,03;
2 000 { SI000F N
on peut donc prendre, pour valeurs approchées de A et de B,
A= 256 800, B = 65,1.
! Le quotient de ces deux nombres est ¢' = 3 944,... Cetle
valeur, plus petite que le quotient exact g, surpasse certai-
nement les 0,999 de ce quotient; done clle satisfait ala ques-
il l1omn *,
Réduetion des fractions ordinaires en fraclions décimales.
168. Réduire une fraction ordinaive en fraction décimale,
¢’est chercher une fraction décimale qui soit équivalente a la
| fraction donnée, ou qui en differe de moins de 0,1, 0,01,
‘| 0,001.... La solution de celte question a ét¢ donnée ci-dessus
[161].
2 AR i
Si, par exemple, on veut réduire 3 en décimales, on trou-
vera, par le caleul ci-joint, que les fractions 0,6,0,61,0,615,...,
different, de moins en moins, de o
! 80 | 13
i 920 T S
or i 0,615 384 6....
i 10 !
| 50
{ 100
] 60
b 80
* Le quotient exact est
=23 946.2,....
I Ainsi, g est approché & moins de 3 unités.
L
1 |
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169. Théorveme. — Pour qu'une fraction ordinaire (réduite

4 sa plus simple expression) soit exactement réduciible en de-

cimales, Tl faut et il suffit que son dénominatevr ne conlienne
aucun facteur premier différent de 2 ow de 5.

o i 17

1o Soit la fraction —— = —
8000 2%
nous multiplions les deux termes par 3%, le dénominateur de-
viendra égal a 10°, Done L—-: " ‘
E: : - 8000 10°

proposée est réductible en décimales.
De plus, & cause du dénominateur 10°, on voit que : le nom-
bre des chiffres aprés la virgule, dans la fraction décimale équi-
valente a la fraction donnée, est égal au plus grand des expo-
sants des facteurs premiers duw dénominateur donné. Le calcul

donne, effectivement,

Comme 10=2, 5, si

Ainsi, la [raction

e 0.002 125
Bgon. - e

: Ll : 17 =
2° Supposons que la fraction irréductible 3500 dont le dé-

nominateur est divizible par 3, soit équivalente i une fraction
décimale, a 0,007 23 par exemple.
Nous aurions

123
=
24

00 1000007

i

done 100 000=10°= 2°, 5% serail un multiple de 2 £00 [120],
et conséquemment un multiple de 3 ; ce quiest impossible [1007.

170. Fractions décimales periodiques. — Si I'on essaye de
réduire en décimales une fraction dont le dénominateur ad-
mette un facteur premier différent de 2 et de 5, aucune des
divisions partielles ne se fera exaclement. Dailleurs, chacun
des restes est inférieur au dénominateur. Done, d'aprés un
nombre d’opérations tout au plus égal a4 ce dénominateur di-
minué d'une unité, on retombera sur un veste déja obtenu. Ce
reste, suivi d'un zéro, donnera un dividende et un quolienl
partiels déja obtenus; et ainsi de suite. On voit done que fes
vestes se reprodutront périodiguement, et qu'il en sera de méme
pour les chiffres du quotient. En d’autres lermes, loute fraction
non exactement reductible en deécimales donne licw a une frac-
tion décimale périodique.

7

T

e




36 ARITHMETIQUE,

8 7y e v oy ¥ .
L4 fraction T consideéree ci-dessus, nous a donne la frac-
3

tion périodique 0,615 384 615 384..... De méme, si Pon réduil
2 17 .
en décimales ——, on trouve 0,007 083 33.....
2 400

La premiere fraction déeimale, dans laguelle la période com-
mence inmédiatement aprés la virgule, est dile périodique
simple; auire est une fraction périodique mixte,

171, Probleme.— Trouver la fraction ordinaire, ginératrice
d'une fraction périvdique donnde.

On donne le nom de fraction génératrice & la fraction or-
dinaire qui, réduile en décimales, reproduirait une fraction

8

périodique donnée. Dans les deux exemples précédents, o

el sonl les généralrices de

9 £00
0,615 384615 384..... el.de 0,007 083 33.....

Cela posé, proposons-nous, en premier lieu, de lrouver la
géntratrice de la fraction périvdique simple 0,254 255 254.....
Pour résoudre celte question, nous remarguerons d'abord
que les fraclions
1 1 I

% g9’ 999'""”
conduisent aux fraclions périodiques

0000, 0,010 104..., 0,001 001 001,.., ele,

Parsuile, une fraction double. triple..., de '%. donnerait une
b &
jode double, triple,.... de 0,001 001 ...; el enlin ‘"IT‘} réduile
en déeimales, conduirail a la fraction périodique proposée.
Aingi, la fraction gendratrice d'une fraction periodique simpli
@ pour nwmérateur la période, et pour dénominateur wie nombre
formeé dautant de 9 qu'ily a de chiffres dans la période.
Soit, actuelement, la fraction periodigue micte 0, 27254254
On peut la mettre sous la forme

0,27 4 0,00 254 254... -
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La fraction périodique simple 0,254 254.... équivaut * a

599" Done la proposcée

27 254 27.999 4+ 254 27000 —27--254
100 " 99900 99 900 e 99 900

Ce résultal peut ¢tre énoncé en ces termes : La génératrice
d'une fraction périodique mizle a pour numératewr l'ensemble
de la partie non périodique et de la période, moins la partie non
péviadique, ef pour dénominateur un nombre formé d'autant de
9 quil y a de chiffres dans la période, suivis d'autant de zéros
qu'il y a de chiffres dans la partie non péviodique **.

Aesume.

Une fraction décimale est eelle qui a pour dénominateur une puis-
sance de 10.

Pour éevice une {raction décimale énoneée, on éerit d'abord son
mmmdérateur, puis on separe sur la droite de celui-ei, par une virgule,
autant de ehiffres que Pindique Texposant de la puissance de 10 égale
i dénominatenr.

On énonce un nombre décimal donné

ard i la virgule,
el l'on énonee ensuite Pespiee des unités représentées par la dernitre
decimale de ce nombre.

Un nombre déeimal ne change pas de valenr quand on éexit un ou
plusieurs zé sa droife.

Pour multiplice ou pour diviser un nombre décimal par 10, par 100,
par [000...., on avanee la virgule, vers la droite ou vers la gauche, de
1,2, 3,... rangs

Pour rédui un meéme dénominatenr deux fractions déeimales
suffit de les réduire it un meéme nombre de chiffres, en ajoutant des zé-
ros i la droite de P'une d'elles.

La grandeur d'une [raction décimale dépend principalement du rane
¢l dela grandeur de son premier chifive significatif,

Pour ajouter ou  pour retrancher des nombres décimaux, d suffit
d'observer les réeles de l'addition on de la soustraction des :
entiers.

8ANS Avoir fu

05

" Nous admeltons cette équivalence, alin dabreeger.
* Le lecteur qui voudrait sortir des limites du Programme pourr
consulter une Note sur les Fractions décimales périodiques, msé
i ome 19 des Nowcelles Annales de J,lf_fjf,riL'-Jrir_ffl.r{IJ;

s TS
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Pour obtenir le produit de denx nombres décimaux, on les mulliplie
sans avoirégard aux virgules, et I'on sépare, sur la droite du produit,
autant de déeimales qu'il y en avait, en tout, dans les deux facteurs
donné

Sile dividende et le diviseur ont méme nombre de décimales, on
fait 1a division sans avoir égard anx virguoles.

5%l ¥ a plus de décimales dans le diviseur que dans le dividende, on
ramene ce cas au préeédent, en complétant par des zéros le nombre
des décimales du dividende.

Sl y a plus de décimales dans le dividende que dans le diviseur, on
fait la division sans avoir ril aux virgules, et I'on sépare, sur la droite
du quotient, antant de décimales quil y en avait de plus dans le divi-
dende que dans le diviseor.

L'erreur absolue, dans une mesuve ou dans un ealeul, peut parfois
élre moins importante i considérer que 'erreur relative, c'est-i-dire
le :':lppr)l'f entre l'erreur absolue et l: ndeur mesurée ou caleulée.

Le caleul des approzimations relatives se ramene (rés-aisément i
e |||| des approcimations absolues.
i les deux facteurs d'un produit out été calenlés par défaut , 'er-
reur relative du produit est comprise entre la somme et la différence
des erreurs relatives des factenrs.

Sile dividende a été caleulé par défaut, et le diviseur caleulé par
exces, lerrenr relative du quotient est moindre que la somme des
erreurs relatives du dividende et du diviseur.

Réduire une fraction ordinaive en fraction décimale, ¢'est chercher
une fraction décimale qui soit équivalente & la fraction donnée, on «ui
en différe de moins de 0,1, 0,01, 0,001,...

Pour résoudre cette question, on divise le numérateur par le dé-
nominateur, en appliquant les régles de la division des nombres (
manx.

Pour qn'une fraction ordinaire (ramenée 4 sa plus simple expression)
soil exacternent réductible en décimales , il faut et il suffit que son
dénominateur ne contiecnne aucun facteur premier différent de 2 ou
de 5.

Toute fraction, non exactement réductible en déeimales, donne lien A
une fraction décimale périodigque.

La fraction génératrice d'une fration périodiquesimple donnée a pour
numérateur la Période, et pour dénominateur un nombre formé d'an-
tant de 9 quil y a de chiffres dans la période.

La gentratrice d'une fraction périodique mixte a pour numérateur
Iensemble de Ja partie non péviodique et de la période, moins la par-
lie non périodique, el pour dénominatesr un nombre formé dautant
de 9 quil y a de chiffres dans la période, suivis d'autant de zéros qu'il
v a de chilfres dans la partie non périodique,
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(GHAPITRE VI.

Systeme métrique (172-182). — Rapports des anciennes mesures aux
mesures légales (183-184). — Exerciees (185).

Systéme méfrique.

172. Les relations enfre les habitants d’une méme contrée
exigent impérieusemenl qu’on y fasse partout usage des mémes
mesures de longueur, de capacité, de poids, ete., aussi bien
que des mémes monnaies. Au lieu de cette uniformité, on ne
voyait en France, avanl 1789, que la plus déplorable confu-
sion : les noms et les grandeurs des diverses unités variaient,
non-seulement de provinee a province, mais méme de com-
mune & commune. L’Assemblée constiluante, par un décret
du 8 mai 1790, nomma une commission, qu'elle chargea de
préparer les bases d'un systéme de poids et mesures.

Méchain et Delambre, membres de cette commission , mesu-
rérent l'are du méridien de Paris, qui s'étend de Dunkerque a
Barcelone; mais, & la suite des événements politiques, leurs
travaux furent interrompus. Plus tard, la Convention établit
un mefre provisoire, trés-peu différent de celui qui est en
ugage aujourd’hui. Enfin, le 22 juin 1799, la commission gé-
nérale des Poids et Mesures présentait an Corps legislalif le
résumé de ses travaux, ainsi que les protolypes du méfre el
du Lilogramme, lesquels furent déposés dans les archives de
la république. Cependant le systéme métrique ne devint obli-
galoire qu’a dater du 2 novembre 1802,

Ce systéme, admirable de simplicité, contrariait d’anciens
usages. Au lieu de laisser au temps le soin de les faire ou-
blier, on eut la déplorable idée de créer un systéme miwte,
et un déeret impérial, du 12 février 1812, établit un pied mé-
frique, un boisseaw métrique, une livre mélrique, ete. Cet étal
de choses dura jusquien 1837. Ce fut alors que la loi du
i juillet, votée sur le rapport de M. Mathieu, interdit absolu-
ment les anciennes mesures et les unciennes dénominations.

173. Unité fondamentale. — Lunité fondamentale esi e
METRE ; cest la diz-millioniéme partie de la distance du pdle

ey sy RSy T
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a U'équalewr, mesurde swr le mérvidien de Paris®. Ls mélve est
Funité de longueur, et il a servi 4 former les unilés de capa-
cilé, de poids, ele.

V74, Unitds de surface. — Pour les surfaces d'une médioere
étendue, P'unilé employée est le méfre ecarrd, ¢ est-i-dire un
carré dont le eofé éeale fm,

L'unité des mesures agraires est Uare : cest un carré dont le
chié égale 10™, Un are vaul 100 métres carrds **,

175, Unité de capacité ou de volume. — Lunilé de mesure
pour les liquides est le litre : ¢'est un cube dont aréte égale
Om, 4,

Quand il s'agit d'évaluer des matériaux, des lerres, ele., on
prend pour unilé le métre cube. Le métre enl porte le nom de

stere, lorsqu'il est employé & mesurer le hois de chauffage.

176, Unité de poids. — Celte unilé se nomme gramane : ¢'est
(e poids d’un centiméire ¢

=

‘eau distillée, pesée dans le vide,
@ la température qui corvespund awmavimum de densité,

Cetle définition exige quelques explications :

1¢ Comme nous le verrons toul i 'heure, le centimotre cube
a pour aréte Om 01

2 On a pris pour unité le poids d'un certain volume deai
distitlée, parce que 'eau esl (rés-répandue dans la nature. ol
surtout paree que U'eaw distillée a la wménme composition par-
toul ; -

3° On a di ramener lo poids observé @ co qu'il serait dans
le vide, & cause de la perle de poids due 2 la pression atmo-
sphérique ;

4 Un méme poids d’'eau n‘occupe pas lo méme volume i
loutes les températures. A 4° cnviron, ce volume est le plus
pelit possible 4+,

Diaprés la mesure faite par Méehain el Delambre, Ta dis

] 1 née do
ir le méridien de Parvis el rameni

pole & I'équateur, mesurée ie au ni-
vean des mers, serait de 5130 740 toises du Pérow. Plus tard, on a
i L Ton a trouvé que Ta distance dont il s'agil
9 131 180 toi le eorrection n'a rien chan
‘lalon. qu reste fixé a Or, 513 0740,

La toise du Péron porte ce nom parce qu'elle avait servi dans la me-
sure dun degré du mévidien faite an Pérou par Gaodin, La Condamine
el Bouguer, en 1734, (Yovez la Cosmographie.

Vovez 1o Géomdtrie.

“F Yovez la Physiogie.
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177, Unité de monnaie. — L unité de monnaie est le franc :

cesb une picee quipese 5 grammes et qui doit contenir 0,900

(Pargent et 0,100 de cuivie. Comme il est difficile que le fitre

de I'alliage monétaire coit rigoureusement 0,900, on accorde
une tolérance de 0,002, en plus ou en moins.

178. Multiples et sous-multiples des diverses unités. — Ces
multiples et ces sous-multiples sont formés d'aprés la loi de la
numération décimale, ¢’est-a-dire qu'ils sont ézaux i unitd,
multipli¢e ou divisée par 10, 100, 1 000, 10 000.

Les noms des multiples sont formés, en général, du nom de
Punité, que 'on fait précéder des mots grees : déea, heclo, Lilo,
myrida.

Pour désigner les sous-multiples, on emploie encore le nom
de I'unité, précédé de P'un des mots lating : déci, centi, milli,
dizc-milli. Par exemple :

| décamélre = |0 métres,
I heetometre =100 meétres =0 décametres,
1 kilométre = | 000 melres = 10 hectométres,
| myriamétre =10 000 métres == 10 kilométres,
1 déeimetre = (jin7H]
Sy 1 ok
| centimelre = (m, 0] = de décimeétre
i . |
I millimetre = (m 001 B

- (le centimeétre,
10 !

dix-millimétre = 0m,0001 T de millimeétre,
(

179, Multiples el sous-mulliples en usage. — La régle qui
sert a nommer les multiples et les sous-multiples est sujette i

diverses exceptions, que nous allons indiquer.

1o Au lieu de diz-millimétre, expression qui donnerait lieu
a4 une équivogue, on dib : o demillimélre; et pour représenter
cette petite longueur, on éerit 0™, 1.

20 On fait usage de I'hectare et du centiare. Les autres mul-
tiples ou sous-multiples de 'are ne sont pas employés.

3° Les expressions décamétre cube, hectométre cube, etc., ne
sont guére usitées. On aime mieux dire :

1 000 metres eubes,
1 000 000 de metres cubes *, ete.

* 1l n'est pas inutile de faive observer que le décamétre cube vaut
000 méfres cubes, ef non pas 10 mitres cubes. De méme, | déei-
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i Le décalitre, Uhectolitre, le décilitre, le centilitre, sont fort
cmployés. Il w'en est pas de méme pour les autres multiples
ou sous-multiples du litre.

3° Les noms des monnaies, formés conformément A la récle
ci~dessus, ont ¢té absolument rejelés : les dénominations dé-
cime el centime remplacent celles de décifranc et de centi-
franc.

180. Mesures itinéraires. — Quand il s'agit de grandes lon-
gueurs, le metre devenant une trop petite unilé, on compte
en kilomeétres ou méme en myriametres. Ainsi, Ton dit - la
distance de Paris & Bordeaux est de 558 lilométres ; la distance
du pole & I'équaleur égale 1 000 myriamétres.

181. Monnaie. — La régle qui sert & former les multiples
ou les sous-multiples des unités principales [178] a été appli-
(uée aux monnaics; ainsi, les multiples et les sous-multiples
principaux du frane sont : la piece de dix francs, 1a pidce de
cenl francs, la piece de un décime et la pidce de un centime
[179, 5°]. D'un autre coté, le nombre 10, base de notre 8ys-
téme de numération, admettant les diviseurs 2 ol 5, 0n & con-
plété la série des monnaies en prenant le Fetle Lde 10f, de
100%, de 4 et de 0F,1; ce qui a donné B0, 20f, &f. of 50¢; 20¢,
¢ et 20, Le tableau de la page 74, extrail de I'Annuaire du
Sureaw des longitudes, donne la composition, le poids et le mo-
dule de ces diverses monnaies, dont le fitre esl COMPris entre
0,898 et 0,902 [177].

182. Remarque. — Il est bon de se rappeler les valeurs
suivantes :

1o 1 centiare = 1 meétre carré ;

2° | litre d’eau distillée pose 1 kilogramme ;

4 200 francs, en argent, pesent 1 kilogramme ;

k* 27 piéees de 5 franes, placées bout a bout, forment la
longueur du métre ;

50 155 picces de 20 francs posent 1 kilogramme et valent
3 100 francs *.

métre carrd= 0" 01 n'est pas la. méme chose quun diziéme de métre
carré. Enfin, cest a tort que les architectes, les avouss, les notaires,
et presque toutes les ku-rsnnnrs (ui s'occupent de la vente des terrains,
appellent centimétre le décimétre caryé.
1
* La loi du 17 praivial an XI a fixé i 15  le rapport entre la valeur

de For et eelle’ de 'argent,
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Tableaw des mesures légales.

Noms systématiques,

Valeur.

Mesures de longueur.
Myriamétre,
Kilométre,
Hectométre,
Décamétre,

MiETRE ,
Décimétre,,
Centimétre ,
Millimétre,,

Mesures agraires.
Hectare
ARe,

Centiare,

Mesures de capacité pour

les liquides et les ma-

tiéres séches.
Kilolitre,
Heelolitre,
Décalitre,
Litre,
Décilitre,

Mesures de volume.
Décastére,
STERE ,
Décistére,

Poids.

MILLIER,

QuINTAL,
KILOGRAMME ,
Hectogramme,
Décagramme,,
GRAMME,
Décigramme,
Centigramme,
Milligramme ,

Monnaies.
Fraxc,

Décime ,
Centime,

Dix mille métres.

Mille métres.

Cent métres.

Dix métres.

Unité fondamentale des poids et me-
SUTES.

Dixieme du métre.

Centitme du métre.

Millitme du métre.

Cent ares ou dix mille métres carrés.

Cent melres carrés, carré de dix mé-
tres de coté.

Centiéme de I'are, ou métre carré.

Mille litres.

Cent litres.

Dix lilres.
Décimétre cube.
Dixitéme du litre.

Dix stéres.
Métre cube.
Dixitme du stére.

Mille kilogrammes, poids du méire
cube d'eau et du tonneau de mer.

Cent kilogrammes, quintal métrique.

Mille grammes.

Cent grammes.

Dix grammes.

Dixieme du gramme.
Cenlitme du gramme.
Millieme du gramme.

Cing grammes d'argent, au titre de
neuf dixiemes de fin.

Dixiéme du franc.

Centiéme du franc.

1. Arithmétigue,




Tableaw dw poids

ARITHMETIQUE

el du digmétre des pieces de monnaie.

. Tolérance Poids Dia-
Déno- Poids exact holicant : mL. mli,:[lre
mination aveo la twlérance. ot
des = ———— . _me——— | module
1Spns drolt en milli-
Rakids: poids, En plus. En moins. | mitres
Or.
fr c mill Br EF mi
100 00 | 32,290258 | 32 1’53-1‘2 35
a0 00 ( 16,161258 | 16,096742 | 98
20 00 ] G464 01 643871 21
10 00 (1323225 | 321935 19
3 00 3 1,61774 1,608 06 17
Argent.
500 25. L . § 25075 24,925 137
200 10. B et AT 9,95 27
1 00 2. '[ 3 3,025 4,975 23
0 50 2,50 | T 20175 2,4825 18
Q2008 e | 10 1,01 0,99 15
Bronse. |
0 10| 10. ] \ 10,100 9,900 30
0 5| 5. el L 5,050 4,950 25
0: 2 2L | . {2,030 1,970 20
0 1 1 [ |~ 15 { 1,015 0,985 15

Des anciennes mesures.

183, Lo plus bel éloge qu'on puisse faire des nouvelles me-

sures est Pexposilion de

qui étaient en usage a Paris.
L'unité de longueur se nommait foise: elle se divizait en
(] piw!:&, chacun de 12 pouces, el u‘:hmluo pouce de 12 lignes.
L'unité de poids était la livre, partagée en 16 onces, cha-
cune de 8 gros ou drachmes, divisés chacun en 72 grains, ou
en 3 scrupules (de 24 grains). Lalivre élait encore partagée en
2 mares, de 8 onces chacun, ete.
La livre-monnaie, dite tournois, étail composée de 20 sous,
chacun de 12 deniers.

3.

s anciennes. Nous présentons ici celles
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Les étoffes élaient mesurées avee une longueunr nommee
aune, d'environ &4 pouces (43°,9028).

Le boisseau, capacité de 635,78 pouces cubes, conlenait
16 litrons. Le septier valait 12 boisseaux; la mine. 6 boisseaux ;
le minot, 3; le muid, 1454,

La pinte, qui devait conlenir 48 pouces cubes, n'en avait
réellement que 4£6,95. La velte valait 8 pintes, ete.

184, Rapports entre les anciennes mesures de Paris et les
nouvelles mesures. — 1° Nous avons déja dit (page 70, note)
que

| mébre=07,5130740.

Pour évaluer en pieds cette fraction décimale de la toise, il

suffit de la multiplier par 6, puisque 17 = 6. On oblient ainsi

=0 3¢, 078 444,

De méme, la fraction Or, 078 £44 peul étre exprimée en pouces
el en lignes, et I'on trouve enfin

Im =0 3 0° 14,295 936 *.

2° Pour exprimer la loise en métres, il suffit de diviser | par
0,513 074 ; on trouve

It=1",949 036 3.

3° Si l'on forme la deuxiéme ou la troisiéme puissance du
nombre 1,949 0363, on aura les rapports de la toise carrée au
metre carré ou de la toise cube au métre cube **, Voiei les
valeurs qui se déduisent de ces rapports :

Toise carrfe==23,798 743 639 metres carrés.
Toise cube = 7,403 890 343 metres cubes.

4* En comparant le kilogramme étalon avee la livre-poids.
on a trouyé

* Llexpression 0r3e 00 11! est ce qu'on appelle un nombre complexe.
Les opérations auxquelles donnaient lien les nombres complexes étaient
d'une complication rebutante. Le caleul des nouvelles mesures.se réduit.
absolument, @ celui des nombres décimaux : c'est encore un des
nombreux avantages du systtme métrigue.

** Yoir la Géométrie.
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kilogr. == 18 827,15 grains = 2,042 876 519 livres;

(ol

1 livre = 489,505 84T grammes.

5° La comparaison entre les monnaies anciennes et le franc
est basée sur cefle relation simple :

80 francs==81 livre tournois.

185. 1 est facile de comprendre comment, a I'aide des nom-
bres que nous venons de rappeler, on a pu former des fables
de conversion des anciennes mesures en nowvelles, ow réciproque-
ment. Un seul ‘exemple suffira pour montrer I'usage de ces
tables, imprimées dans I'dnnuaire du Bureaw des longitudes.

Réduire en metres 637 4»7°9'. La table donne, & la simple
lecture :
60r=116",94220
Jr= 5= 84711
fr= 1™,29936

Te— 0™ 18949
9= 0=,02030

Done 637 40 7P O = 1 24™,29856.
Résumeé.

L'unité fondamentale du systéme métrique est le méire: c'est la dis-
millionieme partie de la distance du pole a I'équateur, mesurée sur le
méridien de Paris. Le métre est I'unité de longueur, et il a servi a
former les unités de capacité, de poids, ele. :

Pour les surfaces d'une médioere élendue, I'unité employée est le
métre carreé, o'est-a-dire un carré dont le coté égale 1=,

L'unité des mesures agraires est 'are : ¢'est un earré dont le ecité
égale 10, Un are vaut 100 meétres carrés.

L'unité de mesure pour les liquides est le litre: c'est un cube dont
I'aréte égale 0™, 1.

Quand il s'agit d'évaluer des matériaux, des terres, ete., on prend
pour unité le métre cube. Le métre cube porte le nom de stére, lors-
qu'il est employé i mesurer le bois de chauffage.

L'unité de poids se nomme gramme : c'est le poids d'un centimétre
cube d'eau distillée, pesée dans le vide, & la température qui correspond
au maximum de densité.
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Le frane est 'unité de monnaie e'sst une pigee (ui pése 5 grammes
¢t qui doit contenir 0,900 d'argent et 0,100 d'alliage.

Les multiples et les sous-multiples des unités principales sont formés
d'apres la loi de la numération décimale, c'est-a-dire qu'ils sont
éoaux @ Vunité, multipliée ou divisée par 10, 100, 1000, 10000.

Les noms des multiples sont formés, en général , du nom de I'unité
que I'on fait précéder des mots grees : déea, heeto, kilo, myria. Pour
désigner les sous-multiples, on emploie encore le nom de l'unité, pré-
cédé de I'un des mots latins @ déci, centi, milli, diz-malli.

(HAPITRE VII.

Extraction de la racine carrée d'un nombre entier (186-195).
Préliminaires.

186. Puissances. — Nous avons déji dit [£0] qu'on appelle
puissance d'un nombre, le produit de plusieurs facteurs égaux
A ce nombre, eb que le degré de la puissance est marqué par le
nombre des facteurs. La seconde puissance et la troisiéme sont
souvent désiznées sous les noms de carré et de cube *.

187. Racines. — En général, le nombre qui, élevé & une
puissance donnée, reproduit un nombre donné, est la racine
de celui-ci.

Par exemple, comme 3° = 243, on dit que 3 est la racine cin-
quiéme de 243 : cest ce qu'on exprime par I'égalité 3 = \243.
Le signe \/ est appelé radical; 5 est I'indice du radical.

188. Formation du carré de la somme de devec nombres. —
Pour fixer les idées, soit a former le carré de 8 4 5. En dis-
posant I'opération comme on le voit ci-dessous :

845
845
828 .55

+8.5 ‘
824-2 .8 .54 52

* On verra, dans la Géométrie, la raison de ces dénominations.
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NOUS reconnaissnns que ce carre se compose : 1° ducarre de 8 ;
2 de deu fois le produit de 8 par 5 ; 3* du carré de 5.

La composition que nous venons d'obtenir n'est évidem-
ment pas p'lrLit-uJii‘rv aux nombres 8 et 5; done,

Le carré de la somme de deux nombres se Lumpose i e duy
carvé de la premiére partie; 2° de deuw fnm le produit de la
premiere pmne par la seconde; 3o du carré de la seconde par-
tie. Clest ce (quiexprime, sous forme abrégée, Végalité

a —i— b2 =a? -f— 2 al —E= bt *,

189. Carré d'un nombre formé de dizaines et d'unités. —
I’apres ce qui vient d’étre dit, ce carré se compose ; 1° du carré
des dizaines ; 20 de deux fois le produit des dizaines par les
unités; 3o du carré des unités.

190. Différence entre les carrés de deuw nombres entiers con-
seculifs. — Dans la formule générale qui précede , supposons
b = 1; elle devient

(a4 1pP=a+42041.

Ainsi, quand un nombre augmente d'une wunité, son carre
augmente de deua fois ce nombre, plus 1.

Par exemple, si & 144, carré de 12, on ajoute 2 fois 12
plus 1. ou 25, on aura le carré de 13. En effet .

13 = 169 = 144 -}~ 25.

191. Formation du cube de la somme de deux nombres. —

Multiplions a* 4-2 ab 4-b*, carré de a-+ b, para b :

at 42 ab 40

a -+-b

@ -+ 2 a*h + m’;
::— a*b 4 +2ab? 4 b
a® -3 a*b -+ 3 ab? —}-b‘

nous tronvons

(a-bi=a'+ 3 a’h-3ab2t ',

* Llexpression ab équivaul & a < b,
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(e résultat §'énonce ainsi :

Le cube de la somme de deua nombres se compose 2 1* du cube
de la premiere partie; 2° de trois fois le carre de la premiere
partie par la seconde; 3° de trois fois la premiére purtie par le
carré de la secorde; 4* dw cube de la seconde partie.

192. Cube d’un nombre formé de dizaines et d'unités. —1l
est composé : 1° dw cube des dizaines; 2° de trois fois le carre
des dizaines par les unités; 3° de trois fois les dizaines par le
carvé des unités; &* du cube des unités.

193. Différence entre les cubes de deww nombres entiers con-
sécutifs. — Supposons, dans la formule générale, b =1; nous
aurons

(@3- 1P =a+3a*+3a+.

(Vest-a-dire que, si un nombre augmente d'une unité, son cube
augmente de trois fois le carré de ce nombre, plus trots fois ce
méme nombre, plus 1.

Ainsi, pour former le cube de 9, sachant que le cube de 8
est 512, on ajoute, A ce dernier nombre,

e

3.824-3.841=3.8@41)+1"
9% . 9+-1=216 + =

et 'on trouve
98 =512 4- 217 =729,

L]
]
195, Carrds et cubes des dic premiers nombres. — Il est es-
sentiel de se rappeler les nombres contenus dans le tableau
suivant :

Nombres : 1,
Carrés: 1,
Cubes : 1, 8

AR R G S )
19, 64, 81, 400,
. 343, 512, 729, 1000.

L'inspection de ce fableau donne lien aux remargques sui-
vantes :

¢ Celle petite fransformation, qui consiste d mettre 3. 8en factour
commatn dans 3. 8 40 3. 8, sapplique A 3a* -+ 3+ L. En effet, cette
derniere quantité égale 3a (@ + 1) +




80 ARITHMETIQUE,

1° Le carré d'un nombre plus grand que 10 est plus grand
que 100 ;

20 Un cntier terminé par 2, 3, 7, 8, ou par un nombre im-
pair de zéros, n’est pas un carré ;

30 Le cube d'un nombre plus grand que 10 est plus grand
que 1000 ;

4o Un entier tevminé par un nombre de zéros non divisible par
3 nest pas un cube.

Extraction de Ia racine carrée d’un nombre entier.

195. Proposons-nous d’ewtraire la racine du plus grand
carré conlenu dans le nombre 7 542 684 =N ; cette racine est
ce qu'on appelle, pour abrézer, la racine entiére de N,

Ce dernier nombre étant plus grand que 100, sa racine
entiere est plus grande que 10 : elle se compose donc de
dizaines et d'unités; en sorte que le nombre N contient [1917:
1o 1e carré des dizaines de sa racine; 2° deux fois le produit
des dizaines par les unités; 3° le carré des unilés; 4° un reste,
qui sera nul si le nombre N est un carré parfait.i =

De ces quatre parties, la premiére, ¢'est-d-direjle carré des
dizaines de la racine de N, est un nombre de cenfaines ; done
elle se trouve dans les 75 426 centaines de N. Il 'y ‘a plus: la
racine du plus grand carré contenu dans les centaines de N esi
égale aux dizaines de la racine de N. —

Pour démontrer ce principe fondamental, shpposons que
la racine du plus grand carré contenu dans 75%26 soit, par
exemple, 287, et vérifions que N esl compris entre les carrés
de 2 870 et de 2 880.

Ces carrés s'obliennent en formant les carrés des nombres
287 el 288, et en écrivant deux zéros & la droite de chacun
d'eux. Mais, par hypothése,

287 < T5 426 < 2882 ;
donc aussi
(2870)* <7 542 684 < (2880)2.

'extraction de la racine entiere du nombre donné est ainsi
ramencée a I'extraction de la racine entidre du nombre 75 496,

lequel est plus pefit que N. Semblablement, la recherche de



ARITHMETIQUE. 81
celte derniére racine sera simplifiée, si nous pouvons déter-
miner la racine du plus grand earré contenu dans 754 ; et ainsi
de suile. La premiére partie de la régle peut done étre énoncée
en ces termes :

Pour trouver le premier chiffre de la vacine carrée entiere
dun nombre donné N, partagez ce nombre en tranches de deux
chiffres, en commengant par la droile, et exlrayes la racine du
plus grand carré contenu dans la derniéve tranche.

Dans notre exemple, cette derniére tranche se réduit an seul
chifire 7+ et, d’aprés la table ci-dessus, le plus grand carré
contenu dans 7 est 4, dont la racine est 2. Il résulte donc, de
la théorie précédente, que 2 exprime les dizaines de la racine
entiere du nombre 754.

Pour déterminer les unités de cefte racine, retranchons de
754 le carré de 2 dizaines ; ¢ est-i-dire retranchons 4 de 7, et,
i la droite du reste 3, abaissons les chiffres 5 et &, qui com-
posent, dans N, la deuxieme tranche de gauche. Le deuxiéme
reste 354, ainsi formé, comprend encore trois des quatre par-
lies du nombre 75& : en particulier, il renferme deuw fois le
produt des % dizaines de la racine par les unités de celte racine ;

ou, ce qui est équivalent, le produit dw double des 2 dizaines
par les unites.

Ce produit, étant un nombre de dizaines, se trouve dans les
35 dizaines du reste : si done nous divisons 35 par le double
de 2. nous aurons les unités de la racine entiére du nombre 764,
ow un chiffre trop fort (parce que le dividende 35 peul con-
tenir des dizaines provenant des deux dernitres parties du
nombre 754).

Le quotient de 35 par le double de 2 est 8 : 8 esl peut-élre
le chiffre cherché. Pour le vérifier, essayons si de 354 nous
pouyons retrancher (40 +-8) . 8. ou 48 . 8. La soustraction est
impossible : donc 8 est {rop fort. Le méme caleul, appliqué au
nombre 7, réussit : done 7 est le chifire cherché, et 27 est la
racine du plus grand carré contenu dans 754. De plus, le reste
correspondant = T4 — 27> = 354 — 47 . T=125.

On peut répéter les mémes raisonnements, et Uon arrive &
la seconde partie de la régle.

Ayant trouvé un certain nombre de chiffres de la racine,
abaisses, a la droite du reste correspondant au dernier d'entre
eugs, la premiére des tranches non encore employdes ; sépares un
chiffre sur la droite du mombre ainst formé; divisez la partie
vestant @ gauche par le double du nombre cerit @ la racine:
le quolient pourrd élre un noureaw chiffre de cette racine. Pour

a
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essayer ce chiffre, écrivez-le a la droite du diviseur ; multipliez,
par le méme chiffre, le nombre ainsi formé, et retranchez le
produit du dividende employé, swivi du chiffre qui avait été
séparé : st la soustraction est possible, le chi [lre essayé n'est pas
{rop fort. En opérant ainsi sur le nombre proposé, on trouve
2 746 pour racine entiére et 2 168 pour reste.
Yoici le tvpe du calcul :

N=T7542684 | 2746 racine.
lerpeste 3 5,4 | b7
2¢ reste 252,61 | BEE
3¢ reste 35086 | 5596

1

it reste=R=2 168

196. Remavque. — Chacun des restes obtenus ne doit pas
surpasser le double de la partic connue de la racine. — Si le
troisieme reste, par exemple, était égal ou supérieur #
274 .2 +1, on pourrait, du nombre 75 426, retrancher le
carré de 275 [190] : on devrait done éerire ce dernier nombre {
a la racine, au lieu de 274,

197. La régle précédente, appliquée au nombre
56 264 200 000 000,
donne 7500 946 pour racine et 9 105 084 pour reste.

Yoiel la disposition du calcul :

56,264200000000 ] 7560 946

72,6 9P A ptts:

145 l‘
1 420,000 e
69919 0,0 0, WD
i 3 b
99116400 1 184

R=9105084% [ 15 007 886

Extraction de la racine cubique d’un nombre entier.

198. Soit le nombre 25 734 845 910=N. Des raisonne:
ments analogues & ceux qui onf été emploveés plus haut [195]
prouvent que Fon peut énoncer ainsi la premiere partie de 1
rorle
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Pour trouver le premier chiffre de la vacine cubique enticre
d'un nombre donné N, partagez ce nombre en tranches de trois
chiffres, en commengant par la droite, et extrayes la racine du
plus grand cube contenw dans la derniére tranche.

Dans notre exemple, cette derniére tranche, qui n'a que
deux chiffres, forme le nombre 25. Le plus grand cube con-
tenu dans 25 est 8, dont la racine cubicue est 2 : 2 vepré-
sente done les dizaines de la racine du plus grand cube con-
tenu dans 25 7343 ou, ce qui est la méme chose, 2 est le
premier chiffre de la racine cubique de N,

I’analogie entre I'extraction de la racine cubique el I'ex-
traction de la racine carrée se continue dans la seconde partie
de la régle, qui peut étre ainsi énoncée :

Ayant trouvé un certain nombre de chiffres de la racine.
abaissez, a la droite du reste correspondant aw dernier d'entre
eua, la premiére des tranches non encore employées; sépare=
dewz chiffres sur la droite du nombre ainsi formé; divisez lo
partie restant @ gavche par trois fois le carré du nombre éeril
a la racine : le quotient pourra éfre un nouveau chiffre de cetle
racine.

Le reste correspondant au premier chiffre 2 esl

2y — % =25 —8=117.

A la droite de ce nombre, abaissons la-iranche qui suit 25,
el séparons deux chiffres; nous ohtiendrons 177: ce nombre,
divisé par 3.2°==12, donne pour quotient un nombre de
deux chiffres, lequel, évidemment, doit étre rejeté. Nous es-
sayerons dong le chifire 9.

D'apres la composition du ¢ube d'un nombre formé . de
dizaines et d'unités [192], il faut, pour que le chiffre 9 soil
bon, que, du nombre

17734 =

=

5 T34k — 208,

nous puissions retrancher

%,207.94-3.20.9249=(3.

202 1-3 .20.9-+9% .9
= 1200 4-540 4 81) . 9 =182

1. 9=16 38%.

L.a sowfraction est possible : done 9 représente les unités de
la racink cubique enticre de 25 734, ou le deuxieme ehiffre de
la racine swhique de N,
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En répétant le raisonnement déja employé, nous verrons
que, pour trouver le troisieme chiffre de la racine, nous de-
vons abaisser, a la droite du reste 1345, provenant de la sous-
traction précédente, le nombre 845, séparer deux chiffres sur
la droite, et diviser 13 458 par 292 . 3 =2 523. Pour vérifier
si le quotient 5 est le troisieme chifire de la racine, opérons
comme ci-dessus : nous aurons

(3290243 290 . 54-5) . 5= (252 300 + 4 250 -+-25).

=256 675 . 5=1 283 375.

Ce nombre peut étre retranché de 1345 8453 done le chiffre 5

est bon, ete. Voici le détail du caleul :

25,7 35,8 45,910 | 2959
177,34 1200 1erdiviseur. 29 29%
13458 45 540 29 295
62 470 9,10 81 961 14TH
Reste 10220502 | 1821 %9 58 2655
MRH AR S LD T
2¢ diviseur. 81 99
3 87023
753 8
256 675 X 5 261 075
261 075 00 3e diviseur.
177 00
4

La racine cubique cherchée est 2 952, et le reste égale
10 220 502 ; en sorte que

25 T3E8AS 910 =2 9523 4-10 220 502.

199. Vérification dw chiffre trouvé, — Revenons sur la

fuantité

3.2024-3.20. 992

Comme 2 est le chiffre des dizaines de la racine cubiqus de
25 734, nous voyons que cetle quantité est égale A tros fois
le carvé des dizaines, plus trois fois le produit des dzaines
par les unités, plus le carvé des unités. Ces Lrois paries peu-
vent éfre caleulées tros-aisément : car la premicre of égale au
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diviseur 3 . 22, suivi de deux zéros, el la deuwiéme est éqale
a trois fois le produtt du nombre 2 antérieurement éerit a la
vacine, par le chiffre qu'on essaye, ce produit étant suivi d'un
=dro. 11 est donc facile de vérifier si le chiffire obtenu est
exact.

900, Remarque.— A cause de (a-+1)! =a* +-3a*>+-3a+-1,
chaque reste doit étre inférieur a trois fois le carré du nombre
écril @ la racine, plus trois fois ce nombre, plus 1. En particu-
lier, le dernier reste doit satisfaire & I'inégalité

10220 502 < 3.295224-3 . 2952 41,
ce qui a lieu en effet.

901. Formation des diviseurs.— La partie la plus pénible du
caleul est la formation des diviseurs. Elle peut étre considéra-
blement réduite. Pour le faire voir, considérons, par exemple,
le diviseur

261 075 =295 . 3.

Nous pouvons écrire

9952 = (290 + B)* = 290% 4 2. 200 . 5 4-5%;
done
diviseur =13 . 29024~ 6. 290 . 543 . 5%,

D’'un autre coté. pour vérifier le chifire 8, nous avons formé
le nombre
done

diviseur— 256 6753 . 290 . 542 .
36 675 14 350 4 25 425,
350 4 25 - 256 675 - 25.

&

Ainsi, quand on a trouvé un certain chiffre de la racine, et que
Von veut calculer le diviseur subséquent, il faut, ala somme des
trois nombres qui ont servi a vérifier le chiffre dont il s'agit,
ajouler les deua: derniers nombres et ericore le dernier™.

* L'emploi des notations algébriques facilite Ia démonstration do cetle




ARITHMETIQUE.
Avec cette modification, le calcul prend la forme ci-joinle :

25734845910 |2
L iy Y )
il ""3? ” 1200 1er diviseur.
1 3458,45 [ =0
2470900 | 0
624709, | 81

Reste 10220502

1821 9
81

300 2¢ diviseur.
, i 350

256 675 X 5
35
26 107 500 3¢ diviseur.
17700
i .

26 125 204 < 2,

Pour former le deuxieme diviseur, nous avons éerit 31=10*
au-dessous de 1 821; et nous avons fait la somme des ¢
nombres 540, 81, 1 821, 81.

De méme, conformément & la démonstration donnée ci-tlog=
sus, le troisieme diviseur

[uatre

| I =4 350 - 25 4- 256 675 - 23,
i ete.

202, Afin gque le leeteur se familiavise avee ce proceéde,

- nous l'appliquerons encore & la racine cubicque entitre du
{0 nombre 893 700 654 813 462 753,
it

i végle. En effet, si lon appelle a les dizaines et b les unités de la partie

i déja connue de la racine, le nouveau diviseur sera - i
.'[.
a 3 (a4 07 =3 (a® + 2ab + b?) = 3a® - 6ad -+ 3b° L
: = {30® 4 3ab - 52)- (3ab - 12) - b2,
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893700654813462753 ‘ 963231
7

1 647,00 TR
896465k lmﬁ
655307813 i
8T7T70845462 = B
£270362195753 | 28956 X 6
1486926207 3,62 | 36
L AT6AS00
‘ 2640
Y
|

| 278210700
ATT80
]

278268484 < 2
i

|
| 97832627200
866880
| 9
3TR33494089 < 3

9

ATRILBE098T00
2889690
|

2783438988391

La racine cubique est 963231, eble reste dgale 1 £86924207 362,

Carré et cobe d'une fraction.

203. Curré et cube d'une fraction. —On a vu [138] que.
pour élever une fraction @ une puissance, on éléve les dewr
termes a cetle puissance ; done

(u) Sl (a ) ot
bl b2 b B

Réciprogquement , la racine carvée d'wie fraction dont les
dewn termes sonl des carrés parfuits, soblienl en divisant [
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racine du numérateur par la racine du dénominateur. De méme
pour la racine cubique. Par exemple,

/16 & ° /8
V= Vo=

204. Theéoreme.— Tout nombre entier, qui n'est pas le carré
d'un nombre entier, n'est pas non plus le carré d'un nombre
[ractionnaire.,

(VST )

, B a\* a, w ot g

Soit, 8'il est possible, 7= i) 3 ctant une fraction irré-
J

ductible. 1l résulterait, de cette hypothése, que la fraction

A 5 : . ;
irréductible 7 (139) serait égale a un nombre entier : ce qui est
absurde.
. LA et
Plus généralement, si B est une fraction irréductible doni

les dewa termes ne soient pas des carrés parfaits *, cetle fraction
west le carré d'aucune [raction.

205. Des incommensurables. — Puisqu’il n’existe aucun
nombre, soit entier, soit fractionnaire, dont le earré repro-
duise 7, ce qu'on appelle (7 est une quantité qui n’a pas de
commune mesure avec I'unité. En d’autres fermes, /7 est une
quantité incommensurable **,

206. Probléme.—Calculer, avec une approximation donnée,
la vacine carrée d'un nombre fractionnaire donné.—Proposons-

AT LS e
nous, par exemple, de calculer \/ﬁ‘ amoins de 0,001 ¥,

* On appelle ordinaivement carré parfait, le carré d'un nombre
entier,

** Dire que /7 est incommensurable, ce n'est pas définir / 7.
Pendant longtemps les arithméticiens ont éludé la diffieulté en disant :
v/ T est une quantité qui, multiplide par elle-méme, reproduit 7.
Nous avons fait remarquer, il v a iljiun des années, que cette prétendue
définition vonstitue un cercle vieieux complet : car, pour savoir ce que
signifie 'expression multiplier par 7, il faudrait avoir défini ¢/ 7.
Nous avons, en méme temps, proposé la définition suivante : La racine
carrée de 7 est lo limite des nombres dont les carvés ont pour li-
mite 7. Cette maniére d'envisager la théorie des incommensurables,
repoussée d'abord, a été adoptée depuis. (Voyez les Traités d’Arithmé-
tique de MM. Briot, Bertrand, Serret. Voyes aussi le Manuel des
candidats d I'Feole Polytechnique.)

% Dans cetle question et dans toutes celles du méme genre, la défi-
nition de la racine carrée d'un nombre non carré est sous-entendue,
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Nous aurons satisfait & la question si nous pouvons déter-
miner deux nombres consécutifs de milliémes, enire lesquels

; g 17
soib comprise \/-2—3 Posons done

@ 17T w41
B ORI e Botly
1000 93 1000

o e
— <
T000 23 = 10002

ou

Multiplions ces trois quantités par 1 000%; nous aurons

17 . 1000*

w -+ 1)
7 <@+ 1)

£

Cette double inégalité montre que le produit de la fraction
donnée, par le carré du dénominateur de Uapprozimation,
tombe entre les carrds des numérateurs cherchés. D'un autre
coté, ce produit est compris entre deux nombres entiers con-
séeutifs; donc ceux-ci sont pareillement compris entre o® et
(@-+1)2. De Ii, la régle suivante :

Cherchez, & moins d’une unité, le produit du nombre donné,
par le carré du dénominateur de Uapproxzimation; extrayez, d
moins d'une unité, la racine carrée de ce produit : ceite racine,
prise par défaut ou par exoes, étant divisée par le dénomina-
teur donné, satisfait a la question.

Dans I'exemple proposé,

17 .1000% 10

=739 130 —.
23 23

De plus, la racine enliere de 739 1 30, prise par défaut, est

17 : .
859; done \/fii est comprise entre 0,859 et 0,860.

17 . 10002 ’ ;
——  onajoule 6zeros

907. Remarque.—Pour (rouver 3
i la droite de 17, puis 'on divise par 23 : ce caleul équivaul
ST 17 s i ARk
i la réduction de 5300 décimales [168]; donc I'énonce prece-

dent peut étre ainsi modifié :
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Pour évaluer en décimales la vacine carréde ’un nombre donng.
réduisez ce nombre en décimales, en caleulant deww fois autant
de chiffres décimaum que vous en voulez avoir a la racine : la
racine entiére du numeérateur de la fraction décimale obtenue
sera le numeéraleur de la fraction déeimale cherchée.

Si le nombre donné est une fraclion décimale, le calcul se
simplifie.

Par exemple, pour déterminer, & moins de 0,001, \/237,8,
nous écrirons

237,68 =237,800 000,

Le numéraleur de ce nombre décimal est 237 800 000; de
plus, laracine enticre de ce dernier nombre, prise par défaut.
est 15 421; donc

V2378 = 15,421,
a moins de 0,001,

Semblablement, /0,257, & moins de 0,1,

=40,25=10,5.

208, Les considérations précédentes sont applicables i la
racine cubique. Pour le faire voir, proposons-nous de caleuler,

Telkzi | ; 4] 623
i Moins de-’T{i' la racine cubique (1e.m; NOUS AUrons, suc-
ot 21 ¢
cessiyement :
]
&1
250 °

623 _ (e 0§

623 . 2508

3 (o L 43
et

. 9734 375 000 i
& <'—“ﬂ—”}—‘—‘—~...‘;1—;—|_ :

@ < A5 701 291 < (+1)};
puis, en extravant la racine cubique entitre de 45701 394,

ar= 357.
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Les deus fractions salisfaisant & la question, el entre lesquelles

123
tombe [ 5= Sont donc
213

Lésumeée,

Le carré de la somme de denx nombres se compose : 1° du carré de
It premiére partie ; 2° de denx fois le produit de la premiére partie
par la seconde ; 3° du carré de la seconde partie.

Le carré d'un nombre formé de dizaines et d'unités se compose :
L° du earré des dizaines; 2° de deux fois le produit des dizaines par les
unités; 3° du carré des unités.

(Juand un nombre augmente d'une unité, son carré augmente de
deux fois ce nombre, plus 1.

Le cube de la somme de deux nombres se compose @ ¢ du cube de
la premiére partie; 2° de trois fois le earré de la premiére partie par
la seconde; 3° de trois fois la prémiére partie par le carré de la ge-
conde ; 4° du cube de la seconde partie.

Le cube d'un nombre formé de dizaines et d'unités est formeé : 1° du
cube des dizaines; 2° de trois fois le carré des dizaines par les unités;
3° de trois fois les dizaines par le carvé des unités; 4° du cube des
unités,

Si un nombre angmente d'une unité , son cube augmente de
trois fois le careé “de ce nombre , plus frois fois ce méme nombre,
plus 1.

Le carré d'un nombre plus grand que 10 est plus grand que 100, Un
entier terminé par 2,3, 7, 8, ou par un nombre impair de zéros, n'es
pas un carré. Le cube d'un nombre plus grand que 10 est plus grand
que 1000. Un entier terminé par un nombre de zéros non divisible
par 3, n'est pas un cube.

Pour trouver le premier chiffre de la racine carvée entiére d'un
nombre donné N, on partage ce nombre en franches de deux chiffres,
en commencant par la droite, et 'on exirait la racine du plus grand
carré contenu dans la derniére tranche. Ayant obtenu un certain nom-
bre de chiffres de la racine, on abai i la droite du resle corres-
dant au dernier d'entre cux,la premiére des tranches non encore em-
ployées ; on sépare un chiffre sur la droite dn nombre ainsi formé;
on divise la partic restant @ gauche par le double du nombre éerit
it la racine : lequotient peut étre un nouveau chiffre de cette racine.
Pour essayer ce chiffre,on I'éerit & la droite du diviseur; on multiplie,
par le méme chiffre , le nombre ainsi formé, et on retranche le
produit du dividende employé, suivi du chiffve qui avait été séparé :
si la soustraction est possible, le chiffre essayé n'est pas trop fort.

Pour trouver le premier chiffre de la racine cubique entiere d'un
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nombre donné N, on partage ce nombre en tranches de trois chiffres,
en commencant par la droite, et on extraitla racine du plus grand cube
contenu dans la derniére (ranche. Ayant obtenu un certain nombre de
chiffres de la racine, on abs ;4 la droite dn reste correspondant an
dernier d'entre eux, la premiére des tranches non encore employées;
on sépare deux chiffves sur la droite du nombre ainsi formé; on divise
la partie restant & gauche par trois fois le earré du nombre écrit
d la racine : le quotient peut étre un nouveau chiffre de cette racine,

Quand on a obtenu un certain chiffre de la racine, et que l'on veus
caleuler le diviseur subséquent, on doit, i la somme des trois nombres
qui ont servi a vérifier le chifire dont il s'agit, ajouter les deux der-
niers nombres, et encore le dernier.

Pour élever une fraction & une puissance, on éléve les deux fermes
i cetle puissance. Réciproquement, la racine carrée d'une fraction
dont les deux termes sont des carrés parfaits, s'obtient en divisant la
racine du numérateur par la racine du dénominateur.

Tout nombre entier, qui n'est pas le carré d'un nombre entier, n'est
pas non plus le carré d'un nombre fractionnaire.

Puisqu'il n’existe aucun nombre, soit entier, soit fractionnaire, dont
le carré reproduise 7, ce quon appelle / 7 est une quantité qui n'a
pas de commune mesure avec I'unité, En d’aufres termes, / 7 est une
(uantité incommensurable.

Pour caleuler, avecune approximation donnée, la racine carrée d'un
nombre fractionnaire donné, on cherche, d moins d'une unité. lo
produit du nombre donné, par le carré du dénominatenr de I'approx
mation; on extrait, & moins d'une unité, la racine carrée de ce produit :
cette racine, prise par défaut ou par excés, et divisée par le dénomina-
teur donné, satisfait & la question.

Pour évaluer en décimales la racine carrée d'un nombre donné, on
réduil ce nombre en décimales, en calculant deux fois antant de
chiffres décimaux quel'on veuten avoir iila racine ; la racine entiore du
numérateur de la fraction décimale ainsi obtenue sera lo numérateur
de lafraction décimale cherchée.

Les considérations précédentes sont applicables a la racine cubique,
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(HAPITRE VIII.

Rapport des grandeurs conerétes (209, 211). — Ce qu'on nomme pro-
portion (210)*. — Egalité du produit des extrémes au produit des
moyens (215, 216).

Rapports des grandeurs concrdtes. Ce qu'on nomme
proportion.

909. On appelle rapport d’un nombre a un autre nombre, le
quotient du premier par le second. Le premier nombre est
Pantéeédent du rapporl; 'autre en est le conséquent. L'antécé-
dent et le conséquent sont appelés termes du rapport.

Si I'on renverse Pordre des termes, le nouveau rapport est
dit énverse du précédent : le produit de deua rapports inverses
est égal a Vunité.

RIS 5 M
Considérons, par exemple, les deux nombres ‘,; et —. Le
5 i
! 5 11 35 & :
rapport du premier au second est = : —=2; 5 est I'anté-
11 3 7 33 38
cédent , 7 est Je conséquent; et, si I'on renverse lordre de
i1 5 33
ces deux termes, on aura — ; = —; ete.
Ly 81130

210. Lorsque quatre nombres sont tels, que le rapport des
deux premiers est ézal aurapport des deux derniers, ces quatre
nombres sont dits en proportion : une proportion est donc Vex-
pression de Uégalité entre deu rapports.

Par exemple, le rapport de 122 10 étant égal au rapport de
18 & 18, U'égalité

12 18
10 15

constitue une proportion. Ou I'énonce habituellement ainsi :
19 est @ 10 comme 18 est @ 15. Des quatre termes de cette
proportion, 12 et 15 sont les ewtrémes, 10 et 18 sont les
moyens.

* Pendant treize ans, nous avons prolesté contre la proseription
dont la théorie des proportions éfait I'objet. Le nouyeau programme,
en mentionnant cette théorie, prouve que nos protestations Etaient
fondées.




— e

e

'

Lk ARITHMETIOUE,

201 Aulieu de norbres, on peut, pour plus de généralité,
considérer des grandeurs: on adopte alors la définition sui-
vante :

Le rapport d'une grandeur a une grandeur de méme espéce
est le nombre qui mesure la premiére grandeur, lorsque lg se-
conde est prise pour unité *,

212. Théoréme I. — Le rapport de deus grandeurs A, B, de
méme espéce, est égal au quotient des rapports entre ces deur
grandeurs et une troisiéme grandeur quelconque C, de méme
espéce que les deux premieres.

D’apres la définition, si a est le rapport de A a C, on aura

Mais, si une grandeur devient un certain nombre de fois plus
grande ou plus petite, il en est de méme pour sa mesure ; done

A b=C.(ab) =B "

ou
.'\ 5 b= H 14
D’aprés cette derniére égalité, la mesure de A . b serail a, si

Ly, " T a
B était prise pour unité; done la mesure de A sera 7
]

" Cette définition rentre dans ee (qui a été vu ei-tessus (2
** En effet, suivant qu'une longuenr est égale & 2 métees, 3 3 mo-

Ires, 4~ de métre, ¢lest-i-dive suivant quelleest égale & un meétre. 2, 4
4 3
un métre . 3, & un métre . =, son rapport avec le métre est 2, 3
‘ i
o =

% Ce raisonnement prouve queC. a , h=( . ab. Ainsi, pour mul-
tiplier une grandeur concréte parun produit de plusieurs facteurs
on peut la multiplier par le premier facteur, puis multiplier le
résultat par le sccond facteur, et ainsi de suite Ce théoreme avait
déja été établi pour le cason le multiplicande est un nombre [42]: mais
la démonstration, s appuyant sur Uinterversion des facteurs, n'est pas
applicable au cas aetuel, attendu qu'une grandeur concréte ne peit
lamais étre prise comme multiplicatenr,
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213. Théoveme I. — Dans towle suile de rapports dgaue,

la somme des antécédents est a la somme des conseéquents, comme
un antéeédent est a son conséquent.

S a b ¢
Soit r la valeur commune des rapports — —; On aura
a ¢

1 E

a=a'r, b=Dblr,c=17c'r;

a+bte=(a 404,

done

ou

Propriétés des proporliens.

214. On a vu plus haut [210] qu'une proportion est Uexpres-
sion de Uégalité entre deua vapports. 11 résulte de cette défi-
nition et du théoréme 1, que, si quatre grandeurs sont en pro-
portion, les nombres qui les mesurent sont en proportion, el
réciproquement. Par exemple, la proportion entre grandeurs
concretes :

6 métres 3 jours
£ metres 2 jours’

peut étre remplacee par

(Pest & ces proportions, dans lesquelles on considére seule-
ment des nombres, que sont applicables les propriétés conte-
nues dans les théorémes suivanls.

215. Théoréme IMI. — Dans toute proportion, le produil
des exirémes est égal au produit des moyens.
Soit la proportion

a C

b d

dans laquelle a, b, ¢, d représentent des nombres quelconques.
Si nous multiplions par d les deux termes du premier rapport,
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et par b les deux termes du second, ces rapports ne change-
ront pas, et nous aurons

ad 2 ch

bd — db’
Or,

bd =db;
done

ad=cb.

216. Remarque. — Ce théoreme donne le moyen de trouver
Pun des quatre termes d’'une proportion, connaissant les trois
autres : 1° si le terme inconnu est un extréme, on fait le produit
des moyens, et on le divise par Uextréme connu ; 2° s¢ ce terme
inconnu est un moyen, on fait le produit des extrémes, et on le
divise par le moyen connu.

Par exemple, la proportion

donne

217. Si la proportion avait lieu entre des grandeurs con-
crétes, on ne pourrait pas égaler le produit des extrémes au
produit des moyens; car le mot produit n’aurait plus de sens,
Mais, en appliquant la propriété fondamentale démontrée ci-
dessus [215], on pourra calculer le nombre qui représente le
rapport entre la grandeur inconnue et son unité. Ainsi, la
proportion

6 métres 3 jours

4 mdtres @ jours
équivaut i celle-ci :

et cette derniére donne
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218. On peul encore ohserver que la proportion

6 metres 3 jours
k motres @ jours

donne, en prenant les inverses,

@ jours A metres

3 jours 6 metres’

d’ott
c . i metres

@ jours =3 jours . ———-.

6 metres

Et comme le rapport de & métres 4 6 meétres est égal au
rapport de £ & 6,
i

@ jours==13 jours . = 2 jours.
1]

En résumé, il est plus simple de faire abstraction de la
nature des grandeurs données, et de ne considérer que leurs
mesures.

919. Théoreme IV (réciproque du précédent).— St quatre
nombres sont tels, que le produit de deuw d’entre eux soit égal
au produit des deux aulres, ces quatre nombres forment une
proportion, dans laquelle les extrémes ou les moyens sont les
deuz premiers nombres.

11 est clair, en effet, que de

ad = b

on déduit les huit proportions suivantes, ou, plus exactement,
les huit maniéres d’écrire la méme proportion :

a_¢ a._b d_c¢ d_ b
b 4’ c d' b a ¢ a’
t')_ﬂ' {'J__t:' c_d c_a
@ ¢l dl ¢ S

990. Theorome V. — Si deuw proportions ont un rapport
commun, les deus aulres rapports forment une proportion,
a 6
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En effel, les deux dgalités

donnent

221. Theéoréme VL. — Dans toute proportion, la somme des
deux premiers termes est aw premier lerme ow au deuxiéme,
comme la somme des deux derniers termes est au'troisiéme terme
ow aw qualriéme.

Nous avons démontré [216] que la somme des antécédents est
a la somme des conséquents, comme un antécédent est ¢ son con-
séquent. Cela posé, soit la proportion

[H G
betnd!
Elle donne
il b
ety
puis, par la propriélé qui vient d’étre rappelée,
a+b a b
e e
done
at+b o4-d
(i T (] )
Ol
it + h e + d

(7 i/

On démontre, avec autant de facilité, la proposition sui-
vante :

222. Theoréme VII. — Dans' loute proportion, la somme
des deux premiers termes est a leur diffévence, comme la somme
des deux derniers termes est a leur différence.

223. Theéoréme VIIL — Quand on m ultiplie plusieurs pro-
portions terme a terme, les produils sont en proporiion.
Soient les proportions




ARITHMETIQUE. a9
Ia régle de la multiplication des fractions donne

a o a . a
T T s

'

done

& a2 SR

T e o

294, Corollaires. — 1° Si quatre nombres sonl en propor-
lion, leurs puissances de méme degré sont en proportion.

20 Si quatre nombres sont en proportion , leurs racines de
inénie degré sont en proportion *.

29%. Probléme, — Résoudre la proportion

En égalant le produit des moyens ef celui des extrémes, nous
lrouvons
EE== ahy

tlong

= \ab.

296, Remarque, — Quand les moyens d'une proportion
sont égaux entre eus, chacun d’eux est dit moyen proportionnel
entre les deux extrémes. Conséquemment, la moyenne propor-
tionnelle entre devx nombres est égale & la vacine carrée de leur
produit.

Par exemple, la moyenne proportionnelle entre 3 et 48 est

\ 3. 48,
¢'est-a-dire 12.
En effet,
3 12
2 48

* Les régles démontrées pour le cas ol les termes a, b, a', b, ete..
sont entiers, subsistent pour des valeurs quelconques de ces quantites,
" Get énoncé suppose la définition du rapport entre dewr quantités
icommensurables,
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Résume.

On appelle rapport d'un nombre & un autre nombre, le quotient du
premier par le second. Le premier nombre est l'antécédent du rapport,
l'autre en est le conséquent. L'antécédent el le conséquent sont appe-
lés termes du rapport.

Si 'on renverse 'ordre des termes, le nouveau rapport est dit in-
verse du précédent: le produit de deux rapports inverses est égal a
'unité.

Lorsque quatre nombres sont tels, que le rapport des deux pre-
miers est égal au rapport des deux derniers, ces quatre nombres sont
dits en proportion: une proportion est done l'expression de I'égalité
entre deux rapports,

Au lieu de nombres, on peut, pour plusde généralité, considérer des
grandeurs; on adopte alors la définition suivante : Le rapport dune
grandeur i une grandeur de mémeespéce est le nombre qui mesure la
premiére grandeur, lorsque la seconde est prise pour I'unité.

Le rapport de denx grandeurs de méme espéce est égal au quotient
des rapports entre ces deux grandeurs el roisieme grandeur quel-
conque, de méme espece ue les deux prem 5

Dans toute suite de rapports égaux, la somme des antécédents
est 4 la somme des conséquents, comme un antécédent est i son con-
séquent.

Dans toute proportion, le produit des extrémes est égal an pro-
duit des moyens.

Si quatre nombres sont tels, que le produit de deux d’entre eux soit
Gégal au produit des deux autres, ces quatre nombres forment une pro-
portion’, dans laquelle les extrémes ou les moyens sont les deux pre-
miers nombres,

Si deux proportions ont un rapport commun, les deux autres rapports
forment une proportion.

Dans toute ]Jl‘upor[ion, somme des denx lil't‘lllil.'l'&i fermes . est au
premier terme ou au deuxiéme, comme la somme des deux derniers
termes est au troisieme terme on au quatriéme.

Dans toute proportion, la somme des deux premiers termes est a lenr
différence, comme la somme des deux derniers termes est i leur diffé-
rence.

(Juand on multiplie plusieurs proportions terme & terme, les produits
sont en proportion.

La moyenne proportionnelle entre deux nombres est égale a la ra-
cine carrée de leur produit.
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(HAPITRE IX.

Regles de trois, d'intérét et d'escompte (227-241), — Régle de sociélé
(242-245).

Des régles de frois.

. On donne, ou phutot 'on donnait le nom de régle de
trois A toute question qui se réduit a trouver un des quatre
termes d’une proportion, connaissant les lrois autres.

Exemple : 25 métres de drap ont coité 60 fr.; combien coti-
teront 37 métres du méme drap?

Il est évident que si 25 métres ont coité 60 fr., deux fois,
trois fois,... 37 métres doivent conter deux fois, trois fois,...
60 fr.; le rapport des nombres de méfres est done ¢écal aun
rapport des nombres de francs correspondants; en sorte que
le prix inconnu est donné par la proportion

% 60
d’oli

31X 60 37 %12

25 5

Les 37 métres cotiteraient done 88 fr. 80 c.

998. Dans la question préeédente, la rogle de trois ctail
directe et simple : directe, parce que les prix élaient directement
proportionnels aux quantités de drap; simple, parce que I'in-
connue 6tait donnée par une seule proportion. Nous allons
donner un exemple de régle de trois composée, résultant d’une
régle divecte et simple et d’une régle nverse el simple. Du
reste, toutes ces inutiles classifications sont tombées en dé-
suétude.

Probleme. — 30 ouvriers, travaillant 13 jours, ont fait
50 métres d'un certain ouwvrage; en combien de jours 28 ou-
vriers feraient-tls &0 metres du méme ouvrage?

Soit @’ le nombre des jours nécessaires aux 28 ouvriers
pour exéeuter 50 métres. On admet que, le nombre des ou-
yriers devenant double, triple,... le nombre des jours devient
dew fois plus petit, trois fois plus petit..., ou que le second

6.




et e e s

USRS

o

=3

s S . s

I
i

e

102 ARITHMETIQUE.

nombre est inversement proportionnel au premier. Cela étant,
I'inconnue auxiliaire @' est donnée par la régle de trois inverse
ol stmple

28 13 -
0 o )

Soit maintenant @ le nombre de jours qu’emploieront les
28 ouvriers pour exécuter 40 metres. Moins il y a d’ouvrage,
moins il fant de temps; done @ est donné par la régle de trois
directe et simple :

DUEEE i

’Hj o
Pour éliminer o', on multiplie terme a terme les. propor-
tions (1) el (2); ee qui donne
a8 . 500 13
3002 £0 - 5
d on

SR BT o ST 7

Ainsi, le temps demandé est 110
Méthode de réduetion & unité.

229, Pour résoudre les questions analogues aux deux pré-
cédentes, on peul, au lieu de regles de trois, employer avec
avantage une meéthode connue sous le nom de réduction a
Punité. Un seul exemple suffira pour faire comprendre I'esprit
de cette méthode et pour formuler la végle générale donnant la
valeur de 'inconnue.

230, Probleme,—20 ouvriers, travaillant 10 hewres par jour,
ont employ? 21 jours pour creuser un fossé ayant 35 metres de
longueur. Combien 25 ouvriers, travaillant 12 heures par jour,
emploierent-ils de jours a creuser un fossé ayant 50 métres de
longueur ?

Dans cetle guestion, et dans toutes celles du méme genre,
les circonstances dont il n'est pas fait menlion sont supposées
identiques dans les deux periodes dont I'énoncé se compose.
\insi, I'on admet que tous les ouvriers ont la méme énergie ;



ARITHMETIQUE. 103
(ue le travail exécuté en une heure est constamment le méme ;
(jue les deux ferrains creusés sont de méme nalure, ete, Cela
posé, voici la suite des raisonnements qui conduisent a la so-
Iution du probléme.

1o 20 ouvriers ont employé 21 jours pour exéeuter un cer-
tain ouvrage ; donc un ouvrier vnq}lﬂit‘l'nil toutes choses égules
ailleurs, 20 fois plus de jours, cest-a-dire (21 x 2
25 ouvriers en emploieront 25 fois moins. ou

)i =21} X 31,

2° Des ouyriers, lr.'l\'ail!unt 10 heures par jour, ont effectué
un certain ouvrage en (21 X 41i : s%ils ne (ravaillaienl qu'une
heure par jour, il leur iaudl"ul, loutes choses égales d’ailleurs,
10 fois plus de jours pour faire cel ouvrage ; el, 8ils travaillent
12 heures par jour, il leur faudra 12 fois moins de jours. Con-
séquemment, les 25 ouvriers, travaillant 12 heures par jour.
cniploieront, pour creuser un fossé de 35 metres de longueur
un nombre de jours éeal a

2R3 X 4.

l’tllll‘L]L‘lL‘-(‘l ce fossé de 35 metres de longueur, il a fallu

-- i. Si le fossé n'avail qu'un meétre de longueur,

| faudrait 35 fois moins de jours; et, s'il a 50 metres, il en
faudra 50 fois plus. La valeur de 'inconnue est done

i =210 % 3% < 40 s 20— 99 jours.

231. Pour conclure, de cette valeur, la recle générale cher-
chée, remarquons d'abord que, d’aprés I'énoncé, le nombre
ile jours inconnu est divectement proportionnel a la longueur du
fossé, et inversement proportionnel, soil au nombre des ou-
vriers, soit a la durée de la journée de (ravail. Remarquons.
en second lieu, que la valeur de U'inconnue donne

X 1t

el nous pourrons enoncer le théoreme suivant :

232. Théoréme, — S, parmi les données d’un probléme, les

unes sont dirvectement proportionnelles a I'inconnue, ef les autres

inversement proportionnelles a celte yrandewr; si, de plus, parmi

e

T
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ces mémes données, celles d'une premiére série se rapporient a
Finconnue, tandis que celles d'une seconde série, homogénes avec
les premicres, se rapportent a une grandeur donnée, homogéne
avec Uinconnue; le rapport entrve l'inconnue et son homogene
sera égal aw produit des rapports entre les grandeurs directe-
ment proportionnelles, divisé par le produit des rapports entre
les autres grandeurs *.

233. Voici une application de celte regle :

36 ouwriers, travaillant 10 heures par jour, ont creusé, en
25 jours, un fossé de 60 meéfres de longueur, de 3 meétres de lar-
geur et de & métres de profondeur. Combien faudra-i-il d'ou-
vriers, travaillant 12 hewres par jour, pour creuser, en 18 jours,
un fossé de 75 metres de longueur, de 2m 5 de largeur et de
3m 2 de profondeur? On suppose que la dureté du premier ter-
rain est a celle du second, comme 6 est @ 7, et que la force d’un
ouvrier de la premiére compaynie est a celle d'un ouvrier de la
seconde comme b est a &.

Les deux séries de grandeurs sonl :

ouy, heures. journ. long. larg. prof. dureteé. foree.
36 10 25 60 3 4 6 5
© 12 48 uhr 2ol 95 3,2 7 i
) i d d d d i

Ayant placé la lettre d sous les grandeurs directement pro-

portionnelles a x, et la letire ¢ sous les grandeurs ¢nversement
proportionnelles a cette inconnue, nous trouyons

puis

Il est facile d'inlerpréter cette valeur fractionnaive, cblenue
pour le nombre des ouvriers : 32 ouvriers feraienl un peu moins

% L';in_u':r{nlmu de chaque rapport est la grandeur qui, dans 1'énoncé
du probléeme, se vapporte @ Uinconnue.
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que I'ouvrage proposé, ef 33 ouvriers feraient un peu plus que
ce méme ouvrage.

De Vintérdt simple.

934, Lintérét d’'une somme d’argent, ou d'un capital, estle
hénéfice exigé par celui qui préte ce capital. Ce bénéfice est
ordinairement proportionnel a la somme prétée et au temps
pendant lequel emprunteur possede cette somme. I1 dépend
enfin d'un troisiéme élément, appelé fauw de Uintérét: c'est
Iintérét de 100 fr. pour un an.

Les conditions que nous venons de définir sont celles de I'in-
térét simple ™,

235. Formule de I'intérét simple. — Pour arriver a cette
formule, proposons-nous, par exemple, de calculer Uintérél
d’une somme de 2 400 fr., placés pendant 3 ans, le tauw de Uin-
térét étant de 5 °fo (5 pour 100).

100 fr. rapportant 5 fr. d’intérét en un an, 1 fr. rapportera

B

100 fois moins, ¢’est-a-dire T Par suite, lintérét de 1 fr.,
B af L

1 PO

pour 3 ans, sera

: et l'inléret de 2 400 fr., pour le méme

5.3 .2400 2400.5.3
temps, sera = =
100 100
De ce cas particulier, on peut conclure la régle générale que
voici : Pour avoir Uintérét, on multiplie le capital par le taus,
par le temps (exprimé en années) . et on divise par 100.

= 360 fr.

Représentons par @ le capital, par r le taux, par ¢le temps,
par ¢ l'intérét, el nous aurons
art
=
100

* Nous nous occuperons, plus loin, de 'intérét composé. {Juant a
présent, nous ferons cette seule remarque : le principe de Uintérét a,
pour conséquence logique, Vintérét composé. 11 est évident, en effet,
que si l'emprunteur ne paye pas,  la fin de la premiére année, Uintérét
du capital prété, il jouit, pendant la seconde année, du capital et de
Pintérét : les choses se passent comme si le capitaliste, indépendam-
ment e Ta somme qu'il a prétée primitivement, avait preté encore, i Ia
fin de la premiére année, U'intérét de cette somme. Si done (quelijues
personnes jugent que les placements & intérét compose constituent une
véritable usure, elles doivent frapper de la méme reprobation 'intérét
proportionnel aw temps.




106 ARITHMETIQUE.

236. Remarque. — La formule de Uintérat simple, que nous
venons de trouver, contient quatre quantités: i, a, r, t. Si 'on
donne trois de ces quatre quantités, on pourra toujours déter-
miner la quatrieme : il suffira, pour cela, de résoudre, par
rapport a cette quantité inconnue, 'équation précédente *,

Par exemple, si 'on demande : 4 quel taus faut-il placer
un capital de 2 400 fr., pendant 3 ans, pour que Uintérét soit
360 fr.? La formule donne

100, 4 100 . 360

= — =_—— = §

at 2E000 03

Le taux cherché est done 5 of,.

be Pescomple commercial.

255, L'escompte dun billet payable dans un certain temps

est la perte que subit le porfeur du billet, quand il désire étre
payé tout de suile.

Suivant les usages du commerce, Pescompte est égal a U'in-
térét simple de la somme marquée sur le billet, caleulé d’aprés
tn ceriain taur. Les questions d’escompte rentrent done dans
celles ¢que nous venons de considérer,

238. Exemple. — Quel est Pescompte un billet de 6 800 v
payable dans 10 mois, le lauw descompte élant de 6 v/4? La
formule ci-dessus donne immédiatement

, L)
6800 . 6. —

12 X
- = 340 fr,
100

La retenue faite par le hanquier sera done de 340 fr., en sorte
gue le porteur du hillet recevra 6 460 fr,

239. L’escompte, tel que nous venons de le calculer, sap-
pelle escompte en dehors. Pour juger s7il est équitable, il suffit
’observer que 'escompte d 5 0/ d'un billet de 100 fr., payable
dans 20 ans, serait précisément 100 fr.: le porteur du billet
waurait rien a réclamer du banguier.

© Cette question tees-simple permet dentieyoir déjd Pavantage des
solutions algébriques et des formules.,
q |
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240, Cherchons quelle somme le banquier devrait remeltre

au porteur du billet, pour que la perte subie par eelui-¢i fil

dgale @ Uintérét de cette somme, et, pour fixer les idées, repre-
nons le méme exemple.

WL ! : S
L'intérét de 100 fr., pour 10 mois, est 6 . o alr., le taux

étant 6 /o, Donc une somme de 100 fr. vaudra, dans 10 mois,
1007 4= 58 = 105%; el, réciproquement, un billet de 10% fr.,
paable dans 10 mois, vaut 100 fr. argent comptant. 11 résulte
dela que 'escompte d'un billet de 105 fr., payabledans10 mois,
serait 5 Ir., I'intérét étant & 6 /o ; done I'escomple du billet de
6 800 fr. devrail dtre ¢eal

6 800f | 5 :
———— — 323F 81

en sorle yue le banquier devrait remetire au porteur du billet
6 800F — 3231 81 = 6 476,19,

Celte seconde maniére de caleuler escomple, beaucoup
moins usitée que Pautre. sappelle prendre Lescompte en
dedans.

241, La formule générale de Vescompte eni dedans est

art
= ———
100 - vt
@ élant la somme inscrite sur le billet, ¢ le temps (exprimé en
années) ef r lintérét de 100 fr. A cause de

ri
—— =,

100 -1t

on aura loujours ¢ < a, en sorle que lescompte sera lowjours
inférieur aw montant dw billet ; ce qui doit étre.

Regle de société.

242. On a souventbesoin de partager une grandeur en parties
proportionnelles a des nombres donnés. Chacune de ces parties
est donnée par une formule générale, constituant ce que I'on
appelait autrefois la régle de société, Pour trouver aisément
cetle formule, nous considérerons d’abord un cas particulier,

==t

i e

il
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243, Probleéme. — Partager le nombre 96 en trois parties
proportionnelles ¢ 2, 3 et 7. — S'il s'agissait de partager 1'u-
nité en trois parties proportionnelles aux nombres donnés; il
suffirait, évidemment, de diviser cette unité en 2 -3 -7 par-
ties égales, et d’en prendre d’abord 2, puis 3, puis 7 : on ob-

tiendrait ai S : ¢ 1
iendrait ainsi —, — et —.
12' 12 12

Si done, au lien du nombre 1, on veut partager le nombre
96, les trois parts cherchées seront

2 3 7k
1—‘2 . qﬁ, ﬁ B Q6. |-§ . 96,

Ou
16, . 2, | 86

9244, Supposons & présent, d’'une maniere générale, qu'il
s’agisse de partager un nombre ¢ en parties proportionnelles
an s Nous aurons, en représentant par @, @', «',....

les nombres cherchés, et par s la somme n 42" 4-n' 4 ....,

945. Probleme. — Trois associés ont placé dans une entre-
prise, le premier, 8 000 fr. pendant 10 mois; le deuwiéme,
12000 fr. pendant 6 mois; le troisieme, 5000 fr. pendant
13 mois. Le bénéfice s'est élevé a 17 360 fr. On demande com-
ment il doit éfve véparti entre les associes.

On admet que 8 000 fr., placés pendant 10 mois, équivalent
2 (8000 . 10)f placés pendant un mois, Cela étant, il est clair
qu’il faut, pour résoudre la question, partager 17 360 fr. en
trois parties proportionnelles & 8 00010, 12:000. 6, 5000 .13,
c’est-a-dire proportionnelles & 80 000, 72 000 et 65 000, La
somme de ces trois nombres est 217 000 : done, par la formule
ci-dessus, les parts demandées seront

80 -
=17 360, YA 80f . 80 =6 400f,

) ,
@/ =17 3601, S==1807 , T2.=5 7607,
4 i
it 1 SO
&'=171360f, W} =80f . 65 =15 200,
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246. Plus généralement., soient m, m', ', les mises de

divers associés; soient £, ', 1',... les temps pendant lesquels

ces mises sont restées dans 'association; et soit b le bénéfice
total : les parts des associés seront

i m't’ wmt’
t=bh—, ¥'=b—. w'=b—....
8 8 8

Dans ces formules, s représente la somme des produits mt,
e

247. Probléme, — Un oncle ordonne, par son lestament, que
son hérvitage sera partagé enire ses irois neveuw, en raison in-
verse de leurs dges. L'héritage est de 60 000 fi., les dges sont 12
ans, 18 ans et 30 ans. Quelles sont les parts des trois hévitiers?

Pour satisfaire & la volonté du testateur, il suffit de partager
I'héritage en parties proportionnelles aww inverses des dges,

: ! : 1 1

¢'est-a-dire en parties proporlionnelles aux nombres R
1= il

el 30" Comme le rapport dedeux nombres ne change pas quand

on les multiplie par un méme facteur [132], nous remplacerons
les fractions

par les nombres entiers que l'on obtient en les multipliant par
le plus petit multiple des dénominateurs 12, 18 et 30. De cetle
maniére, nous aurons a partager 60 000 fr. en trois parls pro-
portionnelles a 45, 10 et 6.

En appliquant la formule, on frouve, pour ces irois parts,

29 0132 26. 19 354,84 11 642,90,

Résumé,

Dans un grand nombre de problemes, linconnue est égale a une
srandeur donnée, homogine avee linconnue , multipliée par une série
de vapports. Ces problémes, autrefois appelés régles de trois, peuvent
aisément étee résolus par une méthode connue sous le nom de rédue
lion & l'unité.

Si, parmi les données d'un probléme, les unes sont directement
proportionnellesd linconnue, et les autres inversement proportionnelles
4 cette grandeur; si, de plus, parmi ces mémes donnees, celles d'une

I, Arithmetique. a
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premidre série, se rapportent i Uinconnue, tandis gue celles dlune se-
conde série, homogénes avee les premieres, se rapportent & une
crandenr donnée, homogene avee l'inconnue ; le rapport entre 'ineon-
uue el son homogene est égal an prodwt des rapports entre les
arandeurs directement proportionnelles, divisé par le produit des rap-
ports entre les autres grandeurs.

L'intérét d'une somme d'argent, ou d'un capital, est le hénéfice
exigé par celui qui préte ce capital. Ce bénéfice est ordinaivement pro-
portionnel a la somme prétée et au temps pendant leguel Pempranteur
possede cette somme. 11 dépend enfin d'un troisicme élément appelé
tawx de Pintérét : c'est Uintérét de 100 francs par an.

Pour avoir I'intérét, on mutiplie le capital par le taux, par le temps
‘exprimé en années), et on divise par 100,

Lieseompte diun billet payable dans un certain  temps est la
perte que subit le porteur du billet, quand il désive étee paye toul de
suite,

Suivant les usages du commerce, Vescompte est ézal & U'imtévit
ple de la somme marquée sur le billet, caleulée d'apees un certain fiux.
Les questions d'escompte venteent done dans celles de Uintérét simple.

On a souvent hesoin de partager un nombre @ en parties propertion-
nelles i des nombres donnés a, ',
des formules, constituant ee que 1
crete,

s Ges pacties sont données par
appelait auteefois régle de so-

o




ALGEBRE.

CHAPITRE [.

Notions préliminaires (1-12). Opérations aly ébriques (13-51

3
Notions préliminaires.

I. On a vu, dans UArithmétique, qu’il est avantageux, soil
pour abréger les démonstrations, soif pour généraliser les
conclusions déduites de données particulicres, de remplacer
les nombres par des leitres, et d'indiquer, par des signes, les
opérations a effectuer. L'ensemble de ces leftres et de ces
signes constitue la notalion algebrique.

2. On appelle quantité algébrique ou quantité littévale toute
expression dans laquelle des lettres représentent des nom-
bres™; ces lettres élant isolées, ou combinées par les signes des

; b 3= 2 —
operations : @, a+b,ab, = \/a — \/b, efc., sont des (uantités
(i .
algébriques **,
3. Une formule est une équation dont le premicr membre est
Pinconnue d'un probléme, et donf le second membre est une

quantité algébrique. formée seulement des donndes du pro-
bleme. Par exemple,

est une formule. R

Elle fait voirque, pour caleuler 'inconnue 2, on devra, quand Al
i, b, ¢ seront donnés en nombres, retrancher du nombre a lo
ticrs dunombre b, etajouter, aurésultat de la soustraction, ln
racine carrée dunombre e. Caleuler ainsila valeur numérique

" Celte définition sera complétée plus loin.

"= D n'est pas une quantité, mais c'est Lexpression de I'égalité
entre les deux quantités- a, b, La méme remardqie sapplique anx ine-
galitésa b, b a.
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de Uinconnue qui répond a de cerlaines valeurs numériques des
données, est ce qu'on appelle REDUIRE LA FORMULE EN NOMBRES.

k. L’AvLGEBRE est la science des formules, des équations et
des inégalilés *.
5. Nous rappellerons que les signes algébriques sont les sui-
vanis :
- . qui s'énonce  plus;
- M e S
Xow. , ....... mulliplicpar;

POU — . e e e hias divisd par;

n = .

\ T b st EERGIRE e

= G A o oo i

> s sox e s o oo plusgrand que:
= R T (A R

6. Ajoutons que :

I* Pour indiquer la multiplication de @ par b, on se contente
d'éerire ab;

* Le produit de m facteurs égaux & b se représente par
Iexpression 6™, que I'on énonce b puissance m, et dans laguelle
m esl Vewposant de la puissance;

3 La parenthése () signifie que tout ce (qu’elle renferme doil
étre considéré comme une seule gquantité. Ainsi, au moven de
'expression

(0 +b—¢) X (a*—b* 4 ¢%),
on est averti quiapres avoir effectué les opérations indiquées
par
a-b—e.
el par

at — b* - o,

* 1l nous semble que cette définition , malgré sa concision , donne
une idée assez exacte dubut de PAlgebre. On objectera peut-étre qu'elle
aisse de cot® les opdrations algébriques, ladivision des polynimes,
par exemple; mais il est claiv que, si Pon veut effectuer la division de
a' — b par a—=Bb, on peut. toujours Sll.ll.lllue't'.l‘qqllt‘ cette division a

3 :

pour objet de simplifier la formule » = e de la véduire i
1}

r= a*+ab b
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on deyra multiplier le résultat du premier caleul par le résuliat
du second,

7. Un coefficient est un multiplicateur numérique, que Pon
place habituellement a la gauche de la quantité multiplie -
dans I'expression 3 ab, qui équivaut 3 3 fois ab, 3 est le coel-
ficient de ab,

8. Une expression (ui ne renferme aucun des signes -+, —,
=, =, <, est un mondme : @, I?, 3 ab*, sont des monOomes.
Plusieurs monomes, ajoutés ou retranchés, forment un poly-
ndme, dont ils sont les fermes. Suivant qu'un polynome con-
tient deux, trois, quatre termes, il prend les noms de Lindme,
trindme, quaivindme, ete. Les termes d’un polynome sont dits
additifs ou soustractifs, selon qu'ils sont affectés du signe +
ou du signe —.

9. Deux termes semblablessont ceux qui différent seulement
par leurs coefficients.

10, Une quantité est dite rationnelle quand elle ne renferme
aucun radical. Quand elle en renferme, elle est érrationnelle.

I1. Une quantité rationnelle est entiére, lorsqu’elle ne con-
tient I'indication d’aucune division. Dans le cas contraire, elle
est fractionnaire. On appelle souvent polyndme entier, celui qui
contient des coefficients fractionnaires, mais qui est entier par
rapport aux letires.

12, Probléme. — Réduire en nombres une formule donnée.
— Un seul exemple suffira pour faire comprendre Putilité de
cetle question.

Soit la formule

[la 4+b)b+ ¢)— %)

[(b+0) (¢4 a)— ¢

2 I
(a* 4+ b* 4%

9
3

Si nous faisons a =15, b =3, ¢ = 2, nous aurons, pour
valeur particuliére de ax,
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Opérations algebriques.

3. Avanl de parler de ces opérations, nous [erons ohser-
ver quelles ne peuvent jamais étre complélement effectuées,
tantque 'on n'a pas remplacé les lettres par des nombres ; elles
se réduisent done & des indications, ou. toul au plus, a des
stmplifications.

Addition.

14, Addition des monomes. — D'apres ce qui vient d dlve
dit, ajoufer plusieurs mondmes, c'esi en indiquer Paddition.
Ainsi, pour ajouler 2 ab?, 3 a®b et 5 0°, on ne peut faive autre
chose quéerire : 2 al® 4 3 a®h -5 1P,

15, Cependant, siles mondmes sont semblables, on les réduit
en un seul, dont le coefficient est égal a la somme de leurs coef-
ficients, 11 est clair, en effet, que

it 3w = Bla;
(que
2 ab? 4 3 ab® -+ Tab* = 12 al?;
ke,

16. Remarque. — Dansle dernier exemple. si lon rempla-
cail les lettres @ ct b par des nombres, la valewr numdrique du
monome 12 ab?® serait égale a la somme des valeurs numériques
des monomes 2 ab®, 3 ab® et 7 ab®, et cela, quels que fussent
ees nombres. Clest pour celte raison que le premier mondme
ost appelé la somme des mondmes donnés. Toutes les opérations
algéhriques doivent étre entendues ainsi; de sorte (que nous
pouvons énoncer ce prineipe géuéral @ Le résultat de toute opé-
ration alyébrique estun:expression telle que, si lon 4 remplace
les lettres par des nomlres quelconques, la valeur numerique
de ce vésullat est égale aw vésultal des opiraiions indiquées,
effectuces sur les valeurs numeriques des donndes.

A7. Addition des polynémes. — Proposons-nous d’abord
ajonter @ — b avee ¢ —il, a. b, ¢, d représentant des nom-
bres tels, que Fonait @ > b, ¢ >d.

- Sia la difference a — b, nous ajoulons ¢, nous ohtiendrons.
poN somime, o — b —i- ¢, Mais celle SOmMIne serd [II||\ _'_Ir‘}infh‘
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de la quantité d. car nous devions ajouter seulemgent ¢ — d.
Done
(a— —!—I;L' --r!') — g —h - ey 1y

18. Si les lettres a b, ¢, d veprésentent des quantilés * posi-
lives ou négalives ne satisfaisant pas aux condilions énoncées
ci-dessus. on ne sait plus quel sens on doit altacher au mot
somme. Pour le définir, nous emploicrons Péquation (1), et
nous dirons que lon appelle somane des bindmes a—h, ¢ —d,
le polyndme a — b - ¢ —d. Cette définition est d'accord, évi-
demment, avec la remarque générale faite plus haut,

19. Prenons a présent deux polynomes quelconques :

P=3a®+ 5a2b—4 ab®—6 b3,
P'=2a®— §a*b -+ kab*-+ 7 1%,

Si nous supposons les lettres a, b rwnplaw ‘es par des nom-
bres sur lesquels on puisse effectuer les opérations indiquées,
Nous Poserons

A=3a* 4 5a*, B=—f al* - 617,
C=20a"+ fab*+70° D=4ia*b,

el nous aurons
P=A—B, P=_0—D:

"ot, par un raisonnement trés-simple, semblable & celui qui
a 6té employé tout a I'heure.

P--P —\ -B4-C—D
20— an‘:-——bh 2ad - hab* 70— faqth=5

=3a°+5

Si, au contraire, les lettres @, b sont remplacées par des
(uantités quele um[uva. positives ou négatives, qui ne permet-
lent pas d’effectuer les opérations indiquées par A—B,C—D,
nous appellerons somme des ;mh,r:?nuw\ P, P, le polyndme S
ubtenw en éerivant le polyndme ' @ la suite du polyndme P.

*Nous pensons qu'il serait utile d'établiv, a prioed, la théorie des
'f::tmffh'\ m'qun'f eg, Pour abrécer, nons nous contenterons de dire
uune quantite est un nombre p”:. jnm;;“gm. bk ow nigalivement,
'est=d-dive précédé du sicue 4 on du signe — @ la quantité est posi-
Jr.'| dans le premier cas, mrm.fua‘ dans le second. Un nonbre e
west aceompagne o anen \nm" esl supp (s rua.rru it ‘mrzf -+,
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20. Bemarques. — 1° Cette définition renferme la régle
genérale de I'addition des polyndmes.

20 Dans l'application de celte régle, on doil, conime il a été
dit ci-dessus, sous-entendre qu'un terme qui.n’est précéde d'au-
cun signe est affecté du signe --.

3° La somme S étant oblenue, on peul véduire les fermes
semblables quelle eontient.

Dans I'exemple précédent,

S=5a" a4 a*.
4 Toul ce qui précede suppose cetle proposition : Quand
on entervertit Coydre des terines d'un polynéme, on n'en change

pas la valewr (Arvithm., 26, 39).

21. Application. — Trouver la somme S des polyndmes sui-
vanits ;

A= —8a"4-2a°0 — 2a** - 11 al® + T0,
B= 2a*4-Tab®—5a*b*— 20 al® 4-10 b*,
= 15a"—9a?b3-2a20 -+ Gab®—AT7H.
S= Ta — 5a2h* — Babt.

On voil qu'au lieu d’éerive les polynomes les uns a la suite
des autres, il vaut micux disposer le caleul comme on le fait
pour une addition de nombres entiers. On obtient ainsi, a
cause des réductions et des desiruciions de termes.

S=1Ta b Hatht—Habs,

Soustraction.

22. La soustraction des monomes ot celle des polynomes
sonl comprises, aussi bien ue la soustraction des fractions,
dans la définition suivante, donnée & 'oceasion des nombres
entiers [Arithm., 307 :

La soustraction est une opération par laguelle, connaissant
une somme et Uune de ses deww parties, on déiermine Uaudre
pariie.

23. De cette définition el des théoremes sur 'addition al-
gébrique, on conclut immédiatement la régle suivante :
Pour vetrancher d un polyndme P un polyndme ', on derit le
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second polyndme a la suile du premier, en changeant les signes
e tous les termes du second polyndme.

24. Exemple. — Soienl

P = Ta’f8a*h—jab*-L b,
P'=—4 a* +-2a%h— fab® - 515,

Désignons par R lereste, ¢'esi-a-dire le polynome qui, ajouté
a P’ reproduirait P; nous aurons

R=7a"-}-8a2b— § ab? S A4 hat— 242 “+hab*—5D8,
ol

R=11a%+ 6 ab— b,
Il est clair, en effet, que
R+-P'=Ta’4-8a*b—hab®- 4b° +-ha’—2u*b - ab*—5h3--P'—P.
25, Remarque. — Ce qui a été dit ci-dessus [20], sur la

maniére d'effectuer laddition des polyndmes, s'applique 6ga-
lement & la soustraction,

Addition et soustraction des mondmes positifs ou négatifs.

26. Reprenons ['égalilé
(a—b)+(c—d)=u—b-t-¢—d, (1)
| Le second membre. ajouté d b--d, donnerail @+-¢: done

ato)—b-+dy=a—b-+c—d.

Indépendamment de ces deus formes du premier membre,
on peut encore adopter les formes suivantes, qui ne changent
| pas le second membre :

u—b)—(d—c,=a—b-tc—d,
(o—d)+c—b)=a—b4-¢—d,
(@—d)—lb—c)=a—b--c—d.
[ -—‘f)——.:b-—.'
\ -—h::— r[—u’)_.'(; — f}--‘:-f'—rf,

=a—h+4-c—d.

T
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1 Actuellement, fizons b=10, d =0 dans ces diverses
caalités=. el nous trouverons
()4 (-0) =+ (a+-0). A)
(+a)—(—ci=4(a-+c); B)

20 Faisons a =0, ¢ =0 : nous aurons pareilloment

(—=0)+(—d)y=—(b+d), (:
(b= d)y=—(b-+d): )
30 Les hypolheses a==0. d =0 donnent
(—l)—(—e =4 (c—1b). (K)
(0111
(—0)—(—c=—(b—c¢). (E)

suivant que F'on a ¢=>b ou b> ¢;

fo Enfin, si nous supposons b=10, ¢=0, nous aurons

() (—d)=-(a—d). (G)

(+a)— (- dy = (a—0d), (1
(111

(Fa) 4 (—d) =—(d—u). (1)

(+a)—(+d)=—(d—ua), (K)

selon que @ sera supérieur ou inférieur a d.

27. Les Ggalités (A), (B),...., (1), (K) renferment tous les cas
possibles de Paddition ou de la soustraction des mondmes po-
s 1ifs ou négatifs. Elles se résument dans ces Lrois régles :

1 Pour ajouler dewx mondmes de méme signe . on fail
la somme de leurs valewrs absolues, et on Uaffecte dw signe
commun ;

%* Pouwr ajouter deux mondmes de signes contraires, on prend
la diffévence de leurs valewrs alisolues, et on lui donne le signe
dw mondme dont la valeur absolue est la plus grande;

32 Pour relrancher deux mondmes, on les ajoule, apres avolr
chanyé le signe du mondéme a relrancher.

28, La valeur absolue d'un monéme est za valeur, abstrac-
lion faite du signe : — & a pour valeur absolue le nombre 4.
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Multiplication.
28, Ralliplication des mondmes enticrs. — Soil 4 multi-
plier 3a*b*c par 5 abc¥d® : il Sagit 116] dobtenir une eapres-
ston dont lo valewr numérique soit égale au produit des valéws
numeriques des dewa factewrs, lovsquea, b, ¢, d seront rem-
placés par des nombres quelconiues, Opérons done conine si
cetle sube litution avait été faite, eb nous aurons d’abord, en
appelant P le produst cherché,

P=3a"b% 5 Habedd?
=[3.(a.c.a.a).(h.b) 6] [Beab.(c.e.0) d.d)].

Pour multiplier un nombre par un produit, on peut multiplier
ce nombre parle premier facteur, ete. [Arithm., §2]; done

P=3.a.a.a.0-b.b.cib5-nbicio.e.d . d:
ou, ¢n intervertissant Uovdre des facteurs.
P=3.5.a.a4.aq.c.a.0.b.0.¢.¢.c.c.d.d.

La véciproque du théoreme énoncé loul a I'heure donne en-
suite :
P=15a*lichd®.
Done enfin,
3atb?e X Sabedd® == | Haliold?,

Ce résultat conduil & la regle suivante

Pour multiplier Pun par Uautre dewe mondmes - entiers,
onfait-leproduit de lears coefficients, el on éerily @ su-suite;
loufes les lettres qui entrent duns les dowx mondmes, en don-
nant a chacune d’elles un exposant égal a la somme de ses ex-
posanis,

30. Multiplication des monoémes fractionnaires, — En
supposanl toujours que les lettres soient remplacées par des
nombres, on démontre, sans aucune difficulté, que le produit
de deua: mondmes fractionnaives est égal au produdt des nwme-
rateurs, divisé par le produit des dénominateurs.

Par exemple,

. e SRR
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En effet, soienl, pour fixer les idées
9 3] i 9
== b= = — == —.
g TRg G T
Il résulte, de ces valeurs
7} b
i 3o
6 s 9 A
A TR

2k
G =

5.9
I’rﬁrz__
1 1.43
puis
LI> L'_':’,?.J.l»
b d 3.5.41,9

Done enfin

o i
it
De méme,
i 2 atbiet S lir:“t'*_r;'": " 12 a” béc*ety*
i JeSfigh = qhrRfa T

2 bEces Oy
31. Remarque. — On peul simplifier une fraction littérale,
comme on simplifie une fraction numérique, ¢'est-a~dire que
I'on peut supprimer les facteurs communs i ses deux termes,
Le dernier produil devient, élant simplifié.

i a’l

7 cefy

flone

2 bt

b atelyt

7l

ia'h

32. Mulliplication des polyndmes., — Proposons-nous d'a
hord d’obtenir le produit de a

b, parc—d, a, b, ¢, d étant
des quantités posilives, satisfaisantaux conditions ¢ > b.e > d.
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Les considérations arithmétiques et Ia régle de la soustraction
prouvent que

P=(a—=0) X (t —d) = (a—h) ¢c— (a —=b)d
= (ac —be) — (ad — bd) = ac — be — ad 4~ bd.

Ce résulfal donne lien a deux importantes remarques :

1° Le polyndme P contienl tous les produits partiels obtenus
en multipliant chacun des termes du mulliplicande par chacun
des termes dumultiplicateur,

2° Chacur de ces produils partiels est affecté du signe -- ou
du signe —, suivant que les deux facleurs sont de méme signe
ou de signes contraires.

33. La seconde remarque, élendue a deux facteurs poly-
nomes (uelconques, constitue la régle des signes.

3&. Reprenons Iégalité
(@ —1b) (c— d) =ac — be—ad 4 bd. , €8]

Quelles que soient les quantilés a, b, ¢, d, nous appellerons
produit de a — b parc — d, Uexpression ub — ac — be -+ bd,
fui forme le second membre de ceile égalité ; ¢'est-a-dire que
Pequation (1), démontrée dans un cas particulier, donne, dans
fous les autres cas, la définition méme du mot produil.

35, Soient a présent les deux polynomes
M=2a 4 3ah — § ab® — 5 1%,
M= fia*+4 b5ab— 20,

dont on demande le produit P.

Si nous supposons les lettres @ et b remplacées par des
nombres sur lesquels on puisse effectuer les opérations indi-
quees, nous poserons

A=2a 43 d", B=#hab®4 5,
= § a? 'Ii' 5 ah, D=2}

el nous aurons
M = A — B, M = =Dy
i'on

= AC —BC — AD 4 BD;
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Or, los polynomes A et C avanl tous lewrs levmes positifs,
le produit AC est, évidemment, ¢gala la somme des produits
partiels obtenus en multipliani chacun des termes de A par cha-
cun des termes de C; done, par la régle de la multiplication
des monomes,

AC=28a’ 4 12 a'b 4 10 a'b + 15 a’b?;
de méme,

BC=16a*b* + 20 a*b* 4 20 a®b® + 25 al’,
AD= hLa*b*+ 6a*’,
BD= 8ab* 4-100°.

Le produit des deux polynomes M, M a donc pour expres-
sion

P=8a"+ 12 a'b4-10a'h 4 15 a*l® — 16 a®b* — 20 a*h®
S —ababt— A a*h® —6 a*b® -8 abi 10 b%;

— 20 g

el il est elair que les deux remarques faites ci-dessus [32] sap-
pliquent a ce polynome.

36. 5i les lettresa, b ne satisfont plus aux conditions énon-
cées ci-dessus, nous continuerons d'appeler produit de M par
M’ le polynome P obtenu comme il vient d’élre dit,

Voici done la régle générale de la multiplication des poly-
nomes :

Pour oblenir le produit de dewr polyndmes, on multiplic cha-
cun des termes dw mulliplicande par chacun des termes du mul-
tiplicateur, en appliquant la vegle des sigres, et Uon fait la
somme de tous ces produits partiels,

37. Remarque. — Pour plus de simplicité, on dispose U'opé-
ralion comme dans la multiplication arithmétique, avee celle
différence, que 'on commence souvent par la gauche des deux
facteurs.

Voici le type du caleul :

M=2a*"+ 3*b— H4ab>—5°
M=#a*L Bab — 212

Ba® - 12a%h — 16 a®b* — 20 a*b?
A0 ath =15 a*b* — 20 a*h® — 25 abt
— et — Gaths L Salt 10867

P=8a 4 22a'h— Hah* — 46 a*hd — 17 alt - 10 03,
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38. Hemarques sur la multiplication. — On dit qu'un pely-
ndme est ordonné suivant les puissances deécroissuntes d'une
loftve, quand les exposants de celte lettre yont toujours en di-
minuant, du premier lerme an dernier. Si les exposants vont
en augmentant, le polynéme est ordonné suivant les puissances
croissantes de la lettre ordonnatrice.
Le polynome M, éerit ci-dessus, est ordonné suivant les
puissances déecroissantes de a, el suivant les puissances crois-
santes de b.

39. Un polynome est dit homogene, quand tous ses lermes
sonbde méme degré, ¢'est-a-dire quand les exposants deslettres
contenues dans un terme quelcongue ontune somme conslante :
celte somme est le degré du terme. Les polynomes M, M/, P,
considérds ci-dessus, sont homogenes el des degrés 2, 3, 5,

k0. Théoréme. — Quand un produit et ses dewr facteurs sont
ordonnés par vapport a une méme lettre, le premier et le der-
nir terme du produil sont égaum, rvespeclivement, aw produii
des premiers termes, el aw produit des derniers termes des dewa:
facteurs.

Pourdémontrer cette propriété importante, reprenons le pro-
duit P, considéré ci-dessus. Dans chacun des produits par-
liels.dont I'ensemble constitue le polynome P, par exemple
dans — 16 a® 0%, I'exposant de la lettre a est ézal & la somme
des exposants de cette iettre dans les deux facteurs mondmes

- fab? et - Aa?. Cette somme sera évidemment la plus grande
possible quand on prendra, pour facteurs monomes, les deux
premiers termes 2 a® et & ¢® : le produitde ces deux premiers
lermes ne pourra done se réduire avee aucun aultre. Clest ce
quil fallait démontrer.

Méme démonstration pour le produit des derniers termes.

i1, Théoveme. — Le nombre des termes du produit de deua
polyndmes est aw moins éyal a dewr, el, aw plus, égal au pro-
duit des nombres de termes des denv facteurs.

La premiére partie de eette proposition est une conséguence
immédiate du théoreme précédent. La seconde partie devient
évidente si l'on fail attention que, pour obtenir le produit de
deux polvnomes, on doit multiplier chacun des termes du mul-
tiplicande par chacun des termes du multiplicateur.

2. Theoveme, — Le produit de dewe polynémes homogenes
estoun polyndme homoegens dont le degr! est i"_r_fr{f a la somme des
degpresdes dewr facleitrs,
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D'apres la regle de la multiplication des monomes, le degré
de chaque produit partiel est égal a la somme des degrés des
deux facteurs. Or, tousles multiplicandes sont de méme degré,
et il en est de méme pour tous les multiplicateurs; done, ete.

§3. Exemples de multiplication. — Nous engageons le lee-
teur a vérifier les résultats suivants, qui constituent autant de
Lhéorémes.

1° (a--D) (a--b)=(a+-b)*==a®+-2ab4-b2[voy. Avithm., 188]:
2° (a—1D) (@ —b) = (a—Db)® = a>—2ab 4 b?;

3% (@ ~=0) (a—b) = 0> —b%; e'est-a-dire que le produit de la
somme et de la différence de deum quantités égale la différence
des carvés de ces quantités,

o (@ 4 b-.i' (—a+4bic) @a—b4e (@4-b— ¢
— — g — b — ot + 9 “ﬂb‘z _i[_ 9 {{.ﬂr_‘ﬂ "i" @ {’2(.'.2 !

Bo (@™ 4 a1 b4 qu? It 4 o oabrt b (@ — b)
S —

6° (1 fa) (1 -2 (1 - &) (I 4 %) (1 Fa'%) (& 4 2%
Gt B s L S v R T S B

Cette inégalité peul servira démontrer que tout nombre pair
est égala la somme de plusiours puissances de 2, dont les expo-
sants sont indgaw ;

7° (@ 40 (¢ 4 b2) = (a0" — bU)? -+ (ab’ ++ ba')?
= (aa’ - 00" - (al’ — ba')2.
8¢ (¢ + b2 - ¢?) (a? + 02 - ¢?)
= (aa" + b | ')’
-+ (ad' — ba')?
_i_ (I.”.- e (.”r)‘_'
-+ (e — eb)2.
90 (a* 4 b* - 2 - ®) (@2 b2 -2 L i)
= (aa’ 4= bb" - co’ -}- dd')*
+ (ab" — ba' - ed’ — d¢')*
+ (@' — ca’ 4 db' — bd')*
4= (be! — ¢l - ad' — da')?.

Division.

i4. Division des monomes.—Soila diviser 15 u 4% ¢®  pai
5 at bt et Al S'agil de frouver wi mondme qui, mulliplié par le
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diviseur, reproduise le dividende. D'aprés la régle de la mul-
fiplication des monomes [29], le quotien! cherché sera

|5
et ¢ L
)
(11
5 adh® ed.

Ainsi, powr diviser Uun par Uautre dews mondmes en-
tiers, on divise le coefficient du dividende par le coefficient du
divisewr, et Uon derit ensuite loudes les letlres qui entrent, soit
dans les deuw mondmes, soit dans le dividende seulement, en
donnant @ chacune delles un exposant égal a Uexess de son
eccposant dans le dividende sur son exposant dans le diviseur.

5, Cetle régle peut étre inapplicable, parce qu'il n'existe
pas toujours un mondme enlier qui, multiplic par le diviseur,
reprodutse le dividende. On peut la remplacer parla regle gé-
nérale suivante :

Pour diviser un mondne par un mondme, on met le quotient
sous la forme d'une fraction ayant powr numérateur le dividends
et pour denominatewr le diviseur; puis, s'il y a lieu. on sim-
plifie cetle fraction.

Yar exemple,

15 a*bie?  Ha?b®
3atbedd ed

L6, Division des polynémes. — Le cadre dans lequel nous
avons da nous renfermer ne nous permet pas de développer,
d'une maniére compléte, limportante théorie de la division
des polynomes. Nous indiquerons seulement, sur un exemple
particulier, la suite des opéralions au moyen desquelles on
peut calculer le quotient de deux polynomes entiers, quand ce
quotient existe. Afin d’éviter toute ambiguité, nous appellerons
quotient un polynéme entier qui, multiplié par le diviseur, re-
produdrait le dividende.

Cela pose, soit & diviser le polynome

A=—5a"b*4-100° 422 a*b— k6 a b> -8 a® — 17 ab’

15 a'bic? 3 a*beid =

par le polynome
B=23a*l— 56— fab* 4 2a.

Désignons par Q le quotient : la suite des caleuls nous ap-
prendra si ce quotient exisle. Si les polvnomes A, B et 0
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d¢laient ordonnés par rapport aux puissances descendantes de a,
le premier terme de A serait égal an produit des deux premiers
termes des deux facteurs [£0], I y a done avantage @ ordonner
le dividende et le diviseur, suivant les puissances descendantes
ou suivant les puissances ascendantes d'une lettre. En outre, on
disposele calcul comme dans la division arithmétique, de cette
maniere :

a’ - 3a*h—dal* — 5b=B

faHab—2bt =)

=1
w I fopilimpn ivs
s [2.183]°
s
= 2l
S |3 3|
i= =
it )
o '.'1_“ =-’_\
N
|+ |
RO oS
i e

=

e

::."s

e
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Drapres le théoreme qui vient d’étre rappelé, le premice

= 8 i
terme du quotient est égal a aa & premier terme est done
ia® (foujours en supposant qu’il y ait un quotient).

Multiplions le diviseur B par £a? et retranchons de A le
produit 8 a® -+ 12a%b—16a3h* — 20 a6 : le reste R sera égal
au produit de B parl'ensemble des autres termes du polynome
cherché ().

On peut, évidemment, raisonner sur R comme on a rai-
sonné sur A ; et, en divisant le mondme 10ath, premier terme
de R, par 2a°, premier lerme de B; on trouve le deuxieme
terme du quotient, ele. En continuant ainsi, on arrive 4 un
dernier reste nul ; done A =B(); done le polynome () est le
quotient demandd.

#1. Division impossible. — On dit qu'une division est im-
possible, lorsque le calcul, prolongé aussi loin qu’on le voudra,
ne donne jamais un reste nul. Cela posé; sile dividende et le
diviseur sont ordonnés: suivant les puissances décroissantes
d'une lettre, fous les caractéres d'impossibilite sont des corol-
laires de la proposition suivante, dont nous ne donnons pas la
démonstration, parce quelle suppose des (héories qui ne sonl
pas comprises dans le Programme.

£8. Théoreme, — Les fermes du dividende étant enlicrs el
les fermes du diviseur étant entiers el premiers enlre eun, la
division est impossible, si le premier terme d'un dividende par-
tiel quelconque n'est pas ewactement divisible par le premier
terme du diviseur.

Voiei une application de ce Lhéoréme :
Soit a diviser
127 4 102° ~~Tood 4 8b 4 hod 4 21— 1

par
2t - Bt — -1 :




128 ALGEBRE,

i
2 |
||
B %
e
& D pd
-— |."-' | =
[l it
& |8 |
=i |ei |
1 1 !“
ar 1= | 4+
| %%
| :;j’lf::
kil

Le troisieme dividende partiel est — 25 a° 4~ 2324 ..., ¢

premier terme, divisé par 2@, donnerait le quotient frac-

Bk
. . 29 = . "
ltanndaire — — @ la division esl impossihle.
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iY. Remarque. — Si les termes du diviseur wétaient pas

premiers entre eux, on ne pourrait rien conclure de I'intro-

duction d'un terme fractionnaire dans le quotient obtenu. En
effet, si l'on divise

96w° —84x® —22at L 1ha® — 462+ 2 o -+ 21
par
8@t — 2fad — 24 a2,

on trouve, pour quolient, le polyndme fractionnaire

3 | 7
23—~ -
i i 6 8 w?
el 0 pour reste,

50. Divisibilité d’un polynome par un bindéme, — Le reste
de la division d'un polyndme X, entier par rapport ¢ x, par le
diviseur x — a, s'obtient en remplacant, dans ce polynéme, x
par a.

Concevons (ue la division soit. continnée jusqu'a ce que I'on
arrive a un reste indépendant de @ ; désignons par R ce reste.
el par Q le quotient. Nous aurons

XN =0 @—a) 4 R.

Dans cette velation, qui doit avoir lieu quel (que soit o, rem-
plagons @ par @ : le produit Q (z— a) s’'annulera, car le fac-
teur w—a se réduif & zéro pour m==a, et lautre facteur est
fini*; lereste R n'aura pas changé : donc, en désignant par X.
ce que devienf X apres la substitution, nous aurons

Nl

(Yest ce qu'il fallait démontrer.

31. Remarque. — Ce théoréme a une foule de consé-
(fuences. On en déduit, par exemple, les propriétés suivantes :

1o La différence x—a™ des puissances semblables de deua
(quantités est towjours divisible par la différence x — a de ces
quantites;

“Nous admettons que . m=0,m éanl e quantité finde ou nulle.
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2° La somume X" -a des puissances semblables de deux
quantités est divisible par lo somme X—a de ces quanditis,
quand Pexzposant m est impady ;

3° La différence x"—a" des puissances semblables de dewx
quantités est divisible par la somme x +a de ces quantitds,
quand l'exposant m est pair.

Résumé.

On appelle quantité algibrigue ou quantité littérale toute expres-
sion dans laquelle des lettres veprésentent des nombres.

Une formule est une équation dont le premier membre est l'in-
connue d'un probléme, et dont le second membre est une quantité al-
aébrique, formée seulement des données du problome.

Un coefficient est un multiplicatenr numérique, que Fon place ha-
bituellement & la gauehe de la quantité multiplice.

Une expression qui ne venferme anenn des siones -+, —, =, =
est un nondme. Plusieurs mondmes, ajoutés ou retranchés, forment
un polyndme, dontils sont les fermes. Suivant qu'un polynime con-
tient deux , trois, quatee termes, il prend les noms de bindme, tri-
ndme, quatrindme , ete.

Deux termes semblables sont cenx qui différent seulement par leurs
coeflicients.

Une quantité est dite rationnelle quand elle ne venferme auenn ra-
dical. Quand elle en venforme, elle est irrationnelle.

Une quantité rationnelle est enticeg, lorsquelle e contient Findiea-
tion daucune division. Dans le cas contraive, elle est fractionnaire.

Ajouter plusieurs monomes, ¢'est indiquer leur addition.

Si les mondmes sont. semblables, on les véduit en un senl; dont le
coefticient est écal 4 la somme de lears coefficients.

Le résultat de toute opérvation algébrique est une expression telle
'on y remplace les lettres par des nombres quelconques, la va
1|1|lr-1‘||pu- de ce résultat est écale an vésultat des opérations in-
stuces sur les valeurs numériques’ des données,
général, on appelle somme de deux polyndmes P, P/, le poly-
nome S obtenu en éerivant le polynome P’ i la suite du polynéme P.

Cefte définition renferme la riele cénérale de Paddition des poly-
nomes.

Dans Tapplication, on doit-sous - entendre (qu'un terme qui n'est
précéde d'aveun signe est affectd du sione .

Pour vetrancher d'un polynome P un polyndme P/, on éerit le se-
cond polynome @ la suite du premier, en changeant les signes de tous
les termes du second polynime.
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Pour ajonter deux mondmes de méme siene, on cherche b somme de
leurs valears absolues, et on affeete du siene commun.

Pour ajouter deux mondmes de sicnes eontraives, on eherelie
différence de lers valeurs absolues, et on lui donne le siene du mo-
nime dont la valeur absolue est Ia plus grande.

Pour retrancher deux mondmes, on les ajoute, aprés avoir ehangé
le signe du mondme & retrancher.

Pour multiplier 'an par Pautee deux mondmes entiers, on fait le
produit de lenrs coefficients, ¢t on écrit, & sa suite, toutes les letives
(qui entrent dans les deux mondmes, en donnant, i chacune d'elles, un
exposant égal a la somme de ses exposants.

Le praduit de denx mondmes fractionnaives est éeal an produit de
leurs numérateurs, divisé par le produit de leurs dénominateurs.

On peut simplifier une fraction littérale,, comme on simplific une
fraction numérique, c'est-i-dive que on peut supprimer les ficteurs
eommuns i ses deux termes.

La multiplication des polyndmes est fondée sur I'éealité

P=(a—hx(c—d =ac—be—ad -+ bdd.

Le polyndme P contient tous les produits particls obtenus en mul-
tipliant chacun des termes du multiplicande par ehacun des termes du
multiplicateur.

Chacun de ces produits partiels est affecté du
suivant que les deux factenrs sont de méme signe ou de signes con-
traives. Gette remarque, étendue i denx facteurs polynomes quelcon-
fues, constitue la régle des signes.

Ponr ohtenir le produit de deux: polynomes, on multiplie chacun des
termes du multiplicande pay chacun des termes du multiplicateur, en
appliquant la reele des sianes, et on fait la somme de tous ces produits
partiels.

Pour diviser un monome par un monome, on met le quotient sos
la forme d'une fraction ayant pour numératenr le dividende et pour
dénominateur le diviseur: puis, sl y a lien, on simplifie cette feaction.

Pour la division des polynomes, apris avoir ordonné le dividende et e
divisenr suivant les puissances décroissantes d'une méme lottre, on divise
le premier terme du dividende parle premier terme du diviseur: on 4 ainsi
le premier terme du quotient  en supposant que ee quotient existe);
on retranche, du dividende, le produit du diviseur pav ce premier
terme du quotient; on divise le premier terme du veste Caprés quiil a
été ordonné) par le premier terme du diviseur, ele. On continue ainsi
Jusqua e que on avrived un reste nul owa un reste de degré moindre
(ue le degré du diviseur : le polyndme obteun est le (uolient exaet
ou le quotient entier.

Si le dividende et le diviseur sont ordonnés suivant les prissances
déeroissantes dune lotire, tons les caractbres ll'ir|;||:n::ﬁiip'||ii|'z sonb ren-
fermés dans la proposition suivante : Les termes du dividende étant
. Ctles termes du divisenr ¢tant entiers of premiers entee eux,

me -+ oudu signe —,

enlie
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la division est impossible, si le premier terme d'un dividende partiel
quelconque n'est pas exactement divisible par le premier terme du
diviseur.

Le reste de la division d'un polynéme X entier par rapport i z, par
le diviseur © — a, s'obtient en remplacant, dans ce polyndme, @ par a.

La différence = — a™ des puissances semblables de deux quantites
est toujours divisible par la différence & — a de ces quantités.

La somme a™ - a™ des puissances semblables de deux quantités est
divisible par la somme 4 a de ces quantités, quand I'exposant m est
impair.

La différence a —a™ des puissances semblables de deux quantités
est divisible par la somme @ -+ a de ces quantités, quand l'exposantm
est pair.

((HAPITRE I1.
Equations du premier degré (52-75).
Giénéralités sur les équations.

$2. Nous avons dif, dans I'Avithmétique, que I'ensemble de
deux (uantilés séparées par le signe = est appelé, d'une ma-
niére générale, égalité. Cependant on réserve plus particulié-
rement ce nom aux expressions de la forme A =B, pour
lesquelles on peut établiv quen effet A est ézal & B, soit en
effectuant les caleuls indiqués, soit en s'appuyant sur des pro-
positions déja démontrées. Ainsi,

(@atb+c)(—at+b+tc)(a—b-+c) (at+b—c)

== —al— b — ¢} 1+ 2a*h* - 2% - 24’

est une véritable égalité, attendu que, les multiplications in-
diquées dans le premier nombre étant effectuées, ce premier
membre devient ézal au second membre.

$3. Quand les deux memhres d'une égalité sont weluelle-
ment ¢gaux enlre eux, ou quils le deviennent a l'aide de trans-
lormations assez simples pour que Uesprit en puisse prévoir
le résultat, cette égalité prend le nom d’identite :

g{—l—(}: (15 b. 0=0_ (a b)) (a—b)=a* —b*

sont des identités.
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9. Un donne le nom d’équation a loute dgalité qui ne de-
vient une identité que sil'on remplace, par de certaines va-
leurs particuliéres, les lettres qui y entrenf. Ainai,

e+ 3x=9— 4o

est une équation, |

arce qu'dl faut donner d Uinconnue @ la va-
leur

pour gue les denx membres deviennent identiques.

55, Quand I'équation proposée renferme une seule incon-
nue x, on appelle racines les quantités qui, substitudes a )%
verifient I'équation, c’est-d-dire les quantités qui rendent les
deux membres identiques. L’équation

2 4b=5z

a pour racines les nombres 2 et 3; en effel,

2
e

+6=5.2, ef 324 6=5.3.

56. Si des équations renferment 2 la fois plusieurs incon-
nues @, 1 z,..., on donne le nom de solutions aux systémes
de valeurs de w, y, =,... qui vérifient ces équations.

Par exemple, le systéme des deux équations

% - 3y =/
2oyt 9t — =

admel les deux solutions nivantes

£=—72 |
|

== Y == (1

57. Dans la plupart des cas, les deux membres de Péquation
@ résoudre sonl des polynomes entiers par rapport aux incon-
nues : le degré du terme dans leciuel la comme des exposants
des inconnues est la plus grande est alors le degré de Péqua-
tion. Ainsi, 'équation
i —Jy—|
est du premier degré ;

3t -+ Ty = byt —35

est du second degré : ele.
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Principes velatifs it la résolution des équations.

58. Premier principe. — Ou peud, sans changer les valeuwrs
des inconnues, auginenter ow diminuer, dune méme quantite,
les deuge membres d'une équation.

En effet, si Péquation A = B devient identique aprés quon
aura donné aux inconnues &, y, z,..., conlenues duns les poly-
ndmes A et B, des valeurs particuliéres, il en sera de méme
pour 'équation A +C=B-4C.

59. De ce principe irés-simple résulte la végle de la trans-
position des termes : pour fuire passer un terme d'un membre
dans Uautre, on Teffuce dans le membre ot il est contenu, et on
Uéervit, dans Uautre membyre, avec un signe conivaire,

Soit, par exemple, I'équation

2x-} do—4 =dor+8.

En ajoutant 4 aux deux membres, puis refranchant 4« de parl
et d’autre, on trouye

e+ Hr—i-tt—fro=4o—ix + 8 4 4,
01
dx L bHr—hr=8-14,

conformément a la rogle.

60. Deuxiéme principe. — On peut, sans changer les va-
leurs des inconnues. mulliplier ow diviser, par une méme quan-
tité, les deum membres d'une (quation, pourvw que cette quantité
soit indépendante des inconmnues.

Aprés que Pon a fait passer tous les termes dans le premier
menibre, I'équation prend la forme

A=, (1)
Soit m une quantité finie quelconque, indépendante des in-
connues ;: je dis que 'équation

mA =0 (2)

dquivaut a I'équation (1). Cet énoncé signifie que les systémes
de valewrs qui vérifient Udquation (1) veérifient aussi Uéqua-
fion (2); et nEcrproQUEMENT. Or,
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1¢ Les valeurs de @, y. =,..., qui satisfont & Véyuation (1),
ou gui annulent le polynome A, annulent le produit mA*;
done elles vérifient I'équation (2).

20 Les valeurs de @, y, z...., qui vérifient celle derniére
¢quation, ou qui rendent le produit mA égal & zéro, doivent
annuler un des facteurs de ce praduit** ; d'ailleurs, le facteur
fini m est indépendant des inconnues; done il est différent de
z6ro, aprés comme avani la substitution; done les valeurs qui
annulent mA annulent aussi A.

61. Remarque. — Si on divisait les deux membres d’une
Cquation par une quanlité contenant 'inconnue, on 'expose-
rail & supprimer des solutions. Par exemple I'équation

w3 =x— |
a pour racines les nombres 1 et 4: mais si Uon divise les deax
membres par @— 1, on oblient Péquation

L—3 =1,

(ui n'admet plus que la racine %.

62. Le principe que nous venons de démontrer contient la
régle de la disparition des dénominateurs : pour transformer
une équation renfermant des fermes fractionnaives, en une équai-
tion, a termes entiers, on multiplic les dews membres par une
quantite qui soil divisible par tous les dénominateurs. Ordi-
nairement cette quantité est le plus petit multiple de tous les
dénominaleurs. .

Considérons, par exemple, I'équation

S 7 X
=l e — e e e .
i 12 CTAES S

Sinous multiplions tous les lermes par 24, nous obtiendrons
Péguation déquivalente

V6w 180 —1bw =13 =90 24

Nous admettons, comme ci-dessus, que 0 . om =0, .
** Nous admettons écalement cette antee proposition @ Pour qu'un
produit soil wel, i fowt g’ un de ses fuctenrs soil nl.
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63, Troisieme principe. — On peut remplacer le sysiéme de
deum équations par un aulve systéme formé de Pune d'elles, of
de Uéquation qu'on obtient en ajoutant membre @ membre*® les
proposées, aprés les avoir multiplides par des facteurs indépen-
dants des inconnues.

Pour démontrer cette proposition fondamentale, il suffit, i
cause du deuxiéme principe, de faire voir que le systéme

A=0, y
B=0, | 40)
equivaut au svsleme
A =0,
A+B=0. § (2)

Or, les systemes de valeurs de, y, z,..., qui annulent A et B,
annulent évidemment la somme A <-B. D'un autre coté, les
systémes de valeurs qui annulent la somme A B et la partie
A de cette somme, annulent I'autre partie B. Clest co qu'il
fallait démontrer.

64. Remarque., — L'équation
mA +nB =0,
formée en ajoutant membre & membre los équations (1),
apres les avoir multipliées respectivement par les facteurs m
et n, west pas plus générale que Uéguation
At pB=0:
" 5 v n
caron peut prendre le facteur p égal & —.
m
“Quand on dit qu'on ajoule membre @ membre deux équations

données, cela signifie qu'on égale la somme des premiers membres i
la somme des seconds membres,
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Résolution des équations du premier degré, & une seule
inconnue.

65. Prenons, pour premier exemple, I'équation

2 3 i 13 3
- - —— 1+ —=0=-x-+1, “
3 PE =Rl e et )

déja congidérée ci-dessus.
1° Pour résoudre cetle équation, commencons, comme pré-
cédemment, par faire disparailre les dénominateurs qu'elle
renferme. Nous frouvons
16@+ 180 — kw413 = 9p -+ 2% (2)
2 Transposons, de maniére i faire passer dans le premier

membre les termes contenant Uinconnue a. et, dans le second
membre, les termes indépendants ; il nous viendra

164 180— 1dee— Q=24 —13. (3)
3° Puis en réduisant les termes semblables.
11e=11. (4)
o Divisons les deux membres par le coefficient de @; nous

avons enfin

Cette derniere équation. qui équivaut & la proposée (1), de-
vient identique quand on y remplace @ par 1; done I'équa-
tion (1) admet 1 pour racine ou pour solution,

66, Soit encore 'équalion

Enla traitant comme celle du numéro préeédent, on obtient
successivement

1050 4= 1612 — 54 — 1bw =330 - 1260 — 5400, (2)

8,
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105 v 1kde— 16— 331+ Hh0w = 1260 - 54, (3)

(#)

(®)

67. On conclut, de ces deux exemples, larégle générale sui-
vanle :

Pour résoudre une équation du premier degré a une seule in-
connue : 1" faites disparvaitre les dénominateurs; 2° transposez,
dans le premier membre, les termes contenant Uinconnue, et,
dans le second membre, les lermes connus; 3° réduisez les
termes semblables ; 4° divisez les deux membres par le coefficient
de l'inconnue.

68. Appliquons cetle régle a I'équation littérale

-0 2 ab w—ab--0?

—— gt — g — g p-
ul — ed e a* — b2
ab—ed abed (@* — ab - b* a—0b

s - —— e .
ab-ed Har U — c*d?) (a* 4-ab 0% a0 (.

Avee un pen d'altention, on reconnait que le plus petit mul-
{iple* des dénominateurs est la quantité

M= (a* —b?) (@®b* — *d?) (a* - ab-1").

En multipliant par M tous les termes de 1'équation, on &
d'abord
(a*—D%) (ab - cd)? (a* -+ ab 4 b*)

+ (a+4=-0)* (@ b* — e d?) (a® - ab—-b?) &

+ 2ab (i b* — ¢ d?) (a® 4-ab - bY) @

— 2 (a* b —c? d?) (a® 4 ab 4-b?) (@* — ab - 12)

= (a* —b*) (ab—cd)* (@* - ab - b¥a

~+ kabed (0> — b?) (@* — ab 4 1?)

— (@ —b)* (@ b® — c* d?) (a* 4 ab+- 1) a:;

“ A proprement parler, quand il s'agit de quantités algébriques , on
ne peut pas dire quun multiple soit rfrzs petit (uun antre. multiple.
Cependant, par extension de ce qui a lien pour les nombres entiers, on
donne e nom de plus pefit multiple de plusicurs polynomes entiers a
L quantité enticve la phes simple, divisible par tous ces polynomes.




ALGEBRE.
ou, en lransposant,

(4 —b®) (ab + ed)? (a* - ab 4~ b*)
4 (0 4-b)% (@ b — e d?) (a* - ab -+ J’J 2)ie
~’-_-- 2ab (a® b*— ¢* d?) (a* 1 ab - h'“‘) @
(a* — b?) (ab — cd)?® (a® 4-ab ) @
e D) (0 b — %) (@2 b A1)
=2 (a0 —c*d?) (¢ - ab+4- bY) («* — ab - b*?)
-+ & abed (a* — b?) (a* — ab- 1),

@)
Le coefficient de & peul élre derit ainsi
(@* — 0%) (a*+-ab +-b*) [(ab +ed)> — (ub—cd)?]
I[' {,i'.!h‘d ! _CL’”'.?) { “‘.'. —j'—”h __II IJ'J‘.E) |'(” '| : b)'.’. = E_ [:.I]. e h)'.!l

+ 2 ab (a®b®—c*d*) (a* +ab - b2).
e,

(.'u’a —Il_ {rf}f — {Frh -— r'rf}:" = & abol.

(@ 4b)° (1 —b)? = 2 (@ + 1)

done ce coefficient devient

Db 2 (0B — ) (4 %)
1Y) fabed (a :) -2 (a* et d®) (n i)
(@*+ab4-b l 2 ab (120 — Aol

ol

2 (a0 [ 2 abed (a*—b) - (22— o) (a>~-ab-Hb)] =
D'un antre eoté, le second membre de I'équation (2) dgale

) (r,'-"-_uh—i—f;"-];.’_u'—'r‘;:’-—f-‘irwj(r¢3—1'~cffJ—j—b:")—|— 2abed (a*— b)) =B.
L'équation (2) se réduil done i

A= B
¢ est-a-dire a

2 (0 +ab+ 04 (2 ubed (a* = 0%2) - (*62 —2l*) (a* 4 b+ b?)
=3 ( = ab+ *) [(a*h?— ) (@ +-ab+b%) + 2 abed {*—b%)].

Les deux membres de celte nouvelle équation sont divisibles
par la quantité

2 [2 dbed (@ — %) + (a** — c%d?) (@2 + ab + %),

indépendante de I'inconnue-: en la supprimant, on oblient
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(a* 4 ab -+ bY@ =a* — ab 4 b%;

a* —ab 4 b*,
= —_— "
a* --ah - b*

Résolution de deux équations du premier degré, & denx
ingonnues.

69. Supposons, pour fixer les idées, que I'on veuille trouver
les valeurs de @ et dey satisfaisant aux deux équations

Tx-13y= 36, (1)
Mo —5y= 8. (2)

Les différents procédés qui permettent de résoudre ce pro-
bleme se réduisent tous a déduire, des deuax équations propo-
sées, une nowvelle équation qui renferme sewlement Uune des
deuw inconnues : ¢'est ce quon appelle éliminer Iautre incon-
nue. Cette élimination est ordinairement faite par comparai-
son, par substitution** ou par véduction.

10. Elimination par comparaison. — Résolvons chacune des
équations (1), (2) par rapport & Pune des deux inconnues,
comme 81 I'aufre inconnue éfait déjh déterminée. Nous aurons,
par exemple,

o . e
= .m:iadﬂ (4)
i

4 )

Cela fait, égalons ou comparons ces deux valewrs de @ ; il
nous viendra ['équation a une seule inconnue,

36—3y 8-4by
T

Elle donne y= 5. Substituant cette racine danslaformule (3)
ou dans la formule (£), nous trouvons @ = 3.

* L'exemple qui vient d'étee développe peut servir a faire voir com-
bien est important le théoréme relatif auw facteurs communs, démon
tré dans I'Arithmétique (44) i _

¥ Le nouveau programme n'impose pas, comme le faisaient cenx qui
l'ont préceds, 'élimination par o méthode dite de substifution,
Nous sommes tres-heorenx de ce progres.
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71. Elimination par substitution. — Au lieu de résoudre les
Cyuations (1), (2), substitwons, dans la dernitre, la valeur dex
tirée de Uautre équation : o seva éliminé, et nous aurons

36 — 31
JPatem s
1

d'oul y = 5, comme précédemment.

72. Elimination par réduction. — Observons d’abord que
si les coefficients d’'une méme inconnue, dans les equations
proposées, étaient ¢gaux entre eux, on éliminerait cette in-
connue en retranchant membre & membre les deux équations
ou en les ajoutant membre & membre, suivant que les coeffi-
cienls égaux seraient de méme signe ou de siznes contraires.

Cela posé, multiplions les deux membres de 'équation (1)
par 11, coeflicient de 2 dans (2), et mulliplions les deux mem-
bres de cefte seconde équation par 7, coefficient de & dans (1) :
les systemes de valeursde wetde y ne seront pas altérés [60];
ef nous aurons

T M e300 y=36 .11, (a)

W To—5. Ty= B:s q- (6)
d’on, en retranchant.

BG.UM+5.7)y=26.1—8.7 )

D’apres un théoréme démontré plus hant [63], le systeme
proposé peut étre remplacé par un autre systéme, formé de
I'équation (7), jointe a 'une des équations données, A I'érua-
tion (2) par exemple. Or, I'équation (7) donne

36 .11 —8 .7 Ei.l]-—:’_‘T__ﬁa'i

68 17 17

et cetle valeur, substituée dans (2), donne x=3.
Les équations proposées admettent done, pour solution,

73. Remargue. — Quand les coefficients de I'inconnue que
F'on veut éliminer ne sont pas premiers enlre eux, on les rédui,
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Fun el Pautre, a leur plus petit multiple. Soient, par exemple,

60 @ — 77 y = 488 ,
I8 w4-3b y = &,

les deux équations proposées. Au lieu de multiplier par 35 et
par 77; comme le plus petit multiple de ces deus coefficients
esl 77 . 5 = 35 . 11, nous multiplierons seulement par 5,
par 11, el nous ajoulerons membre a membre, Nous obtien-
drons ainzi

(60 5 48 1)@ = 488 . 54 . 11,
(A1)

(15 5412 1) &= 122 .5+ 1,
ou

ce qui donne

7k. Nous n'avons pas encore justifié les denx premieres
méthodes d’élimination ; maisil est bien facile de voir qu'elles
ne different, qu'en apparence, du (roisieme procéde.

1o Soit d’abord I'éliminalion par comparaison, el soient,
comme ci-dessus, les deux équations

€T 3 4 = 30, (1)

il
I — :_:n Y = O I:.’)

Elles nous ont donné les denx équations respectivemenl équi-
valentes,

86 i By )
|

Pour éliminer @ par véduction, entre ces deus dernieres
équations, il suffit de les relrancher membre & membre, ce
ijui, évidemment, revient & égaler les deux valeurs deos.

20 Pour I'élimination par subslilution, observons que le
sysleme proposé peul dtre remplace par les équations




qui donne, en multipliant par 11 el retranchant,

36— 3
—By=8—112—"°Y,

i
ou, comme ci-dessus,

36— 3y

N — —5y=3,
i

Bésolution 'un nombre quelcongque d'équations du premier
degré, enfre un méme nombre dinconnues.
75. En généralisant les considérations précédentes

,onarrive
i cette regle générale

¢ Pour vésoudre n dquativns enfre n in-
connues, on dédwit de ces équations, par élimination d'une
méme inconnue, n — | équations entre n — | inconnues, On
déduit de celles-ci, par un caleul semblable au premier, n— 2
dquations enlre n— 2 inconnues : et ainsi de suite. Le systeme
propose setrouve enfin rempluce par un autre systéme de n équa-
tions, contenant respectivement n, n — 1, n—2
connues. Résolvant alorsl'équation qui renferme une seule incon-
nue, on trouve, par des substitutions successives. les valeurs
de toutes les autres inconnues.
Soit, par exemple, le systéme suivant :

Ju=4#], (1

1 =0T (2)
—bx+Ty—3z4 t— fu= 17, (3)
BE—hy—6zf2¢— || =26, (&)
SE—5y-35-L3 04 hu= 5. ()

Eliminons @ entre les deux ¢équations (1), (2), puis entre les
équations (2), (3), efc., nous obtiendrons

—by—29z 17t = (6)
8y 4 6z — ht4 uw= (7)

— Y—Ibc4+ H5iH—96y= (8)

S 395 — I+ 6Tu=—1 153: &)

2puny 2,1 in-

P
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Ce nouveau systeme, joint a l'une des équations données,
peul tenir lieu du sysiéme proposé [63].
Comme |'équation (6) ne renferme pas w, nous éliminerons
cetle inconnue entre les équations (7). (8), (9). De celte ma-
niére, le calcul est abrégé, el nous trouvons

z— 33 t=— 171, (10)
z— 891 =—- £b3. (11)

En ¢éliminant y entre les équations (6), (10), (11), on obtient

— 883z B0k § = 4161, (12)
— 1132 zi+ 641 § = 5319. (13)
Enfin I'élimination de # entre ces deux derniéres équations
donne, en réduisant,
z—=— 3 (14)

Le systéme proposé peut done éire remplacé par celui-ei :

z = — 3, (4

— 883z 4 504 1 =. 44161, (12)

69y Aiz— 331 =—" 171, {10

8 Y —‘— 6z — £t {— Ri=—N 22 l:TJ
342y — Tz 4 t43u= i, (1)

La résolution de ces dernieres équations n'offre plus de dif-
ficulté: elle donne

s=—i. =3 1=, u.:ﬂ} el

Problémes du premier degré *.

76. Probleme I. — Trouver deux nombres dont la somme
soit a, el dont la différence soit b.
Représentons pav @ et y eos deax nombres : les équations du
probléme sonl
rty=a, x—y=b.

“ Bien que le Programme officiel ne mentionne pas cetfe question,
il nous a semblé qu’il la renferme implicitement, puisqu'il demande 1'in-
terprétation des valewrs négatives dans les problémes.
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Elles donnent

Je=ua- b, y=a—0b:
d'on

I I I
7 T g L e
I 2{{ T !lfr i 2.‘ _21

Ces deux formules signifient que ;

Connaissant la somme el la différence de deux nombyes, il
[aut, pour avoir le plus grand, ajouter la demi-diffévence a la
demi-somme ; et, pour avoir le plus pelit, il faut, de la demi- [
somme, vetrancher la demi-diffévence.
77. Remarque. — Si l'on avail résolu ce probléme ¢
buant des valeurs particuliéres

'n atbri-
a la somme et a la différence
des inconnues, on n'aurail pus vu clairemenl comment celles-ci
dépendent des données. Au cont raire, en employant des letlres,
nous avous obtenu une regle générale, appl cible a tous les cas
particulivrs. Clest en cetle généralisation que consiste surtout
Pavantage des solutions algébriques sur les solutions puremennt
arithmétiques.

73. Probleme 1. — Une personne possede
quelle fait valoir @ un taux inconnw, Un
a afde plus que la premiere; elie [ait valoir son capital a un
tave qui surpasse 0 premier de | 0/0, et son reveriuest supi-
ricur de bt a celuy de la premicre personne. Une trodsiéme pey-
sonne possede a'f de plus que la premiére: elle fait valoir son
capital aun taur qui surpasse le premier, de 2 0/0,

ut certain capilal,
e deuwicine personne

el son revenu Wl

est égal a celui de la premiere, augmenté de WE, Quels sont les :
capitawr, les taux d'intevil el les revenus? ]I
Représentons par @ le premier capital, et par ¢ le taux au- il |
quel on le fait valoir. Le revenu de Ia premiere personne sera i
' Arithm., 238] 1
i"_'. i |
100

De méme, les deux autres revenus sont représentés par

(@a) [y +1) o 2a) (y+4-2)

100 100 -

Dailleurs , ils doivent surpasser de bet de b’ lo premier
revenu. Les équations du problame sont done
1. Arithmétigue,
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(eta) (Y1) xy
100 100

+ b, (1

(o) (y+2) @y .
SN B (B el {Fi 2
100 100 + )

En effectuant et-simplifiant, nous réduirons ces équations aux
deux suivantes :

@4 ay=100b —a, (3)
Qx-ta'y=100' —2a'. (%)
Celles-ci donnent leg deux formules :

100 (2b — ) 2 (a'—a)

2a—a'

e s 100 (ab’' —ba') — aa'

2a—a

) (6)

applicables & tous les cas particuliers du probléme.
Supposons, par exemple,

a=13000, o' =20000, b=850, b'=18500;
nous aurons

100,200 440000
i b

_— 3

10 000

100 (225 —170) 100 000 — 300 000000
10 000

= 55 000 — 30 000 =25 000,

Ainsi,

la premiere personne posséde 25 000F, qu’elle fait valoira 3 0/0;
la dewiéme personne posséde £0 000F, qwelle fadt valoir a 4 0/0 ;
la troisiéme personneposséde &5 0001, qu'elle fait valoir 4 5 0/0.

1l est facile de vérifier que ces valeurs satisfont i toules les
conditions donndes.
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19. Probléme 1. — Dewx fonneauxs, \ el B, contiennent
Fun a litres devin, Uautre b litves de vin, On extrait une méme
quantité de vin de chaeun d'ene, aprés quoi U'on verse dans A ce
quwona tivéde B, et dans B ce qwon a tiré de A. Dans quel cas
les mélanges résultant de cette opération seront-ils iden-
tiques™®?

Si 'on extrait @ litres de vin de chaque tonneau, le premier
mélange contiendra @ — a lifres du premier vin et x litres
du second. De méme le second mélange sera composé de
a litres du premier vin et de b — o litres du second. Pour
que les deux mélanges soient identiques, on doit avoir

4— X €T

@ b—a’

d'ott, par les propriétés des proportions,

Done

80. Probléme IV. — Un pére ordonne, par son testament,
que Uainé de ses enfants prélévera sur Uhéritage une somme a,
plus la ne partie du veste; que le deuwiéme prendra ensuite 2a,
plus la ne partie du nouveaw veste; que le troisiéme prendra en-
suite 3 4, plus la ne partie du nouveaw reste, ete. Il arrive, par
suite de ces dispositions, que Uhéritage est partagé également
entre tous les enfants. On demande quelle est la valeur de cet
héritage, quel est le nombre des enfants, et quelle est la part de
chacun.

Désignons par X I'héritage et par yy, 4, 9
les parts successives *#¥,
D’aprés I'énoncé, la part g, du pe enfant se compose de pa,

sreves Uy Ypadyonns

* Cette question, que les garcons de cave ont souvent oceasion de
résotdre empiriquement, m'a élé proposée par un employé de 'Enfre-
pot des vins. ) .

“* Nous ferons observer, en passant, que l'emploi des proportions
sermet souvent deffectuer trés-simplement certaines eéliminations.
|.'illnsll'e Cauchy faisail un fréquent usage de ce procédé.

“** Les expressions 41, ya. g s'énoncent : v indice |, vindice 2, ote.
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daugmenle de la ne partie de ce qui reste de Phéritage quand
les (p—1) premiers enfants ont pris leurs parls respectives,
el apres que le pe a déj prélevé la somme pa. Celte condi-
tion, traduite en langage algébrique, donne

.\'—a‘~—¢ — o —pg — Pl
Yp = pu e o =
n

De méme, la part du (p -+ 1)¢ enfant est

X=th—ts— .—p—(p-+1Na
i

Ypsa = (p +1) G-

- (2)
Toutes les parts doivenl étre égales entre elles: done, en par-
ticulier,

Yp=Yps1- (3)

Les équations (1), (2), (3) contiennent les inconnues X, ¥,
Yaseees Ypy Ypsss lesquelies peuvent étre en nombre quelconue.
Cependant ces trois équations suffisent pour résoudre complé-
lement la question propos‘e. En effet, si nous retranchons la
premicre de la deuxieme, en ayant égard a la derniere, nous
lrouvons :

=g — 'ﬂp’iﬂ "

n

d’on
gy = (n—1)a.

Le second membre de cette formule est indépendant de I'in-
dice p, qui désigne le rang de la part considérée; done,
conformément & I'énoncé, toutes les parts sont égales entre
elles.
Pour déterminer la valeur de I'héritage, supposons, dans la
formule (1), p=1; nous aurons
X—ua

m—Na=a-t+ ——
n

g
puis
X=(n—1)a.

Les parts étant toutes ézales, le nombre des enfants s’obtient
en divisant X par (n—1) @: ce nombre est done n —1.
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81. Probleme V. — Un [véservoir. qui eslt plein d'eau,
peut se vider par deuwx robinets. On ouvre lun d'eux, et l'on

fait couler — de Ueau ; aprés quoi U'on ouvre Uautre robinet. Le
n
réservoir achéve de se vider, et emploie, pour cela, a heures
de plus qu'il n'a fallu aw premier robinet pour videy le - de
n

P'eaw. Si lon eiit ouver! les deua volinels des le commencement,
le piservoir awrait été vidé b heures plus tot. En combien d heures
le bassin, supposé plein, se viderait-il, si un seul robinet élait
ouvert?

Représentons par @ le nombre d’heures nécessaires pour
I'évacuation du bassin, si le premier robinet était ouverl ; par
y la quantilé analogue, relative & I'autre robinet; et prenons
pour unité l¢ volume du bassin.

e 1 ’ bk
Pour faire écouler — de I'eau, on doit laiss
n .
binet ouvert pendant un temps marqué par —. Cela étant fail,
T

er le premier ro-

les deux robinetslaissent échapper le reste de 'eau, ¢’est-a-dire

! . n—A1 3
un volume égal & ———. Or, en une heure, les deux robinsts
it

¢fant ouverls, il s'écoulerait une quantité d'eau dgale i- -~
o 9y’
T .. - n—1 =y
—. Si donec nous divisons par — —, le
ay n wy
quotient indiquera pendantcombien de temps les deux robinets

coulenl ensemble. D'aprés I'énonceé, ce nombre d’heures sur-

ou éoale &

i Gl . .
passe de a le nombre —. La premiére équation du probléme
i

esl done

n—1 xy z I
- s == =l d.
g R (1)

Remarquons , maintenant, que le lemps employé & vider
" . o n—1 m 3
complétement le bassin, est - - Y . D'un autre
n M o
coté, si les deux robinets eussent été ouverts  la fois, ce
@y : 35 :
—. Ei comme, dans ce caz, le bassinan.

s

lemps auraif ¢lé
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rait. ¢té vidé b heures plus tot, la seconde équation est

x  n—I1 wxy & :

° - = 24, @
n n oty wt y
ol @y
Pour simplifier. posons = 3] NOUS aurons
A ]

(n—1)z = T, (3)

— 2 w=nb. (%)

Ces deux équations donnent -
i i
h=:- i — 1) bH4-a]l. z=—— (a4 b. (B

s (0= 10 e

Il ne reste plus qua délerminer y. Or, I'équation

donne

Folt, en substituant pour = sa valeur et en simplifiant .

m—1bta (040
b

: 6)

Résumeé,

On donne le nom d'équation a toute égalité qui ne devient e
wlentité que si I'on remplace, par de certaines valeurs particuliéres,
les lettres qui y entrent,

(uand I'équation proposée renferme une seule inconnue 2, on ap-
pelle racines les quantités qui, mises a la place de z, vérifient I'équa-
tion, ¢'vst-a-dive les quantités quirendent les deux membres identiques.

Si des équations renferment a la fois plusienrs inconnues @, 1, =,...
on donne le nom de solutions aux svstémes de valears de 2. y, 3,...
(qui vérifient ces équations.

On peut. sans changer les valeurs des inconnues, augmenter o i-
mimner, dune méme quantité. les denx membres dune équation.
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Pour faive passer un terme d'un membre dans Fautre, on Uefface
dans le membre ot il est contenn, et on I'écrit, dans autre membre,
avee un signe contraire.

On peot, sans changer les valeurs des inconnues, multiplier on divi-
ser, par une méme (quantité, les deux membres dune équation, pourvu
(ue cette quantité soit indépendante des inconnues.

Pour transformer une équation renfermant des termes fractionnaires
en une équation A lermes entiers, on multiplie les deux membres par
une quantité qui soit divisible par tous les dénominatenrs,

On peut remplacer le systeme de deux équations par un aulre sys-
teme formé de l'une delles, et de Uéquation ¢u'on obtient en ajoutant
membre & membre les proposées, aprés les avoir multiplices par des
facteurs indépendants des inconnues,

Pour résoudre une équation du premier degré i une seule inconnue :
I° on fait. disparaitre les dénominateurs; 2° on transpose, dans le
premier membre, les termes contenant linconnue, et, dans le second
membre, les termes tout connus; 3° on réduit les termes semblables ;
4 on divise les denx membres par le coefficient de linconnue.

Les différents procédés qui permettent de résondre le probléme de
la résolution de deux équations du premier degré, & deux incon-
nues, se réduisent tous a déduire, des deux équations proposées, une
nouvelle équation qui renferme sealement 'ine des deux inconnues :
c'est ce quon appelle éliminer 'autre inconnue.

L'élimination est orvdinairement faile par comparaison, par substitu-
tion, ou par réduction.

Pour I'élimination par comparaison, on résout les deux équations
par rapport a I'une des deux inconnues, et I'on égale les deux valeurs
trouviées.

Pour 'élimination par substitution, on résout 'une des deux équa-
tions par vapport-d l'inconnue que Uon veut éliminer, et 'on substitue
dans I'autre équation, au lien de cetie inconnue, la valeur tronvée.

Pour I'élimination par réduction, on multiplic les denx équations par
des facteurs tels, que les coefficients d'une méme fueonnue soient égaux
ot de méme signe, ou égaux et de sigues contraives; on retranche en-
suite membre A membre les deux équations, on bien on les ajoute
membre & membre.

Pour résoudre n équations entre n inconnues, on déduit de ces équa-
tions, par l'élimination d'une inconnue, n — I équations entre n — 1
inconnues. On dédmt de celles-ei, par un caleul semblable an premier,
n— 2 équations entre n — 2 ieonnues ; et ainsi de suite. Le systéme
proposé se trouve enfin vemplacé par un aufre systeme de n équations,
contenant respectivement n, n — l.n— 2 2, | inconnues. Ré-
solvant alors 1'équation qui renferme une senle inconnue, on trouvera,
par des substitutions successives, les valeurs de toufes les antres in-
eonmues,

—rr—r
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CHAPITRE I11.

nterprétation des valeurs négatives et discussion des cas d'impossibilité
ct d'indétermination qui se présentent dans eertains problémes du
premier. degré (b2-102).

Interprétation des valeurs négatives dans les problimes.

82. On a vu ci-dessus [8] quune quantits négative estun
nombre précédé du signe —, tandis qu'un nombre précédé du
signe - prend le nom de quantité positive. 1l s’agit a pré-
sent d'interpréter, autant que possible, les solutions négalives
des équations. Quelques questions tres-simples serviront &
faire comprendre la théorie (ui nous oceupe,

83. Probleme. — Trouver un nombre égal a la somme de
s moilid, deson tiers et de son quart. auymentée de 2 unités.
I'écpuation du probléme es

I i il |
o€ st paeic ol A ([
SEERED
elle donne
L= — 2%, [:?.'
Ainsi le nombre demands est — 24. Celte véponse, prise i la

lettre, n'offre aucun sens ; d’un aulre coté, — 24 est Ia seule
racine de T'équation (2) ou de 'équation (1), et eelle-ci est la
Iraduction, en langage algébrique, de Fénoned du probléme ;
tlonc cet énoncé exprime unc impossibilité.

En effel, la somme de la moitié, du tiers et du quarl d'un

. 13 iy
nombre quelconque équivaut aux 9 du nombre; done il n'est

pas possible qu'augmentée de 2 unités, elle soit éeale . ce
meme nombre,

84 Probiéme. — Une personne posséde un certain capital,
qu'elle fait valolr a un luux incornnw., Une deuxicme personne
a 10 000 F de plus que la premicre: elle fait valoir son capital
tun faun qui surpasse le premier de | 00, el son revenu est
supérieur de 400f @ celud de [a premiére personne, Une troi-
steme personne J|]|.I.~'.~'r’rjlr" 15 0007 s Jm‘ru‘ que la premicre ; elle
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fait valoir son capital @ un taux qui surpasse le. premier, de
2 0/0, el son revenu est éyal @ celui de la premiére, augmenté
de 650 f. Quels sont les capitawc, les taus dintérét et les
revenus? 3

Ce probleme est un cas particulier de celui que nous avons
traité ci-dessus [78]. 1l suppose

a=10000; a = 15 0010, b =400, b’ = 650,

Si on le résout divectement., ou si Fon a recours aux formules
oénérales du numéro cité, on trouve

x=—"20000, y = 5.

Pour répondre & 1a question proposée, il faudrait done dire
que le capital de la premicre personne est — 20 000 F eé que le
tawz &' intérét est 5 0/0; ce qui n’offre aucun sens.

Ici encore, la valeur négalive trouvée pour linconnue in-
dique une impossibilité dans I'énoneé. Pour vérifier quen effel
les conditions données sont contradiclsires, remarquons d'a-
hord que Pexeés du denxiéme revenu sur le premier est

(2 =-10000) (y 4-1)  ay - 10000 , 10000y

100 00 W00 00

1l se compose done : 1° de Jintérét, a 1 °fq, du denxiéme capi-
tal : 2° de Uintérél de 10 0001, an premier faux.
Semblablement, Uexees du troisieme revenu sur le deuxieme,
o
215000 . 5000y 5000

100 ST T

se compose : 1o de Pintérét, & 1 9fs, du troisieme capital ;

» delintérét de 5 000, au premier laux ; 3° de Pintérét de
50005, a1 ofq,

Si le probléme était possible, le second exeés surpasserail
done le premier d'une somme inférieure &

i ) = 1007,

4

(’153 000 -5 000 — 10 000\ *

D'apres Uénoneé, il le surpasse de 2507 ; par conséquent. cel
tnoncd exprime des condifions contradictoires.
0.
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85. Bans qu'il soit nécessaive de multiplier les exemples,
nous pouvons affivmer qu'une valewr nigative, trouvde pour
Finconnue, indique ordinaivement une tmpossibilité dans U'é-
noncé du probléme,

Iy aplus: on peut souvent, :u moyen de la valeur néga-
tive, rectifier I'énoncé du probléme, de telle sorte que, prise
positivement, elle salisfasse au nouvel énonce. Pour voir com-
ment se fait cette modification, changeons @ en — x dans I'é-
(uation (1) du premier probléme ; nous trouvons

i A ek _’
Ry A

= (3)

Sans refaire les caleuls, on voil que la racine de cette nou-
velle équation est égale A Ia racine de Féquation (1), ehangde
de signe, c'est-a-dire quelle est - 24, D'un autre coté, 16—
quation (3) se rapporte évidemment i ce probléme :

Trouver un nombre égal a la somme de sa moitié, de son
tiers et de son quart, diminude de 2 uniiés.

Yaprés ce qui précede, ce nombre est 2, De plus, les deux
¢noncés ne différent I'un de Fautre que parle changement du
mot augmentée dans le mol diminude.

86. Les équations du second probléme deviennent pareille-
ment, sinous y remplacons 4 x par—ax:

(— =10 000) {y == 1)
A= i RON0E 1) it 290 goo,
100 100
(—x 4 15000) (g2 &y o
ek — = —— L 50
10 100
ULl
z—10000) {y4-1)
E’__.MM__]_ = ﬂ — 400
100 100
el (i54)
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Ces deux derniéres Gquations sont vérifices para = 20 000,
i = 5. D'ailleurs elles sont la traduction, en langage algé-
brique, de ce nouvel énoncé :
Une personne posséde un certain capital, qwelle fait valorr
@ un taux inconnu. Une deusieme personne a 10 000 de moins
que la premicre ; elle fait valoir son capital @ wn taux qui sur-
passe le premier, de 1 0/0, et son revenu est inférieur de £00F
@ celui de la premiive personne. Une lroisiéme personne
15 000¢ de moins que la premiere; elle fait valoir son capital
@ un laux qui surpasse le premier, de 2 0/0, ef son revenu est
dgal @ celui de la premiére, diminué de 650 f. Quels sont les
capitaue, les laua d'intérét el les revenus?
La premidre personne posséde 20 000F, qu'elle fait valoir a'b /,;
Lo deucciéme ' —1 1 — 10 000F — — - 6o, :

La troisieme — — 50008 — . = ove; Tty

Ces valeurs satisfont bien au nouvel énonce, car elles don-
nent, pour les trois revenus, 1 000f, 600f, 3505 el il est clair
que le premier surpasse les deux autres, respectivement, de
1001 et de 650

§7. Les considérations précédentes conduisent i cetle régle:

St Uéquation d'un probléme donne une quantité ndgative — a
pour valeur de Uinconnue x, on change, dans cetle équation,
X en —X: puls on eramine quels sont les changements qu'il
faut faive subir a Uénoncé primitif, powr qu2 la nouvelle dqua-
tion soit celle du problémemodifié : la véponse au nouvel énonce
sera la quantité positive a,

88, Remarque. — Ces modifications dans I'énoneé se rédui-
sent, presgue toujours, i des addilions changées en soustrac-
tions, ow réciprogquement ; elles n'altérent en rien les valeurs
absolues des données

Usage des quantités négatives.

89, Draprés ce qui précede, un probléme est ordinairement
possible ou émpossible, suivant que Péquation a laquelle il
conduit admet une racine positive ou une racine négative, On

* Les conclus’ons auxquelles nons venons darviver sont sujettes i
muelgues exeeptions: Par exemple, une valeny négative peul indiquer
! i I : |
une hypothise lausse,
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pett aller plus loin, el employer les quantités positives ou né-
gatives pour indiquer, tout i la fois, la mesure et la situation
des grandeurs,

Pour éelaireir cotte notion, observons que, dans une foule
de questions, une méme grandeur peut avoir deux siluations
contraires, lesquelles sunt commodément indiquées par les
signes - ou —, placés devant le nombre qui mesure la gran-
deur.

g e e S L O

Par exemple, si I'on demande, sur une droite indéfinie ay,
un_ point situé & 0,03 d’un point donné A, on trotvera deux
points satisfaisant & la question parce que la distance donnée
peul etre portéed droite ou & gauche du point A.

Pour distinguer ces deux points, on pourrait éerive

AB = 0m 03 ddroile,
AB" = 0m 03 & ganche ;

mais si 'on observe que AB tend & augmoenter les distances
complées sur @y, i partir dun point fixe O ou origine 0, (andis
que AB’ tend & les diminuer, on est asses naturellement con-
duit aux deux conventions suivantes :

AB = Dm (3,
A Rl “mlé],"._

De celle maniére, le siene place devant le nombre 0,03
indique I'état ou la situation de la erandeur mesurde par ce
nombre ¥,

90. La considération précédente devient encore plus
claire, sil'on imagine qu'un mobile se trouve, depuis un temps
indéfini, sur la droite @y : pour marquer, tout i la fois, I'es-
pace parcouru el le sens du mouvement. on place le signe -+

ou le signe —devant le nombre qui représente espace. Si le
mobile a été de A en B, on dit quil a déerit, & partir du
point A, 4 0m,03: el si, revenant sur lui-méme, il a éi¢

* Gauchy a fait a bien longtemps , celle remarque : « Le
signe - ou—, plac ‘ant un nombre, en modifie la signification.
d pen pres comme un adjeetit modifie celle du substaniif.
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de A en B', on dil quil a pareouru, foujours a partir du
point A, — 0w 03,

91. Quant a la raison pour laguelle on regarde comme po-
sitives les distances comptées de gauche a droite, ef comme
négatives celles qui sont complées de droife a gauche, il n’y en
a pas d’aulre que I'usage. On aurait pu, tout aussi hien, adop-
lerla convention contraire.

92, Nous pourrions citer heaucoup d'aulres exemples dans
lesquels Pemploi des siznes - ef—, pour indiguerla situation
ou Pétat des grandeurs, esl, sinon négessaire, du moing fort
ulile. Ainsi, suivant que la température donnée par un ther-
mométre estsupérieure ou inférieure a 0, on la regarde comme
positive ou comme négative ; ainsi encore lactif el le passif
d’'un négociant, le gain on la perte d’un joueur, efc., sonl
commodément représentés par des quanlilés positives ou né-
galives.

93. Les développements dans lesguels nous venons d’enlrer
sont d'accord avec les régles du caleul algébrique, que nous
avons données ci-dessus [26].

Par exemple, il résulte de ces régles que

(—2) 4 (—3)=— 2+ 3) =—5.

Pour vérifier ce résultat, observons que, si le mobile a par-
courn 0w,02a partir du point A, en allant de droite a gauche,
puis ensuite 0*,03, toujours dans le méme sens, il se trouve
4 0m,05 de ce point, cest-a-dire en G,

Des cas d'impossibilité ef d'indétermination.
9%. Probleme. — Trouver un nombre dont la moitie, le tiers
el le quart réunis, augmentés de T, donnent le meéme résulial
13 ; -
(que les is de cenombre, augmentes de 5.

I'équation du probléme est
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Elle donne
bot-ta+3ec+ 8k =132+ 60;

puis, en bransposant et réduisant,

0 = —24. (2)
Ce résultal, complétement absurde, prouve (ue I'équa-
tion (1), qui équivaut & V'équation (2) . ne peul étre vérifiée
par aucune uantité, positive ou nézative, mise i la place
de x. Dailleurs, cetle équation (1) est celle du probleme ;
done celui-ci est absurde. En effet, I'énoneé proposé revient i
celui-ci :
) 13
Trouwver un nombre dont les =y augmentes de 7, donnent

le méme vésultal que les 1o aungmentes de 5.

95. Probleme. — Trouver un nombre dont la moitié, le tiers
el le quart véunis, augmentésde 7, donnent le méme résultal que
13 e
les Fu‘r ce nombre, augimentésde 7.

On a

dott, en simplifiant,
0 =0. (&,

Cetle ddentité équivant & I'équation (3) @ done celle=ci nest
pareillement qu'une identité; done le probléme proposé admet
une infinité de solutions ; ¢’est=d-dire (il est indétermine.

Effectivement, ce probleme pourrail étre ainsi énoncé ;

13 :
Trowver un nombre dont les T augmentés de T, donnent

o =

. 13 A e
le méme vésullal que les o awgmentés de 7.

96. Les deux cas exceptionnels que nous venons de ren-
contrer sont les seuls (ue présente la résolution des équa-
tions du premier degeé, @ une seule inconnue. En effet, aprés
la transposition et la réduction. il ne peul arriver (que ces trojz
choses :
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19 Ou les termes contenant Finconnue ne se détruisent pas ;
alors 'équation prend la forme

ax = 0:
dou
0

==,
f.!

valeur finie el déterminee, pusitive, negative ouw nulle ;

2° O bien les termes conlenant Pinconnue se détruisent,
tandis que les aulres ne se délruisent pas : I'équation se ré-
duit alors a
h=h:

30 Ou enfin lous les lermes se détruisent, et Fon trouve
Q=)
97. Quand un probléme conduit & plusicurs équalions, en
nombre égal & celui des inconnues, il peut étre indéterminé

sans (ue les équations soient identiques , et impossible sans
gu'elles se réduisent a

(1)
()

Si on élimine x, y se trouve éliminé en méme lemps, el
I'on trouve

D=0

Par conséquent, le systeme donné équivaut seulement @
I'équation (1). En effet, I'équation (2) a été obtenue en divi-
sant par 3 lous les coefficients de 'équation (1); dong elle
n‘ajoute rien aux conditions exprimées par celte derniére.
En d'autres ternies, les équations (1) et (2) rentrent l'une dans
Uautre,

98. Prenons encore les deux équations

B2y =18,

24
e Sg= 7. (%)
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En éliminant @, on trouve

0= —3.

L'impossibilité manifestée par ce résultat ne tient & aucune
des équations (3) ou (4) en particulier, car chacune d’elles ad-
met une infinité de solutions: mais cotte impossibilité résulte
de la coexistence des équations, En effet. le systéme pro-
posé équivaut i

Hax+t8y=6,
N z4-8y="71;

et demander de résoudre ce sysleme, c¢est demander qu'un
meéme nombre soit égal 4 6 el i 7.

Toutes les fois que des équations ne peuvent éire vérifides
par un méme systéme de valeurs attribudes aux inconnues, on
dit qu'elles sont incompatibles.

99. On a vu ci-dessus [63] que, pour résoudre le systeme
de plusieurs équations
A =0,
B-=0,
=0

on remplace ordinaivement 'une d’elies par I'équaltion
mA+4nB4pC=o0,

que Fon obtient en ajoutant membre & membre los proposées,
apres les avoir multipliées par des facteurs s Ay Py, indé-
pendants des inconnues &, Yy ... M résulte de Ta que le sys-
teme des quatre équations

A=0,B=0,0=y,
mA +=nB4+pC=0,

serail indéterming. Cependant, deux quelconques de ces équa-
lions peuvent étre distincles.

100, Semblablement, i I'on prend trois équations & quafre
INCONNUEs
A=0,B=0,C=0
puis la relation
mA4nB4pl=q.
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dans lagquelle ¢ est supposé différent de zéro. le sysléme

A=0,B=0,C=0,
mA-+4nB+pC=a,

n’admet aucune solution, parce que la qu tridme équation est
incompatible avec l'ensemble des trois premieves.

101. Remarque. — Si les seconds membres des équations
proposées n’dtaient pas indépendunts des inconnues, les con-
clusions précédentes pourraient étre en défaut. Par exemple,
les équations

dx—%y=z—1,
H5a-43y=106z-4 3,
m(3ax— 29) +5 ct3y=n (2 — 1)+ 16=z4-3

tluns lesquelles m, n sont des quantités inégales, se réduisenl
an systeme déterminé :

3ax—2y =0,
= 0,

L.a

DI ol == “5:-—1-“ L

Elles donnent done

102. Voici, comme exercice, deux systémes i quatre incon-
nues; le premier est indélerming, l'autre est impossible. Le
lecteur pourra chercher comment, dans chacun d'eux, la qua-
(rieme équation a été formée au moyen des frois autres

4 Bit=
4 hb=
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Résumé,

Une valenr négative, trouvée pour l'inconnue, indique ordinairement
une impossibilité dans I'énoneé du probleme.

Il ya plus: on pent souvent, au moyen de la valenr négafive, rec-
tifier I'énoneé du probleme, de telle sorte que cette méme valenr,
prise positivement, satisfasse au nouvel énonce.

A cét effet, si l'équation d'un probléme donne une quantité néeative
—a pour valeur de l'inconnue #, on change , dans cette cuation ,
Fen —a; puis, on examine fquels sont les chancements qu'il faut

e subir a I'énoncé primitif. pour que la nouvelle équation soit celle
du probléme modifié: la réponse au nouvel énonee
Ve ¢,

est la quantité po-
-

On peul employer les quantités positives on négatives pour indiquer,
tout & la fois, Ia mesure et la situation ou I'éfat des arandet Ainsi,
suivant quune distance est comptée a droite o A gauche d'un point
flixe, on affecte, du signe - ou du signe — , le nombre qui mesure
cette distance ; snivant que la température donnée par un thermome-
tre est supérieure on inférieure it 0, on la regarvde comme positive ou
comme négalive, ele, '

Un probléme est impossible, (quand son équation ne pent étre viri-
fide par ancune quantité, positive on négative, mise a la place de 2.
Un probleme est indéterming, quand il admet nne infinité de

solu-
tions,

Une équation i une inconnue ne peut présenter que
I

ces deux cas
@exception. Il w'en est plus de méme |

Jour 1 équations entre ninconnues,

CHAPITRE IV,

Diseussion des [ormules qui résolvent un systéme d'équations du
premier degré i denx inconnues (10G-115). — Exercices (L05).

Equations générales & deux inconnues.

103. Soient les deux équations genérales

du premier degré,
deua inconnues,

ar -+ by = ¢, ()
'y =¢', (2)

dans lesquelles a. b, e o', 1),

' représentent des quantités
tonnées,
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Pour trouver la valeur de @, employons |'élimination par ré:

duction, ¢'est-a-dire multiplions I'équation (1) par b', I'équation

(2) par b, et retranchons membre & membre; il nous viendra

(ab' — ba') & = cb' — be'; (a)
('olt, en supposant ab’ — ba’ différent de zéro,
cb’ — be'
e 5
T )
Un ecalenl semblable donne
ac' — ca' =
= ——— E
Yy ab'—ba' o

104. Les expressions (3) et (4) sont les formules générales
pour la vesolution d'un systéme d'équations du premier degre,
d@ dew inconnues. Afin de faciliter lapplication de ces formules
on les remplace par les deux régles générales zuivantes, qui
en résultent :

1°Le dénominatedr commun des valeurs des inconnues esi
éqal a la différence des produits en crow des coefficients de ces
inconnues, dans les équations proposées ;

2° Le numératewr de lg valewr d» chague inconnue se déduit
du dénominatewr commun, en remplagant le coefficient de ceite
inconnue par le terme toul connu, pris dans le second membre
de Uéquation considérée.

105. Exemple. — Soient les deux équations

13 @ - 25 y = 101,
Ww— Ty= 17

En appliquant les deux regles, on trouve

25 . A1T4-100 .7 £25 -+ 707 ’
2, 19F 13 .7 4 b
100 . 19— 13.17 1919 — 231 1698

=95 09437 566 = TBEb.
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Discussion des formules générales.
106. Si le dénominateur commun ab’ — by’

formules (3) et (4) donnent, pour x el pour y,
et délermindes,

n'est pas nul, les
des valeurs finies
pusitives ou néyatives, qui vérifient les équa-
tions proposées. Examinons ce que deviennent ces formules,
quand les cocfficients a, b, o, b, swpposes diff venis dv zéro.
salisfont a I'équation d» con

dition ab’ — ba' = 0. Celte discus-
sion se partage naturellement en deux Cas principaux, parce
que le numérateur de la valeur d'une inconnue, de @ par
exemple, peut élre éoal i zéro on différent de zéro,

107, Premier cas,

eh' — be' =0, avee qb'— ' — 0.

; 0

La valeur de x se presente sous la forme 5 Avant de cler-

cher la signification de eo symbole, faisons voir que la valeur

de y se présente-sous la méme forme.
En effet, Tes deux équations

eh' —be' = 0, abl—ba' =1
équivalent

ch' = b,
al' =ba',

Divisant membre # membre®. on trouye

] i

& B

don

ac’' —ca'= 0.

108. Cela posé, observons que Ia formule (3) a L6 tirée de

Y

I'équation (@) en supposani al’—ba" = 0% of que celte
I ] [

-

i

Cette division est perimise,
différentes de zéro.

** L'inégalité ab’— ba! <0 sianifie, sous wne forme abrégée, que
0'— ba’ est une quantité négalive - on realité. pien n'est plus petit
e zero,

puisque les quantités a, b, a’. I’ son
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equation, pour les hypotheses de ab'—ba'=0, cb’ —bhe' =10,
se réduit a Videntité 0 = 0.

Conséquemment, nous somrmes en droit de regarder I'ex-

o) : S s S
pression = comme étant le symbole de Uindétermination,
109. On peut vérifier, d'une maniére bien simple, que le

systeme des équations (1), (2) devient indéterminé, quand les
constantes a, b, ¢, o', b', ¢’ satisfont aux conditions

ab' —ba' =0, cb' —be' =0,

En effet , ces deux derniéres égalités équivalent a la suite de
rapporis égawe :

(1] b G

de sorte qu'en désignant par k la valeur commune de ces rap-
ports, on a, au lieu de I'équalion (2),

(ax by lk=ck,

¢’est-a-dire I'éqnation (1), dont on aurait multiplié les deux
membres par k. Le systeme donné se réduit donc a cette der-
niere équation.

110, Second cas.

-
ch! — be! 0, avec ab' — ba' = 0.

; : m o
La valeur de x se présenle sous la [orme s e nelant pas
(
nul. On verra, par un calcul analogue a celui qui précede [108],
que la valeur de y se présente sous la méme forme.
. ‘ m : .
141. Pour interpréter le symbole T reporlons-nous encore

I'équation (@). Quand on y suppose cb' —be' =d, ab’'—ba’' =0,
on trouve 0==d; d’'olt 'on conelut que les équations (1), (2)

] : ST ¢
sont imcompatibles [98]. L'expression 5 8 laguelle se réduit
la valeur générale de @ pour les mémes hypolhéses, peul

done étre regardée comme le symbole de Uincompatibilité, on
de Pimpossibilite.
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eh' — be' ~ 0, ab'—ba' =,
on conclul
a U=

a b <e

en sorte que P'équation (2) a été formée en multipliant, par un
facteur k, le premier membre de Iéquation (1), et en multi-
pliant le second membre par un facteur &', différent de F.
Les équations (1) et (2) sont done, en effet, incompatibles quand

£ ’ m
la valeur de @ se présente sous la forme 0

' . m R
113, On dit souvent que T est le symbole de Uinfini. Voici
la raison de cetle dénomination.

Supposons que les coefficients a’, b, b’ étant constants. on
détermine le coefficient @ par la relation

ab' — ba' = 4,

6 élant une [raction trés-petite. Les formules (3) deviendront,

i cause de |
ab’ -8 '
]l = —— b |
b
cb'—be' c'8— (b — be') o'
I = — e _—
3 TR bs

Dans ces deux fractions. fout est constant, 3 Pexception de 8. Si
donc I'on fait décroitre indéfiniment ce diviseur, los valeurs
absolues des quotients x et y croitront indéfiniment ; et, quand
on supposera & suffisamment petit, ces mémes quotients pour-
ront surpasser des nombres quelconques donnés, (Cest ce quon
exprime en disant que @ et y peuvent devenir infinds. L'ex-

: 1;, e " .
pression 7 est donc le symbole de Uinfini,

; m ;
114, Au lieu de T on peut employer le svmbole @, qui

a la méme sienification.
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115, Nous venons de voir que les valeurs de x ol de v sonl,
en anéme temps, indétermindes ow infintes quand les coefficients
i, b, o', b, supposés finis, satisfont i la condition ab’ — ha'=0.
Il n’en serait plus de méme si le dénominateur ab’ — ba' se
réduisait & zéro par suite de P'annulation de quelques-uns des
coeflicients.
Supposens, par exemple, @ =0 et a' = 0. Les formules (3)
cb (4) deviennent
Hi
T = —;
0’
Ainsi, Uune des valeurs est infinie, et Pautre est indétermi-
née, ou plutot elle parait indéterminde. Pour reconnaitre si celle
indétermination est réelle, supposons quavant de faire a =0,
a' = 0, on ait donné, a ces deux coeflicients, des valeurs tros-
petites, dont le rapport, constant ou variable, soit représenté
par k. Nous aurons, au lieu des formules (3} et (4),

_ o —be _afet—ck) et —ck
T a(b'—bk)’ Se= g (bi—bk)

&I =

T

en supprimant le facteur commun a. Si done cette variable
décroit indéfiniment, nous aurons, en passant a la limite,

. lim ¢ —ck
== Y = e Ta
0! Y b —bk

On voit que la valeur de x est réellement infinde, el que celle
de y dépend de la loi suivant laquelle on a fait décroitre a
eta’,

Si Pon reprend directement les équations (1) et (2), on ar-
rive aux mémes conclusions.

Résumé,

Le dénominateur commun des valeurs des inconnues est égal 4 Ia
différence des produits en croix des coefficients de ces inconnues, dans
les équations proposées.

Le numérateur de la valeur de chaque inconnue se déduit du déno-
minateur commun, en remplacant les cocfficients de cette inconnue
par les termes tout eonnus, pris dans le second membre de Iéquation
considérée.

Si le dénominateur commun al’ — ba' n'est pas nul, les formules
générales donnent, ponr 2 et pour o, des valeurs finies et détermi-
nées, positives ou néoatives, qui vérifient les équations proposées,
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Les valeurs de @ et de y sont, en méme temps, indéterminées ou
mfinies, quand les coefficients @, by a’, I, supposés finis, satisfonta la
condifion ab’ — ba' = 0. Il w'en est plus de méme si le dénomina-
leur ab’ — ba' s'annule par suite de Vannulation de quelques-uns des
coeflicients.

—

CHAPITRE V.

Equation du second degré i une inconnue (116-135). — Double
solution (118, 119). — Valeurs imaginaives (L18-131).

Formes de I'équation du second degré & une inconnue.

116. L'équation la plus générale du second degré peut tou-
jours étre ramenée i la forme

ax? <+ bo +e=0,

dans laquelle les quantités connues b et ¢ peuvent avoir des
valeurs quelconques. Quant au coefficient connu a, il doit étre
différent de zéro, sans quoi 'équalion ne serait plus du se-
cond degré,

7. Pour simplifier, divisons tous les lermes par @ nous

" b A
aurons, -en representant — par p. el - par q:
it fi]

x4 pa - =0,
(est &1 cette équation réduite que se rapportent les relations

enlre les coefficients et les racines, que nous démontrerons plus
loin.

Résolution de I'équation @ - px - g = 0.

118. Avant de résoudre celte équation générale, nous exa-
minerons les différents cas particuliers dans lesquels p=0.

fe p=0,q<0.
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" Le terme toul connu étant négatil, on peul l¢ représenter
par —a**, et I'on trouve

Lo-—at = 0*%,

ot

Cette équation donne, non-seulement @ = - ¢, mais encore
@ =—a, parce que ¢ est le carré de —a aussi bien que le
carré de -~ a. Ainsi, la racine carrée d’une guantité positive a
deux valeurs, égales el de signes contraires. En d’autres termes,
Péquation o* = a* a dewx racines éqales et de signes contraires,

données par la formule

=1 i
& p=10,qg=0.

L'éguation se réduit a

Celle-ci doit étre regardée comme ayant dewz racines égales o
zéro. En effet, «? = r . a; et ce produit s'annule si 'on égzale
a zéro I'un ow Pautre de ses facteurs.

3% p= 0, qj= .
L’équation proposée revient i
x? @t =0,

en posani g = - a*. Quelle que soit la quantité que I'on melte
a laplace de @, le bindme @* +-a? sera positif; done I'équa-
tion w*—+ e* =0 exprime une impossibilité, et elle n’a ni
racine positive ni racine négative. Néanmoins, si 'on con-

. Pour justifier cette proposition, il suffit d'observer que le careé
d'une quantité quelconque, posilive ou négative, est positif. Si, par
exemple, g {, on fera a =7, le radical ayant le sens qu'on lui
attribue en arithmétique.

" 81, aulieu de faire passer —a* davs le second membre, on décom-
pose &*—a? en (x-L-a) (x —a), on obtient

(x4a) (z—a)=(.

Or, pour que le produit (x + a) (x — a) soit égal & zéro, il faut qu'un
de ses denx factenrs soit nul: done x4 a=10. ou z— a— ().
a 10
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vient de Lrailer celle équation par les régles précédentes, on
arvive i

\r. —q* :

le symbole \ — a® est ce quon appelle une expression tmagi-
naire,

119. Reprenons i présent I'équation

-t prd-qg=0.

On la résout avee la méme facilité que
L]

R o = 0,

sil'on observe que @ el -+ pw sont les deuw premiers termes
g ! : I,
du carré de @ -+ = p. Ajoulons done E,u* aux deux membres,

afin de compléter ce carré; [faisons passer ¢ dans Ie second
membre, et nous trouvons

1,
Pyt = Ep‘ —q

-
v | =

ol enfin

120, Cette formule s'énonce ainsi :

Quand Végquation du second degré est ramende a la forme
x? L px - q =0, la valeur de Vinconnue est égale a la moitié
du coefficient de x, pris en signe contraive, plus ou moins la
racine carrée du carré de cette moitié, diminué du terme fout
Comnnt.
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121. Dans la pratique, il est commode de ne pas faire la

division indiquée ci-dessus [147]. Cherchons donc la formule
pelative & I'équation la plus générale :

ax® -+ be =0,

Nous pourrions arriver a cette formule en remplagant, dans
celle que nous avons trouvée tout a I'heure, p par% et ¢ par
; mais il vaul mieux résoudre directement. A cet effet, mul-
tiplions par fa tous les termes de I'éguation; il nous viendra

§ata? - fabx—- kac =0,

Or. b a*a? ol dabe sont les deux premiers termes du carré
de 2 aa 4= b < done, en complélant ce carré, nous aurons

(2ax 4 U)* = b —fac;
d'ou

Celle nouvelle formule, traduite en langue ordinaire, signi-
fie que:

La valeur de Uinconnue est égale au coefficient de s, pris en
signe conlraive, plus ow moins la racine carree du carré de ce
coefficient, diminué de quatre fois le produit des coefficients ex-
{rémes ; le tout divisé par le double du coefficient de x°.

122, Remarque. — Si le coefficient b, supposé entier, a la
forme 2 I/, 1a formule précédente se réduit a

— 4"~ il“—"!':
= ——— Vil {'}:.
tl
Applications.
|23, Premier exemple. Soil 'éyuation
Pt —gh =1
- I | 3

S A
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Laformule (1) donne

w=—6 4 \/ 36+ 85=—6 111,

ou, en seépurant les deux racines :

124, Deuxieme exemple.

ot+a , o+b  a—6ab+4 0 b

T\ = P (a+-b) (e —3 b) T

.

Pour résoudre cette équation, commengons par chasser
dénominateurs; nous aurons

(a-b) (a—3b)[(x—+a) (x—0b)+ (x—a) (x4B)]
L2 —6ab+-0*) (x—a) (c—0)=0;

ou, en effectuant, et en supprimant le facteur 2,
(a+-5)(a—3b) (x*—ab)--(a*—6ab-+4-b?) [w*—(a--b) wab)=0;
puis, en réduisant et ordonnant,

2 (a*—dab—b*) o — (14-0) (a>— 6ab - b*) x— hab? (a—b) =0,

La formule (2) donne ensuite

(a-+b (a2 —6ab-1-b%) + VA
e RN e

b(a*—kab— %)

en posant
A= (a-0)* (0> —6ab - 0%)2+-32ab® (@ — D) (a*—bab—02).
Cette derniére quantité, élant développée, devient

A =a'—10a%b 47 a*b*— 108 a* b - 111 a*6 - 22al® 4-1°.

Par un caleul donl nous ne pouvons parler iei, on lrouve que
le polynome A est le carré de

1t — BaPh - 1 alr-- b3,

ainsi quion le vérifie aisgément.
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En meltant ce nouveau polynome a la place de VA, nous
aurons
(P—5a*b—5al? 4 b%) & (" —Ba?h 11 al2 L 07)
1

(@—kab—b?)

&L=

ou hien, en séparant les deux racines :

a* — Hath -3 ab? - b
2 (a*—hab— 6?)

; |
n = — E {l’f- — IIJ}._
: ab’
b .
a® — kab—b*

X =—1

125, Troisiéme exemple.

a b ¢
pove i =0

=t L =
o Sy e LR

En chassant les dénominateurs, on trouve d’abord

a(x—0b) (x—c) 4 b(x—a) (z—c) +c(x—a) (2— b)=0;

puis, en effectuant, réduisant et ordonnant,
(a4-b-+c) x® — 2 (ab -} be 4 ac) e 4 3abe = 0.

La formule (3) donne ensuile

ab-{-bo - ac 3\ (ab—+ be 4-ac)*—3(a - b - c) abe

t—0--c

e

o

ab~-be4-ue £\ a*h 0% 4~ et — (a - b-c) abe

u-+()—+-0

=

126, Qualriéme exemple.

3532129297 29 678311 21 987609
6004841 — 896751 22 ' 45372712z 570819

3169

510809 °
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Faisant disparaitve les dénominateurs, of simplifiant, on ar-
rive @
139 518 976 423 523
— | 094 321 952 "iib?‘ﬁ
== 951 805976011 :

139515976 £23 523 057

Décomposition de 2 4 par - ¢ en Tactenrs du premier deqré.
| =1 1l

127, Pour résoudre I'éguation
A% - g =0, o
nous lavons mise sous la forme
| [dr X
[\.;'- - 11. P I| == i —{,

1

Par la définition de la racine careée. on a

r
i

e

lors meme que la quantilé placée sous le radical est négative,
Le trindme 22 4-px <~ g est done, identis quement, ézal a

Une dificrence de carrés est toujours décomposable en deux
facteurs [43]; donc

2] p,-,-_;_»‘,.--__(',, l;, \f 1;; —q H‘ ' = V ":r" _.,.,]

Nows eneaceons les eloves effeciner les caleuls.
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Pour simplifier le second membre, représentons par o' el
les deux racines de I'équation (1), savoir :

: e
W= opf v i =17

A== 3 P \;)J i Pt —s
el nous aurons enfin
atfpr g = @—a)z—a).
Ainsi, le trirdme x® - px - q est identiquement égal au pro-
duit des deu fackewrs bindmes que Uon obtient en retranchant

de x chacune des deux vacines de Uéquation x” +4-px -q =0.

128. Remarvque. — On arrive au méme résullal en obser-
vanl que a4 pae - g== 0 équivaut a la double équation

Relations entre les coeflicients el les racines.
129, De Videntite
at - pr g = (@ —a') (o —x’),
on conchul . en effectuant le produil indigueé :

n=— (' 4+a),
g=a't"’;

¢lest a-dire que :

Dans toute équation de la forme x* -px4-q=0:1° la
somme des racines est égale aw coefficient de X, pris en signe
coiibraire; 2° le produit des racines est égal aw ferme toul
COoRn,

130. Remarque. — Ces deux théoremes, fres-importants,
pésultent aussi des valeurs de &' et @, éerites plus haut,
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Discossion de Iéquation o -1- pu+-q=0.

131, Reprenons la formule

I /
Pe= ‘E’Ui- \.“’ Z;ﬂ—q.

Trois cas principaux sont a considérer :
le = p*>—g> 0. La quantité placée sous le radical élant
]

positive, ce radical est réel : par: conséquent I'équation pro-
posée a ses racines réelles el inégales.

N ) 2 ;
20 - p*—q=0. Le radical ’annule : done les racines sont
¥
véelles el dgales,

1 : i
30 = p? — i < 0. Le radical portant sur une quantité néga-
i
tive, nous rentrons dans un cas examiné précédemment [11 8]:
on dit que équation a ses racines imaginaires,

132. En discutant I'équation a2 - ¢ =0[118], nous avons
vu que le premier membre est la différence de deux carrés,
ot un carré, ou la somme de deux carrés, suivant que cefte
Gquation a ses racines réelles ef inégales, ou égales, ou
imaginaires. Les mémes remarques s'appliquent a I'équation
@~ pr~- g =0. En offei :

12587

S
T — est =0,
I

o peul poser

q=

done

2 | I
L= P - =(n -{—-;—

P —m?

quand U'équation X*4- px4-q==0 a ses racinesréelles et ineqales,
e premier membre est la 'J’-J"If!flf""FFf'r’ de deya ca rres,
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o

P —q=0,

| =

I . B
q= i P et @ po-tg= {x - 5 PP

quand U'dquation x* - px = =10 a ses racines éqales, le pre-
mier membre est un curre.
3> Enfin, I'hypothese

donne

puis
1 | |
- px - g =z} = P)? - m®.

Ainsi, quand Uéquation X2 - px--q = 0 @ ses racines imagi-
naires, le premier membre est la somme de deux carrés.

133. Quelle que soit la valeur attribuée & @, la quantité
[N i o
(@ 4= p* - m?* est positive, et auw moins égale @ m?; done

en demandant qu'elle devienne égale d zéro, on propose une
impossibilité. Par conséquent, un probléme qui conduil @ une
équation du sccond degré dont les racines sont imaginaires. est
ordinatrement impossible.

134, Revenons au cas le plus important, celui dans lequel
I"équation considérée a ses racines réelles eb inéeales. 11 se
décompose en trois autres :

|
g<<0, g=0, g=0et<=~p
i

Afin de voir plus aisément uels sont, pour ces diverses hy-
potheses, les signes des racines, reprenons les deux rela-
tions

m.r.“.—q, o'

= —P-
12 q = 0. Le produil des racines est négalif; done elles ont
des signes confraives. EL comme leur somme doil étre de
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meme signe que la plus grande, il s'ensui, que la plus grande
rasine (en valeur absolue) ¢ un stgne contraire @ celui de p.

20 ¢ = 0. Le produit &'s” élant égal & zéro, Lune des racines
est nulle, et Uautre est égale @ — p. Clestce que I'on reconnail
directement, en mettant I'équation sous la forme & (x+p)=0.

1 . . ; :
3¢ ¢ >0 el < = 7 Le produil des deux racines étan posi-
ik

Lif et ces deux racines étanl réelles, elles ont méme signe. De

plus, chacune d’elles a un signe contraive @ celui de p.

135, Remarque. — Quand le dernicr terme de Féquation
- px ¢ =0 est négatif, les deuy racines sont nocessaire-
ment réeljes,

Résume.

L'é uation la plus generale du sceond deere peut boujours élre pa-
menée ala forme

ax® A o=

fue Fou voduit & colle-ci

Glest & cetle dquation véduite que s Fapporienl les velations entee los
coeflicients el les vacines.

Quand Péguation du second degré est ramende i I seconde forme,
I valesr de Vinconnue est épale  la moitié du coeflicient de 2, pris cn
signe conlraive, plus ou woins la vacine caveée du eared de cette moiié,
diminué du terme tout connu,

Lovsque 'équation a la premicre forme. la valens de Finconnue esl
Cgale au coefficient de 2, pris en signe confraire, plus ou moins Ia
racine carrée du cared de ce coefficient, diminué de (uatre fois e
produit des ecefficients extrémes: le tout divise par le double du eoef-
licient de .

Le trinome «* + pw + ¢ est identiquernent éeal an produit des
deux facteurs bindmes que Uon obtient e refranchant de @ chacune
des denx racines de @ -+ pa: - i = (.

Dans toute équation de Ia forme a2 P g =0: 1" la somme
des racines est écale an coeflicient de T, pris en signe contraire:
2 le produit des racines est égal au tevme tout conny,

Cette méme équation a ses rvacines véelles of indeales, ou réclles el
cgales, on imaginaires, suivan fuele bindme 352 — g est positif. nul
o necatd’,

oL
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Lt cas daus lequel équation eonsidérée a ses racines véelles el iné-
vales se décompose en Lrois autres: ¢ < 0, = 0, ¢ =0¢t < & p*
l* g <= 0. Les racines sont de signes contraives; la plus grande ra-
cine | en valeur absolue) a un signe contraire & celui de p.

29 g = (. L'une des racines st nulle; lautre est égale & — p.

3 g > 0et< 2p% Les deux racines sont de méme sizne. De
plus, chacune delles a un signe contraive & celui de g,

CHAPITRE VI

Propriétés des trindmes du second degré (136-1407. — Des questions
de maximum et de minimum qui peuvent se résoudee parles éqna-
tions du seeond degeé “Til-12100.

. Propriétés des trinomes du second degre.

136. Représentons par 2, non plus une inconnue, mais une
variable indépendante, a laquelle on puisse altribuer des va-
leurs quelconques, positives ou négatives. Représentons en
méme temps par ¢ une aulre vaviable, liée i @ par 'équation

i = gi? 4= b 4-c.

Pour chagque valeur véelle altiibuée @ x, il y awra une valewr
réelle correspondanie de y, et une seule. Il sagit d'examiner
comment varie y, quand on fail varvier @ de — s + o **,

Pour faciliter la discussion, nous représenterons par p et g

(i e .
les rapporis - el -, ce donne
i (1

).

De plus, pour fixer les idées, nous supposerons a positif.

* Pour exprimer, d'une manigre générale, qu'une variable y dépend
d'ume variable indépendante @, on dit que y est fonction de x.

** (uand on dit que @ varie de moins Finfini a plus Uinfind, cela
signifie que @ ¢st supposé. prendre, suceessivement, toules les valeurs
comprises entre— N et - N, N et N’ étant devx nombres aussi grands
qi'an le voudra,
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Cela posé, cherchons d’abord s'il existe des valeurs réelles
de @ qui annulent y, ¢’est-a~dire résolvons Péquation

ol p b g=0.

137, Premier cas. — L'équation x? - PX - =0 ¢ ses ra-
cines réelles ot ins gales.
Soient a' el a ces deux racines, @’ étant la plus petite *.
Le trinome «* 4-pz - ¢ est égal au produit des deux facteurs
-réels w—a', @' — @' ; done

/]

y=a(@—2x') (x— aT’).

A présent, faisons varier @, de — oo i + on.

1° Tant que nous aurons © < ', les deux factemrs o — ',
& — " seront négalifs : done leur produit sera positif, et le tri-
ndme aura le signe de son premier terme ax?. En outre si nous
attribuons i @ unevaleur négative —N, suffisamment grande,
la valeur numdérique dey pourra étre rendue aussi grande que
nous le voudrons. Cest ce quon exprime en disant que, pour
L= —cm, jj=--om (¢ étant supposé positif).

2@ =x donne y = 0.

42 Supposons que @, ayant continué 3 croitre, ait dépassé ',
mais sans atteindre ', Alors les facleurs w —a’, &— o étant
de signes contraires, leur produit est negatil : done le trindme
ax*~-bx - ¢ a wi signe contraive a celur de son premier ferme.

t Pour w=a, y redevient éeal i zéro.

5° 51 nous faisons @ > a, les différences g — o', x—a’ étant
positives, leur produit est positif : done v reprend le signe de
son premier terme. En outre, ces deux différences croissant au
dela de loute limite, il en est de méme pour leur produit, el
aussi pour y. Ainsi @ = oo donne y — -,

138. Deuxiéme cas. — L'équation x* -1 PX 4 =0 @ ses
racines réelles et égales.

* Quels que soient les signes de denx quantités réelles a et b, on
regarde la seeonde comme phis petite (ue la premidre, quand la diffe-
vence a— b est positive. En d'antres termes, les deux incégalités

a =0, a—h =0,
sont équivalentes,
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Le trinome a2 4- pa: 4-¢ a la forme (@ — @) : done

Y =a (x— ')

Tant que @ differe de o, y a le signe de a. c'est-d-dire
le signe de ax?. De plus, pour @ — @', Yy =0.Enfin,x = +cn
donne y = oo,

139. Troisieme cas. — Léguation x? —- px - =0a ses ra-
: q e
cines imaginaires,

Nous avons vu ci-dessus que le trindme o2 -+ p@ -+ ¢ peul

élre mis sous la forme (z - ;p}*—:— m*; conséquemment

|
4] — - Yl m?]
Y =a[(x -} 2})) ~+ m?].

Quelle que soit la valeur attribuée i @, la quantité entre pa-
renthéses est positive : donc le trinome az? - b 4-c¢ a tou-
Jours lesigne de son premier terme., D'ailleurs, pourz = + =,
y=ocn.

140. En résumé :

1° Si Véquation ax®* - bx - ¢ = 0 ¢ Ses racines réelles ot ind—
yales, le premier membre passe dev fois par zéro, et change
deuw fois de signe quand x varie entre — oo ot + oo

20 L'équation ayant ses racines réelles et égales, le trindme
ax? - bx |- ¢ passe une seule fois par =éro, el ne change pas de
signe ;

3° Enfin, st Uéquation a ses racines imaginaires, le trinéme
ax* 4 hx |- ¢ ne passe pas par zéro, el ne change pus de signe,
quand X varie entre — s el 4 oo ;

4o Dans les trois cas, a partiv de certaines valeurs de X
suffisammnent grandes, positives ou negatives, le trindme prend
le signe de son premier terme, et sa valewr croft au dela de toute
lumite.

Des questions de maximum et de minimum.

141. Considérons une variable indépendante y, et une autre
variable @ fonction de y, lides par une déquation de degré supé-
rieur au premier. Supposons que les valeurs de @, aulieu d’étre

A Avithmétique, a 11
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réelles pour loutes les valeurs attribuées 4 y, soient lantol
réelles et tantol imaginaires; de telle sorte que, par exemple :

pour y << @, @soil imaginaire,

BRI (=777 1 e ol
pour y i< j,:r.:ott reelle,

pour i , & soit imaginaire,

(>Db)
i-(_-(',j

S s S
MOUT 1 L, @ soit réelle,
pour y i Z 4l

D'apres ces diverses hypotheses, les valeurs réelles et crois-
sanles de y qui rendent @ réelle se parfageront en plusieurs
séries commencant respeclivement par &, ¢,..., et finissant par
b, d,.... Pour cette raison, I'on dit que a, ¢,... sont des mini-
mwms de y, et b, d,..., des maximums de ceite variable”. En
d'autres termes :

Quand une fonction X est réelle pour toutes les valeurs de la
variable indépendante v comprises duns une ceriaine série, on
appelle iNINUNM el MAXIMUM de ¥ la plus petite el la plus grande
de ces mémes valeurs™*,

142. Remarque. — 1° Une méme variable y pewt avoir plu-
sieurs minimuins et plusicurs maxcimums. 2° Si la fonction x
est réelle pour toutes les valeurs atiribuées ¢ y, cetle derniére va-
riable n'a ni macimum ni minimumn,

143. Pour trouver le maximum ou le minimum d'une fone-
lion de «, donnée, on égale celle fonetion a une variable y ; on

* « Les mols magimum el minimuwm, ayant passé du latin dans la
langue francaise, ne doivent plus se déeliner que par les artieles : ¢'est
pourguoi je n'éerivai pas les maxima, les minima, les questions de
maximis et de minimis; seulement, pour indiquer le plurel, je met-
trai les moximums, les minimums, puisquon écrit déja les fictums.
(Lacroix, Traité du calew. différentiel et du calcul intégral, tome I*r,
1510.) il

*# (uelques nations sur le calen! des dérivées rendent la théorie qui
nous oecupe triss simple et trés-générale. Pour nous conlormer au Pro-
eramme, nous avons du modifier la définition naturelle du mazimum
et du minimum, de maniére i pouvoir faire dépendre cette théorie de
la résolution des équations du second degré,

6.
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vésoul 'équation par rapport & @, ot l'on cherche entpe
quelles limites doit varier v, pour que @ soit réelle : ces |j-
mites sont les maximums ou les minimums demandés.

Applications.

4. Probléme I. — Décom Poser une somme a en deuw par-
ties dont le produit soit mawimum.
Appelons @ la différence des deux parties : I'une d'elles

(I ] G % k
sera - - =, et lautre, S R Conséquemment, la fone-
e A O : e : AL,
tion dont il s'agit de trouver le maximum est : (a* — ), En
lareprésentant par i, nousaurons
L= \ar—hy,

Cette expression sera réelle ou imaginaire, suivant (que 4y
sera inférieur ou supérieur A g2, Lo maximum cherché es
done y = - @ ; dou e = 9. Alnsi,

&

Le produdt de deva facteurs positifs ayant une somme don nee,
est mazimum quand ces factewrs sont égaum enive eun**,

145. Remarque. — Pour suivre Ja régle générale indiquée
ci-dessus, nous avons résolu, par rapport a @, 'équation
1 . S B s . :
y= - (a*— x?); mais cela n'était Pas necessaire. 1l est évident .

 J

en effet, que la plus grande valeur du binome a2— g2 répond
A=,

146. Probléme II. — Déterminer le maximum ou e

St —fa 1’
['équation

Y=

(1)

.~ Nous supposons ici que 'équation contient au second degré sen-
lement.
“*Le théoréme st vreai pour un nombre quelconque de facteurs,




184 ALGEBRE.
devient, si on fait disparaitre les dénominateurs et que 'on
ordonne par rapport a @,

(by —3) x*—(ky —3) x4 y—1=0. (2)
Celle-ci donne
i B o) e LG y—3)(y—1)
2 (By — 3) }
o
ey Y —hy*+8y—3 ®)
T 2 (5y—3) ' '

Le trindme placé sous le radical sera négatif quand nous
attribuerons a y des valeurs suflisamment grandes, positives
ou négatives [140], Afin de savoir entre quelles limites doil
étre comprise cette variable, posons

by*—8y-+3=0

Cette équation donne

ou, en séparant les deux racines,

1
] =,_)_: L

Actuellement, les propriétés des trinomes du second degré
prouvent que :

poury < ' , @ estimaginaire,

>
pour y J,( , @ est réelle,
< )

pour y = y° @ est imaginaire.

1 .
= ef sonmaxi-

Le minimum de la fraction proposée est done

mum es
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Afin de compléterla question, cherchons quelles sont les va-

leurs de @ qui répondent, soit 2u minimum, soit au maximum

de y. Comme le radical contenu dans la formule (3) gannule

pour ces valeurs limites, il suffit de substituer celle-ci dans

Pexpression plus simple

fyy—3

2 (By—3)

e

Nous oblenons ainsi :

I
pour y=y' = 5 T=a=\;

0
muwin de la fraction — :
@' — b1
En opérant comme dans le probléme précédent on a, succes-
sivement :

6p? —fx -3

A

w2 — -1’
(y—6)a?—4(y — 1)t y—3==0,

r_em~n¢y3w+&—u

y—G

Pour des valeurs de y suffisamment grandes, le trindme
3y* 4y — 14 est positif. D'ailleurs, I'équation

3Py — k=0
a pour racines

i
Y ___Ti‘ Y ='F‘Q

tone le trindme est positif pour toutes les valeurs de y moin-
dres que y' et pour toutes les valeurs de cette variable plus
grandes que 2. Autrement dit,




ALGEBRE.
" o sera reelle ;

/

de y=—rcr

ay=y

e y=y (i e iy
: ay=y | £ sera imaginaire,
il de y =y

| :
Ay =_|_,_LI> @ sera réelle,

Ve : i 1 |
Conséquemment ' = — 3 est un maximum, ety = - 2

est un minimum * .

i En achevant le caleul, on trouve que le maximum répond
£
i i o ; !
o=a'= -, el le minimum da — g’ — —_
(3] 3

148, Probléeme IV. — Déterminer e maximum et e
- i L @r—m—
minimum de la fraction '— -

| e+ x—1

En opérant encore comme dans le Probléme 11, on trouve :

_ Y ENGF P Ry —)
2(y—1)

frh

| La quantité soumise au radical étant la somme de deux car-
rés, est posilive, quelle que soit la valeur allribuée i y. La

f [raction proposée peut done passer par tous les états de gran-
deur, c’est-i-dire quelle n’a ni maximum ni minimum.

149, Remarque. — Les exemples que nous venons de con-
sidérer appartiennent & I'équation générale

ax® 4-hae -+ ¢

: a'c*+blx ¢’

sur laquelle le leeteur pourra s’exercer.

150. Probléme V.
nwm de

— Trouver le maximum el le mini-

LT AR o

* Un voit que leomaimem d'une fonction peul ¢lye
¢ mintmun. Gette proposition est daillenrs évidente
meme du maximum et du minimom [15]

plus pelit gue
par la définition
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(at-ax)* (bla)?

h— 1 hb—x

Représentons par y cette fonetion de o ; nous aurons, sue-
cessivement :
_letor Gt -
(t— bh—x
y (a—a) (b—mx) = (a-t-u)* (b—x) — (b+-x)? (a—w),
iy [0 — (a-}-b)z+{-ab] = — 3(a—Db)@x* — (a® — b?) x4 ab (a —b).
y+3(a—b)]a? —(a+-b) [y— (a—b)] w4-ab [y—(a—b)] =0, (2)

@b y— @by yY
T 2y 43 (a—0b)] “

(3)

en faisant, pour abréger,

Y = (¢ +-)2iy —(a —b)*— hably+3 (a— D)} [y—(a—b)].

Ce polynome, développé et ordonné, devienl
(a—Db)?y*—2(a—b)(a*+-6ab~4-b%)y-+-(a—Db)*(a>--1 4ab--b?).
Si nous I'égalons a zéro, nous (rouvons

a* 4 6ab 4- 0% 4- /A
=
it—10
\ représentantla quantité
(@ 6ab b2 — (01— 0)? (a2 4V hatb = b¥).
Dailleurs, en effectuant et réduisant, on frouve
A= 64a®D? :

doncles racines de I'équation Y = 0 sont

: ., a'+1kab 12
W =a—0b. )= ——— — ——
' : a—10

Pour fixer les idées, supposons a =14 = 0; alors y' est po-
sitive et moindre que ¥". Enméme temps, le polynome Y sera
positif pour y < you = y". et il sera négalil pour y > y' ¢l
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<y'.Le maximum demandé est done g =0, et le minimum
: a* - 14 ab - b2
eshp—m— ——
a—b
_Enfin, si Pon remplace y par ces deux valeurs dans I'équa-
tion (3), on trouve

; 2ab
=1y e -
s --1|- 0}
Résume,
La fonction y = ap? - ba -+ ¢ jouit des propriétés suvantes *

1" Pour chaque valeur réelle attribuée i =, il Y a une valenr réelle
correspondante de y, et une seule
da Q

Si 'équation az? - bw+ ¢ = 0 a ses racines réelles ol inégs
passe deux [ois par zéro, et change deux fois de signe, quand @ varie
de—en it + on:
3° L'équation ayant ses racines réelles et ¢gales, y passe une seule
fois pai zéro, et ne change pas de signe ;
40 8i I'équation a ses racines imagina

le trindme ne passe pas
par zéro, et ne change pas de sione quand & varie de — e i + o

3°Dans les trois cas, i partir de certaines valeurs de @, suffisamment
grandes, positives on négatives, le trindme prend le signe de son pre-
mier terme, ¢t sa valeur eroit au deld de toute limite.

Quand une fonction @ est réelle pour toutes les valeurs de la va-
riable indépendante y comprises dans une certaine sé , on appelle
minimum et mazimum de y la plus petite et la plus grande de ces
mémes valenrs.

Une méme variable y peut avoir plusieurs minimums et plusieurs
maximums,

Si la fonction 2 est réclle pour toutes les valeurs attribuées a v,
cetle dernitre vaviable n'a ni maximum ni minimum.

Pour trouver le mawimwm on le minimum d'une fonetion de x,
donnée, on égale celte fonetion i une variahle y: on résout Péquation
par rapport i et on cherche entre uelles limites doil varier i,
pour que @ soit réelle : ces limites sont les maximums ou les mini-
mums demandis.,
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GHAPITRE VIL

Principales propriétés des progressions arithmétiques el des progressions
geométriques (151-173).

Des progressions par différence.

I51. On appelle progression arithmétique, ou plutot progres-
ston par différence, une suite de termes tels, que chacun d’euaw
est égal au précedent, augmenté d’une quantité constante. Cette
différence constante entre un terme et celui qui le précede est
la raison de la progression.

152. Une progression est croissante ou décroissante, suivanl
(ue la raison est posilive ou négative.
Par exemple, les nombres

£l

5 8, M, 14 17,..,
forment une progression croissante ; tandis que les nombres
17, 44 A4, '8, '8, 2

sonl en progression décroissante.

153. Probleme I. — Former un terme de vang donné, con-
naissant le premier terme et la raison.
Soienl
a; b, ¢, b,

les termes de la progression, u étant le ne, ef soit & la raison.
Nous aurons

b=a--d,

c=b-+is=a- 2,

d=c+ 6=a- 33,

el enfin
u=1+oé=a-(n—1)s. n

Ainsi, un ferme de rang quelconqgue est égal au premier terme,
plus autant de fois la vaison quil y a de termes avant celui
que lon cherele,

1.
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156, L'équation (1) contient les quatre quantités a, 8, n clu:
elle peut done servir & déterminer une quelconque de ces
(quantités, (quand les (rois anirves seronl connues, Par exemple
elle permet de vésoudre ce probléme : Insérer, entre dewr nom-
Iires donnés,m moyens par différence, ¢’est-d-dire déterminer
une progression par diffivence, dont les termes extrémes sont a
et u, el qui soit composée dem -2 fermes. En effet. I'équa-
tion (1) donne, si F'on y remplace n par m - 2,

. i — d
>

Al S L

=
=1

Done, pour trouwver la raison de la progression, il faul re-
trancher le premier terme du dernier. et diviser I reste par le
nombre des moyens, plus un.

155. Théoreme. — Dans {oule progression par difference,
lu somme de deur termes également éloignés des extrémes est
dgale @ la somme des extrémes.

En conservant lesnotat ions employées ci-dessus, nous arons

h=a -+ d,
l=u—58:

thou
b+t =a- u.

Ainsi, la somme du dewrieme terme ot de Cavant-dernier est
égale a la somme du premier terme el du dernier. Semblable-
ment, la somme du troisicme lerme el de Pantépénultieme
éuale la somme du deuxiéme terme ol de Favant-dernier, ele.

156, Probléme . — Trourer la somme des termes o une
progression par différence,

Soil s celle somme : on aura

S=a+b+4o4 ... f v+ {4+ u;
puis, en renversant la progression,
S=Ut4-r4 .. e b4

Ces denx égalités donnent

25— (1) i
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Mais, par le théoréme précédent,

I _.:_ {—n —-1,— w, c+r=da 4;— PR
done
3 s = (@< uwn.
(R1A]
(is u i\
Soe— --—}— . (?

(Cest=a-dire que : la somme des fermes d'une progression par
diffevence est égale a la demi-somme des extvémes. multiplice
par le nombre des termes.

157. Application.— Quelle est la somme des 999 999 nomni-
bres naturels ?

Les nombres naturels, ¢'est-a-dire les enliers, forment une
progression par différence, dont le premier lerme el Ja raison
sonb égaux i Funité. La formule précédente donne denc, en
faisant @ = 1, u = n = 999 999 :

§ = £99 999 500 000,

158. Autre Application. — Quelle est la sommne des n pre-
miers nombres impairs ?

On a, évidemment, ¢ = 1, 6= 2;
done w=142nh—1=2n—1,
eb, par la formule (2), S

Ainsi, la sonune des n premders nombres fmpairs esl eyole o
carre de n.

159. Remarvque. — Les dquations (1) el (2) permetlent de
déterminer deux quelconques des cine quantités a, w, 8, n, .
connaissant les trois autres.

Des progressions par quolient.

160. On appelle progression géométrique, ou Progression pur
quoticnt, une suile de termes lels, que chacun d'cuw est égal au
oédent, multiplié par un nombre constant. Ce quotient d'un

forme par celii qui le précode, est i paison de la progression.
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161. Une progression par quolient est
croissante, suivant que |
(que Manité.
Par exemple, les nombres

a raison est plus grande ou plus petite

2, 6, 18, 5%, 462,.....

forment une progression croissante: tandis que les nombres

i}
162, 54, 18, 6,2, = =2

A8

(SRR )

sonb en progression décroissante.

162. Probléme I, — Former un terme de
connaissant le premier terme el la raison,
Soient

rang  donne,

(s

les termes de la progression, u étant le

n%, el soil ¢ la raison
Nous aurons

b= ag,
t=bg= f.‘qg_
d=cqg= aq’,

el enfin
U=1lq = ag"-1. (3)
Ainsi, un terme de rang quelconque est éyal qu premier terme

multiplié par la raison dlevée ¢ une puissance marqude par le
nombre des termes qui précédent celui que Uon cherche.

163, L'équation (3) contient les quatre quantités a, 4, n, u;
elle peut done servir i délerminer une quelconque de ces
quantités, quand les trois aulres sont connues. Par exemple,
elle permet de résoudre ce probleme : Insérer, entre deyg nom-
bres donnés, m moyens par quotient, c'est-a-dire déterminer une
progression par quotient dont les termes exirémes sont a et u, et
qui soit composée de m -+ 2 termes, En effot. Péquation (3)
donne, si I'on y remplace n par m -1,

m+q .l’:”
= f =,
L5301
Done, powr trowver la vaison de la progression, il faut diviser
!

te dernier lerme par lo premier, of extraire, du quotient, une ra-
cine dont U'indice dgale le nombre des moyens, plus un,

dite eroissante ou de-
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164, Probleme II. — Trouver la somme des termes d'une
progression par quotient.

Premiére solution., — Soient a, b, ¢,....., {, u ces termes,
el soil s la somme cherchée, de maniére que

s=a+btect ...+t +u

Si nous multiplions les deux membres de cette égalité par
la raison de la progression, nous aurons

qs =aq +-bg+-cq+ ... 4 tg +-uq.
Mais, par définition,
ay="5; bog=e, cr=d,..., tg—H.
Done en retranchant membre & membre,
s(g-—1)=ug—a,

ol
wg—a

7
|
|

Ainsi, la somime des termes d'une progression par quotient
est égale au dernier terme multiplié par la raison, moins le
premier terme, le tout divisé par la vaison diminude de Punilé.

Seconde solution. — Les lermes de la progression sont, en
appelant a le premier terme el g la raison,

& Ragt i ag' '
done

s=a(l +q+q4...q).

La quantité contenue dans la parenthese est, identiquement,
le quotient de g"—1 par g—1 [43, 5°]; dong

§ =a L:L . (H
qg—1 A
ou, & cause de ag"t=u,
Ul’lf il
=

comme ei-dessus,

|
b
i
I
E |
li.
b
i
{
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165. Application. — Quelle est la somme des 19 premiers
termes de la progression 3, 6, 12,...7

Dans cel exemple, ¢ = 3, Gg=2, n=12. Or, en forman!
les puissances successives de 2, on lrouve 22— § 096 done,

par la formule (5),

$=3(4096—1)=12

166. Aulre application. — Quelle est la somme des 12 pre-
; P 3
miiers termes de la progression = -
27 8

|
=3 —— ==y1%2
a=3; q 3 n |
Done
| | |
k(96 : £096 4095 1 2285 : 3
=l ==, ———=—— — —
I | | 1 2048 2048 2048
2 2

167. Remarque. — La premiére application numérigque a
conduit & une valeur de s assez grande, bien que le nombroe
des fermes Mt peu considérable , 'autre application a donné,
pour s, une valeur trés-peu différente de

L o
===

A=

Ces deus résultats sont dus, évidemment, 'un, i ce que fes
puissances d’'un nombre entier croissent trés-rapidement, el
pewvent dépasser toute limite; Vautre & ce que les puissances
d'une partie aliquote de U'unité décroissent trés-vapidement, el
ont zérc pour Limite. On peut généraliser ces deux propositions
ot démontrer le théoreme suivant

168. Théoréme.—10 Les puissances successives d'un nombre
::.l'u.\‘ _J';J‘.nmr fue Punilé croissent sans cesse. ef peweent fflf")!}i'r.\'-a'."
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toule limite ; 20 les puissances successives d'un nombre plus petil
que Punilé décroissent sans cesse, et onl zéro pour limife.

I° Représentons par -2 un nombre supérieur a Funilc,
Nous aurons, identiquement,

N4e)—I=u,

puis, en muliipliant le premier membre par les puissances
successives de 14 et le second membre par 1,

I | -|— :’I el

4yt > o
\insi, les puissances successives de (1-}-a) vont en.croissant.
I ne suffit pas d’avoir établi ce premier point, presque évi-
dent, pour conclure que ces puissances peuvent dépasser loute
limite. Mais, si Fon ajoute membre & membre toutes les rela-
lions précedentes, on trouve

(14 &)= 1+ na.

Or, quelque petite que soit la quantité positive «, on peul
avidemment frouver une valeur de n qui rende 1-4-ne plus
grand qu'un nombre quelcongue N : done cette méme valeur
de n satisfait a Uinégalité

(14a)">N.
Ainsi, ¢l est possible dassigner une valeur de Fexposani n

qui rende (14 )" supérieure @ un nombre donné quelcongue.
(Vest ee qu'il fallait démontrer.

2* Un nombre plus petit que 'unité peut étre représenté par

Si done Fon veul trouver une puissance de ce nombre qui
soil inférieure i une quantité donnée &, il sullit de résoudre

I'inégalite

N

(L

Jagquelle équivanl a

A—

I
L
1

L
|
i
B
K
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1
(1o)> <.
(7]

D'apres ce qui précede, on salisfait a cette derniére inéga-
lité en prenant

done, ete.

Limite de la somme des termes d'une progression par quotient,
décroissante.

169, Théoreme. — La limite de la somme des termes d une
progression par quolient déeroissante, est égale auw premier
ferme divisé par Uunite diminude de la vaison.

Reprenons la formule générale

gt —
&=l d )
qg—1

dans laquelle nous supposons ¢ < 1. En changeant les signes
des deux termes, et divisant les deux parlies du dividende
par 1— ¢, nous aurons

( (/]
(]

8=

Y { | — r‘r'

Des deux partiesdu second membre, la premiere esl constante,
landis gue la seconde.diminue indéfiniment avee le facteur ¢
Ainsi, @ mesure que le nombre des termes d'une progression
déeroissante augmente, leur somme tend, de plus en plus, d
devenir édyale aw quotient dw premicr ferme par Vunité dimi-
nuée de la raison. Dailleurs, ainsi qu’on vient de le voir, 4" a
(C !

— a également pour limile

—_—

pour limite zéro : donc [50] " . I

zéro; el

[
liniite de s = —

|—_r.,r-
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170, Application aux [ractions décimales périodiques, —

Considérons une fraction pf'!'iodiqllo simple, par exemple

0,351 351 351... Les périodes successives sont égales, respee-
351 351 351

000" 1000%" 10008

forment une progression par quotient, dont le premier terme

livement, @ ... Par conséquent, elles

51 :
ost —— et dont la raison est
1000 1000
cédent, i le nombre des périodes augmente de plus en plus,

la fraction périodique s’approche indéfiniment de

. D’aprés le théoréme pré-

351 999
1000 1000
ou de
351
999"

Ainsi, foufe fraction périodique simple, illimitée, a pour valewr
la période divisée par un nombre formé d’'autant de 9 qu’il y a
de chiffres dans la période [Arithm., 171].

i71. Probléme L. — Combien doil-on prendre de termes
dans la progression

2 2 99 2 9952 3 799 \?
35 Tood 3 (Tm),:_s'(n—m

pour que lewr somme soit plus grande que

| pE

— — 10,0017
94

100
En désignant par n le nombre de ces termes et par s leur
somme, nous aurons [1 64]
2 3 99 )"
3 2= \100
= e e — e
99 99

100 ~ 100

TR S v _» Bd
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La condilion proposée équivant done i

9 99 \#
3+ oo,
ey 99 < 0,001
100

ou, en simplifiant, &

(5!9 ’ 3
mu) =200 000
{ um)'- 200 000
=
( 99 3

00\ " 2\ n
Ur’(ﬁ,] = (I + q—q) est plus grand que 1 4 39 [168]:

done, pour résoudre le probléme proposé. on peul prendre

200 000
n= T 1 )95!‘

' est-a-dire n=06599901.

ou encore, i

On verra plus loin qu’il est possible de satisfaire 2 la con-
dition proposée, au moyen d’une valeur de # hien inférieure
a 6599 901.

172, Probléme IL — Trouver, dans la progression
2 99 2 99y 2 99
T o 2 (Inn) Zorgie (IW")

Y oy : ; 1
150 termes consécutifs dont la somme soit plus petite que T
10

Soit n le rang du premier de ces 150 termes : on devra sa-
tisfaire a 'inégalité

9( LINEE el ) 9(1;9 ) ER it
i) T o) T Takime) <we W

ol e




ALGEBRE. 191
Le premier membre a pour valeur

/799 \*-’"'

3 /99 -l _"-.._Iuw' 200 794y "1 ) (99 1\ 450
ﬁ(-lnn) 99— 3 \1oo/ ( " (-mn) }
I inégalité précédente devient done

200 {!EJ nad 99, \1at 1
S = -, (3)
3 (-!uu (lnu) } ] -

Il serait difficile, par un caleul divect, de tenir compte du terme

99 - . e T e
(m- - mais comme il est inférieur a I'unilé, nous le sup-

primerons complétement et nous aurons, au lieu de la rela-

fion (2)
e 200/ 99\ 1 u
3 0o <70

Les valeurs de n qui satisfont & cetle nouvelle inégalité véri-
fient, & plus forte raison, I'inégalité précédente, puisque le
premier membre de celle-ci est plus petit que le premier
membre de 'autre.

En terminant le caleul comme dans le probléme précédent,
on trouve

n 65902,
-

173, Probléeme WL — Etant donnes un nombre entier n ef
une quantilé & trés-petite el positive, trouver une quantité po-
sitive o« qui satisfasse a U'inégalité

o (1-a)r < 8%
Celte inégalité équivaul a
o —
(=)
lLe dénominateur (I --2)" est plus grand que I'unité . done la

(uantité cherchée « est inférieure a 8. Par conséquent, pour

© Ce o probléme reeotl - som .'Ipp]ii".iliull ians la théorie des loga-
ritlmes,
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satisfaire a la seconde inégalité, il suffit de remplacer, dans
lo second membre, I'inconnue « par la quantité donnée 5. On
lrouve ainsi

Résumé,

On appelle progression aritlnétique, on plutot progressivn par
différence, une suile de termes tels, que chacun denx est égal au pré-
cédent, augmenté d'une quantité constante. Cette différence constante
cntre un levme el celui qui le précide est la raison de la progression,

Une progression est eroissante oudécroissante, suivant (que la raison
esl positive ou négative.

Un terme de rang queleonque est éoal au premier terme, plus au-
tant de fois la raison qu'ily ade termes avant celui que I'on cherche.

Dans foute progression par différence, la somme de deux termes
dgalement éloignés des extrémes est deale 3 la somme des extrémes.

La somme des termes d'une progression par différence est égaled la
demi-somme des extrémes, multipliée par le nombre des termes,

On appelle proMyession géométrique, ou progression par quotient,
une suite de termes tels, que chacun d'eux est égal au précédent, mulli-
pli¢ par un nombre constant. Ce quotient d'un terme par celui qui le
préctde, est Ia raison de la progression.

Une progression par quolient est dite croissante ou décroissante,
suivant que la raison est plus grande ou plus petite que I'onité.

Ui ferme de rang quelconque est égal au premier terme multiplié
par la raison flevée & une puissance marquée par le nombre des ter-
mes qui précedent celui que Non cliceche.

La somme des termes d'une progression par quotient est égale au
dernier terme multiplié par la vaison, moins le premier terme, le tout
divisé par la raison diminuée de 'unité,

Les puissances successives d'un nombre plus grand que lunité crois-
sent sans cesse, el peavent dépasser toute limite.

Les puissances successives d'un nombre plus petit que I'nonité décrois-
sent sans cesse, et ont zéro pour limite,

La limite de la somme des termes d'une progre
décroissante, est égale au premier terme divise
de la raison.

ssion par quolient,
par L'unité diminuée
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CHAPITRE VIII.

Théorie des logavithmes, déduite des progressions (174-203).— Loga-
rvithmes dont la base est 10 (189-193). — Tables (194-106). — De
la caractéristique (191). — Introduction des caractéristiques né-
gatives pour étendre aux nombres plus petits que 1 les calculs loga-
rithmiques (199-203). — Usage des tables (204-210).

Définition des logarithmes.

17k, Considérons une progression par quotient, ayant I'unitd
pour premier terme, et une progression par différence, dont le
premier ferme soit zéro; éerivons ces deux progressions en
faisant correspondre leurs termes, de cette maniére :

Bl RO 18 T o

0, 8,25, 35, ..., Pl T

L’inspection de ce tableau conduil aux propositions sui-
vantes:

1o Le produit de deuw termes quelconques de la progression
par quotient est un terme de cetle progression ;

9 La somme de deux termes quelconques de la progression
par diffévence est un terme de cette progression ;

3° Si les deua termes dont on a fait le produit correspondent,
respectivement, aux deux termes dont on a fait la somme, le
produit et la somme se correspondront.

En effet,

qr.q” =g =le (n--u' 1) terme de la progression par
quotient ; et

ns4n's = (n-+n)e=le(n+4-n'-41)* terme de la progression
par différence.

175, On appelle logarithmes des lermes de la progression
par quotient, les lermes qui leur correspondent dans lautre
progression. Au moyen de celte définition, les propriétés pré-
cédentes peuvent dtre ainsi résumeées :




e

e

202 ALGEBR.

Le logarithme du produit de dewr facleurs pris dans une
progression par quotient, est égal a la somume des logarithines de
ces facleurs.

[l est bien entendu que la progression par quotient commence
par 'unité, et que la progression par différence commence par |
zéro : 'ensemble de ces deux progressions constitue un systéme
de logarithmes.,

176. Remarque. — Dans un systéme quelconque, le loga-
rithme de Uunité est zéro.

177. Le théoreme fondamental énoncé tout & I'heure [175]
serait stérile 8'il s’appliquait seulement aux termes d'une pro-
gression donnée; mais : 12 on peut regarder tous les nombres
plus grands que Uunité comme faisant partie d’une progression
par quotient ; 2° dans un méme systéme, toul nombre plus grand
que Vunité a un logarithme.

178. Pour établir ces deux propositions, nous commence-
rons par démontrer le lemme suivant :

Si, entre deux termes conséeutifs queiconques dune progres-
sion, on tnsere un méme nombre de moyens, toutes les progres-
sions partielles ainsi formées constitueront une progression
unigue.

Soil, par exemple, une progression par quotient, ayant pour
termes @, b, ¢,... Insérons m moyens entre @ et b, puism
moyens entre b el ¢, ete. Les raisons ¢/, ¢', ¢'",... sont [163]

p m+i J-b : myq _.l’l ¢ 4 m1 d
= .-"f—&, q = \B’ = '.-.

Mais

done

Ainsi, les raisons des progressions partielles sont toutes
égales entre elles. D'ailleurs, chacun des termes b, ¢, d,...,
appartient a la fois 4 deux de ces progressions; done, ele.
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La démonslralion serail encore plus simple sil sagissail
d'une progression par différence.
179. Supposons maintenant, pour lixer les idées, que les
deux progressions soient

1, 10, 100, 1 000, 10000, 100 000....,
O rilis 20 iBg &, Bl e

1° On peut toujours inserer, entre | et 10, assez de moyens
par quotient pour que la vaisor. de la nouvelle progression sur-
passe l'unité d'aussi peu qu'on le voudra.

En effet, I'inézalité

W\'/In—l-q

(14 8yt > 10,

donne celle-ci:

i A g
a laquelle on satisfait en prenant m - 1> =* [168].

2° Quand Uexcés de la raison sur Lunilé est suffisnanmen!
petit, les termes de la progression croissent par degrés aussi
rapprochés qu'on le veu.
mdd

: /

Représentons v 10 par | -« : les termes de la nouvelle

progression seront
1, (0 a), (422, (4., 04" (o) ...

Cela posé, la différence entre les deux lermes conséeutifs

(14-a) et (14 )"t est .
(1ot — (1 o0 = (14

et nous savons que 'on peut disposer de o de maniere & rendre
le second membre moindre que tout nombre donné (173].

30 On peut vendre asses petit Ueacés de la raison sur Vunite,
pour que la différence entre un nombre donné N el une cer-

* Pour construire les Tables de Callet, ona pris m + =—telet:
par des extractions successives de racines carrées, 'on a trouyé
" 4/40 = 1,00000 00000 00000 00199 71742 08125 50327 (8004 0831 5....
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taine puissance de cellte yaison soit infévieure. a une quantilé
donnéec.

Si I'on forme les puissances de 14 «, on en trouvera deux,
conséeutives, entre lesquelles N seva compris, En effet, les
puissances successives d'un nombre supérieur a Uunité vont en
augmentant indéfiniment [168]. Si done (1 a)"+* est la plus
faible puissance de 1-F o qui surpasse N, on aura

(I4a)' <N < (14,

Cela posé, il s'agit de déterminer « de maniére a satisfaire
a l'inégalité
N—{AFa) <e.

Or, le premier membre est inférieur a
(1 4 o)t — 4 a)'=a (14 a)".
A plus forte raison, il est moindre que «N. Si done nous

prenons aN <, ou # < —. il arrivera que l'eweés de N sur

4
N
une certaine puissance de 1 « seru inférieur ae. Cest ce quiil
fallait démontrer.

180. Pour appliquer la derniére proposition, faisons N=3,
=0,01. Nous aurons « < 0,0033.... Or,

1024
10=1,00225 %,

done nous pouvens prendre 1 - égal 4 ce dernier nombre.
Concevons que I'on forme ses puissances successives ** . op

frouyera
1024 \ 188
(I—{—:.t)"-“:( \ IU) = 2,9961...,
1024 £59
(1 - )48 = ( ]{a) = 3,0068....

* Tables de Callet, page 12,
" Nous verrons hientot comment on peut se dispenser d’effectucr
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Conséquemment, le nombre 3 est compris entre deux lermes
consécutifs d’une progression dont la raison est (1-1- =) ; de
plus, la différence entre ce nombre et (1 - «)i%8 esl moindre
(que 0,01, ete.

181. Revenons a présent a nos deux progressions fonda-
mentales :

1, 40, 400, 1000, 10000, 100000
0; HlEao 3, i, 5,

grany

Prenons, comme il vient d’étre dit,

mti
| o= \/lU.
m étant tres-grand. Prenons, en outre

T
1~ mJ 0’

o

m

formons les puissances successives de 1 -+ « etles multiples
successifs de 3, ef nous trouverons les deux progressions
suivantes :

L, dta, (I he)?, (1 4a)...

0, B5 28, 3.

qui jouissent des propriétés démontrées ci-dessus [174].

182. Il peut arriver que la progression par (uotient ne ren-
ferme pas un nombre donné. le nombre 3 par exemple *, Mais

ce long caleul : il suffit, quant & présent, que I'on en concoive la pos-
sibilité.

{50 B "
* 11 y a plus : on peut démontrer que, si ( :U) West pas dgal

\ /
& une puissance de 10, ce nombre est incommensurable avee 10,
a 12
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comme ¢e nombre esl compris entre deux puissances conséci-
lives de 1 -+ «, telles que (1 4= o) ¢l (1 - ep* dont les loga-
rithmes sont né el (n-f 1)8, on appelle logarithme de 3 un
nombre compris entre ces deuw logarithmes, el qui en est la
timile commune®. On voit done que, comme nous l'avions
annoned :

1° On peut regarder tous les nombres plus grands que Uunité
comme faisant partie &' une progression par quotient; 2° dans
un méme systéme, tout nombre plus grand que Uunité a un lo-
garithme.

183. Il résulte enfin, de cette discussion, que la propriété
fondamentale des logarithmes [175] appartient a tous les nom-
bres plus grands que U'unité.

"1l a été démontré que, N étant un nombre donné (supérieur i
'unité), on peut tonjours disposer de m et de n de manitre a vérifier

les inégalités
g1 n 4 Noerd
( \/IUJ <N {( \/[{J)
Juetd N ntd i1 Non
( \/m) = (\/m <.
LY W

Ainsi, N est la limite commune de

f \]/ m) "ot de (T\!/l u] 0

Dailleurs, ees denx derniers nombres ont pour logarithmes les frac-
w41 e , s -
=TiE tl——. dont la différence peut étre vendue aussi petite
m -+ m -l
quon veut. Il résulte de 1a, et de ce qui a été vu dans le (exte, que
ces deux loearithmes ont une limite commune : cette limite est le
logavithme de N,

lions
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Propriétés des logarithmes.

184, Lo logarithme du produit de plusieurs fucteurs est égal
a la somme des logarithines de ces facteurs.

Soient a, b, ¢,..., k, plusieurs facteurs, tous plus grands que
Funité. En appliquant plusieurs fois le théoréme qui vient
d'étre rappelé, nous aurons

log (ab) =log a+-log b,
log (abe) = log (ab . c) = log (ab) +log ¢
= log a - log b4 log c.

log (abe...k) =log a 4 log b+ logc+-... 4 log k.

185, Le logarithme d'une puissance d'un nombre est égal uu
produit du logarithme de ce nombre par Uexposant de la puis-
sance.

Supposons les facteurs a, b, ¢..... k., en nombre n, el lous
¢eaux entre eux. Nous aurons, par le théoréme précédent :

log (@) =log a + log a +log a - ...,
(1F}

log (a") = n log a.

186, Le logarithme d'un quolient* est égal aw logarithme
du dividende, moins le logarithme du diviseur.
(1l
Soit == d’ott @ = bg. On aura log a =log b - log ¢ :
done
log g=log a —log b. ()

187. Le logarithme d'une racine d'un nombre est égal au quo-
tient du logarithme de ce nombre par Uindice de la racine.

* (uand on vent établir une théorie purement arithmétique des lo-
carithmes, on doit supposer le quotient plus grand que Punité. L'em-
ploi des quantités négatives dispense de faire cette restriction, attendu

((ue, si - est une fraction proprement dite, on prendra Uéquation (1)
)
comme definition du logavithme de cette fraction.
On arvive ainsi & cetle conclusion : Le logarithme dune fraclion

proprement dite est égal au logarithme de la fraction venversée ,
pris en stgne eontraire,




208 ALGEBRE.
Cette propriété ne différe pas de celle qui a été démontrée
tout a I'heure [185].

188. Ulilité des tables de logarithmes. — 11 resulte, des
propriétés précédentes, que si on avait une table confenant
les logarithmes de tous les nombres entiers, inférieurs 4 une
certaine limite, on pourrait, au moyen de cette table. rem-
placer les multiplications par des additions, les formations
de puissances par des multiplications fort simples, efc. (est
a Néper * qu'est due cette admirahle découverte, si utile aux
calculateurs.

Des logarithmes dont la base est 10,

189. Dans un systéme quelconque, on appelle base le nombre
(ui a pour logarithme I'unité, Par exemple, quand on part des
deux progressions

I, 10, 100, 1000,...,
Ol sl 1008, 3 s

on dit que la base du systeme est 10,

Les logarithmes pris dans ce systéme sont ceux que nous
avions considérés ci-dessus, afin de fixer los idées. Ils por-
tent le nom de logarithmes vulgaives ou de logarithmes de
Briggs **. Indépendamment des propriétés démontrées précé-
demment, qui subsistent quel (que soit le systéme, ces loga-
rithmes possédent encore les avanltages suivanls:

190. 1° Le logavithme d'une puissance de 10 est égal
Pewposant de cette puissance.

En effet, d’apres les deux progressions précédentes, le loga-
vithme de 100, ou de 102, est ¢ i le logarithme de 1 000, ou de
10%, est 3; ete.

191, 20 Le logarithme d’un nombre entier quelconque a pour
partie entitre un nombre formé dautant dunités moins une
qu'tl y a de chiffres dans ce nombre entier.

* Ou plutar Napier,

" Henri Briggs caleula les logarithmes des nombres compris entre
| et 20 000 et les logarithmes des nombres compris entre 90 000 et
100 000. Son ouvrage, infitulé Arithmetica logarithmicn. parut i
Londres en 1624,
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Soit le nombre 8 753. Ce nombre est compris entre 10° el
10%: done son logarithme se compose de 3 unités et d'une
partie décimale,
La parfie entiere d’un logarithme est appelée caractéris-
Fique =,

192. 3 Pour multiplier un nombre par 10, 100, 1 000,...,
i suffit d'ajouter 1, 2, 3,... unitds @ la caracléristique de son
logarithme.
En effet, si
log 27 438 =4, 4383525,

il résulte, de la propriété fondamentale, que

gl

log (27 £38 . 1000) = log 27 438 4 3 =14 4383595 - 3

oo

193. & Si deux nombres décimaux ne difforent que par le
rang de la virgule, lewrs logarithmes ne different que par la
caractéristique.

Soient les deux nombres 2,7438 et 2743,8. Le second est
égal au premier mulliplié par 1000, done

log 2743,8 =31 log 2 7438.

Construetion des fables,

194. Concevons, comme préeédemment. (uaprés avoir
calenlé

le nomhre m - 1 étant égal & 29 on ait formé les puissances
de I+ aetles multiples dea. Concevons, en outre, que I'on ail
remplacé les puissances de I - o, tros-voisines des nombres
entiers, par ces nombres entiers eux-mémes, et qu'on aif 8-
primé toutes les autres. En éerivant, en regard de cesnombres.
les multiples correspondants de 8, on aura ce quon appelle

* Les géomptres allemands  dounent, i la partie décimale d'un lo-
cavithme, le nom de mantisse,

[2:
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une Table des logarithmes des nombres entiers. Le pelit tableau
ci=joint en peut donner une idée :

Nomibres. [z
e - Lt e
1 | 1]
) 0,30103000
3 047712125
i 0,60205999
108 000 | 5,03342376

195, Les logarithmes inscrits dans la seconde ligne sont
extrails des Tables de Callet. Pour construire ces tables, on a
employé des méthodes dont nous ne pouvons donner Iidée.
et qui different complétement de celle dont nous avons parlé ;
celle-ci aurait exigé des caleuls tellement longs, (ue personne
n'en serail venu a bout,

196. On n’a pas inscrit dans la table les locarithmes dos
10000 premiers nombres. La raison de cette omission est évi-
dente par ce qui précede [193]*, En outre, on a partoul. sup-
primé la caractéristique, parce qu'elle est connue a l'avance

[191].

Nous n'indiquerons pas les autres dispositions particuliéres
aux Tables de Callet : le Précis plact en tote de cel ouvrage
les fail suffisamment connaitre ; mais nous allons démontrer
deux propositions ui résultent de I'examen des tahles.

Proportion logarithmique.

197, Théoreme 1. — La différence entre les logarithmes Je
deuax nombres entiers conséeulifs diminue quand ces nombres
augmendent, el elle a zévo powr limite.

Soient 2, n—= 1 ces deux nombres, et soit & la différence
entre leurs logarithmes™ ; nous aurons, par la propriété fon-
damentale,

" Gependant la table pénérale est précédée d'une petite table intitulé
chiliade 1 (1 mille), qui domne, avec § décimales, les logavithmes
des 1200 premiers nombres.

** La différence tabulaive & ost {oule calenlée dans Vonveaze de
Callif,
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n n

= log (n-1)—logn =log il_ = log (| 'i_l)

Or, — diminue indéfinimentquand n augmente : done & s'ap-
i

proche indéfiniment du logarvithme de 1, ¢’est-d-dire de zéro.

198. Théoréme M. — Au dela d'une ceriaine limite, les
Jifférences des nombyes sont sensiblement proportionnelles awe
différences de lewrs logarithmes,

La différence tabulaive, ¢’est-d-dire la différence enlre les
logarithmes de deux nombres entiers conséeutifs, est constante
tlans un assez grand intervalle ; par exemple, elle est égale a
95 unilés du seplicme ordre décimal pour tous les nombres
compris entre 45 600 el 46 130.

[I résuite d'abord de la gu'en supposant les nombres en-
tiersi, i assez pelils par rapport au nombre entier N, on aura,
i forl peu prés, !

log (N+4-i) —logN 7 ¥
log(N+-7)—TogN ¢ 0

En effet, daprés Phypothese,

log (N2 4) = log N <- i3,

log (N +-i") = log N 4- '3,

¢lant la différence tabulaire.

. : o 1 3 ) ’
En second lieu, sit ot L sont dos fractions proprement
i ] ‘

dites, on aura, & forl peu pros,

log [ n o= P ) — loz n
_l___ _-H.r (1)
. ‘”:._ '”-‘ N
log(n-4 =) —logn
(4 1)

Pour démonltrer cette nouvelle proportion, ajoutons el re-
tranchons log g aux deux termes de la premiere fraction; nous
AUurons
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o A 9
log( n -_l-f) —logn log (-n —}—‘I-j) + log g— (logn 4 log ¢)
£ q/ = q : T

in{_f(u —f—f )-—-l:):: n ]05_'(“ :—j—} ) -+1og g — (log n-1og ¢)
\ f} i

log (ng -+ p) —logng
 log(ng +p)—logng’

Mais p et p' sont beaucoup plus pelits que ng : donc, &
cause de I'égalité (1), la derniére quantité differe Irés-peu de
He il i -

!—,. Cest ce quiil fallait démontrer*.
P

Logarithmes des fractions.

199. Nous avons déja dit que, pour n'avoir pas a modifier,
dans ehaque cas, les nombres sur lesquels on veut effectuer
un caleul par le moyen des Jogzarithmes, on a établila conven-
Lion suivante,

Le logarithme d'une fraction proprement dite esi égal au lo-
garithme de la fraction renversée, précedé du signe —**,

Il résulte de la que les fractions 0,1, 0,01, 0,001, ..., onl
pour logarithmes, respectivement, —1I, —2, —3 ... Plus
aénéralement ., ’ .

- F
Inu'(—) = — log N.

200, Réciproquement, le nombre corvespondant @ un Loga-
rithme négatif a la forme N N étant le nombre corvespondant

au logarvithme donné, pris positivement.

2010, Des logarithmes a caractéristique négative el a partie
décimale positive. — Les fractions de la forme N ctant peu

commodes, surtout quand le dénominateur N est accompagné

* La recherche de l'errenr que U'on commet en admettant la pro-
portion logarithmigue(1)n'est pas du ressort d'un livre démentaire,

" Cette question des logarithmes des fractions, (quand on veul éti-
bliv une (héorie arithmétique des logarithmes, osl e imtroduction
fonte naturelle 3 Uétude des quantités néeatives.
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de décimales; on [ait, sur les logarithmes entisrement négatifs
une transformation qui équivaut 3 la réduction de = en déci-

L

males.
Soit, pour fixer les idées,

‘ar suite, log @ = —2 5690033

Ajoutons a log @ le nombre entier immédiatement supérieur
a— ]{]g @, et retranchons ce nombre entier : nous aurons

log 0 =13 — 2,5690033 — 3 =0,4300967 — 3.
Pour abréger, apportons la partie négative —3 & Ia place
de la caractéristique 0, e, pour éviter foute ambiguité, pla-
| cons le signe — au-dessusdu chiffre 3 3 nous aurons

log & = 3,4309967,

En comparant ce nouveau logarithme a celui qui est éeril !
plus haut, nous obtiendrons celte régle sénérale

Pour transformer un logarithme enticrement négatif en un
logarithme a caractéristique négative et a partie décimale po-
sitive, placez le signe — au-dessus de la caractéristique, apres
lavoir augmentée duneunité, et éerivez, a la suite de cette ca-

| ractévistique négative, le complément™ de la partic décimale du
logarithme donné.

202. Nous avons dit que cette fransformation équivaut i une
réduction de fraction ordinaire en fraction décimale. Pour le

e . R, i R s
faire voir, reprenons la fraction ——. Sinous la multiplions

87 852
par une puissance de 10 qui la rende plus grande que 1 et plus

" Le complément d'une fraclion décimale proprement dite esl ce
quil y faut ajonter pour obtenir 'unite,
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petite que 10, nous aurons, en divisant en méme temps par
cette puissance,

237 000

237 400

log e = log — —_
87 852
Mais ,
e 237 000 o o
UL’TT-_\T = log 237 - 3 —log 87 852
= 3—(log 87 852 — log 237);
done

c = 3 —2,5690033 — 3 = 0,4309967 — 3,
ou

loga = 3,4309967:
comhme ci-dessus.

203. Remarque, —Le logarithme 3,43099 67 correspond a la
237 000

S s 87 89 e Ly 3
fraction décimale —or 0 laquelle, d'aprés ce qui précéde,

est comprise entre 0,001 et 0,010. De cette ohser ration, il ré-
sulte que : le nombre correspondant @ un logarithme dont la
varacleristique seule est négative est une fraction décimale pro-
prement dite, dans laguelle le premier chiffre signi ficatif
veeupe, @ partivde la virgule, un rang marqué par cetle carae-
léristique.

Usage des fables.

20&. Probleme I. — Un nombre étantdonné, trouver son lo-
garithme.

Premier cas. — Le nombre est entier, ef plus petit que
108 000,

Le logarithme est inscrit dans la table, sauf la caracléris-
tiue, qui est connue & 'avance [196]

Deuxicme cas. — Lenombre est entier, el plus grand que
108 000,
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Soil le nombre

Séparons assez de chiffres, sur la droite de ce nombre,
pour que la partic restani a gauche soit comprise entre
10000 et 108000 : nous aurens

€T - o
— =26 478,53;
100

et la partie décimale dulogzarithme de ce dernier nombre sera
éeale a celle du logarithme de . Or, on trouve dans la table,

log 26 478 = 4,4298852,
Il ne s'agit done plus que de calculer la différence entre

ce dernier logarithme el celui de 26 478,33, Pour cela, posons
la proportion [198].

26 479— 26 478 log 26 479 — log 26 478
26 478,53—26 478 ~ log 26 £78,53 — loz 26 478

(8111

| différence tabulaire

0,53 ) f

Elle donne

&= diff. tab. . 0,53 = 164 . 0,53.

Pour épargner au calculateur la peine d'effectuer la petite
mulliplication que nous rencontrons ici, on a inserit dans la
table les produils de 164 par 0,1, 0,2, ete., ces produits étant
toujours exprimes en unités duw septieme ordre décimal, D’aprés
cela

L%
a=16& . (0,54 0,03) =165 , 05 ]L’“_’“_

puis, endjoulant cette différence au logarithme de 26 478 :
log 26 478,53 = &, £228939 ;

et enlin
log 2 647 853 = 6,4228939,

¥ A F AT T N W T T
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c'est-d-dire que I'on éerit

donné, on ne fait attention A la caracte
e dernier lien, la place de la virenle,

216 ALGEBRE.

Voici la digposition du caleul -

log 26 478 = 6,4228859+
pour 05 ., 82
pour 0,03 ... D

—_—

log 2 647 853 = 6,4298939.

Troisi¢me cas. — Le nombre contient des décimales.

On fait abstraction de la virgule, et 'on retombe sur les cas
précédents,

Quatrieme cas. — Le nombre donné est une fraction.
On a vu ci-dessus comment le logarithme d'une fraction se
déduit des logarithmes de ses deus (ermes [199].

205. Probléme 1. — [/n logarithme éiant donné, trouver le
nombre correspondani,

Premier cas. — Le logarithme se trouve dans la table.
Nous supposons que le lecteur connait la disposition des
tables i ce premier cas n’exige done aucune explication.

Deuxiéme cas. — Le logarithme donné tombe entre deua lo-
garithmes consécutifs de la table.
Soit
log & = 3,67742317.

En cherchant dans la table, on trouve (que le logarithme
(ui approchele plus du log @, par défaut, est 6774 133 ** : o
nombre correspondant & ce dernier lovarithme osf kT579

(onc

T = kT 579 42,

& élant inférieur & Punité,

Pour évaluer 3, on suppose encore les différences entre les
bres proportionnelles auxdifférences entre les logarithmes,

1l n'est pas nécessaive de modifier Ia caractévistique : on éevit tonl

de suite sa valeur dé!nitive,

"* Dans la recherche du nombre eorre pondant & un locarithme

vistique que pour déterminer

'




G378 153

2 l'rlfr‘h W

(R111
54
0O e s
91

Si on réduisail cette fraction en décimales, on trouyerail
& = 0,92 ; mais les tables de Callet permettent encore d’¢viter
ce caleul. En effof, en parcourant la petite colonne des diffé-
rences, onIit 9 en regardde 82 : donc 3 se compose d'abord de
0,9. Ensuile, si Fonplace un zéro & la droite de 84 —82 — 2
on a 20 pour produit. Or, dans la méme petite table, 18 ritpond
a 2 dixiemes : done 20 correspond, 4 fort peu pres, i 2 cen-
tiemes. La seconde partie de & estdone celte dernidre fraction.
en sorle que

5 =092,

| comme ci-dessus.

EEn revenant i la recherche qui nous OCEUPe, NOUS AUrons
@ = 47 579,99.
Mais la carvactéristique donnée élail 3 : done enfin.
= 4 T57,992, & moins de 0,001,

Voicile type du caleul :

log o = 36774237

log 47 579 — 6774153
84
oy 82 4
oy 2 )
0= 77,992,

Troisicme cas. Le logurithine donné est enticvement ne-
I{;r:h‘f'.

Soit
5i Fon pose

logm — — 4, 794837}
logN—=4,7248374;
on trouve

N=153 068,57 :
done 200

53 068,57
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Quatvitme cas. — La caracteristique seule est négative.
On ava ci-dessus [203] co quil faul faive pour obtenir le
nombre.

Exemples de caleuis logarithmiques.

Quelques questions, qu'il sevail presque impossible de ré-
sondre sans le secours des logaritimes, {eront entrevoir im-
portance de la découvertc de Néper.

206. Premier exemple :

\ 52 678,47

L= — .

V923 Thi 18

2 |

low a = log 52 678,47 —=log923 Tk, 18
: i

log H2 678 = 4,7216293

0,4 33

0,07 (i

log 52 678,47 = 4,72162332

I :
— 1, H738777 =
log 923 740 =5 9655497
R 19
0,1 1]
0,18 0

log 923 Th4,1¢

70

= 59655516

= 1,4913879 —

log 0 = 0,0824808

nombre corresp. 12091 ., . ., 4622

0,7 pour. . 276

0,06 pour. . 23

=1 200176.
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207. Deuxiéme exemple ;

578

\/ 0,000 384 T4

= —

237 5

I r : | 89 748
loo 2 =——|loz 0.000 384 T4 4= loy -
0T X = 1_{ £ = 3 0 T ?‘1 J

2 |
[]uj_{ 724 674 - - log [JHHI(?’)TH)
0} -

log 897
log 124723 = :'\ HIbE )fi L6

H=1,9523594 -+

log 0,000 385 Tk = 45851673 +

| s
- =1,3075053 +

=)

log 0,000 674 237 5= £,8288130

1 =k 3
* Pour prendre I"S de 1,8570782, on chserve que ce logarithme
— — | 1+ 0,8570782 = — 3 + 2,8570782,

en vendant la caractéristique divisible par 3. Par suile,

Rt e .
5 {_.!,x.'.,:ns;') =—lte 8570782 = 1,9523504.

On apire do méme dains (ons les cas analogues i eelni-1a,
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ji s
—==9 9439377 1.

log 728 674 =5,8601 437 1

£, 803080

=1 200770 —

[

log =19 1067352
&= 0,01278610,

208.

Troisieme exemple :

157 / 830 30l
S — — .
Volgss)

829

[0g — =0.00052419
S 598

At

361 .
log L=—=" 0,00052{19,
157

s e M 361
Pour éviter |a multiplication pay == Prenons les losa-
I 1577

vithmes des deuy membres ; nous aurons

log loo 3=

361 .
JU;_rJT_-—E- log 0,00052419
157 "

log 361 =

D)
log 157 =2, 1958996

log 000052419 — £, 7194887 -

log log & =3 0810963
f:_:]_' €= 00002053
w=1,00278,
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209, Quatvieme exemple : Quelle est la plus petite valeur

W vo o e ALODNM 2001000
enligre de n qui satisfasse a linégalite (_rﬁ] > g

L ]

200 00

200 000 {06

log n = log log — o —loz loz SHE

loe 200 000 == 5,30103000

log 3=0,47712125
2040 (106 3 s
oI — —— =} B 2390875

b1

—

200 000

| Jng '|n:_' —— 1, 683394 ==
log 104 =2,
log 99 = 1,99563514
100 :
Jiarr ~— (), 00436481
]
' log log ——= 3, 6399653
59
2 lornt = 3, 0434338

e 1 1054,

la plus petite valeur entiere est done n=1 106. Elle est
hien inférieure a celle que nous avons frouvee antérieure-
ment (1717, par une autre methode.
{3,
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| 210, Ginquieme exemple : Résoudye Uinégalite

i !ll[l)""’ 2000 ‘I (Ei.” ‘)15‘0
y — > e — - = Y
99 3 [ 100 }

Commencons par caleuler, approximativement.

i
|
! £ 0 1\ 150 -
| '~(m) -
|

log 99= 199563510
i | 150 log 99 = 299 3159785 -
150 log 100 = 300

99 ']J-:' L
pir i —= = [, 3559785
e : ( 100

/99 \ 150
(I—“-‘-‘) > 02214

/99 4 40
— (== < (77885
| (_““'.J - (LAY et 2 15

. _ . e £gq \ 14
Ce dernicr nombre étant an pou supérienr a4 — (mi

Il s'ensuit qu'on vérifiera I'éoalité proposée, si Pon salisfait i
celle-ci :

H0N 51 9000 s
(Tﬁ] = -T— 0 TESH5,

tn Lire, de cotte derniére,

log 2000 - loe 0,77855 — log 3
=S

=it T b h ALY
! log 100 —loe 99
|

|'-'.-'- 2000 = S,a00 0300

| log 0,77855 =1 8019865
2z 2
| log 3 =0,4771219

2, 7151953

foe o — 2

00003645,
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b s 27151953

onc 11 _
43468

ou n> 623,06,

On peut done prendre n = 624, Cetle valeur esl beaucoup
plus petite que celle qui a été obtenue ci-dessus [172].

Résumeé,

Le produit de deus termes quelconques d'une progréssion par quo-
tient est un terme de cette progression.

La somme de deux termes queleonques d'une progression par diffé-
rence est un terme de cetle progression.

Si les deux termes dont on a fait le produit corvespondent, respec-
tivement, aux denx termes dont on a fait la somme, le produil et la
somme se correspondront.

On appelle logarithmes des termes de la progression par quo-
tient, les termes qui leur corvespondent dans Paubre progression.

Le logarithme du produit de deux facteurs pris dans une progres
sion par quotient est ézal 4 la somme des logarithmes de ces factenrs.

On peut regarder tous les nombres plus grands que Iunité comme
faisant partic d'nne progression par quotient,

Dans. un méme systéme, tout nombre plus grand que 'onité a un
logarithme.

Si, entre deux termes conséeutifs queleonques d'une progression,
on insére un méme nombre de moyens, toutes les progressions par-
tielles ainsi formées constituent une progression unique,

La propriété fondamentale des logarithmes appartient @ tous les
nombres plus grands que Uonité.

Le logarithme du produit de plusienrs facteurs est égal 4 la somme
des logarithmes de ces facteurs.

Le logarithme d'une puissance d'un nombre est égal au produit du
logarithme de ce nombre par exposant de la puissauce.

Le logarithme d'un quotient est égal au logarithme du dividende,
moins le logarithme du diviseur.

Le logarithme d'une racine d'un nombre est égal au quotient dulo-
oarithme de ce nombre par indiee de la racine.

Quand on part des deux progressions :

s 10, 100, 1 000,....,
5 o

0, |5 P4 PRVEES
on dit que la base du systéme est 10.
13,
g R Y e A YRR
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Dans un systeme quelconque, on appelle base le nombre (qui a pour
logarithme 1'unité.

La différence entre les locarithmes de deux nombres entiers £onsé-
cutifs diminue quand ces nomhres augmentent, et elle a zéro pour
limite.

Au dela d'une certaine limite, les différences entre les nombres sont
sensiblement proportionnelles anx différences de leurs logarithmes,

Le logarithme d'une fraction proprement dite est éoal au logarithme
de la fraction renversée, précédé du siene —.

Pour transformerun logarithme entidrement néeatif en un logarithme
i caractéristique négative ct & partie décimale posilive, on place le
sipne — au-dessus de la caractéristique, aprés I'avoir augmentée d'une
unité, et l'on e A la snite de eette caractéristique négative, le com
plément de la paitie décimale du logavithme donné.

Le nombre correspondant i un logarithme dont la caractéristique
seule est négative, est une fraction décimale proprement dite, dans la-
quelle e premier ehiffre significatif ocenpe, 3 partiv de la vircule, un
FANE marqué par cette caractéristique.

GHAPITRE IX.

Intérels composés et annmités (211-223).— Application des lozarithmes
i ces questions (215-2:23).

Deés interets composés.

211. Une somme est placée i intérét composé (uand le pre-
teur, au licu de recevoir, & la fin de chaque année, Uintérét
stniple qui lui est du, le laisse & la disposition de l'emprun-
teur, de maniére & angmenter le capital.

Nous avons indiqué, dans I"Arithmdtique 1238], quelques
questions relatives a I'intérét simple. 'intérét composé, tel
qu’il vient d'élre défini, donne lieu aux problemes suivants

212. Probleme L. — Quelle sera, au bout de n années, la
valeur A d'un capital a placé a intérét composé, le laux étant de
r pour franc par an?

i Gtant intéret de 17, ou, plus exactement,  étant le rap-
port entre cet intérét et 17 il g'ensuit que 1F vant, i la fin de
Pannée, If (1-4-7). Par suite, un capital queleoncue @ vaut,
an bout d'un an, o (14- 1) =q'.
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Si, & la fin de l'année, l'emprunteur ne paye aucun intérét
au préteur, il jouit, pendant Pannée suivante, de cet intérél
et du capital @ : les choses se passent comme si, au lieu d'a-
voir recu primitivement la somme a, 'emprunteur avail recu
Ja somme @ au commencement de la deuxieme annce. Consé-
quemment, et d’apreés la formule précédente, le capital @ vaul,
au hout de deux ans, o' (141 =a (1+4-7)%

En répétant le méme raisounement, on trouve

A—q () ()

213. Probleme 1. — Au boul de combien annces wn
capital a . placé a intérét composé , aura-t-il aequis le vit-
feur A2

1 est clair quil sagil de résoudre I'équation (1), par rap-
port & n. Cette résolution se fait commodément par e moyen

iles logarithmes; elle donne

log A—log a

Lol
(log 1-+1)

91 4. Probleme L. — Quelle valeur produira-t-on au boul
de n anndes, si lon place au commencement de chacune d'elles.
un méme capital a, et qit on accumule, avee foules ces sommes.
leurs intéréts composes?

D'aprés la formule (1), cetie valeur est ¢videmment la
somme s des termes de la progression par quotient:

a (07 a (M40, e (V=4=7);
done [164]

A= ym —
s—d (A7) (_;_r_]_ (3)
-
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215, Applications. — 1o Combien awrait valu. @ la fin de

1865, wune somme de A, placée @ 5 oo au commencement de
Fan 800 *?

La formule (1) donne
A = (1,05)18

log 1,05=0,02118930
1066

i
1 271358
2] 1893

log A = 22,5877938

A =358707 000 000 000 000 00O 000 francs.

216. 2 Pendunt combien d'années doil-on laisser un capilal,
ool S b ;
place i § 5 Lo pour que sa valewr soil décuplee?

En supposanl A =10 a et » = 0,045, nous aurons. par la

formule (2) :
1
n= P
log 1,045
log 1 =0 e
log 1,045 =0,0191173

log log 1,045 = 2,281 4197—

—_—

log n=1,7185803

n=5%,430.

Ainsi un capital quelconque, placé i 4 5 °fo, @ intérét com-

posé, ne sera pas encore décuplé au bout de %2 ans, et il sera
plus que décuplé apres 53 ans #*,

" Cet exemple, purement fictif, est cependant trés-propre & montrer
quelles sont les conséquences logiques du principe de l'intérét propor-
tionnel au temps.

** La nature de cet onvrage ne nous permet pas d'interpréter, d'une
maniere plus satisfaisante, la valeny fractionnaire ohtenue pour .
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217, 3% Thomas Pary vécul 182.ans *. Si, a partiv de sa
vingl-cinguieme année, il avait placé tous les ans, aw foua de
G ofo, wne somme de 10 livres sterling, combien ses hévitiers
anradent-ils dit rececolr @ sa mnort ?

La question se rapporte & la formule (3), dans laguelle on
doil laire a = 10, » = 0,06.
Quant au nombre g, il est ézal & 127 ;-car on suppose que

Thomas Parr a fail les placements au commencement de sa

26¢ annde. au commencement de sa 27¢,.0 el. enfin. au com-

mencement de sa 152¢ annde.

Cela pose, L formule donne
(1,06)1—1
S (R () el

0,06

Comme on ne rm-rnf Jrets r'ﬂ'r'r'f'h'r de soustraction pai f.pw_,r_
cillimes: nous eommenecerons par caleuler (1,06)1 = .

loz 1,06 =10,02530587
127

17714109
S0614T4
2 H305RT

3, 21384544
= 163694,

Aetuellement,

o s = log 10,6 - log 1635
1

lox K635, 24 =

log 10,6 =

|u;_r 0,06 ==

log s =5, 4607361
s = 289011,

Ainsi, les héritiers auraient pu réefamer 28 900 liv res sler
limg, bien que Thomas Pare n'edl plact que § 270 livres.

" 1 mouwent en 1654
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Des annuifés.

218. On appelle annuité 1a somme (ue Fon doit payer an-
nuellement =i l'on veut aportir, au bout d'un certain temps,
un capital el ses intéréts.

Pour délerminer annuité b, il suffit d’exprimer que la va-
leur du capital a, & la fin de la n¢ annde. est égale a la somme
des valeurs des n—1 annuilés, au bout de ce méme temps.
On trouve ainsi, en appelant r'intérét de 17,

a (14 r)r=b (14 0)" b (1) oo b (10} -0,

0 ()" —
(A r)=h ot -
¥

214, Cette formule générale donne la solution de diverses
fueslions relalives aux annuités,

Si, par exemple, onveud déterminer combien il faut d’années
powr amoriiy un capital a, aw moyen dannuités égales a by, on

devra résoudre Péquation (§) par rapport & n. Or, en faisanl
passer (1 -+ r)" dans le premier membre, on a d'ahord
(1 =) (0 ar)=—10;

puis, en prenant les logarvithmes des deux membres,

it"“‘ i

— 63

220. Discussion. — 1° Si Pon =ippose & > ar, ¢'e:l-i-diro
si. Vannuité surpusse Uintérét simple du capilal, la formule (5)
donne pour n une valeur finie el positive. Celte valeur sera
Il't;'~:-"_"l‘i1 nde, l!il{i[ll! I'exees de b sur ar sera !|'[',~g~|gl-‘lil_
.

) log b —lpe
PR h—ar. n—= ——— i1 log 0 = o Hone

I.{Jf_‘ [:l = .l"

n= -+ om. Il esi facile d'interpréter ce résultat : guand l'em-

pruntenr ne pave, a la fin de chaque année. gqoe Pintérel
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simple du capital, il ne cesse pas de devoir ce capital ; on ne
peut done demander a quelle éporue la delle sera éleinte.

(e cas est celui des renfes perpétuelles.

3v Enlin, si lonsuppose b < ar, ¢’est-d-dire si Cannuite esl
inférieure a Uintérél simple du capifal, le second membre de
la formule contient le logarithine d'une quantité négative. Or,

{ on démontre que ces quantités n'ont pas de logarithmes *:
done cette formule ne donne aucune valeur réelle pour n. Cesl
ce qu'il est encore facile d’expliquer.

En effet, nous venons de voir que la dette est constante quand
annuité est égale a Vintérét simple ; done, quand cetle annuilé
est inférieure a l'intérét simple, la detle, au liew de diminuer,
augmente sans eesse. Ce résullat, qui peat paraitre étrange, esl
une conséquence toule naturelle du prineipe de Uintérét pro-
portionnel au temps.

221. Application, — Soienl ¢ == 100007, p= 50, r = 0,045.
L'équation (4) donne

) d'ou
logb= loga ~-log r -=n log (I --) — log [(1 4= #)r—11.
Pour la méme raison que ci-dessus [217], commengons par
caleuler (1 4=1)"— 1 =(1,045)*" — | = . Nous aurons

log 1,045 = 0,019116249
50 log 1,045 = 0,95581 45
I'lHIlllH'. {'ll!'l't’r‘]]- = 9.03263
| = 8;,03263.

Actuellement, eherchons b.

log a = log 10000 = 4 o

log 1 = log 0,045 = 2,6532125

4 50 log 1,045 — 0,9558145 -

[ log = 0,9048578 —
log b= 2,7041672

b= 506,022,

* Ou plutot qu'elles n'ont pas de logarithmes réels,
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Ainsi, la somme & payer annuellement serait de 506f,022.
L'exces de cette annuité, sur U'intérét simple du capital, esl
cégal a 506,022 — £507 = 56F,022. Aubout de la 50 année, la
difiérence entre la somne des annuités et la somme des inté-
riéts simples s'éleverait a 561,022 . 50 = environ 2 804F,

222. Autre application. — Au bout de combien d’années
awra-t-on amorti un epital de 100, empruntéa b, , sé I'on
paye annuellement 55,10 7

La question se rapporte a la formule (5), dans laquelle il
faut supposer

a= 100, b=510, »=0,05.
Elle donne. i cause de b — ar="0,10.

loz 51

log 1,05

log 51 = 1,7075702
log log 51 = 0,2323987 -
loz 1,05 = 0,0211867

log log 1,05 = 2,3261167—

log n = 1,9062820
n = 80,590.

Ainsi. c'estapres plus de 80 ans que la dette sera éteinle.

223, Probléme”. — Une personne verse annuellement, a la
caisse d'un banguier, une somme v peadant noannées. De son
edte, le banquier s’engage @ payer une annuité dea francs pen
dani les 2n années qui suivent les 2u premicres. On demande
quelle do't éfre celte annuilé a, par rapport aw versement v,
pour que le march? soit équitable : on tiendrva compledes intéréts
compos's. Le fauw est des pour 100. On demande aussi quel
doit étre le nombre donné n pour que Uannuité a soil au moins
égale aw versemen! ?

En supposant que les versements aient été faits au commen-
cement de la premiere, de la deuxieme,...., de la ne année, ils
vaundront, au commencement de la (in)e :

L (R ST kst (R L SR 1 ¢ 5 S )

r etant Uintéret de 1 frane.

Propost, & ta Sorhanme. Te 10 aveil 1854,
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De ménie, en supposant que les annuites aienl ¢te payeesa

partir du commencement de la (2n - 1)®année. elles vaudront,
a la fin dela (dn)e :

a(A-lr)P-ts g (T2t a.

Pour que le marché soit éguitable, il faut que la somme des
premiéres valeurs égale la somme des derniéres; done

S (D U e e R R

i
=a|(-Fr)?t - (o) L - ) =1
ou, par la formule des progressions [164],
o= —A 1) r—1
I (-I—‘—i'}""{ —:HE— il

Celle équalion donne

ou, par la suppression du facteur (1 +7)* — |, commun aux
deux termes de la fraction,

Si lon fait r == 0,03, et si 'on suppose successivemenl
n=1, 2, 3,..., ontrouve, en opérant par logarithmes:
a 1A576 a 1,3401 a 14,5513
B 205 ° » 24025 ©  2,1576
e 1,799 a 20789 a 2,478

v 22155

» 297637 v 2,3400

Cetle derniere fraction, qui correspond a n = 6, est un
pen supérieure a lunité. Par conséquent, & partir den =6,
|'annuité a sera plus grande que le versement v.
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Lésume,

Une somme est placée 4 intéret compos¢ quand le pretenr, au liey
de recevoir, i la fin de ehaque annde, Uintérdt simple qui lui est di,
le Taisse 4 la disposition de Femprunteur, de manitre i augmenter le
capital.

Lorsqu'un capital est placé i intérét composé, sa valeur eroit en
progression par quotient : la raison ‘de la progression est | 47, 1 étant
Pintéret de 1 lrane.

On appelle annuité la somme que L'on doit payer annuellement si
Fon veut amortic; au bout d'un certain temps, un
niérés,

Suivant que annuité est supérienre, égale ou inférieue 3 la delte,
celle-ci diminue, ou rveste constante on angmente,

['i1|:il:|| ¢l oses
















