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On trouve a la méme libraivie :

Manuel du Baccalauréat és Sciences, rédigé d'uprés les pro-
grammes officiels des lycées preserits pour les
lauréat en 1866, par MM. J. Langlebert, pro
physiques et naturelles i Paris, et E. Catalan, agrégé de |'Univer-
sité, professeur 4 'Université de Lidges; 2 gros vol. in-12, avec gra-
vures dans e texte et planches gravées.

amens du bacea-
eur de sciences

Chaque volume se compose de plusicurs parties, qui se vendenl
seéparément pour chaque degré de bacealauréat et pour chaque
classe des lycées.

Premiére Partie, Manuel d’Arithmétique et d'Algébre,
rédigé d'aprés les programmes officiels, par M. E. Catalan :
G édition; | vol. in-12.

Deuxiéme Partie, Manuel de Géométrie, suivi de notions
sur quelques courhes, rvédigé d'aprés les programmes officiels.
par M. E. Catalan : 62 édition; | vol. in-12, aveec gravires
dans le texte.

Troisiéme Partie, Manuel de Trigonométrie rectiligne et
de Géomeétrie descriptive, védigé d'aprés les programmes
officiels, pav M. E. Catalan : 6° édition; | vol. in-12, avec
gravures dans le lexte et planches gravées.

Quatriéme Partie, Manuel de Cosmographie, rédigé -
prés les programmes officiels, par M. E. Catalan : 6° édi-
tion: 1 vol. in-12, avec gravures dans le texte et planches
gravées.

Ginquiéme Partie, Manuel de Mécanique, rédigé l'apres les
programmes officiels, par M. E. Catalan : 7¢ édition; 1 vol.
in-12, avec gravures dans le texte et planches gravées.

Sixiéme Partie, Manuel de Physique, rédigé d'aprés les pro-
grammes officiels, par M. J. Langlebert : 13° éditions 1 fort
vol. in-12, avec gravures dans le texte.

Septiéme Partie, Manuel de Chimie, rédigé d’aprés les pro-
grammes officiels, par M. J. Langlebert : 14° édition; 1 fort
vol. in-12, avec gravures dans le texie,

Huitiéme Partie, Manuel d'Histoire Naturelle, rédige
d’aprés les programmes officiels, par M. J. Langlebert : 14 édi-

tion; 1 fort vol. in-12, avec gravures dans le texte.

Pour la Partie littéraive, consulter le Manuel du Bacecalouréat
és Lettres, par MM. E. Lefranc et (. Jeannin.

L'éditeur se réserve le droit de traduction.
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Aux termes d'un décret impérial en date du 27 novembre
1864, l'examen du baccalauréat és sciences complet porle sur
les matiéres enseignées dans la classe de mathématiques élé-
mentaires des lyedes (deuxiéme année); celni du baccalauréat
&s letires, sur les matiéres enscignées dans les classes de rhé-
toricjue et de philosophie des lyeées. L'examen du baccalauréat
¢s sciences restreint pour la partie mathématicue continue,
jusqu’a nouvel ordre, d'étre exigé et subi dans les conditions
existanfes et avee les programmes actuellement en vigueur.

Tout contrefactewr ow debitant de contrefagons de cet ou-
vrage sera poursuivi conformément aux lois; lous les exem-
plaires sont revélus de notre griffe.
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GLOMETRIL.
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PROGRAMIVES D'ENSEIGNEMENT DES LYGERS,

{Les ehiffres renvoient aux paragraphes o la que:tion e:t Iraitée.)

—— e e

CLASSE DE MATHENATIQUES ELEMENTAIRES

[ Deuxitme Année).
N 14,

(réométrie,

Géométrie plane.
On reprendra rapidement le Programme N° 3 do la elasse do Lroisicine
(p. vim) etle Programme Ne 5 de la classe de seconde (p. 1x), en les
complétant sur quelques points, particulidrement sur Uinseription des
polygones réguliers

S0

(s du déeagone) et la détermination du rapport
de la eivconfévence au diamptre par Ja méthode des isopérimetres, 180,
203. — On terminera cette révision par des exercices el problémes
sur I comparaison des aires : construire un earré équivalent & un
polygone: donné, 240 ; — constenire un careé dont le rapport 4 un
carré donné soil écal au rapport de deux lignes données, 241; —
construive un rectangle équivalent a un carvé donné, et dont lis
colés adjacents fassent une somme ou aient entre eux une différence
donnée, 244; — application a la construction des racines dos i~
tions du second degré & une inconnue, 243.

fidométrie dans Vespace.
Uu plan et de la lione droite, 2
soit perpendiculaire & i plan, 2

— Condition pour qu'une droife

Propriétés de la perpendiculaive cf dos obliques menées d'un méme
point i un plan, 264,
Parallélisme des droites et des plans, 265-252,

Angle diddre, 284, — Génés

tion des angles diedees par la volation
d'un plan autour 'une droite, 285, Digdre droit, 260,

Mesure des ungles diddres, 287-280.
Proprié

9

des plans perpendiculaives entre eus, 290300,

i e o
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Vi PROGRAMME DES LYCEES.
Angles triedres, 286, — Cas d'égalité et de symétvie, 308-312,

‘roprietés de l'angle triedre supplémentaire, 301-303,
Limite de la somme des faces d'un angle polyadre convexe, 306.

Limite de la somme des angles digdres d'un angle trigdre, 307.
Analogies et différences entre les angles triédres et les triangles
tilignes, 311,

Des polyedres, 313-326. — Prisme, 316, 317. — Parallélipipéde, cube,
pyramide, 315-318, — Seetions p slanes, parallales, du prisme et de la
pyramide, 322, 323,

Mesure des volumes, 327-239. —Volume du parallelipipéde, du prisme,
de la pyramide, du trone de pyvamide & hases paralléles, du trone
de prisme friangulaive, 327-339.

De la symétrie dans les polyddies, 340-353. — Plan de symétrie, 340.
— Centre de'symétrie !, 340.

Comparaison des faces des angles diddres
logues, de deux polyedres symétrique
leurs volumes, 35

des 'm;lu polyedres homo-
Equivalence de

Polyedres semblables®, 354-361.

Cas de similitude de deux pyrvamides (riangulaires, 355.

Rapporl des volumes de deux polyédres semblables, 360, Pale de
Pl ;

similitude de deux polyedres semblables, el semblablement placés,
358.

l.es corps ronds, 30!
— Mesure de la surface latérale el du volume, 37
ston anx evlindreés droits & base queleongue, 37¢

Cone droit & base circulaire, 371, 372,
: — Surface latérale du cone, du trone de edne i bases 1|,ndl]| :
. — Yolume do cone, du teone de cone @ s paralléles,

Sphere, 390-414. — Sections planes ;
391- — Poles d'un eercle, 39
lrouver son ra)

erands cercles: pelits cercles,

349, — Litant donnée une sphére
on par une construetion plane, 400,

Plan tangent, 401. — Angle de deux ares de grand cerele, 402-404.

Notions sur les triangles
angles triddres, 4

spheriques : leur analogie parfaite avee les

1. L'étude
irie por
# aulour d'un axe perpendi v i ce [~!!l| 11 pa

g de o syma-
a l'une des denx
ant par le centre de sy-

an appelle ai

qui sont sompris sous un méme nombre de faces som
blables chacone & chaoune el dont les angles polyedres homolo

ues sont fzany




PROGRAMMES DES LYCEES. Vil

Mesure de In surface engendrée par une ligne hrisée réguliere, tour-
nant autour d'un axe mené dans son plan et par son centre, 408-
410. Aire de la zone, de la sphere entiére, 411-414. — Exercices,

121-425.

Mesure du volume engendvé par un triangle tournant autour d'un axe
mené dans son plan par un de ses sommets, 415, — Application au
seeleur polygonal régulier tournant antour d'in axe mené dans son
plan el par son centre, 416, — Volume du secteur sphérique, de Ia
sphive entitre, du segment sphévique, 417-4207— Exercices, 421-

i25. — Yolume approché d'un solide Timité par une surface quel-

conque (voir la note, page 164).

Nowqi%
Notions sur quelques courbes.
Définition de lellipse par la propriéié des fovers, 426, — Tracé do la

courbe par points et d'un mouvement continu, 430, Axes, 427, 428
— Sommets, 429, — |

‘ons vecleurs, 42

Définition ¢

iérale de la tangente & une courbe, 432

Les rayons veelenrs menés des foyers it un point de I'ellipse font, aver
la tangente en ce point et d'un mé
egany,

me coté de ecette ligne, des angles

Mener la tangente & l'ellipse par un point pris sur la courbe ; par un
- ot extérienr, 43%. — Normale 4 Pellipse, 436.
Définition de la parabole par la propriété du foyer et de la diveetrice,

438. — Tracé de la courbe par points et d'un mouvement eonting,
§39. — Axe, 441. — Sommet, 441, — Rayon veeteur, 141,

La tangente fait des angles égaux avee la paralléle & l'axe et le rayon
veeteur, menés par le point de contact, 441,

Mener la tangente & la parabole par un poimt pris sur la conrbe; pav
un point extérienr, 441, — Normale, 442. — Sous-normale, 442,

Relation entre Te carré d'une ordonnée perpendiculaire & Paxe et la
distance de cette ordonnée an sommet, 443,

Définition de I'hélice, considérée comme résuliant de 'enroulement du
plan d'un teiangle rectangle sur un cylindre deoit & base eirculaire.

445. — Pas de I'hélice, 448,

La tangente 4 I'idlice fait avee Laréte du eylindre un angle constant,
9T
140,

gente sur an plan per-

Construire la projection de hélice et de la taj
i  (voir les Notions de Géomeétre

pendiculaive @ la base du eyling
‘riplive),




Vil PROGRAMMES DES LYGEH

Ne 3.
iClasse de Troisieme. )
Eléments de Géométrie plame (Ie Partic).
Ligne droite et plan, 8, 12. — Ligne brisée, 10. — Ligne courhe, 11,

Angle, 15. — Génération des angles par la rotation d'une deoite autour
d'un de ses points, 16. - ¢ droit,

Triangles, 41-44. — Cas [l
du triangle isocéle, 52-:
(i3, bi.

— Propriélés
angles reetangles,

De la cicconférence du cercle, 92-102. — Dépendance mutuelle des ares

el des corde

s, des cordes et de leur distances au centre, 103-108.

Tangente au cerele, 109, 110, — Inter
I11-116.

Mesure des angles, 117-122. — Angle inserit, 123-125.

wetion et contact de deux cercles,

Usage de la régle et du compas dans les constructions sur le papier,
126, — Commune mesure de deux droites, 127-129, — Tracé des
perpendiculaives et des parallgles, 134-136. — Problemes éi:’.-mcu—
taires sur la construction des angles et des triangles, 130-133.
Abréviation des constructions au moyen de 'équerre et du r: appor-
teur, 122, 136. — Evaluation des .m'-lv» en degrés, minutes et se-
condes, 121. — Mener une tangente au cercle par un point exté-
rieur, 141. — Déerire, sur nne droile donnée, un segment capable
d'un angle donné, 142.

Lignes proportionnelles, 143-1

A6,

Polygones semblables, 147-159.— Conditions de similitude des triangles,
149-154 . —Iid]upull des périmétres de deux polyzones semblables, 159.

liclations entre la perpendiculaire abaissée du sommet de angle droit
d'un triangle rectangle sur hypoténuse, les segments de Uhypoté-
nuse, 'hypoténuse elle-méme et les ¢oiés de angle droit, 160,

Théorémes relatifs au carvé du nombre qui exprime la longuenr du
coté d'un triangle opposé & un angle droit, aign ou obtus, 16G3-165,
Théoréme relatif aux séeantes du cerele, issues d'un méme point, 166,

1. On adimeltra qu'on se peat mener, par un point denné, qu'une seule paralléle
& une droile.



PROGRAMMES DES LYGEE:

Problemes : Diviser une droite donnée en parties égales on proportion-

nelles i des longueurs données, 170, 171.— Trouver une quatvidme

proportionnelle & trois lignes données, une moyenne proportionnelle

entre denx lignes donnfes, 172-174. — Mener une tangente com-

mune i deux cercles, 177. — Construire, sur une droite donnée, un
polygone semblable & un polygone donné, 178.

No G

(Classe de Seconde.
Eléments de géométrie plane (2¢ Parlic).

Polygones réguliers, 180-197. — Leur inscription dans le cercle :
carré, hexagone, 182-190.

Moyen d'évaluer le rapport approché de Ia civconférence au diamétre !,
198-205.

Mesure des aires, 211223, — Aire du rectancle, du parallélogramme,
u triangle, du trapéze, d'n polygone quelconque, 211223
approchée d'une 2 plane limitée par un
page 197). — Théoréme du ecarré constry

— Aire
¢ conrbe quelcongne fwoiy
str Flhypoténuse, 224

L]
s .

Aire d'un polygone régulier, 230. — Aire du cercle et du setteny cir-
culaire, 220-239,
Rapport des aires de deux figures semblables, 227-220,

Notions sur le levé des plans et Varpentage (App.%, 1-41). — Le
métre (App., 9, 10). — Levé an graptometre [App., 14-20), —
Levé & I'équerre d'avpentenr (App., 11-13), — Levé A la planchette
(App., 25-27),

Du plan et de la ligne droite dans Vespace, 253-282 — Perpendiculaires
et obliques an plan, 255-263.— Parallélisme des dpoites et des plans,
235-282, :

Angles diddres, 284, — Plans perpendiculaires entre eux, 290-3C0.

Notions sur les angles trigdres ef polyedres, 286, 3062-307.

Des polyedres @ sections planes du prisme ct de la pyramide, 313, 322,
30358 ;

Mesure des volumies : parallélipipede, prisme, pyramide et trone de
pyramide i bases parvalloles, 327-330.

Notions sur les polyedres semblables ; rapports des surfaces et des
volumes, 354-361,

dmuliqnes
e, Shlls
e in=

e de la circonférence du cerele sera” consic
Slri comme la limite auelle teod le périmatre d'un poly

Serit dont Ies edlés diminuent indéfiniment.

> L'ippendice, page 185, recommence une couyelle =ér'e de numéros,
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X PROGRAMMES DES LYCEES

N

CLASSE DE PHILOSOPHIE.
Ne 9.
Géométrie.

L'enseignement de celte classe ne demande pas de programmes parti-
culiers; on reprend les matiéres déji enseirnées dans les années de
seconde et rhétorique, conformément au Programme de Géomélrie,

N 5 et T (voir ci-dessous). Le professeur introduira seulement

quelques lecons complémentaires sur la similitude des fieures dans

'espace, 354-361.

N° &
(Classe de Seconde.)

Eléments de géométrie plane (2¢ Partie). Voir page 1x
Ne 7.
(Classe de Rhétorique.)

Réyision des principales propositions relatives 4 la ligne droite et au
}u];m, 252-312

Cylindre droit & base circulaive, 369, 370, — Mesure de la surface la-
térale et du volume, 378-382. — Extension aux cylindres droits a
hase quelconque, 379, 380.

Cone droit i base eireun

laive, 371, 372, — Sections pavalléles i 1a base,
383, — Snrface latérale du cone, du trone de cone & hases parallales,
.— Yolume du eone. du trone de cone i hases parallel
-389.

Sphere, 390-414, — Seetions planes: grands ceveles, pelits eveles, 391-
395. — Pdles d'un cercle, 306-300. — Etant donnée une sphere,
Lrouver son rayon par une construction plane, 400, — Plan tangent
a la sphere, 401,

Mesure de la surface engendrée par une ligne hrisée régulidre, tournant
autour d'un axe mené dans son plan el par son eentre, 408-410, —
Aire de la zone, de la sphére entiere, 411-514,— Exercices, 421-425,

Mesure du volume de la sphéve considérée comme somme d'une infinité
de pyvamides ayant pour bases des polycones plans infiniment petits
et le rayon pour hauteur, 419. — Autre méthode de mesure fondée
sur la considération du volume engendré par un friangle fournant
autonr d'un axe mené dans son plan par un de ses sommets, 415, —
— Application au secteur polyzonal végulier tournant antour d'un
axe mené dans son plan el par son centrve, 416, — Volume du see-
teur spheérique, de la sphirve. 417-420. — eiees, 421-425,

pER— —



TABLE DES MATIERES.

Les chiflres renvoient aux pages,

GEoMETHIE, |

Crap. I. — Préliminaires, |

Grae. I —Triangles, — Bealité dles triangles, — Propriété
isocéle. — Perpendienlaives el obliqnes. —
tangles,

du triangle
ilité des triangles ree

o
Gitar, UL — Paralléles. — Applications de la théorie des parallales.
— Quadrilatéres, — Propriétés des pavallélogrammes. LG

Cuae. IV. — Prélimingives. — Cordes el ares. -

- Tangente  la eiv-
conférence,

- Circonférences séeantes et tangentes, 247

Ghae. V. — Mesure des angles

— Lvaluation des angles en degrés |
minutes et secondes — Angle

inscrits. — Usage de la régle et du
tompas. — Commune mesure de deux droites ou de deux angles.
— Construction des angles et des triangles, — Tracé des perpendi-

A

culaives et des paralléles. — Autres problemes. 34
Crap. VE — Lignes proportionnelles. — Polygones semblables, 46
Cuar. V1L — Théorémes. 53
Cnap. VII. — Problémes. 62

Crap. IX. — Polygones réguliers,
guliers. — Applic
au diametre.

Problémes sur les polygones -
ations numériques. — Rapport de la civeonférence

tifs

Ciap. X. — Préliminaives, — Aire du rectangle. — Aire du parallé
logramme. — Aire du triangle. — Aire du frapeze. — Aire d'un po-
lygone quelconque. — Relations entre les carrés construits sur les

cotés d'un (riangle. — Rapport des aives de deux polyzones sembla-

bles. — Aire d'un polygone régulier, — Aire du cercle. 80

Crar. XI. — Problémes. —

Applications numériques. 91
Ciae. XII. — Peéliminaires. — P

erpendiculaire an plan, — Droites
paralléles. — Plans paralléles.

100
Guap. XIT. — Angles formés par les plans.
diedres. — Plans perpendiculaives enfre ey, — Angles triedres snp-
plémentaires. — Propriétés des aneles polyédres. — Egalité des an-
gles triddres. — Angles triddres symétriques, 110

Mesure des angles
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Kl TABLE DES MATIERES.

Citar, XIV. — Des polyedres. — Yolume du parcallélipipéde. — Volume
du prisme. — Yolume de o pyramide. — Yolume du trone de pyra-
tnide, 121

Caar, XV, — De la symétrie des figures. 33

Giar. XY, — Polyedres semblables. — Applications numériques. 139

Ciiae. XVIL. — Génération des surfaces. — Aire d'une surface courbe.
Yolume du corps termuiné par cctte surface. — Mesure du eylindre.

— Mesure du cone. 152
Cuapr. XVHI. — Cercles de la sphire. — Plan tangent. — Angle de
deux ares de grands eercles. — Triangles sphéviques. 159

Ciiap, XIN. — Mesure de la surface engendeée par une ligne brisée
régulitre, — Aive de la sphere. — Mesurve du corps engendré par
un triangle tournant autour d'un axe. — Mesure du corps engendré
par un secteur polvgonal régulier tournant autour d'un axe. —

Volume de la sphére. — Applications numériques. 164
NOTIONS SUR QUELQUES COURBES. 174
De lellipse. — De la parabole. — De I'hélice. 174
APPENDICE. 185

Du levé des plans. — De la chaine d’arpenteur. — Levé au métre, —
De I'équerre darpenteur. — Du graphometre. — Levé au grapho-
mitre. — Des échelles. — Gonstruction du plan. — Levé a la plan-
chette. — Problémes. — De Varpentage. 185



GEOMETRIL,

————

GHAPITRE 1.

Ligne droite et plan (8, 12). — Ligne brisée (10), — Ligne courbe
(11). — Angle (15). — Géneration des augles par la rotation d'une
droite antour d'un de ses points (16). — Angle dvoit (27},

Préliminaires.

I. Toute chose occupe, dans Pespace, un lieu délerming, (e
lieu, considéré sous le rapport de sa forme, ol indépendan-
ment de la matiére qu’il contient, est appelé COTPS,
2. La limite d'un Corps, c'est-a~dire ce qui o sépare de I'es-
pace environnant, est une surfuce,

3. 8i deux corps se pénélrent, l'intersection de leurs sup-
faces est une (igne.

k. Llintersection de deux lignes est un poin.

Unappelle également points les extrémités d'une ligne.

5. Les corps. les surfaces of les lignes se désignent sous Ja
nom 3_'r'-nr.'=ri«1nn de figures. y

6. La Géométrie est la science des figures,

7. Deux ficures sont cyales lorsqu’elles sont superposables,

c'est=i-dire lorsqu'elles peuvent coincider,

8. Toul le monde acquiert, par Pexpérience. la notion de la
ligne droite. Par exemple, I'aréle d'une rezle bien dressée est
sensiblement une droife, ofe.

9. On doit admettre, comme élan( vérifiée pap Fexpérience,
la demande suivante -

Par deyy: points donnés, on peul towjours faire pusser yne
droite, mais o1 1'en pieul fitire passer U une,

2. Géométyie

/|




2 GEOMETRITE,
10. La ligne brisée esl celle qui est eomposéede lignes droiles.
— Elle est ausgi appelée polygone.

i1, Une ligne courbe est celle qui n’esl ni droile, ni com-
posée de lignes droites.

12. Le plan est une surface indéfinie sur laquelle est située
tout entiere la droite qui joint deux quelconques de ses
points. .

13. Une figure plane est celle qui est tout entiére dans un
méme plan.

14. La Géoméirie plane est la parlie de la Géométrie relative
aux figures planes.

La Géoméirie de Uespace estrelative aux figures non situées
clans un méme plan.

15. La portion de plan comprise entre deux droites indéfi-
nies AB, AC, issues du méme point A, s'appelle angle. Le
point A est le sommet de I'angle ; les droites AB, AC en sont
les cdtés.

On désigne un angle par la lettre
du sommet, ou par les trois letires
qui indiquent les eolés, en ayanl
coin de mettre au milien celle du
sommel. Ainsi! l'on dit : l'angle A |
'angle BAC oul'angle CAB.

-

16. Sila droite AC. d'abord appliquée sur AB, fourne au-

: tourdu point A, en vestant constam-
ment dans le méme plan. elle engen-
drera I'angle BAC.

17. Dewx angles BAC, CAD, exté-
ricurs I'un a Pautre, qui ont méme
sommel et un edlé commun, sonl
dits adjacents.

18. La bissectrice ’un angle BAD est la droite AC qui divise
cet angle en denx parties égales.

19. Demande. — Tout angle a une bisseelrice, el n'en d

g une,
i




GEOMITRLE, B
& 20. Lorsque deux droites AR, CD, se coupent
en un point O, elles forment qualre angles
conséeutifs, AOC, COB, BOD, DOA. Ces angles.
considérés deux a deux, soni on adjacents, ou
opposés au sommet. Par exemple, AOC, COB sonl
adjacentg, tandis que AOC, BOD sont opposés au
sommel,

21. Un polygone est une portion de plan terminée par des
droites. On donne aussi ce nom & la ligne brisée qui limite
cette portion de plan (10),

On appelle diagonale d'un polygone , la droite qui joint
deux sommets non conséentifs.

22, Le polyzone de trois ‘eétés s'appelle triangle ; celui de
quatre coles, quadrilatére : celui de cing cOtés, pentagone;
celui de six colés, hewagone, efe.

23. Une ligne convese ost celle qui ne peut étre rencontrée
en plus de deux points par une droite.

2k.Demande. — Dans fout {rian
gle, un coté quelconque est plus petit
que la somme des dewae autres.'

Ainsi, dans le triangle ABC,
on a

AB < AC - BC.

25. TukoreME. — Dans fout polygone, un cté quelconque
est plus petit que la somme de tous les aquires.

1* Seit le polygone convese
ABCDE. Menons les diagonales AC,
AD : nous aurons

AB < BC - AC,-AC < CD 4 AD .

AD < DE -L EA ;

doit, en ajoutant membre & membre, ol retranchant les parties
tommunes,

AB <BC 4 CD--DE - EA.
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20 Soil le polygone quel-
conque ABCDEFGHI. Nous
aurons, en menanb une ou
plusieurs diagonales, telles
que CE, et enappelantM, N,
P les points ol la droite AB
rencontre les antres edtés ;

AM < AL 4-IM,
MN < MH-+-HG 4-GN,
NP < NF - FP,
PB < PE -+ CE - CB,
CE <CD -+ DE.

Ces inégalités donnent

AM - MN + NP -+ PB + CE < AI + IM + MH 4 HG - GN
4 NF 4 FP 4 PE +CE + CB +CD +DE,

ol
AB < Al - IH + HG - GF - FE + CB - CD - DE.

926. TrikoriyMe. — Une ligne brisée convexe ABCDE est plus
petite que toute ligne brisée AFGHIK qui Uenveloppe, et qui est

* terminée aux mémes excirémites.

Pour que la ligne convexe soil
enveloppée par lautre, il faut
qu'en menant la droite AE, le
polygone convexe ABCDE soil
intérieur a 'autre polygone.

Cela étant, prolongeons dans
le méme sens les cdtés AB,
BC,..., el soient A’, B',..., leurs
points de rencontre avec la ligne
AFG.... Nous aurons. par le
théoréme précédent :

AB + BA’ < AF 4+ FG 4-GH - HA/,
BC 4+ CB' < BA’4 A'l 4-1B/,
€D - DO < CB' +B'K - KC,

DE < DC’ - CE.

Done, en ajoutant,

AB-+ BC 4 CD + DE < AF 4 FG - GH +4-HI 4 IK 4 KE,
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37. Tukoneme, — Une ligne brisée convexe est plus petite
que toute ligne brisée qui Fenveloppe de toutes parts.
Ce théoreme se démontre comme le précédent.

28. Lorsqu'une droite CD rencontre une ilroitrg AB, ’(}E! ma-
niére que les- angles adjacents ACD, BED soient égaux
chacun d’eux est un angle droit, et laligne CD est dite per-
pendiculaire sur AB. Le point G est le pied de la perpendi-
culaire.

29. La droite CE, qui fait avec AB
des ‘angles adjacenls ACE, BCE, iné-
gaux enfre eux, est une oblique rela-
livement & AB. L’angle ACE, moindre
que Fangle droit ACD, est un angle
aigu; Vangle BCE, plus grand que F'an-
gle droit BCD, est obius,

30. Demande. — D'un point ¢, Pris swre une droite AB, on
peut toujours élever une droite CI perpendiculaive @ la pre-
miere, mais U'on n’en peut élever quyne*,

31. Tutorime, — 7o
eu.r,

Soient les droites €D, C'D', respectivement, perpendicu-
laires & AB, A'B’ . Je dis que I'angle droit ACD est égal a
Fangle droit, A'C/Ty,

Transportons la seconde figure suy la premiére de maniore
que le point € coinecide avee le point C, et qu'un point A’ de
A'B’ coincide avee un point A
de AB : les deux droites A’B’.
AB coincideront (9. Par suite,
la_droite (/D' prendra 1a di-
rection CD; sans quoi l'on
pourrait, par le point . ¢leyer
deux perpendiculaives 3 AB.

us les angles droits* sont égauc entre

32. Deux angles gont complémentaires ou supplémentaiyes,

suivant que leur somme est ¢gale & un angle droit ou & deua
angles droits,

- Getle proposition peut étre regardée comme nn ras particulier de
celle qui a élé énoncae ci-dessus (19). Elles oni. 'une et laulre, lo
'|5':;'l'f‘ dévidence de potte autre demande : Touge droite finie a un mi-
Tiey unique,
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33. Tutonrime. — Toule droite CD qui en renconire une

autre AB fait avec celle-ci, d'un méme cdté, deux angles supplé-
mentaires.

Par le pied C de Poblique CD, menons la perpendiculaire
(’E & AB; nous aurons
ACD =ACE 4- ECD,
BCD = BCE — ECD;

d'olt, & cause de ACE=BCE = 1",

ACD - BCD = 21,

3. Réciprogue. — Si dews angles adjacents ACD, DCB, sont
supplémentaives, leurs colés extévicurs
AC, CB sont en ligne droite.

Car, si CB n’est pas le prolongemen!
de AC, soit CB’ ce prolongement : nous
aurions par hypothése,

ACD 4 DCB = 27,

et, par la propoesition directe,

ACD 4 DCB' = 2¢,
don
DCB = DCB';

ee qui serait absurde.

35. Corollaire, — La sonune de tous les angles consécufifs
formés. d'un méme coté d'une dvoite, par d’autres droites
quelconques . issues d'un méme point de la premiere, égale
2 droils.

36. Corollaire. — La somme des quatre angles consécutifs
formés par deuw droites qui se coupent, égale & droils.

37. Corollaire. — La somme de tous les angles conséculifs
formés autour d'un méme point, par des drottes issues de o
point. éqale & droits.
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8. Tukonkne. — Lorsque deww drvites AB, CD se coupent,
les angles AOC, BOD, 0pposés aw sommet, sonl égaua.

Le théoréme précédent donne

AOC 4- COB'=2¢.
BOD - COB — 24

done

AOC = BOD.

49, Covollaire. — Le prolongement OD de la perpendiculaire
0C a wne droite AB est également perpendiculaire @ cette
droife AB.

En effet, les angles BOD, AOD, res-
peclivement égaux aux angles égaux
AOC, BOC, sont égaux entre eux. Donc
0D est perpendiculaire A AB,

10. Corollaire. — Si une droite CD est
perpendioulaire & une autre droite AB,
réciproquement celle-cf est perpendiculaire
ala premicre,

CD étant perpendiculaire 2 AB, les quatre angles AOC, BOC,
AOD, BOD sont droits, Done, en particulier, les angles BOC,

BOD sont droits et ézaux. Done OB est perpendiculaire a CD,

Résume,

Dans tout triangle,

Ul eoté queleonque est plus petil
des deux autyes,

(que la sommne
Dins tout polyzone, un eite

quelconque est plus petit que la somme
de tous les autyes,

Une ligne brisée convese st

. plus petite que toute ligne hrisée qui
Venveloppe, et qui est terminée

aux mémes extrémités,

Une ligne brisée convexe est plus petite que toute ligne brisée qui
Fenveloppe de toutes parts.

Tous les angles droits sont bgaux entre eux.

Tonte droite qui en rencontre une

i autre fait avee celle=ei, d'un meéme
cote, deux aneles supplémentaires,




8 GEOMETRIE,

Réciproquement, si deus anglesadjacents sont supplémentaives, leurs
cotés extérienrs sont en ligne droite.

La somme de fous les angles conséeutifs formés d’'un méme coté
d'une droite, par d'autres droites quelconques issues d'un méme point
de la premidre, éeale 2 droits.

La somme des quatre angles conséeutifs formés par deux droites fui
se coupent, éxale 4

D

La somme de lous les angles conséeutifs formés autonr d'un méme
point, par des droites issues de ce point, égale 4 droils.

Lorsque denx droiles se coupent, les angles opposés au sommet sont
éganx,

Le prolongement de la perpendieulaire & une droite est ézalement
perpendiculaive & cetle droite. Si une droite est perpendienlaire i nne
autre droite. réciproquement celle-ci est perpendienlaive i la premicre.

GHAPITRE T1,

Triangles (41-44). — Cas d'égalité les plus simples (45-51)*, — Pro-
riétés du triangle isostle (52-55). — Cas d'égalité des triangles
rectangles (63, 64).

Triangles.

1. On appelle triangle équilatéral celui (uiases trois cotés
egaux ; Iriangle dsocile. celui qui a denx cotés égaux, ot
triangle scaléne. celui qui a ses lrois cotés inégausx.,

42. Dans un triangle isocele, le coté adjacent aux deux cotés
égaux prend le nom de base,

43. Un (riangle est dit rectangle, obtusangle ou acutangle,
suivant quil aun angle droit, un angle obtus ou trois angles
aigus,

44. Dans un triangle rectangle, le coté opposé & 'angle
droit est nommé hypoténuse,

* Ces cas les plus
comprendre ee thé
les troiscolés égau;
toute Ia Giom

simples, quels soni-ils? 1is doivent sans doute

reme : Deua triangles sont égaux lorsqu’ils ont
' chacun a chacun, Autrement. suv quoi reposerail
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Egalité des triangles.

5. TugonEME. — Deux triangles sont éqaums lorsqu’ils onl
un angle égal, compris entre deux coles éqauz, chuacun a
chacun.

Soient 'angle A égzal & I'angle A’
le coté AB égala A'B', el le coté AC
éeal & A'CY : je dis que les deux
triangles ABC, A’B'C’ sont égaux.

Portons le second triangle sur le
premier, de manitre que le eote
A'B' coincide avec AB. A cause de
Pézalité des angles A, A', le coté
A’C! prendra la direction AC; et |
comme A'C' = AC, le sommet ('
tombera en C. Done les deux ‘trian-
gles coincident , cest-a-dire quils
sont égaux (7).

i6. TaioriME, — Deus triangles sont égaux lrsqu'tls ont
un coté égal, adjacent a dewa angles égaum, chacun a chacun,
Supposons

AB=AB', A=A B=B.

coincide avee AB. Le coté A'(Y prendra la direction AC, et le
colé B'C prendra la divection BC, Le point €', devant se trou-
ver a la fois sur AC et sur BC, tombera en C. Done les deuy
triangles sont ézaux,

Portons le triangle A'B'C’ sur ABC. de manidre que A'B’

#7. THEOREME. — Lorsque deua triangles ont un angle iné-
gal compris entre deux cdtés ¢gauwm, chacun & chacun, le coic
opposé aw plus grand angle est plus grand que le coté oppose
au plus peldt angle.

=olent

\C—= A U BC= "'I AUB == A!CB
Je dis quele coté AB est plus zvand que le coté A'B,
1.
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Portons le triangle A'B'C’ sar
ABC, de maniére que B'C’' coin-
cide avee BC : le coté A'C' fom-
bera dans lintérieur de I'angle
ACB, et prendra une position telle
que GA”. Imaginons ensuite la bis-
sectrice CD de I'angle ACA’, ot
soitDle pointotielle rencontreAB,
Menons DA”; puis faisons tourner
le triangle DCA* autour de CD),
jusqua ee que langle DCA’
vienne s'appliquer sur son égal
DCA : il est elair que DA* coin-
cidera avec DA.

Actuellement, le triangle A’BD donne

A'B < A'D--BD,
ou
A'B" < AD <~ BD.
ou enfin
A'B < AB.

48, Réeiprogue. — Lorsque deua triangles ACB, A'C'B, ont
deua cotés égauw, chacun @ chacun, etun cité inégal, Pangle C,
opposé aw plus grand coté AB, est plus grand que Uangle €/
opposé aw plus petit coté A'B'.

Si les angles G, (' étaient égaux, les deux triangles pour-
raient coincider (45); et contrairement & I'hypothése, les
cotés AB, A'B' auraient méme grandeur. Bt si Pangle €' élail
plus grand que C, le eoté A'B serait, contre Ihypothése.
plus grand que AB (47). On a done

= 7]

k9. Remarque. — La démonstration précédante devientinu-
tile si Pon applique le principe suivant :

St Uénoncé d'un théoréme renferme toutes les hypothéses que
l'on peut établiv sur un sujel déterming, et si chaque hypothése
conduit a une conclusion différente de toutes les autres, les réci-
progues du théoréme sont vraides.

Nous pourrons donc désormais, dans la plupart des cas.
nous dispenser de démontrer les réciproques.
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50. TuEoREME. — Deua triangles cont dgaum lorsqu'ils ont
les trois eolés égaue, chacun @ chacun.
Soient
AB=A'B", BC=B'(", AC=\'C.
Je dis que les deux triangles sont égaux,

Cette coalilé serait évidente si
Pangle A était égal 2 'angle A'; car
alors les deux triangles auraient un
angle égal compris entre deux cotés
¢égaux, chacun 2 chacun.

Or, si langle A était différent de
A", le coté BC serait, contraire-
ment & Phypothése , différent de
B'C! (7). Dong les angles A, A’ sonl
foaux.

51, Remarque. — Dans deux riangles éraus, les angles
OpPosés aux cotés gauy sont doaux.

Fropriétés du triangle isocéle,

52, TukorEMe, — Dans tout triangle isocéle ABC, les an-
gles A, B, opposés aux cdtés égauw BU, AC, sont ey,

Joiznons le sommet G au milien de Ia
base AB, par la droite CD. Le triangle ABC
sera décomposs en deux triangles ADC.
BDC | dans lesquels €D est commun .
AD =BD, et AC= BC. Donc ces deuy
triangles sont ézaux (56). Done

AR

83, TukonEME. — Dans tout triangle isocéle, la droite menée
duw miliew de la base au sommet opposé, est: 1° perpendiculaire
acette base, 2° bissectrice de Vangle formé par les cdtés égaua.

Drapres la démonstration précédente, les deux angles sup-
plémentaires ADC, CDB sont égaux entre eus: done” CD es
perpendiculaire & AB. De plus, les deux angles ACD, BCD
sont éoaux entre eux ; done CD' esl 11 bisseetrice
ACB,

e Tangle
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54. Réciprogue, — ‘)e win nanh- ABC a dewe anyles égau,
Ay B, les cdtés BC, AC., opposés a ces angles , sont vr,rrm.r,.

Soit un triangle A'B'(}! écal & ABC.
Lecoté A'C! de ce triangle auxiliaire esl
adjacent & I'angle A’ égal a A. Done

\ "= .'\ C.

De plus, A'C’ est opposé & I'angle B’
lequel est aussi égal & A. Done AC
= BC. Donc enfin

AC = BC.

Corollaire. — Tout triangle équi-
fuhrml est équiangle ; ot reciproque-
ment.

Perpendiculaires et obligues.

. THEOREME. — D'un point O, pris hors d'une droite AB :
I" on peut !mquun mener une }ir'rpe}idn'ufane 0C a cette
droite AB; 2° on w'en peut mener qu'une,

° Joignons un point quelunm;m- D de la droite AB, avec
le pr)m! 0 par la droite DO. Faisons fourner ensuite, autour
de AB, la partie supdrieure de Ia figure, jusqu’d ce que DO
vienne [uenrim la position DO
Enfin, menons la droite 00 :
dis qu’elle sera per pvmh(,uidm-
1' AB.

En oil‘rzl, le triangle ODO' est
isocele, el le point G est le milien
de 00", Donc CD est perpendi-
culaire & 00’ (3), ou 00’ per-
pendiculaire & AB (407,

20 Prolongeons la droile quelcongue OD : Pangle EDC sera
plus grand que O'DC. D'aiileurs, ee dernier angle est ézal &
ODC, 11 wmllv de 1d que la droite AB fait, avee IIDI,. des
angles adjacents inégaux. Donc ces =lvu\ droites ne sont pas
perpendiculaires entre elles,

57, 51 d'un point 0, extérienr & une droite AB, on méne Ia
perpendiculaire OC el uneoblique OD, Uintervalle €D, compris
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entre le pied de Voblique et le pied de la perpendiculaire, est
2ppelé projection de1'oblique,

58. Turorive. — Sidun point O, extérieur @ une droile
\B, on méne la perpendiculaire OC, et plusieurs obliques OD,
OE, OF ;

1o La perpendiculaive OC est plus courte que toule oblique :
20 deww obligues 0D, OE., qui ont des projections égales, sont
égales; 3° de deux obligues OD, OF, celle qui a la plus grande
projection est la plus grande.

I* Prolongeons la perpendiculaive OC d'une longueur CO'
¢zale & OC, et menons O'D. Les deux triangles rectangles
OCD, 0’CD sont ézaux (45). Donc le triangle ODO! donne

20C<20D.
O
0C < OD.

2° Les deux [riangles ree-
tangles OCD, OCE sont égaux.
Done
0D = OE.

30 Menons O'F. La ligne con-
vexe ODO' est plus courte que
OFO0 (26). Done

0D < OF,

5Y. Reeiproque. — Si, d'un point ewiérieur 4 une droite
on méne la perpendiculaive el plusieurs obliques : 1o deymw
obliques égales ont des projections dgales ; 2° de deux obliques
idgales . la plus grande a la plus grande projection. (Vov.
n® £9.) ;

60. Corollaive. — D'un point & une droite on ne peul mener

trots droites éyales.

61. Tugoriame, — fo Toyy point de la perpendiculaire élevée

aumiliew dune dyoite est dgalement distant des extrémités do
cette droile.

2o Tout point extérienr q la perpendiculaive est inégalement
distant des miémes extremitds.
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1o Soit M un point quelcongue de la
perpendiculaire CD au milieu Cde AB.
Les deux obliques MA, MB ont des
projections égales; done

MA = MB.
20 Soit N un point extérieura la per-

pendiculaire ; menons AN, BN : nous
aurons

AN < BN.

En effet, soit M le point oit NB rencontre CD. Le triangle
ANM donne
AN <~ AM 4~ MN,
ol
AN < BM - MN;
ou enlin
AN-< BN:

62. On appelle lien géométrigue une figure contenant lous les
points qui satisfont a une méme condition, ou qui jouissent
d'une méme propriété,

D'apres celte définition, les deux parties du théoreme pré-
cédent et les réciproques de ce théoreme, peuvent se résumer
ainsi :

La perpendiculaive élevée aw miliew d’une droite esi le liew
géoméirique des points tels, que chacun & eua est éyalement dis-
tant des ewirémités de la droite.

Egalité des triangles rectangles.

63. Tutonine. — Deux (riangles rectangles sonl égaur
lorsquiils ont Uhypoténuse égale el un c6té égul.
Soient
CB=C'B, AC=A'(";

A et A’ élant les angles droits. Je dis que les deux triangles
sont égaux,

Celle proposition serait
démontrée sile coté AB
était égal a A'B' (4b).
Portons A'C'B’ sur ACB,
de maniére que A'C’ coin-
cide avee AC. Les angles

e . & T
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A, A’ étant égaux, le coté AR prendra la direction de AB.
Mais alors CB et (/B seront des obliques égales, menées d'un
méme point C a la droite AB. Done (59)

AB=—A'B'.

64. TuronkmE. — Dew triangles rectangles sont éyawa quand
ils ont Phypoténuse égale ef un angle aigu éqal, _
Soient, dans les deux Iriangles rectangles ACB, A'C/B/,

CB=CB, C={0.

Porfons le second triangle sur le premier, de maniére que
C'B' coincide avec CB. Le coté /A prendra la direction
de CA. Par suite, B’A’ devra coincider avec BA, sans quoi
F'on pourrait mener, du point B, deux perpendiculaires A la
droite AC.

Résumé,

Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un angle égal, compris entre
deux cotés égaux, chacun i chacun.

Deux triangles sont égaux lorsquils ont un eté égal, adjacent a
denx angles égaux, chacun i chacun.

Lorsque deux triangles ont un angle inégal compris entre deux cotés
éganx, chacun i chaeun, le eoté oppost au plus grand angle est plus
grand que le eoté opposé au plus petit angle,

Béciproquement | lorsque deux triungles ont deux cotés égaux |,
chacun A chacun, et un edté mégal, Iangle opposé au plus grand eoté
est plus grand yue I'angle opposé au plus petit eoté,

Deux triancles sont égaus lorsqu'ils ont les trois cotés éganx, chacun
i chacan.

Dans tout triangle isocle

» les angles opposés aux cotés GEaux sont
BEauN.

Davs tont triangle isocile, la droite mende du milien de la base au
SOmmeL opposé, est : 1° perpendiculaive i celfe base; 2° hissectrice de
Fangle formé par les eotés égaux.

Récipraquement, si un anglea deux angles ézaux, les cotés 0pposés
i tes angles sont égaux.

D'un point. pris hors d'une droite : 1o on peut toujours mener une
perpendiculaire a cette droite; 2 on n'en peul mener qu'une,

Si, d'un point extérienr 3 une droite, on méne la perpendiculaive of
Plusieurs obliques
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L* La perpendiculaire est plus courte que toute oblique; 2¢ denx
obliques qui ont des projections éeales, sont égales; 3¢ de deux obliques,
cellequi a la plus grande projection est la plus grande.

Réciproquement, si, d'un point extérieur a une droite, on méne la

. perpendiculaire et plusieurs obliques : 1° deux obliques égales ont des
projections égales; 2° de denx obliques inégales, la plus grande a la
plus grande projection.

Tout point de la perpendiculaive élevée sur le milien d’une droite
est également distant des extrémités de cette droite,

Tout point extérieur & la perpendiculaire est inégalement distant des
mémes extrémités.

Deux ftriangles rectangles sont égaux lorsquils ont Ihypoténuse
dgale et un coté égal.

Deux friangles rectangles sont égaux quand ils ont Phypoténnse
tgale et un angle aigu égal.

. e
CHAPITRE 111
Droites paralleles (65-77) *. — Somme des augles d'un (riangle; d'un

polygone quelcongue (80-82). — Propriétés des parallélogrammes

(85-91).

Paralléles.

65, On nomme paralléles deux droites qui, étant situées
dans un méme plan, ne peuvent se rencontrer, gquelque loin
quon les suppose prolongées,

66. TaEorEME. — Deuz droiles CD, EF, perpendiculaires a
une méme droite AB, soni paralléles enive elles.

Car, si clles se rencontraient
en un poinl O, il y aurait deux
perpendiculaires OC, OE abais-
sées de ee poinl sur la droite
AB, ¢e qui est impossible

(56).

67. Remarque, — Ce théoréme jusiifie la définition préeé-
dente (65).

" On admettra qu'on ne peut IMent
seule parallele 4 une droite (Neofe du Pro:

par un point donné, qu'une
ramme).
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68, Corollaive. — Par un point donné C. on peul mener une
purallele a une droite donnée AB,

Du point €, menons CD perpendi-
culaire & AB, el CE perpendiculaire a
CD : cette derniere droite sera paral-
lele a AB (66).

69. Demande. — Par un point donnt, on ne peut mener
quune sewle parallele a une droile donnde.

70. Corollaire. — Dewr droites. paralléles ¢ une troisieme,
sont paralléles entre elles.

T1. Tutonkue. — Dewe droitesAB, CD, lune oblique et
Fautre perpendiculaive ¢ wne
méme droite EF, se vencontrent.

Par le point B, menons BG
perpendiculaire 4 EF; celtedroite
BG: sera paralléle & CD (66) : done
BA, suffisamment prolongée, doil
rencontrer CD (69).

72, Corollaire. — Si deua droites sont paralléles, {oute per-
pendiculaive al'une est perpendiculaire  Paulre.

73, Corollaire. — Si deuw droites A, B se coupent, lewrs per-
pendiculaires respectives A’, B’ se coupent aussi.

En effet, si les droites A’, B étaient paralléles entre elles,
les droites A, B seraient toutes deux perpendiculaires i A’ (72);
done, contrairement & hypothése, elles ne se couperaient
pas (66).

k. 51 deux droites AB, CD, paralléles ou non, sont coupées
par une droite EF, celle derniére est appelée transversale.

Elle détermine, avec les deux aun-
tres droites, huit angles qui, consi-
dérés deux & deux, prennent diffé-
rentes dénominations :

1o Deux angles, situés d’'un méme
coté de la transversale, et placés de
la méme maniére relalivement aux
deux droites , sont dils correspon-
dants. Tels sont, par exemple, AHE
ol CGE,
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20 Deux angles, silués de coté et d’autre de la lransversale,
et en dedans des deux droites, sont alternes-internes. Ainsi
AHE, DGF sont alternes-internes.

39 Deux angles, situds de ¢oté et d’autre de la transversale,
mais en deliors des deux droites, sont alternes-externes. Les
angles AHF, DGE sont dans ce cas.

io Deux angles, situés d’un méme coté de la transversale, et
en dedans des deux droites, sont internes d’un méme coté, Tels
sont AHE et CGF.

5° Enfin, deux angles, situés d’'un méme coté de la trans-
versale, et en dehors des deux droites, sont dits exzternes d’un

méme cdté. Tels sont, par exemple, AHF et CGE,

0. Tagonine, — Deux paralléles AB, CD fonl, avec une
méme transversale EF ;

1o Des angles corvespondants, éyaua ;

° Des angles alternes-internes, éqau ;

© Des angles alternes-externes , égauc ;

e Des angles internes d'un méme eold, supplémentaires ;
® Des angles ewternes d'un méne cdté, supplémentaires.

Comme les angles dont le
sommel est en G sont égaux ou
supplémentaires, et qu'il en es
de méme & Pégard des angles
(ui ont leur sommet au point H,
il suffit, pour démontrer toutes
les parties du théoréme, de faire
voir que les angles alternes-
internes aigus sont égaux entre
eux.

Imaginons, a cet effet, la droite MIN mengée par le milieu I
de GH, perpendiculairement &t AB : elle est perpendiculaire i
CD (72), et elle délermine deux angles GIM, HIN égaux entre
eux (37). Par suite, les deux triangles rectangles GMI, THN sont
égaux (64). Done

e

5

angle 1IGM = angle HNI.

76. Réciproques. — Deua: droites AB, CD sont paralléles
lorsqu’elles font, avec une méme transdersale EF -
I Des angles correspondants, égaus ;
20 Des angles allernes-internes, dgaum;
* Des angles alternes-externes, ¢gauam
Des angles internes d'un méme cotd, supplementaives ;
5% Des angles externes dFun méme eafé, supplémentaires,

0

-
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Supposons, par exemple, que les angles correspondants EGB,
EHD soient égaux entre eux: je dis que les droites AB, CD
sonl paralleles,

En effet si ces droites con-
courent, menons A’GB’ paral-
lele & CD : les angles EGB,
EHD seront égzaux entre eux
(75). Mais, par hypothose,
ce dernier angle est égal &
EGB; done celui-ci serait éeal
a EGB'; ce qui est absurde.
Il n'est done pas possible que
AB rencontre CD; aulrement
dit, ces deux droites sont pa-
ralleles.

On démontre, avec la méme facilité, les autres parties du
théoréme,

T7. Remarvque. — Le raisonnement que.nous venons de
développer est connu sous le nom de réduction @ [lab-
surde. Ce mode de démonstration est surtout employé quand
on veub établir la récdproque d'un théoréme connu; mais .
dutant que possible, on doit préférer les démonstrations di-
rectes.

Applications de la théorie des paralléles.

18. Tugonkme. — Deux angles sont égaue ou supplémen-
laires lorsque les cdtés de Vun sont paralléles auw cotés de
Pautre.

Soient les deux paralléles AB, A'B, et les deux parallélesCD,
C'D'. Je dis que les quatre angles
en O el les quatre angles en 0,
sont, deux i deux, égaux ou sup-
plémentaires.

Prolongeons A'B' : cette droite
rencontrera CD (69). Les deux
angles AOC, A'EC sont égaux
comme correspondants, Deméme,
les deux angles A'O'C’ A’EC son!
¢uaux. Done

ACHT = AOUG!,

On comparerait Ce méme les aulres angles,
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79. TutorkMe.—Deux angles sont éqi

(uw ou supplémentaires,
lorsquel s ¢

dtés de 'un sont perpendiculaives auw célés de [ autre.
Soient les deux perpendiculaires AB, A'B’, ef les deux
perpendiculaires CD, (YD, Je dis que les quatre angles en 0

et les quatre angles en O sont, deux & deus, égaux ou sup-
plémentaires.

Menons, par le point 0', A'B* parallole 4 AB

;b C°D°, paral-
lele a CD :

les angles AOC, A"O°C” sont égaux (78), De plus,

R =1d 1O,
AOC =¥ Ao,
Done
A0 = A0
(146

AOC = A0,

Somme des angles d'un triangle , d'un polygene quelconque.

80. TatonkME. — Dans tout triangle ABC. la somme des
trois angles est égale a 2 droits.

Prolongeons indéfiniment1s ¢ 61¢ AB, ¢t menons BE paralléle
a AC. Les angles CAB, EBD -cnt dgaux comme COTTespon-
dants; les angles ACB, CBE sont
égaux comme alternes-internes
(73). La somme des trois angles
du triangle est donc éoale i la
somme des angles DBE, ERC,
CBA, ou égale & deux angles
droits (35), '
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81. Corollaires, — 1o Un triangle ne peul avoiv ni dewe
angles droits, ni deux angles obtus ;

20 Dans tout triangle vectangle, les angles aigus sont com-
plémentaires ;

3 Chaque angle ewtévieur d'un triangle est égal @ la somme
des deum intérieurs qui y sont opposés ;

& Si deux angles d'un triangle sont, chacun @ chacun,
égauz @ deve angles dun autre triangle, les deuw derniers
angles sont égaua entre eus:.

82. THEOREME. — La somme des anyles intérieurs dun poly-
gone convee est égale @ autant de fois 2 droits qu'il a de cités
moins deua.

Joignons I'un des sommets A tous les sommels opposés, par
des diagonales. Le polygone sera décomposé en triangles dont
le nombre égalera celui des cotés du polygone, moins deux :
en effet, les deux cotés adjacents au sommet considéré appar-
tiennent aus triangles déterminés par les deux colés suivants.
Or, la somme des angles de tous los triangles. est égale & la
somme des angles intérieurs polygone; et, daprés le
théoréme préeédent, la somme des angles de chacun des
triangles est ézale A 2 droits. Si done n représente le nombre
des cotés du polygone, la somme des angles intérieurs sera
243 — 2). Clest ce qu'il fallait démontrer.

83. TuEorine, — La somme des angles extérieurs de tout
polygone convexe est dgale a & droits,

La somme de I'angle intériewr
FAB et de I'angle extérieur ad-
Jacent BAA” est éeale & 3 droits -
donc la somme de lous les angles
intérieurs et extérieurs vaut au-
tant de fois 2 droits quil v a
de cotés dans le polygone; el
comme la somme des angles in-
léricurs est égale & celle-ci, di-
minuée de 4 droits, il reste 4
droils pour la somme des angles
extérieurs,
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Quadrilatéres.

84. Parmi les quadrilatéres, on remarcue :

1* Le trapéze, qui a deux cotés paralléles, nommés bases ;

2° Le parallélogramme, qui a ses e6tés paralléles, deux &
deux ;

3" Le rectangle, qui a tous ses angles droits;

4 Le losange, qui a tous ses cotés éoaux;

5o Le carré, qui a ses cotés égaux et ses angles droils : le
carré esk un losange-rectangle.

Propriétés des parallélogrammes.

85. TrEoreME.—Dans tout parallélogramme, les e6tés oppo-
sés sont égaua,

Menons la diagonale AC, et comparons les (riangles ABC,
ADC.

Le_cOté AC est commun, les angles BCA, DAC sont égaux
comme allernes-internes; les an-
gles BAC, DCA sont égaux par la
meéme raison. Donc les deux trian-
gles sont égaux, Done

AB =CD, BG = AD,

86. Corollaire. — Deuae paralléles sont partoul également
istantes.

Soient deux paralleles AB,
CD, et deux droites EF, GH
perpendiculaires & AB et a CD
(72). La figure EFGH est un
rectangle. Donc EF =GH.

Cest 14 ce quiexprime I'énoncé
du corcllaire.

87. Réeiproques. — 1° Si, dans un quadrilatére, les cotés
opposés sont égaum deux a dewr, la figure est un parallélo-
aramme;

20 Si, dans un quadrilatére, deue cdiés sonl égaux el paral-
leles, Ta figure est un pavallélogramm:.



GEOMETRIE, 2

I Reportons-nous ala figure dun° 8%, el comparons encore
les denx triangles ADC, ABC. Tls seront ¢eaux, commeayant les
c0lés égaux, chacun A chacun. Donc les angles ACD, CAB sont
égauxentreeux (76); etles droitesCD, A Bsont paralléles (75,20).

2" Méme démonstration.

88. Remarque. — Dans tout parallélocramme, les angles
opposés sont égaux, et les angles adjacents i un méme coté
sont supplémentaires.

89. Les diagonales d'un parallélogramme se coupent mufuel-
lement en deu parties égales.

Danslesdeux(riangles AOB, COD:
AB=CD, ABO=CDO, BAO =DCO.
Done ces deux triangles sont ézaux:
Done

BO =10, A0=C0.

90. TukonrEse.— Les diagonales d'un rectangle sont égales.
En effet, les deux triangles ABC, BAD ont un angle égal
compris entre un coté commun et
un colé égal; done ils sont éeaux
(45). Done

AC =BD.

91. Les diagonales d'un losange sont perpendiculaires entre
elles.

La diagonale BD a deux de ses
points B et D, également éloignés,
chacun, des extrémités de la diago-
nale AC; done elle est perpendi-
culaire au milieu de cette der-
nitre (62),

Résumd,

Deux droites, perpendiculaires 3 une méme droite,

sont parvalleles
entre ellis,
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Par un poinl donné, an peut mener une pavalldle & une droite

Gonmnee,

Par un point donné, on ne peul wener qu'une seule jaraliéle & une
droite donnée,

A une e

Deux  droites, paralléles

sieme , sont paralleles entre
elles.

Denx droites, T'une oblique et I'antre perpendiculaire & une méme
droite , se rencontrent.

Si deux droites sont pavalléles, toute perpendieulaive i I'ine est
perpendiculaire a autre.

Si deux droites se coupent, lenrs perpendieulaives respectives se
coupent aussi,

Deux paralll
correspondants
angles alternes
eote, supplémentaives ;
plémentaires.

5 font, avee une méme transyersale = 1° des angles
aux ; 2@ des angles alternes - internes dgaux ; 3° des
éganx ; 4 des angles internes d'un  ménie
des angles externes d'un méme coté, sup-

Réciproquement, deux droites sont paralléles lorsquielles font, avee
une meéme transversale : 10 des angles correspondants foaux ; 2 des
angles alternes-internes éeaux, efe.

Deux angles sont
P'un sont par

ux ou supplémentaires, lorsque les eotés de
leles aux cotés de lantre.

Deux angles sont égaux on supplémentaires, lorsque les eotés de o
sont perpendiculaires aux cotés de autree,

Dans tout friangle, la somme des trois angles est égale a deux
droits.

La somme des angles intérieurs d'un polygone convexe est Egale &
autant de fois deux droits, quiil a de cotés moins denx.
La somme des angles extérienrs de font polygone convexe est éoale
quatre droits.

a

Dans tout parallélogramme,, les cotés opposés sonl éganx,
Denx paralléles sont partout également distantes.
Réciproquement, 1° si, dans un quadei
ix deux & deux, la figure est un parallélo
quadrilatére, deus cotés
parallélogramme,

s les edtés opposés sont

nme ; 2° si, dans un
sont égaux et paralléles, la figure est un

Les diagonales d'un parallélogramme se coupent mutuellement ¢n
denx parties égzales.

Les diagonales d'un rectangle sont égales.

Les diagonales d'un losauge sont perpendiculaires entre elles.

it



GEOMET R, 20

GHAPITRE 1V,

De la circonférence du ecercle (92-102). — Dépendance mutuelle des
arcs el des cordes, des cordes el de leurs distances au centre (103-
108). — Tangente au cerele (109, 110). — Inlersection et contact

de deux cercles (111-116).

Préliminaires.

92. La circonférence est une ligne plane donl lous les points
sont également distants d’un point intérieur qulon appelle
centre.

93. Le cerele est la partie du plan limitée par la circonfé-
rence,

94. Une droite telle que OA,
menée du cenlre & un point
quelconque dela circonférence,
est un rayon. Daprés la défi-
nition (92), tous les rayons 04,
0B, OC, sont égaux,

95. Toute droite DOE, qui
passe par le centre, et qui se
lermine a deux points de la
circonférence, est un diametre,
Tous les diamétres sont éaux.

96. Une portion quelconque de la circonférence, telle que
AFB, est appelée @re. La droite AB. (qui joint les extrémités
d'un are, est une corde. On dit que la corde sous-fend 'are.
ou que l'are est sous-tendu par la corde,

A la méme corde AB repondent loujours deux arcs AFB,
ACB; mais Pare sous-tendu est lo plus petit des deux.

97. La portion de cercle AFBG, comprise entre un are el sa
corde, est nommé segment. La partie OAFBO, comprise entre
un are et les rayons menés i ses exirémités, est un secfewr,

98. Une droite HL, qui n’a qu'un point M de commun ayec
la_circonférence, esf une langente.
Le point M est appelé point de contact,

99. Enfin une d

; roite quitraverse la circonférence se nomme
secante,
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100. TukorEME, — Une ligne droife ne peul renconiver la
circonférence en plus de dewa points.

Si une droile pouvait rencontrer la ‘circonférence en trois
points, les rayons menés i ces points ¢tant égaux, il s'ensui-
vrait que, d'un point & une droite, on pourrait mener trois
droites égales : ce qui est impossible (60).

101. Tueorine. — Tout diamétre pavtage le cercle ef la
circonférence, chacun en deux parties égales.

Plions la figure suivante AB: la
partic ACB de la circonférence devra
coincider avec la partie ADB; car
tous les rayons sont égaux entre
eux,

102. TutorkNE. — Toute corde est plus petile que le dia-
metre.

En effet, dans le friangle AOB,
on a
AB < AO -+ OB.

Cordes et ares.

103, TukoriMe. — Dans un méme cercle ou dans des cercles
dgau, les arcs égaum sont sous-tendus par des cordes éqales.

19 Soient deux cercles 0, 0 dgaux, ¢’est-a-dire avant des
rayons égaux; soit ACB=A'C'B’. Je dis que AB = A'R’,
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Transportons le cercle O’ sur le cercle 0, de maniére que

le rayon A'O’ coincide avec le rayon AO. Les deux circonfé-

rences, ayant meéme centre et méme rayon, coincideront; et,

Farc A'C'B’ étant égal  I'arc ACB, le point B’ tombera en B,
Done

A'l- = AB.

20 Soienl, sur une méme circonférence; les arcs ACB, A’C/B;
égaux entre eux. Je dis que AB=A'B’,

Imaginons une eirconférence ', égale i la circonférence 0 ;
et soil, sur cetle circonférence auxiliaire, un are A‘C’B' —
ACB = A'C/B’. D'aprés le premier cas, la corde AR est
aux deux cordes AB, A'B’, Done
elles,

égale
celles-ci sont égales entre

0L, Taiorime.— Duns un méme cercle ou daus des corcles
cyauas, un plus grand arc (moindre qu’une demi-circonférence)
est sous-tendu par une plus grande corde.

Par le théoréme précédent, on peut
toujours supposer que les deux arcs
appartiennent a la méme circonfé-
rence, et que, partant du méme
point, le plus petit soit appliqué sur
le plus grand. Soient alors ADB et
ADBC ces deux arcs. Menons les
rayons AO, BO, CO.

Les deux (riangles AOB, AOC
ont un angle inégal compris entre
denx cotés ézaux, chacun it echacun -
dong (47}

Az NG
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105. Réciproques des deux théoremes précédents. — Dans
un méme cercle ou dans des cercles égauw :

te Des cordes égales sous~tendent des arcs égavw ;

2% Une plus grande corde sous-tend un plus grand arc.

106. Tugonkve. — Le diamétre CD, perpendiculaire ¢ une
corde AB, pariage cette corde et les deuwm arcs correspondants,
chacun en deuw parties égales.

Menons les rayons OA, OB, et les
cordes AC, BC.

Les obliques égales ont des projec-
tions égales 59, 19), done

AE = EB;
et le diamefre CD est perpendiculaire

auwmilien de AB. Par suite, les cordes
AC, BC sont égales; done

arc AC = arc BC.

On démontre de méme que les ares AD, BD sont égzaux.

107. TutorEME. — Dans un méme cerele ou dans des cercles
CHMUD

I Deww cordes égales sont également éloignées du centre ;

20 De deuwm cordes inégales, la plus grande est la moins éloi-
qnée du cenlre.

1° Soient, dans les deux cercles ézaux 0, 0/, deux cordes
egales AB, A'B'. Je dis quelles sont également 6loignées des
centres O, 0, e’est-a-dire que les perpendiculaires OC, 0'()
sont égales entre elles.
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Ces perpendiculaires divisent les deux cordes, chacune en

deux parties égales (106). Si done nous menons les rayons AO,

A'D', nous fl}lmﬁlullb deux triangles rectangles ézaux entre

eux, comme ayant I’hypoténuse ugalc el un coté de l'angle
droit égal. Done

2° Considérons, dans un méme cercle 0, deux cordes iné-
gales AB, A’BY, inscriles au méme demi-cercle el ayant une
extrémité commune. AB’ étant supposée plus grande que AB,
Parc ABB' est plus grand que Iarc
AEB (105). Done la perpendiculaire
0C, abaissée sur AB, coupe AB’ en
un point D. Et comme OD est oblique
4 AB’, tandis que OC' est perpendicu-
laire d cetbe corde, nous aurons (B8, 1° )

0D = 0C":

doit, @ plus forle vaison,
OG> 0C.

108. Tutonime. — Deww paralleles interceplent, sur la cir-
conférence, des arcs égauz.

Soient les deux séeantes AB, €D,
paralleles entre elles.

Si nous menons le diamétre EF,
perpendiculaire aux deux sécantes,
nous aurons (106)

arc AF = areBF, are CF = are DF;

d’ot, en retranchant,

are AC= arc BD #,

Le cas on Pune des droites AB. GD deviendrait fangente a Ia
circonférence . suppose le théoréme suivant,
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Tangente a la circonférence.

109, TrEozEME, — 1° La perpendiculaive a Ueatrémité d'un
rayon est tangente a la circonférence ;

2° Toute oblique @ Ueatrémité diun rayon est sécante.

1o Soit la droite BC; perpendi-
culaire & I'extrémité du vayon OA,
Si nous prenons sur BC un point
quelconque M différent de A, l'o-
blique OM sera plus grande que la
perpendiculaire OA; et le point M,
dont la distance au centre est
plus grande que le rayvon, sera
extérieur au cercle. Donc, la
droite BC est tangente & la circon-
férence.

2° Soit la droite AB, oblique ja
Pextrémité du rayon OA, Si nous
menons du centre une perpendicu-
laire sur AB, cette droite étant plus
petite que loblique OA (88, 1°),
coupera AB en un point intérieur &
la circonférence. Done la droite AB
est sécante.

110. Réeiproques. —1° La tangente est perpendiculaire ¢
Uextrémité du vayon mené aw point de contact;

29 Lu perpendiculaire abaissée duw cenlre sur une langente
passe par le point de contact.

Circonférences sécantes et tangentes.

111, Deux circonférences situées dans un méme plan peu-
vent occuper, 'une par rapport & Pautre, cing positions diffé-
renfes. Elles peuvenl étre, en effet : 1° extérieures 'une a
Pautre; 2° tangentes exlérieurement; 3° séeanles; fo tan-
gentes intéricurement ; 50 intérieures une a autre.

112, Lemme. — Si deuw circonfévences ont un point con-
mun A situé d'un coté de la ligne des centres 00, elles oni un
second point commun B, symeétrique du premier par rapport
a cette ligne.

iy Y



GEOMETRIE, il
Abalszons- la perpendiculaive AGB sur O, o preuons
CB=CA:le point B est dit syme-
trique de A, par rapport & 00!,
Menons OA, UB : ces deux obli-
ques, ayantdes projections égales,
sont égales (59, 1°). Done lo point
B appartient & la circonférence
déerite du point O comme centre,
el passant en A. Pour la méme
raison, il appartient 4 la seconde
circonférence. La proposition est
done démontrée.

3. Tutonkme. — Lorsque deua eirconférences se coupent,
la ligne des centres est perpendiculaive au miliew de la corde
commune.

En effet, la perpendiculaire élevée au milieu de |
commune est le lieu gé
d’eux esl égal

a corde
ométrique des points tels, que chacun
ement distant des extrémités de cetle corde (62) :
done elle passe par 'un et autre cenire, done elle se confond
avec la ligne des centres {9).

4. Tufonkye. — Lorsque deua circonfévences se touchend,
la ligne des centres passe par le point de contact.

En cffel, si le point de contact était situé en dehors de la
ligne des centres, les deux circonférences auraient un second
point commun (112) 5 ce (ui est contre Phypothése,

15, TukorEME. — Deux cercl

es elant situés dans wn méme
plan :

1° Si les circonférences sont extériewres Lune @ Pautre,
la distance des centres est plus grande que la somme des
}'ﬂ"y'rlj-z.\‘_,'

20 8¢ les circonférence

S sont tangentes extérieurement, lu
distance des centres st ¢

‘gale a la somme des rayons ;

30 Si les cliconférences sont
est plus petite yue la
lewr rf:’fﬁ":‘t‘u{'-";

séeantes, la distance des centres
summe des rayons, el plus grande que

4o Si les civean [érences

. sont tangentes r'n£-'."a'r'um'[‘.;m‘.n!, la
estance des centres est

‘ale & lo différengs des rayons;
les circonféreaces sont inlérieures
distance des centres est pl

80 Sy Pune a Pautre, lo
us petite que la différence des rayons.
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: En effet :

1° 00" =04 +4- O'A’
4+ AA”;

20 Les centres O, O, ol
le point de contact A, étant
en ligne droite, on a

00" = 0A +0'A;

3 Le triangle OAO' donne
00" < OA - 0’4,

0O>0A—0'A;

fo D0 =0A — O'A;

5 0A=00"+0'A’ 4 AA’,

Done

00 < 0A —0'A',
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116. Remarque. Les réeiproques de ce théoréme sont
évidentes par le principe du n® 49.

Résumé,

Une ligne droite ne peut rencontrer la civconférence en plus de deux
points,

Tout diamétre partage le cerele et la circonférence, chacun en deux
parties égales,

Toute corde est plus petite que le diamétre,

Dans un méme cercle ou dans des cercles égaux, les ares égaux
Sont sous-tendus par des cordes égales.

Dans un méme cercle ou dans des cereles égaux, un plus grand
arc (moindre quime demi-civconférence) est sous-tendu par une plus
grande corde.

Réciproquement, dans un méme cercle on dans des cercles éraux :
1* des cordes égales sous-tendent des arcs égaux ; 22 une plus grande
corde sous-tend un plus grand are,

Le diamétre perpendiculaire 3 une corde, partage cette corde el
les deux ares sous-tendus, chacun en deux parties égales.

Dans un méme cercle ou dans ds cercles éeaux : 10 deux cordes
égales sont également éloignées du centre ; 2° de deux cordes iné-
gales, la plus grande est la moins éloignée du centre.

Deux paralléles interceptent, sur la circonférence, des arcs Egaux.

La perpendiculaive a Pextrémits d'un rayon est tangente a la circon-
ference,

Toute oblique & I'extrémité d'un rayon est sécante,

Rériproquement, 1° la tangente est perpendiculaive i lextrémita
du rayon mené au point de contact: 2¢ la perpendicalaire abaissée du
centre sur une tangente passe par le point de contact,

Si deux circonférences ont un point commun situé d'un coté de Ia
ligne des centres, elles ont un second point commun, symétrique dn
premier par rapport A cette liene, -

Lorsque denx circonférences s
perpendiculaive sur le milien de |

Lorsque deux eirconférence
par le point de contaet,

coupent, la ligne des centres est
a corde commune,

s se touchent, la ligne des centres passe

Deux cercles étant situds dans un méme plan
L= Si les circonférences sont exté rienres ane 4 Fautre, la distance
des centres est plus grande que la somme des rayons ;

i}

2° Si les circonférences sont tangentes extérieurement , la distance
des centres psy tzale 3 la somme fes ravons :
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3° Si les circonférences sont sécantes, la distance des eentres est
plus petite que la somme des rayons, et plus grande que leur diffé-
Fence §

4 Si les civconférences sont fangentes intérienrement, la distance
des centres est égale a la différence des rayons ;

5° Si les circonférences sont intérienres 'une a autre, la distance
des centres est plus petite que la différence des rayons,

(HAPITRE V.

Mesure des angles (117-132y. — Angle inscrit (123-125). — Usage
de la regle et du compas dans les constructions sur le papier
{126). — Commune mesure de deux droites (127-129). — Tracé
des perpendiculaives et des paralleles (134-136). — Problemes élé-
mentaires sur la construction des angles et des triangles (130-133).
— Abréviation des constructions au moyen de I'équerre et du rap-
porteur (122, 136). — Evaluation des angles en degrés, minutes el
secondes (121}, — Mener une tangente an cercle par un poinl
extérieur (141). — Déerive, sur uune droite donnée, un segment
capable d'un angl: donné (142).

Mesure des angles.

117, Tukonkme.—Dans un méme cercle ow dans des cercles
égaux, les angles aw centre, correspondant a des arcs égau,
sont égaua.

1° Soient les deux’ cercles ézaux O, 0/, et soit ACB=A'C'B":
je dis que les angles aw centre AOB, A'O'B’ sonl égaux.

Menons les cordes AB, A'B': ces droites sont égales (103).
Par suite, les triangles AOB, A'O’B’ sont égaux, comme
ayant les trois cotés égaux, chacun & chacun. Done 0 =0'".
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2' Si les deux ares ‘zaux sont situds surune méme circon-

férence, on raménera ce cas au préeédent, comme on o fail
au numéro eité,

118. TatorimE. — Dans un méme corcle ow dans des cercles
égaus, les angles au centre sont entre euz comme les arcs cor-
respondants.

Par la proposition précédente, nous pouvons toujours sup-
poser que les deux ares sont situés sur la méme circonfé-
rence, et que, leurs exfrémités coincidant, Je plus petit arc
soib appliqué sur le plus. grand.

Cela pos¢, soient AB, AC les deux arcs. AOB, AOC les deux
angles correspondants : je dis que le rapport des angles est

6gal & celui des ares, ou que l'on a

AOB _AB
AOC AT

Supposons, pour plus de simplicité, les arcs AB, AC com-
mensurables, et soit Aa leur plus grande commune mesure.
Supposons en outre, pour fixer
les idées, que cetle commune
mesure, ayant él¢ portee sur AG,
soit conlenue 8 fois dans cet are,
et 5 fois dans I'arc AB, de telle
sorte que le rapport des ares
soit £, Par les points de division
aobniei etle eentre O, menons
les droites indéfinies Oa, Ob, Oe...
Il vésultera, de celte construc-
tion, des angles AOa, aOb,...,
fous égaux enfre eux, comme répondant & des ares égaux.
Or, les angles AOC, AOB conlicnnent. respeclivement, 8 fois
et b fois Pangle AOa, lequel est leur plus grande commune
mesure. Le rapport des angles AQC, AOB est done L (est ce
quil fallait démontrer*.

119. Par le théoréme ci-dessus, la comparaison des angles
3¢ trouve ramenée 3 1a comparaison des ares déerils dun

* Siles ares AB, AC élaient incommensurables, on aurait encore
\OB AR

W= Aq Yoyez, sur ce point , mes Fléments de Géometrie (20 édi-
lion .
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meme rayon, et des sommets de ces angles comme centres.
Si, comme nous I'avons fait jusqu’ici, nous prenons pour
unité d'angle Tangle droit, et si en méme temps nous
prenons pour unité d’are le quart de la ecircontérence, ou le
quadrans, le méme théoréme entrainera la conséquence sui-
vante :

120. Corollaire. — Tout angle a pour mesure Uarc compris
entre ses cotés, et décrit de son sommel comme centre.

En effet, si dans | ti 208 b suppose qu

in effet, si dans la proportion ——=-—, on s e que

’ Pl AOC~ AC !

AOC et AC soient I'unité d'angle et 'unité d’'arc, le rapporl
AOB y : L
G mesure de 'angle AOB, sera égal au nombre qui mesure
< S
arc AB. L'énoncé précédent signifie seulement que ces deux
mesures sont ézales.

Evaluation des angles en degrés, minutes et secondes.

124. Afin de pouvoir évaluer plus facilement les angles, on
suppose le quadrans, partagé en 90 parties égzales, appelées
degrés. Chaque degré se divise en 60 minules; chaque
minute en 60 secondes, efc. Si, par le centre de la circonfé-
rence, on mene des droites 4 fous les points de division,
Pangle droit sera partagé en 90 angles égaux entre eux:
puis chacun de ceux-ci en 60 anzles éoaux enlre eux, etec.
D'apres ce que nous avons démontré ci-dessus, la grandeur
d'un angle dépend seulement du nombre de degrés, minutes,
secondes, ete., de l'are correspondant. C'est pourquoi on
dit : un angle de 1°, un angle de 1', un angle de 1*, ete., en
faisant porler, en quelque sorte, surl'angle droit. le mode de
division établi d'abord pour le quadrans.

Il est hon de se rappeler les valeurs suivantes :

A° La circonférence est partagée en 360°:

2° L’angle droit = 90°;

3 L'angle d’un triangle équilatéral = 60°;

4° Chacun des angles aigus d’un triangle rectangle isocéle
== §i°, ete: '

122. Pour évaluer un angle donné, on emploie un demi-
cercle de corne ou de laiton, auquel on donne le nom de raji-
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porteur. Ce demi-cercle porte un limbe, partagé en 180 ou en
360 parties égales. Si I'on fait coincider le centre avec le
sommet de I'angle donné, et le zéro de la division avee un
point situé sur I'un des cotés de Fangle, on pourra lire, sur le
limbe, le nombre de degrés ou de demi-degrés correspondant
a l'angle,

Ainsi que I'indique son nom, 'instrument sert

aussi a rap-
porter sur le papier un angle observé,

Angles inserits.

123. TukonkMe. — Un angle dont le sommet est sur la cir-
conférence a pour mesure la moitié de U'arc COMpris entre ses
cileés.

Cet énoncé signifie qu'un angle tel que BAC ¢
I'angle au centre BOC, correspondant i are BC
les cotés du premier,

st la moitié de
COMPris entre

Cela posé, plusieurs cas peuvent se présenter.

D’abord, si les cotés de ]
peut éfre situé sur un des
ment a ces coiés,

le Soit I'angle BAD, dont un des cote
je dis que BAD est la moitié de BOD,

‘angle sont des sécantes, le centre
cOles, ou entre eux, ou extérieure-

3 passe par le centre :

En effet, I'angle BOD esl
extérieur au triangle iso-
cele BOA ; donc il est dou-
ble de chacun des angles
égaux ABO, BAO (81, 39).

2° Soit l'angle BAC : je
dis que cet angle est la
moili¢ de BOC,

Menonsle diamétre AOD;
nous aurons

BAD = 3BOD, DAC= $D0OC ;
done

BAD 4 DAC=1 (BOD +- DOC) =4 BOC.

3 On prouverait de méme que Pangle BAE est la mojtié de
BOE.

Considérons maintenant Pangle BAC, f
zente AC et une séeante AB.

2, Géoméirie,

ormé par une tan-

b3

:
i
|

I

-
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Menons le diamelee AOD.
L'angle BAC sera décomposé
en un angle aigu BAD el un
angle droit DAC. Or, I'angle
BAD a pour mesure §BD,
et 'angle droit a pour me-
sure le quadrans, c'est-a-
dire 1 DEA. Done BAC a pour
mesure

4 BD-}-1 DEA—1 BDEA.

124, Corollaire. — Tous les
angles ACB, AC'B, AC™B,...,
INSCRITS @ un méme segment
ACB, sont égaua,

125. Remarque.— A cause
de cette propriété, le seg-
menl ACB est dit capable de
I'angle ACB.

Usage de la régle et du compas.

=P

126. Le tracé des droites et des circonférenees, au moyen de
la régle et du compas, n'exige aueune explication. Quant i la
vérification de la régle, elle résulte de celle propriété fonda-
i mentale, que, par deux points donnés, on ne peut faire passer
] quune ligne droile (9). Si, avec une régle, on a tracé sur le

papierune ligne passant par deux points donnés, et sila nou-
s velle ligne qu'on obtient en recommencant celle opéralion,
aprés avoir interverti la situation des extrémilés de la régle,
ne coincide pas avec la premiére, ces lignes ne sont pas
droites, etla regle est mal dressée.

Commune mesure de deux droiles ou de denx angles.

127, PropLine. — Trouver la plus grande commune mesure
de deux drotles.

La commune mesure de deux droites A; B, est une aulre
droite M, parfic aliquofe de A et de B. La vecherclie de
Ja plus grande commune mesure de deux droites équivaul

<
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done 4 Fopération du plus grand commun diviseur de deux
nombres.

D'apres cela, pour résoudre le probléme proposé : portez la
plus petite droite B surla plus grande A, autant de fois qu'elle
¥ peut étre contenue ; portez le reste C sur B autant de fois
quil y peut étre contenu ; puisle deuxiéme reste D sur le pre-
mier resle C, ete. Si les droiles A, B sonl comumnensurables,
vous arriverez a un dernier reste M qui divisera exactement
le reste précédent : ce sera la plus grande commune mesure
demandée.

Supposons, pour fixer les idées, que on ait trouvé ;

A=3B+C, B=2C-+D, C=7D--E, D=—3E.

Un tire, de ces dealités

C= WELE=22E,
B= } 1=4TE,
A=} 2E=163E.

Aipsi la plus grande commune mesure E est eonlenne
164 fois dans A et 45 fois dans B done

A 163
B i

- : w63 S :
128. Remanoues.—1. La fraction — estirréductible, parce
A0

que les nombres 163, 45 sont premiers entre eux ; ce qui
doit étre *

II. Si les droites données sont incommensurables, I'opz’-ra-
tion indiquée n’aura pas de fin, et Uon ne pourra pd- en gé-
néral, déterminer rigourcusenient le s apport cherché. Mais en
négligeant le dernier reste obtenu, on trouvera, aulieu de ce
rdpport, une valeur qui en approchera d'autant plus, que le
1este négligé sera plus pelit.

IIl. Larégle ci-dessus, exacte en théorie, est 4 pen prés
illusoire dans la pratique, parce que les pointes du compas ne
peuvent se rapprocher indéfiniment. On évite cet inconvé-
nient en doublant ou triplant, a chaque fois, les deux restes
eonséeutifs que 'on veut comparer.

" Noyez I Avithmétique.
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429. ProBLEME. — Trowver la plus grande communie mesure
de dewx angles donnés,

Des sommels de ces angles, comme eenlres, déerivons, avee
la méme ouverlure de compas, deux arcs compris entre leurs
cOlés. En opérant d’une maniére analogue 4 celle qui a 61é
indiquée dans le probleme précédent, nous pourrons trouver
la plus grande commune mesure M des deux ares. Eu si nous
prenons I'angle correspondant & M, cet angle sera la plus
grande cominune mesure demandée.

Construetion des angles et des triangles.

130. Proprive. — Construdve un angle égal a un angle
donné A,

Aprés avoir tracé ung
droite indéfinie axy, et
avoir pris, sur celle
droite , un point A’
placons en ce point la
pointe d'un compas a
crayon, el décrivons
Parc indéfini B'C'. Avec
la méme ouverture de compas, et du sommet A comme
centre, décrivons l'arc BC. Enfin, avee un compas a poinies
séches, prenons la distance BC, et portons-la de B' en C'. Si
nous faisons passer une droite par le point A’ et par le point ¢
ainsi déterminé, 'angle B'A'CY sera égala A.

En effet, d’apréslaconstruction, lesares BC, B'C' sont ézaux
(105) ; donc les angles au centre BAC, B'A'CY sont égaux (117)-

Nous avons indigqué, plus haut, 'usage du rapporteur.|

131. PROBLEME. — Construire
un triangle, connaissant deu®
cités a, b, et Vangle compris 0.

Tirons la droite indéfinie Cx;
formons , au point C, langle
xCy ézal & l'angle donné O]
prenons CB = a, CA = b, el
menons AB. Le (riangle de-
mandé est ABC.
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132, PropLimME. — Consiruire un triangle, connaissant un
colé el deux angles.

Si les deux angles doivent étre, F'un et lautre, adjacents
au coté donné, la conslruction se [ait immédialement. Si 'un
des deux angles donnés doit étre opposé au coté connu, le
troisieme angle, élant supplémentaire de la somme des deux
premiers, s’obtient facilement, et le probléme est ramené au
premier cas,

133. PropLEME. — Consiruive un triangle, connaissant les
trois cdtes a, b, e.

Sur une droite indéfinie @y, prenons BC= a. Des points B
et Cecomme centres, avec des rayons respeclivement égaux
i ¢ el b, tracons deux circonférences. Enfin, joignons I'un des
points ol elles se coupent,
avee les points B, C, par les
droites AB, AC. Le triangle
demandé sera ABC.

Pour que le probléeme soil
possible, le plus grand coté
doit étre plus petit que la
somme des deux autres
(135,

Tracé des perpendiculaires et des paralléles.

134. ProsLEME, — Par un point donng C, mener unz perpen-
diculaire a une droile donnée AB.
Ce probléme présente deux cas principaux :

Iev Cas : Le point étant situé sur la droile.

Du point G comme centre, et d'un méme rayon arbitraire,
décrivons deux arcs qui coupenten D, E la droité AB. De ces
deux points, pris comme centres, et d'un méme rayon, plus
grand que CD, décrivons, d'un méme colé de AB, deux arcs
qui se couperont en un point F.
La droite CF est la perpendi-
culaire demandée,

En effet, chacun des points
C, F est ézalement distant des
extrémiles D, E de la droite finie
DE. Done CF est perpendiculaire
au milieu de DE (62).
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2¢ Cas : Le point: élant situé hors la droite.

Du point C comme centre, et d'un rayon suffisamment grand,
tracons une eirconférence qui
coupe, aux points D, E, la droite
donnée AB; puis, de cesdeux points
priz comme centres, et d'unéme
rayon plus grand que la moitid de
DE. déerivons denx ares qui se
coupent en F. La droite CF sera
la perpendiculaire demandée.

En effet, les points C, F soni,
chacun , ¢également distants des
extrémités de DE; donc, ete.

135. Remarque. — Quelquefois, pour tracer des perpendi-
culaires, on emploie U'équerre, ¢’esl-a-dire un triangle rec-
tangle, en bois ou en verre. Seulement, comme les variations
atmosphériques peuvent faire jouer cet instrument, il est bon
de le vérifier souvent. Cette vérification est fondée sur la défi-
nition de Pangle droit (28) : aprés avoir appliqué I'un des
pelits cotés de T'équerre le long d'une régle, et avoir marqué,
sur le papier, la direction du coté perpendiculaire, on fail
tourner I'équerre autour de ce dernier coté, et 'on recom-
mence la construction. Si les deux perpendiculaires coinci-
dent, I'équerre est juste.

136, ProBLEME. — Par un point donné A, mener une paral-
¢le @ une droite donnée BC.

Premiére solution, Du point donné A, comme centre, dé-
crivez un are DE, qui coupe en D la droite BU. Du point D
comme centre, ayec la méme
ouverture de compas, déerivez
Iare AF. Portez la distance
des pointsF, A surl'arc DE, de
D en A'. Enfin tirez la droite
AA’; elle sera parallele a BC.

En effet, d'aprées cette construetion, le quadrilatére AA'DE
a ses cOlés opposés ézaux deux a deux @ celte figure est done
un parallélogramme (87, 1%}

Seconde solution. Placons une équerre RPQ, de maniére
que e eolé QR coincide avee BC, et que le ecoté QF
Jappuie contre une rvegle fixe MN, Faisons ensuife glisser
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cette équerre jusqu’a ce
que le premier coté, QR,
vienne passer par le point
A : la droite Q'R sera pa-
rallele & QR. En effet, ces
droiles forment, avec MN,

égaux. |

Ce dernier procédé ,
beaucoup plus rapide que
I'autre, est tres-exact.

Aufres problémes.

137, Prosuimu. — Diviser (ndeux parties éqales une droite
donnée AB.

Des extrémités A, B, comme centres,
avec un meéme rayon arbitraire, plus
grand que la moitié de AB, décrivons
deux circonférences : elles se couperont
en deux points C, D, ézalement éloignés,
chacun, des extrémités de AB. Done la
droite CD est perpendiculaire au milieu
de AB.

Théoriquement, ce procédé est [res-
exact : en réalité, il vaut mieux, soit
pour (rouver le milien d'une droite, soit
pour la partager en plusieurs parties égales, employer le
compas a pointes stches. Avec un peu d’habitude, on par-
vient, apres: quelques tatonnements, & trouver les points de
division,

138, ProBLEME. — Diviser en deux
parties égales un angle donné BAC,

Du sommet A comme cenlre, déeri-
vons un arc qui coupe en E, T les cotés
de T'angle. Do ces deux derniers points
comme cenlres, avee une méme ouver-
ture de compas suffisamment grande
tracons deux ares qui se coupent en G.
La droite AG est la bissectrice cherchée,
et elle partage en deux parties égales
Pare EF (106 et 117,

des angles correspondants .

~
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139. ProBLEME. — Décrire une circonférence qui passe par
[rois points donués A, B, C.

Si les trois points étaient en ligne droite, le probléme serait
impossible (100).

Soient done A, B, C (rois points donnés, non en ligne droite.
Des points A, B comme centres, et d’un méme rayon, décrivez
deux ares se coupant aux points D, E. Menez la droite DE : elle
sera perpendiculaire au milieu de AB* (113). Des points B, C
comme centres, et d'un méme
rayon, décrivez deux nouveaux
arcs qui se coupent en F, G :
la droite FG sera perpendicu-
laire au milieu de CD. Les deux
droiles DE, FG, respectivement
perpendiculaires a deux droites
qui se coupent, se rencontrent
en un point O (73), centre de la
circonférence cherchée. En effet,
ce point est ézalement distant des
points A, B, C.

140. Remarque. — Si on élevait une perpendiculaire au mi-
lieu de AC, elle passerait au point O. On a done ce théoréme :
A tout triangle, on peut circonscrire une circonférence, mais
an w'en peut circonscrive qu’une. .

141. PropuiNe. — D'un point A, donné hors d'un cercle 0,
mener une tangente a ce cercle.

Joignons le point A au centre O ; puis sur 0A, comme dia-
meétre, déerivons une cir-
conférence : elle coupera,
aux points B, C, la circon-
férence donnée. Menons
AB, AC. Ces deux droites
salisfont a la question.

En effet, T'angle OBA,
inserit & un demi-cercle,
est droit (123); done BA
est tangente, en B, 4 la
circonférence (109, 1°),
De méme pour AC,

“ La droite AB a éte omise sur la figure, parce quelle nest pas
neeessaire 4 la construetion.
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142, Propuime. — Construire, sur une droite donnée AB.
un segment capable d'un angle donné C.

Supposons le probleme résolu, et soil AMB le segment cher-
ché. 8i, au point B, nous menons la tangente BE, 'angle EBD,

2 formé par cetle tangente el
par le.prolongement de AB,
sera égal a 'angle donné C
(123). D'ailleurs, BE est per-
pendiculaire au rayon OB ;
et le centre O se trouve sur
la perpendiculaire élevée au
milieu de AB. Done, pour
résoudre le probleme pro-
POse :

Menez une droite BE qui
fasse, avec le prolongement
de AB, un angle égal i 'an-
gle donné C. Au point B, menez BO perpendiculaire i BE,
et, au milieu de AB, élevez la perpendiculaire FO. Du point
0, ol ces perpendiculaires se coupent, décrivez I'arc BMA :
il détermine, avee la corde AB, le secment AMBA, capable de
I'angle donné (123). :

Résume,

Dans un méme cevele ou dans des cereles épaus, les angles au
ctentre, correspondant i des arcs égaux, sont égaux.

Dans un méme cercle ou dans des cereles égaux, les angles au
centre sont entre eux comme les ares correspondants.

Tout angle a pour mesure Vare compris entre ses ¢otés, el décrit
de son sommet comme eentre,

Un angle dont le sommet est sur la circonférence a pour mesure Ja
moitié de Fare compris entre ses cotés.
Tous les angles inserits & un méme segment sont dgaux,

e e —
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CHAPITRE VI

Ligries proportionnelles (143-146). — Polygones semblables (147-150).
— Conditions de similitade des triangles (149-154). — Rapport des
périmétres de deux polygones semblables (1591

Lignes proportionnelles.

143. Tueonkme. — Les seqgmenls de deur droifes guelcon-
ques, déterminds par trois paralléles, sont proportionnels.

lo Si les deux droites sont paralléles, la proposition est
évidente (85).

20 Spient denx droites quelcongques AB, CD, el lrois paral-
leles AC, EF, BD.

Supposons que le point E pavtage AB en deux parlies com-
mensurables entre elles, et qui soient, par exemple, dans le
rapport de 3 4 5,

Portons la plus grande commune mesure Ag, a partir du
point A. sur AB : elle sera contenue 3 fois dans AE, et 3 fois
dans LB,

Par les points de division a,¢,...
menons des paralleles aux trans-
versales données, Puig, par les
points €, b, d,... menons des pa-
ralleles @ AB. Les triangles eb'b,
bl
En effet, deux quelconques d’entre
eux, par exemple Cb'b et bd'd, oni
les angles égaux, chacun a chacun
(7811 de plus, 3 cause des paralleles
el de ce que Ag=ac, le coté Cb
du premier est égal au coté bd' du
second, Par conséquent,

[I’J =|’J||r=[”":‘...

La droite CD est donc partagée en 8 parties égales, et CF
en contient 3.
Par suite,
k AE  CE
EB~ ED
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Ii4. Réciproque. — Toute droite qui partage proportion-
nellement les deua eités non paralléles d'un trapéze, est paral-
lele auw deuwx buses,
Cotte réciproque sedémontre parla réductiona llabsurde (77

145. Corollaires. —I. Toule pavallele @ Pun des cdtés d'un
triangle, partage proportionnellement les deum autres colds; et
reciproquement.

I, Les segments de deu droiles quelconques, déterminés par
tant de paralléles gue Fon voudra, sont proportionnels.

186, Tneontme, — Dans fout triangle, la bissectrice de
chaque angle divise le cité opposé en deux seqments proportion-
nels auw cotés adjacents.

Soit, dans le triangle ABC,
la bissectrice AD de 'angle A :
Jje dis que

BD AB
€D AC

Menons, par le sommet C,

' une parallele CE a la bissec-
lrice, et m:l E le point otuelle rencontre BA prolongée. Nous
,m['un-\ | 4

BD  AB

D AR

Les angles BAD, BEC sont égaux comme correspondants, et
les ancles DAL, ACE sont égaux comme allernes-internes.
Done, A cause de 1‘:.'\!):: DAC, les angles BEC, ACE sont
ézaux, Par suile, AC == AE; dongc la seconde proportion équi-
vaut a la premiére.

Polygones semblables.

147, Définitions. — 1° Deux (riangles sont difs semblables
lorsque les cotés du premier sont proportionnels aux cotés
du second,

20 Deux polyzones sont dits semblables quand ils sont com-
Elﬂ ¢2 d'un méme nombre de triangles wemhhhlm chaeun A
chacun, et semblablement dis SPOSOS,
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- 148. TnkoreMeE. — Toule parvalléle B'C, a U'un des cdlés
dun triangle ABC, détermine un triangle A'B'C’ semblable au

| premier.

Nous:avons (1 44)
AB'  AC
BB CC’

d’ou, par les propriétés des propor-
tions,

4B Re
AB' BB AC -

' C

G

—_

{ c'est-a-dire

AB A
AB T ACS
Menons C'D parallele & AB; nous aurons aussi

AC"  BD

i CAC WBE

Maisla figure BB'C'D est un parallélogramme ; done BD=RB'C’;
et enfin

AB'  AC  BC

AR &G~y BG.

149, Tukorkme.— Deuw {riangles semblables sont équiangles
enlre eud.

Supposons

|

: AB_BC_ AC
4 A BC AC

je dis que
A=A =B (0
Prenons AB"=A'B', AC'=A'C’,

et menons B'C’.
En vertu de I'hypothese,

AB AL

AF T AC
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donc la droite B'C’ est paralléle & BG (1 42). Conséquemment,

AB BC AC

g B 0 ()
B BO AT 5
i
AB_ BCAC ?
ATBEESBIGE T NS e

En comparant les deux suites de rapports égaux (1), (2), on
conclut B'C’ =B'C". Les deux triangles AB'C’, A’B'C’ sont
donc égaux comme ayant les trois cotés ézaux, chacun a cha-
cun, Dailleurs, 4 cause de B'C’, paralléle & BC, les deux
triangles AB‘C’, ABC sont équiangles entre eux; donc A'B'CY
el ABC jouissent de Ja méme propriété.

150. Réciproque.—Deuw triangles équiangles entre ewx sont
semblables.

Supposons A=A', B=B', C=C". Je dis que I'on a

AB _ BC AC

Prenons AB’ = A'B', AC" = A’C’, et menons B'(”.

Les deux triangles AB'C*, A'B'C' sont ézaux, comme ayantun
angle égal compris entre deux cotés égaux, chacun i chacun.
Donc les angles B’ et B sont ézaux ; et, comme B=1', les an-
gles B et B sont égaux. Ainsila droite BC” est paralléle a BC,
etle triangle AB'C’, ou son égal A'B'C’, estsemblable & ABC.

151. Corollaires. — 1. Deua triangles rectangles sont seni-
blables lorsqu'ils ont un angle aigu éqal.

I Deux triangles isocéles sont semblables lorsque les

angles a ln base, ou lorsque les angles au sommet opposé, sonl
Pgau,

152. Remarque.—Dans deux triangles semblables, les cotés
Opposés aux angles égaux sont proportionnels et sont dits ho-
Fiiufnyugg‘

153. TukoriME, — Deuc triangles sont semblubles lovsqu’ils
ontun angle éqal, compris enfre deux cites proportionnels,
doient A = A’

et B A0
B AT
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Si I'on répetela construction précédente, les triangles ABC,
ot A'B'C seront égaux, .comme ayant un angle égal compris
entre deux cotés ézaux. Mais, en vertu de I'hypothese,

AB  AC
AR AT

done la droite B'U' est paralléled BU; dong le triangle ABC,
ézal a A'B'C/, est semblable & ABC. Clest ce quil fallait de-
monlrer.

154, Tugonime.— Dewx triangles sont semblables lorsqu'ils
ont les cotés parallcles, chacun a chacun, ow lorsqu'ils les onl
PFT'U!.‘F'U’f!‘.l’,'-mlﬂ'i'}'!.'s.

Nommons A, B, Cles angles du premier triangle, et A" B!/,
les angles qui leur correspondent dans le second : je dis que

W= =B ==l

Nous savons déjd (78 eb 79) que ces angles sonl égaux ou
supplémentaires ; examinons donc les hypothéses suivantes

e Ar—md __ Ao RE—0d— B (=t (i

mais alors
AA BB G0 =6,
ce qui esk absurde.
20 AM=a— |\, B'=2—B (=C,
Celle hypothese donne
AA" BB =,

el comme A - B=A'- B', il vient

A+ B =21

e qui est absurde.
30 Bi==B Sl =
alors Ali= N\

done les deus triangles sont équiangles et semblables.
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185. Remarque. — Les cotés homologues sont les cotés

paralléles entre eux ou perpendiculaires entre eux : car ils
sont opposés aux angles ézaux,

156, TreorEne. — Deuw polyyones semblables P, P! ont les
angles égaux et les cotés proportionnels, chacun achacun.

Admettons, pour plus de simplicité, queles deux polvgones
aient été décomposés en (riangles, au moyen de diagonales.

I Chacun des triangles de P réponda nt @ un triangle sem -
blable dans P’ (148), il est clair que, dans ces deux polygones,
deux angles correspondants quelcongues sont ézaux, comme
composés d’angles dzaux,

20 La similitude des triangles donne cette suite de

rap-
ports égaux :

AB
T

AB_ BC__ €D DR

AB T B

157, Dansdeux polygones semblables, les cotés proportion-
nels sont dits homologues, parce qu'ils sonl homologues dans
Us lriangles correspondants. Les colés lomologues sont adja-
tents aux aneles respectivement égaux,

F58. On appelle points homologues deus points situés de la
Méme maniére dans les deux polvgones. Autrement dit, deux

Peint son| homologues lorsque, étant joints aux extrémités de
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O e b et

deux cotés homologues, ils délerminent deux triangles som-
blables et serblablement disposés. 2l

Les droites homologues sont celles dont les extrémiteés sont
homologues, chacune a chacune.

Le rapport de deux edtés homologues est appelé rapport de
similitude des deux polygones.

Rapport des périmétres de deux polygones semblables.

159, TutoniMe. — Les pévimélres de deux polygones sem-
blables sont entre eux dans le vapport de simililude.
En effet,
AB. BC ch
NB= BC O

== aany

done,
AB - BC 4- CD +4-... AB

ABFBCHCD .  AB

Résumé.

Les segments de deux droites quelconques, déterminés par trois
paralléles, sont proportionnels.

Réciproquement, toute droite, qui partage proportionnellement les
deux eotés non paralleles d'un trapéze, est paralléle aux deux bases.

Toute pavallele & 'un des eotés d'un triangle, partage proportion-
nellement les deux autres cotés; et régiproquement.

Les segments de deux droites queleonques, délerminés par tan
de paralleles que 'on voudra, sont proportionnels.

Dans un triangle queleconque, la bissectrice de chague angle divise
# coté opposé en deux segments proportionnels aux cotés adjacents.

Deux triangles sont dits semblables lorsque les cotés du premier
sont proportionnels aux cités du second.

Deux polyzones sont dits semblables quand ils sont composés d'un
méme nombre de triangles semblables chacun & chacun, et sembla-
blement disposds.

Toute parallele & Fun des cotés d'un triangle détermine un triangle
semblable au premier,

Dens triangles semblables sonl équiangles entre cux.

Réciproguement, denx triangles équiangles entre eus sont semblables.

Dens friangles vectangles sont semblables lorsquiils ont un angle
aign egal.
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Deux triangles isocéles sont semblables lorsque leurs angles a la
base, ou lorsque leurs angles au sommet opposé, sont égaux.

Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont un angle égal, compris
entre deux edtés proportionuels.

Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont les cotés paralléles
thacun a chacun, o lorsqu'ils les ont perpendiculaires.

Deux polygones semblables ont les angles égaux et les cotés pro-
portionnels, chacun & chacun.

Les périmetres de deux polygones semblables sont entre cux dans
Ie rapport de similitude,

e

CHAPITRE VII.

Relations entre la perpendiculaive abaissée du sommet de I'angie droit
d'un triangle rectangle snr Vhypoténuse . los sepments de I'hypo-
ténuse, I'hypoténuse elle-méme et les cotés de Iangle droit (1607,
— Théorémes relatifs au carré du nombre qui exprime la longueur
du edté d'un triangle opposé 4 un angle droit, aigu ou obtus
(163-165). — Théoreme relatif aux sécantes du cercle, issues d'un
méme point (166).

Théoremes.

160. TukoriME. — Si, du sommet A de Cangle droit d'un
Iriangle rectangle, on abaisse une perpendiculaire AD sur I'hy-
polénuse BC -

1° Les deu triangles partiels sont semblables entre eux, et
semblables aw triangle total ;

20 Chaque coté de Uangle droit est moyen proportionnel enfye

Uhypoténuse et la projection de ce cdté sur Uhypoténuse;

30 La perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre los
Projections des deux cdids de 1 ‘angle droit.

1% Les angles ABC, CAD sont égaux, comme ayant ponr eom-
P|ément Pangle BAD : done les trois triangles rectangles
ADB, CDA, CAB ont un

angle aigu ézal; done ils sont sem-
Dblahles (151).

2* En comparant les triangles ADB, CAB, nous aurons

BD AB

AB~ OB
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Ainsi, AB est moyen proportionnel
entre BD et BC (4rith., 225).

De méme, AC est moyen propor-
tionnel entre BC et CD.

30 Les deux triangles ADB, CDA donnent

BD AD
AD~ CD’

Done AD est moyen proportionnel entre BD et CD.

161. Remarque. — Si U'on supposeque les droites AB, BC,...,
aient été mesurées au moyen d'une cerfaine unité, on pourra
les représenter par des nombres, et I'on aura, dans celte
hypothese,

AB— \EBC.BD, AC=yBC.CD, AD=\BC.CD.

162, Corollaire. — Si, d'un point d’une circonférence, on
meéne la perpendiculaive au diamétre, el des cordes auw exiré-
mités de ce diameétre:

I° Chaque corde est moyenne proportionnelle entre sa projec-
tion et le diametre ;

20 La perpendiculaire esk moyenne proportionnelle entre les
projections des deux cordes.

163, TukorEME. — Dans tout triangle veclangle, la seconde
puissance du nombre qui représente I'hypoténuse est égale a lu
somine des secondes puissances des nombres qui representent les
deux cdiés de langle droit.

Abaissons, du sommet de 'angle droit, la perpendiculaire
AD sur I'hypoténuse. D'apres le théoréme précédent,

AB'—=BC.BD, AC =BC.CD;
d'on :
AB' - AC =BC (BD-CD) =BG,

{64. Remarque. — Si trois nombres entiers sont tels que la
seconde puissance du plus grand d’entre eux soit égale a la
somme des secondes puissances des deux autres, on pourrd
construire un triangle rectangle dont les cotés soient propor-
tionnels 4 ces trois nombres.
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Par exemple, un Uriangle rectangle peut avoir pour cotés
Ay B ou B 42 [ 3mes qugms, 15m, 17 ete.

165. TuioniMe. — 10 Dans tout triangle, lu seconde puis-
sunce du nombre qui veprésente le cotd Opposé aun angle aigu
est cyale a la sommedes secondes puissances des nombres qui
représentent les deua aulres cdtés, moins dewn fois le produii
du nombre qui représente Uun de ces cotés, par le nombre qui
represente la projection de Uaulre coté sur celui-ci ;

20 Dans tout triangle i_)br’[.d.\‘;'rrtlr]h’.. la seconde puissance du
nombre qui représente le coté opposé a l'angle oblus est égale a
la somame des secondes puissances des nombres qui représentent
les dewa autves cotés, plus deaw fois le produit du nombre qui
représente un de ces cités, par le nombre qui represente la pro-
jection de Uautre cité sur celui-ci.

1” Soit le coté BC, opposé a l'angle
aigu A. En abaissant CD perpendiculaire
sur AB, nous aurons, par le théordme
précédent,

BC =CD'4-BD’,

O = XC kD

La droite BD étant la difiévence entre AB et AD, nous au-
rons aussi. par un théoréme connu :
BD' = AB L XD’ — 2AB. AD.
Ajoutant ces égalités, nous trouvons
BC = AB'-AC — 24B. AD,
2°5i Tangle A est obtus, on a pareillement
T
B Y palary

— 7

BD' =B’ AD -24B. AD:

ot

BG =B 4-AC - 2 AB.AD,
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166. Tukorime. — 10 Les segmenls de deux cordes qui se
coupent dans le cercle sont inversement proportionnels ;

9° Les sécantes qué se coupent hors du cercle sont inversement
proportionnelles a lewrs parties exiérieures;

30 Une tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante
issue du méme point el la partie extérieure de celle-ci.

1° Soient AB et CD les deux cordes,
se coupant en E : je dis que

AE  DE
CE ~ BE’

¢esl-d-dire que, les deux segmenls
d'une corde formant les extrémes de
Ia proportion, les deux segments do
I'antre corde en seront les moyens
Clest 1a ce que signifie Vexpression
inversement pr'{}pm':a.'u.amt!t’&

Menons AD et BC : dans les triangles ADE, BCE, les angles
en E sont égaux comme opposés par le sommet, etles angles
D, B sont égaux parce qu'ils sont inscrils au meéme seg-
ment (124). La comparaison des cotés homologues donne L
proporlion ci-dessus.

2° Menons AD et CB : le=
deux triangles ADE, CBE on!
Pangle E commun el les angles
B, D égaux; donc
AE DE
CE  BE
3¢ Spient la tangente AD el
la sécante BCD; je dis que
BD AD
R E):

Menons AB et AC : dans les
triangles BAD, ACD, I'angle D
est commun , et les angles
ABD, CAD sont ¢gaux comme
ayant méme mesure (123);
done les trianzles sont sem-
blables.
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Applications numeériques.

167. PREMIER PROBLEME.— Les deua petits cotés d'un triangle
rectangle sont égaua; Uun a 13m 631, Fautre a 65™,254. Quelle
est la longueur de Uhypoténuse?

Appelons @« cette longueur, exprimée en métres ; nous au-
rons, par le théoréme dun® 163,

@ =y (13,631)* 4 (65,254) 2.
En opérant par logarithmes, on trouve :

]og 1 :}rﬁl-ll

2 log 13,631
Nomb. corresp.
log 65,254

2 log 65,254
Nombh. corresp.

1, 1345277
2,269054
185,8041 -
1,8146071
3,62921 42
£258,0830

|

a2 — £443,8871

log «* = 3,6477630

$ =log & = 1,8238815
x = 66,6625

Lalongueur demandée est done, a moinsde 07,0001, 66™,6625.

168. DEuXIEME PROBLEME. — Un chemin de fer, rectiligne, a
pour longueur 3 8537 ; la différence de niveau entre ses deux
cwtrémités éqale 120,63, A quoi est égale la base du chemin?

Dans cette question, il s'agit de calculer I'undes petits edbés
d'un triangle rectangle, connaissant les deux autres cotés. Le
Iéoréme rappelé tout & 'heure donne pour Ja longueur du
tof¢é inconnu,

o= \(3853,T*—(12,63)°.
Pour simplifier le caleul, appliquons la formule

(a0 [ —b) = a*— 12,
Hous aurons

@ = /(% 853,74 12,63) (3 83,7 — 12,63),
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re—= N3 RG6, 33 .3 8%) 07,

leg 3 866,33 = :
lor 3 841,07 -

'r‘l‘l_' .!': — T- | T
1= lor & — 358

w — 3 853,680,

La base du chemin est doneézale 4 3 853m, 680. Ainsi qu'on
pouvail s’y altendre, cetle valeur diffore trés-peu de la lon-
cueur méme du chemin,

169. TROISIEME PROBLEME. — Les frois cités d’un triangle
ont pour longurars :

a=28m 731, b=23m 65f, =—>5m 945,

On demande: 1o de quelle espéce est le triangle; 20 quelle est la
longueur de la perpendiculaire abaissée sur le plus grand cété,
du sommet Oppose a ce cité?

1* Pour déterminer I'espéce du triangle, c’est-A-dire pour
savoir s'il est rvectangle, acutangle ou obtusangle, il suffit de
faire attention qu'a chacun de ces trois cas correspondent,
respectivement, les relations

at=ht - 2. a? bt

@D e (163,163),

le

Or, dapres les donndes, nous avons a2 > h? —-¢*; done
triangle est obfusangle.

2% Soil ABC ce triangle. Abais-
sons, du sommet A, la perpendicu-
laire AP sur le coté BC : cette per-
pendiculaire h est ce qu'on appelle
la hauteur.

Pourla déterminer, observons que
les deux théorémes dont nous venons
de faire usage donnent

—_—

e T R —+c¢*—2q.BP,
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On tire, de la seconde ¢qualion.

2 2 | 4
e s

20

Lagubstitulion de cette valeur dans Pautre formule conduil &

2 — 2 (u.'—' —_I_i‘_?'_hE)‘J.
1" =g — = i

2

Pour faciliter le caleul numérique, décomposons le second
membre en deux facteurs (4lgeébre, 43) ; nous aurons

pit L] o 5
at—-ct—b2 Yac—|-aq21
i ; t-gillv—-—i_—,.

Le premierfacteur, ¢ |-
A 2a

_ lad-e)2 — b (a-tc-k-b)(a-c—b)
S 2a o 2a 2
De méme,

at e —12  dge— gt — 202 0 — (a—c)*
2a a 2a K TEE
(h~+a—c) (b —a+c)

2

Par suite,

(a—-b-t-¢)(a--c—b) (atb—¢) (b4 c— a)
ka? )

ht=—=

Pour simplifier cette expression, on représente babituelle-
Mment par 2 p le périmétre du triangle, ou la somme des trois
colés. De cette manitre, les quatre facteurs

o ate—b, atb—c, bdc—a
ont pour valeurs, respectivement,

2p, 2(p—0b), 2(p—c¢), 2(p—a);
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de telle sorte que

e LO=0 =0 (p—a)

a?

et h==Vp(p—a) (p—0b) (p—c)*.

21w

Si nous appliquons cette formule générale a I'exemple par-
ticulier proposé nous aurons

(rii—: 28 |73"
b=723,654
c= 5,248
2p=>57,633
p=28,8165

p—a= 0,0855
p—b= 51625
p— ¢ =23,56685 **
log p=1,k596513 -+
log (p — a) = 2,9319661 -
log (p— b) = 0,7128601 -
log (p— ¢) = 1,3723320 |-

2 4767995

1 =1,2383998 +-
log 2=10,3010300 4
log a = 1,4583507 —

log h = 0,0810791
h=1,2052.

Ainsi la hauteur cherchée égale, & fort peu pres, 4m,2052.

* Cel exemple montre combien il est utile de reprdsenter d'abord
pur des lettres les données d'un probléme, et de ne calculer la
valeur numérigue de l'inconnue qu'aprés en avoir trouvé Vexpression
algébrique.

** 1l est bon de remarquer, comme moyen de vérification, (ue la
somme des trois restes p —a, p — b, p— ¢ doit étre égale i p.
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Resume,

Si, du sommet de I'angle droit d'un triangle rectangle, on abaisse
une perpendiculaire sur I'hypoténuse :

1° Les denx triangles partiels sont semblables cntre eux, et sem-
hlables au triangle total ;

2¢ Chaque coté de Pangle droit est moyen proportionnel entre I'hy-
poténuse et la projection de ce coté sur Ihypoténuse ;

3° La perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre les pro-
Jections des deux cotés de Pangle droit.

Si, d'nn point d’une circonférence , on mene la perpendiculaire au
diametre, et des cordes aux extrémités de ce diamétr

I° Chaque corde est moyenne proportionnelle entre sa projection el
le diamétre ;

2° La perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre les pro-
Jections des deux cordes,

Dans toul triangle rectangle, la seconde puissance du nombr
représente I'hypoténuse est égale 2 la somme des secondes i
des nombres qui représentent les deux eotés de langle droit.

> (Ui
nees

Dans tout triangle, la seconde puissance du nombre qui représente
le coté opposé 4 un angle aigu est égale i la somme des secondes puis-
sances (les nombres qui- représentent les deux autres cotés, moins
denx fois le produit du nombre qui représente I'nn de eces cotés, par
le nombre qui représente la projection de I'autre coté sur celuizei.

Dans tout triangle obtusangle, la seconde puissance du nombre qui
représente le coté opposé 4 l'angle obtus est éoale 3 la somme des
secondes puissances des nombres qui rveprésentent les deux autres
cotés, plus denx fois le produit du nombre qui représente 'un de ces
cotés, par le nombre qu représente la projection de l'autre coté sur
celui-gi. :

Les segments de deux cordes qui se coupent dans le cercle sont
mversement proportionnels.

Les séeantes qui se coupent hors du cerele sont inversement pro-
portionnelles & leurs parties extérienres.

Une tangente est moyenne proportionnelle entre la séeante issue du
meme point et la partie extérieure de eelle-vi,
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LHAPITRE VI1I.

Problemies : Diviser une droite donnce en parties egales ou proportion-
nelles & des longueurs données (170, 171). — Trouver une quatridme
proportionnelle a trois lignes donndes, une moyenne proportionnelle
entre deux lignes données (172-174). — Mener une tangente com-
mune & deux cereles (177). — Construire, sur une droite donnée, un
polygone semblable & un polygone donné (178).

Problémes.

170. ProsrenMe. — Diviser en parties égales une droite
donnée,

Supposons qu'il 'agisse de diviser en eing parties égales la
droite AB.

Par I'une des extrémités de AB, menons une droite indé-
finie Aw. A partir du point A, prenons une longueur AC, &
peu pres égale au cinquitme de AB, et portons-la cing fois sur
Ax. Joignons le dernier point de division G, avec le point B,
par la droite GB; puis.
par les autres points F,
E, D, C, menons FL,
EK, DI, CH, paralléles
a GB; elles diviseront
en einq parties égales la
droite AB (143).

171, ProsLeme. — Diviser une droite donnée AB, en parties
proportionnelles a des droites données m, n, p.

Par Uextrémité A de BA, menons une droite indéfinie Aw,
Prenons sur Axdeslon-
gueurs AC, CD, DE, res-
pectivement égales i m,
n, p. Tirons BE, et, par
les points D, C, menons
DF, CG, paralléles
cette droite : elles divi-
seront AB en trois par-
lies, AG, GF, FB qui
satisfont a la question
(145).
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172. PropLiye. — Trouver une quatrieme proportionnelle a
trots droifes donnees m, n, p.

Sur les cotés d'un
angle guelconque wAy.
prenons AB=m, AC
=n, AD=p; tirons
BC. et menons, par le
point D, la parallele DE
a BC. Ladroite AE sera
évidemment la qua-
trieme proportionnelle
demandée.

173. ProBLEME. — Trouver une {roisiéme proportionnelle d
dewx droites donndes m, n.

s : . : Lmon
Soit @ la droile cherchée, On doit avoir— =—. Ce pro-
n o

bleme rentre done dans le précédent,

174. PropLiEmEe.— Trouter une moyenne proportionnelle entre
deux droites donndes m, n.

Ire Construction. — Prenons, sur une droite indéfinie 2y
AB=m, BC=n:

Sur AB = m - n comme
diameétre, déerivonsla demi-
circonférence ADC. Elevons
au point B la demi-corde
BD perpendiculaire & wy;
cette droite est la moyenne
proportionnelle  demandée

[ 6%, 20);

2 Conslructicn. — Sur une droite AR, éeale a la plus
erande m des deux droites don-
nées, déerivons la demi-circonfé-
rence ACB. Prenons AD = ny éle-
vons DC perpendiculaire & AB, el
menons AC : celie droite es
moyenne proportionnelle entre m
el n (162, 19).




64 GEOMETRIE.
175. ProsriEmE, — Partager, en moyenne et extreme raison,
une droite donnee.

On dit gu'une droile AB est
partagée enmoyenne et extréme
raison au point G, lorsque le
seqment AC est moyen propor- |
tionnel entre la droite en- ]
ticre AB el le second segment
BC #,

De la proportion

AR ACG
B0 (1
on tire
. AB = AC
AB-+AC ACHBC'
c'est-d-dire
A A
AB}-AC ™ AB’
01l Cneore
| I B
AB-LAC_ AR @
AB AC

Ainsi, la droite donnde AB est moyenne proportionnelle entre
le segment AC el ce méme segment augmenté de AB,

De li résulte la construction suivante :

A Textrémité B de la droite AB, élevez la perpendiculaive
BD égale a la moilié de AB. Tirez AD. Prenez DE = DB,
puis AC= AE : C est le point demandé.

En effet, la tangente AB est moyenne proportionnelle entre
AF et AE; de plus, AF =AE - EF = AE +AB; en sorte
que la relation (2) est vérifiée quand on y remplace AC par
AE **,

* Relativement a cette loeution : moyenne et extréme raison, le
lecteur pourra consuller une note de M. Vincent (Nowvelles Annales
de Mathématiques, tome 111, p. 1).

#* Ce probléeme donne licn & une discussion intéressante, que l'on
trouve, soit dans nos Fewilles d'opplication de UAlgeébre a ta Géo-
métrie, soil dans le Manuel des condidals @ UEcole polytechnigue.
Nous ferons sealement remarquer, & )u-upus de la construction préce-
dente quil n'est pas nécessaire que le dinmétre de la circonfeérence,
auxiliaire soit égal 4 la droite donnie.
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176. Remarque. — En représentant par @ la longueur de
AB, on a

e it L b
BU:E{{: A= (i i | Za .-‘:_—3(!-\ B,

. 5 1 el e T [ )
.-\(_-z;\l.‘av——'iﬂ \l‘il——:‘iﬁ-—-:—zﬂ-_\“)— 1).

Ainsi, quand une droite est purtagée en moyenne el extréme
ruison, le plus grand segment est égal au produit de la droite

par la quantité incom mensurable > (o —1)-

177. Propuisys. — Mener une tangente conumune a deuws
cereles donnéds O, 0’

Supposons le probleme résolu, et soit AA' 'une des tangentes
cherchées. Menons OA, O’A’, et, par le centre 0, tirons 0°C
parallele & AA’. La figure AA'Q'C est un rectangle. Si done,
du point O comme centre, avec 0C=0A—0'A’ pour rayon,
nous tracons une circonférence, la droite 0'C y sera tangente
¢en €. Réciproquement, cette tangente auxiliaire étant tracée,
il est bien facile de déterminer les points de contact A, A",

La méme construction donne la seconde tangenle eale-
yieure BB'1 et, en remplagant la différence des rayons OA,
OA’ par leur somme, on obtient les deux tangentes intérieures
FF’, GG'*.

= Pour la discusston de ce '|"|'uhh:-1w_': VOYEL 108 Eléments de
Giéométrie, p. L1,
i,
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178. ProsLEME, — Conslruire, sur une droite donnee, un
polygone semblable @ un polygone donné.

ABCDEF étant le polygone donuné, soit ab la droite donnée,
laquelle doit éire hornologue de AB. Daprés la définition des
polygones semblables (145}, si I'on décompose ABCDEF en
triangles, puis que Uon construise successivement les triangles
abe, acd, ade, acf, de maniére que chacun d’eux soit semblable
4 celui qui v correspond, le polygone abedef satisfera a la
question.

179. Remarque. —Si le polygone donné est un terrain, le
contour d’un batiment, ‘ete., abedef sera ce qu'on appelle le
plan de ce terrain ou de ce batiment,

La construction précédente se présente a chaque instant
dans I Arpentage, dans UArchitecture, etc.

—_———

CHAPITRE IX.

Polygones réguliers (180-197). — Leur inscription dans le cercle :
carré, hexagone, décagone (182-190). — Détermination du rapport
de la circonférence au diametre par la méthode des isopérimétres
(198-205) *,

Polygones réguliers.

180. On appelle pulygone régulier celui qui est & la fois
équiangle et équilatéral.

Ainsi, un triangle équilatéral, un cared, sont des polygones
réguliers,

* La longueur de la circonférence du cercle sera considérée, sans
démonstration, comme la limite vers laquelle tend le périmétre d'un
polygone inscrit dont les ¢ats diminuent indéfiniment. (Programme
officiel
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181. TrEorkME. — Deun polyqones régquliers, d'un méme
nombre de cotés, sont semblables.
En effet, cos deux polygones ont les cotés pmp_ortlummls.
chacun & chacun, et leurs angles sont tous ézaux (156).

182, TrtoneMe, — Toul polygone réqulier est, 1° inserip-
tible & une circonférence; 2° circonscriplible @ une civconfe-
rence.

1o Menons les bissectrices AO, BO, des angles A el B du po-
lyzone régulier; joignons le point O, 0l ces lignes se coupent,
i ' ' aux sommets C, D, E ... Je dis
que toutes les droites 0A, OB,
OC..... sont ézales.

Les cotés du polygone éfani
tous égaux entre enx, etOB étant
la bissectrice de langle B, les
deux triangles ABO, CBO sonl
égaux, comme ayant un angle
doal, compris entre deux cotés
égaux. Mais ABO est isocele.
Done CGBO Lest pareillement;
done

0C=0B=0\.

De plus, OC est la bisseelrice de I'angle BCD.

Le méme raisonnement est applicable aux deux triangles
0BC, OCD; et ainsi de silite, Done la circonférence déerite du
point O comme centre , avec OA pour rayon, passe par tous
les sommets du polygone régulier.

90 Les triangles AOB, BOC,... élant isoceles eb égaux, leurs
hautenurs OM, ON, OP sont égales; donc la circonférence
déerite du point O eomme cenlre, avec OM pour rayon,
touche tous les colés, ehacun en son milieu.

183. Le point O, cenlre commun de la circonférenct
inscrite et de la circonférence circonserite, est appelé centre
du polygune.

Le rayon OM du cercle inscrit est P'apothéme du polygone.

184, Remarque. — Dans deux polygones réguliers d'un
méme nombre de cdiés, les rayons des cercles circonserils
cont des droiles Lomologues, 1len estde méme des apothemes.

2 ——

i

e e

v s

|
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Done les périmélres de deuw polygones véguliers dun méme
nombre de cotés, sunt entre eux comme les rayons des cercles
circonserils, ou commne les apothémes (159).

Problémes sur les polygones réquliers.

185. ProsLEME, — Inscrive un carré a un cercle donné Q.

Menons arbitrairement deux diame-
tres AB, CD, perpendiculaires entre
eux; ils coupent la circonférence aux
points A, B, C, D, sommets du carré
cherché.

En effet, les quatre triangles rec-
tangles isoceles AOC, COB, BOD, DOA
sont égaux enlre eux,

186. Remurque. — Le Lriangle rectangle AOC donne

AC'=130"+0C =240%
ot
AC V2
Ao &

Ainsi, le coté dw carré est aw rayon du cercle circonserit,
comme 2 est a 1.

187. ProBLEME. — Inserive, a
un cercle donné, un heragone ri-
gulier.

Supposons le probléme résolu,
et soit ABCDEF [Phexagone. Me-
nons les rayons AO, BO.

L’arc AB étantle 4 dela circon-
férence, l'angle AOB a pour va-
leur 4 ou 2 d’angle droit, Done

er s g‘d

angle BAO = angle ABO =

= 2d
) TF

Le triangle AOC est done équiangle, el AB=A0. En d'autres
termes, le cité de I hewagone vegulier est égal aw vayon du cevcle
ctreonseril.
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Done, pour résoudre Je probleme proposé, on prendra une
ouverture de compas égale au rayon; et partant du point A
pris arbitrairement, on portera cette ouverture six fois sur la
circonférence.

188. Remarque.— Sil'on joint, par des droites, les sommets
non conséeutifs, A, C, E, on forme lo iriangle équilatéral
inserit ACE. On reconnail aisément que Papothéme OG de
cette figure est 6gal a le moitié du rayon, el que son coté est

aw rayon, comme y 3 estd 1.

189. ProBLEME, — [nscrire, d un cercle donné, un décagone
régulier.
A : i_.] 2.!
AB étant le coté du décagone, angle= AOB i I,'
il ;
[ S— 2l
_ . i s
done angle BAO = angle ABO = ——— == Ainsi, dans
g 5

Je triangle isocele AOB, I'angle
A la base est double de I'angle
au sommet. D'aprés cela, si nous
menons la bissectrice BC, le
triangle BCO sera isocele ; et les
triangles ABO, ACB, ayant un
anzle commun et un angle égal,
seront semblables, Donc

AC__ AB
AR AD
ou, & cause de AB=BC=C0:
AC 1) CcO
CO  AO

Conséquemment, le cdté du décagone régulier est égal a la
plus grande partie du rayon du cercle circonscrit, partagé en
moyenne et extréme raison.

{1 suffit done, pour résoudre le probleme proposé, d'appli-
quer au rayon AO la construction connue (A75).

Sl . . (i i A
’aprés cetle construetion, AB=- R (v5—1) (176).
190. Remarque.— Si l'on joint, de deux en deux, les som-

mets du décagone, on forme le pentagone réqulier inseril
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BLIGE. Nous laissons au lecteurle soin de démontrerles deux
proposilions suivantes :

1o Le carré du cité BL du pentagone est égal au carré du
cdté AB du décagone, augmenté du carré du rayon ;

2° Le coté BL du décagone est noyen proportionnel entre le
segment AC durayon et ce segment augmenté du rayon.

Chacun de ces théorémes donne

BL= SR | T0=2y5
== :z \ .
191. Prosrene.—Connaissant le cdlé d'unpolygone régulier

serit, el le rayon du cercle, trouver le cdté du polygone régu-
lier inserit, d'un nombre double de cités.

AB étant le coté donné, menons la
bissectrice OC de I'angle au centre AOB -
AC sera le coté du polygone cherché.

Supposons & présent que I'on venille
caleuler la longueur de ce colé, connais-

sant celle de AB. Dans le triangle AOC
165),

AC'=10"+C0°—2€0 . bo;
el, dans le triangle recltangle ADO,

DO=Y A0 =AD"

Faisons, pour abréger,

_\0=|U—“ \H——l_: \(_:z-rr
nous aurons

d'ou
c— \/ IRZ—R \§ RE—CF

* Cette formule peut étre transfoimée ainsi
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192. Proprens. —Connaissanl le eile d'un polygone régqulier
circonserit, et le rayon du cercle, trouver le edté du polygone
régulier circonserit, d'un nombre double de céles. :

Soit AB le coté donné, touchant en son milieu C la eircon-
férence O (182). Menons AO, BO, CO.
Divisons les angles égaux AOC, BOC,
chacun en deux parlies égales, par
les droites OD, OE. Le edté eherchdé
est évidemment DE; et si nous me-
nons DI, EG, ces deux droites seront
les moitiés de deux nouveaux cotés
du polygone circonserit, & cause de
Pégalité des quatre triangles DFO,
DCO, ECO, EGO.

193. Remarques.—1° Si l'on méne la corde FG, cette droite,
¢videmment paralléle i AB, est le ¢oté d'un polygone inscrit,
semblable au polygone dont AB est un coté. Il est donc
tros-facile de construire 'un de ces polygones, connaissant
I'autre.

9" Nous avons vu (ue I'on peut inserire, a un cercle donné,
un carré, un triangle équilatéral et un pentagone régulier,
On peut ézalement, au moyen de la régle et du compas,
construire le pentédécagone régulier inserit ™. Il résulte de
I, et des deux problemes précédents, que les polvgones
réguliers inscriptibles ou circonscriptibles par des procédés
géométriques, sonf ceux de

35 6, A2, 24 48, 96,. ... colds;

&, 8, 16, 32, 6& A28, ... coles;
B, A0, 20, 40, 80, 460, ... cotés;
45, 30, 60; 120, 240, £80.. . . . coteés.

194, ProsrivE. — Connaissant le rayon R et Uapothéme r
d'un polygone réqulier, trouver le rayon R’ et l'apothéme 1
d'un polygone requlier isopérimeétre, d’un nombre double de
cites.

Soient AB le coté du premier polygone; O, son centre;
0A, le rayon du cercle circonserit; OD, Papothéme. Prolon-

. © Et méme le polysone régulier inserit de 17 cotés, Yoy, nos
El¢ments de Géométrie.
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geons OD jusquien G menons
AC, BC; puis OA’ perpendiculaire
4 AC, et OB’ perpendiculaire &
BC. Il est elair que la corde A'B’
est moitié de AB, et que l'angle
A'OB! est moitié de AOB; d'on
il résulte que OA’ el O’ sont le
rayon R’ et apothéme 7* du se-
cond polygone *.

72

Cela posé, le point D' est le milien de CD, et OA’ est une
moyenne proportionnelle entre OC et OD' (160, 2°); autre-
ment dit,

| =

r+R) (A), R=\Rr'. (B)

i
Tt

)

T

Ainsi 2 1° le second apothéme est moyen, par différence,
entre le premier apothéme et le premier rayon; 2° le second
Tayon est moyen, par quotient, entre le premier rayon et le se-
cond apotheme.

195. Remarques— L. L'inspection de la figure prouye que
I'on a
oD’ > 0D, 0A! << 0OA;

ol
Wz, R' > R.

II. La fléche CD est égale & R — 173 et, si du point O pris
comme centre, nous déerivons l'are A’EB, nous aurons

R—1' =ED".

Or, la corde A’E est bissectrice de Pangle CA'D'; done (146),

A cause de A'D" < A'C:
I I ATy - 1 1
E[.I) s ED' < = ch

ED <
ou enfin

R —r'< :- R — 7).

* (Cetle élégante construetion est due & Léger, ancien chef d'institu-
tion & Montmoren :y.
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Ainsi, la différence entrve le second rayon et le secomd apo-

théme est moindre que le quart de la différence entre le premier
rayon et le premier apothéime.

Applications nomériques.

196. Le citd ¢ d’un dodécagone végulier est égal a 0m, 23,
Quel est le rayon R du cercle circonserit ?

Ce rayon est ézal au coté C de ’hexagone régulier inserit au
méme cercle (187), Or, si I'on suppose C=R dars la formule
du ne 191, on aura

ru—\/*W—Ji\HP_R 2 — /3.

Le radical double \/ 3 — \/3 est éoal a 3 —y/ 4% done

v=R(i—vi).

On conelut, de celle équation,

ou, en multipliantles deux termes de la fraction par 3 4- ¢/ 1,

R=c{y§-vi).
Remplagant ¢ par 0,23, et effectuant par logarithmes, on
trouve enfin

R=0" 444 326.

197. Caleuler le rayon et lapothéme d'un polygone régulier
de 16 edtes, dont le p{'h‘mrf! e serait égal @ T meétres.

Le coté du carré isopérimetre avec le polygone dont il s’agit
seraib représenté par -; done (186) I'apothéme r et le rayon R
P }
de ce carré auraient pour valeurs, respectivement ;

* En r:ll'l:t,(\/%}--— \/h:

4. Géomdtrie,

4

pofee
] —
|




- :
T GEOMETRIE,
R Tt e
P= : 3 3 \ 2

Soient ', R, v*, R” les apothémes el les rayons des poly-
gones réguliers de 8 el de 16 colés, isopérimetres avec le
carré : I'application des formules (A) et (B) (194) donne suc-
cessivement

; (TR B B L 2 S
R “\/; l+\2+\-i-+2\--2,‘--m\/f++z\--z

i

=5\/ 2U+v2+\Vit-2/2) Vit-2y2

v

Partant dey/2=1 A1 213 57, et appliquant les logarithmes,
on trouyve

|

o

Ay 2 L2020 14V 2,

e
e

r=(m 875,

R = 1m,237 43788,
Y= m (056 218 44,
R'=1m 147 348.
r'=1m (86783,
Rf= 1m 101 960,

e

1A

Ces valeurs =alizfont aux relations

e

o Aol Y|
Kt plqmn)y Wt <o @ aar) s iios)
k 4 ke
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Rapport de la circonférence an diamétre.

198. Tneoweme, — Une circonférence étant donnée, on peut
toujours y inserire et y civreonscrive deux polygones réguliers
semblables tels, que la différence de leurs périméires soit moindre
qu'une grandewr donnée quelconque.

Inserivons et circonserivons a la circonférence deux poly-
gones réguliers semblables; puis doublons: indéfiniment le
nombre des cotés de ces deux polygones. Je dis : 1o que la
difftrence entre les périmétres des polyzones semblables, cir-
conserib et inserit, diminue quand le nombre de leurs colés
augmente; 20 que Pon peut pousser I'opération-assez loin
pour rendre la différence entre les périmetres des polygones
auxquels on s'arrétera inférieure & une grandeur donnée quel-
conque.

lo Soient AB, FG (192) les cotés de deux polyzones réguliers
semblables, et DE, FC les cotés des polygones qui se déduisent
des deux autres par les constructions indiquées ci-dessus, Dé-
signons par n le nombre des eotés des deux premiéres figures,
par P, p leurs périmetres respeclifs, par P', p’ les périmétres
des polygones de 2n cotés, Nous aurons

P=n.AB=n(AD-DE +EB), p=n.FG,
P'=n . (FD--DE+EG), p'=n. (FC-+CG).

Or, Foblique AD est plus grande que la perpendiculaire DF;
de méme EB est plus grand que EG. Done

£
D'un autre coté, la ligne brisée FCG est plus grande que la
ligne droite FG. Done y

p' = .

Comme chague polygone inscril est enveloppé par le poly-
sone circonserit semblable, nous avons anssi (27)

PPl =

Les qualre inégalités précédentes peuvent done fire rem-
placées par U'inégalité continue

P =P ’

S0 =,
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On conclut. de cette derniére.

Pr—p ' <P—p.

2* Représentons par R le rayon OC, par « Papothéme OH ;
nous aurons (184)
PR

P (]

]

d'oli, par les propriétés des proportions,

R—a

P p =P, ——.
P—p m

Dans le second membre, le facteur P va en diminuant, et
le¢ dénominateur R est constants dong il suffit de prouver que
R — @ a pour limite zéro.

Or, R —a, ou FO—OH, est moindre que FH, ¢'est-d-dire
moindre cue la moitié du coté du polyzone inscrit auquel on
s'arréte ; d'ailleurs 'angle AOB peut étre rendu aussi petit
quon le voudra. Done FG, corde de cet are, a pour limite
zéro, ot CH=R —a=A0 — OH, a également pour limite
76r0.

199. Puisque la différence entre les périmetres des polygones
semblables, circonserit et inscrit, diminue indéfiniment, de
maniére & pouvoir devenir moindre (ue toute grandeur donnée,
ces périmefres ont une limite commune. Cette limite est ce
quon appelle longuewr de la circonférence.

200. TukonriME.—Deww circonférences sont entre elles comme
lewrs rayons.

Soient deux ecirconférences ayant pour rayons R, #, et dont
les longueurs soient C, c.

Inscrivons, & ces deux circonférences, deux polygones régu-

liers semblables, avant pour périmétres P, p; nous aurons (18 k), ‘
PR ‘
p o

S5i nous doublons indéfiniment le nombre des cétés des deux
polygones, les périmetres P, p s’'approcheront indéfiniment de
G, ¢, qui en sont les limites. D'ailleurs, le yapport enive les
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limites de deuw quantités variables est la limite du rapport de
ces quantités. Done

201, Corollaire. — La proportion précédente donne
G ¢

Ainsi, le rapport d’une circonférence A son diamétre est le
meéme pour toules les circonférences; ou, autrement dit : le
rapport de la circonférence au diamétre est un nombre con-
stant.

202. Remarque.—Le rapport de la circonférence au diamétre
est, ainsi qu'on peul le démontrer, un nombre incommensu-
rable; onle représente ordinairement par la lettre =, Sa valeur
approchée, réduile en décimales, est

n=3,141 b92 653 H89 T93....

203. Proprive. — Evaluer le rapport approché de la circon-
férence au diametre.

Nous venons de dire que ce rapport est incommensurable ;
nous ne-pouvons done I'exprimer exactement par un nombre
fini de chiffres; mais nous pouyvons, du moins, nous proposer
d'en obtenir une valeur approchdée.

A cef effel, considérons le carré dont le colé est égal a
Funité de longueur; son périmétre est 4; et r, R représen-
lant Fapothéme de ce carré et le rayon du eercle circon-
serit ;

Au moyen des formules du n® 194, nous pourrons, comme
nous I'avons déja indiqué ci-dessus (198), caleuler les rayons
et les apothémes des polygones réguliers de 8, 16, 32, ...,
Cotés, isopérimélres avec le carré.

Nous avons trouvé (195)

-2

il S R' < I R— " <= (R=—=1):




el, en méme lemps,

R — 1 xf_( ]E) g (R—1), R — """ < (I{)u (R—1r), ele.

Ainsi, les différences entre les rayons et les apothémes cor-
respondants décroissent plus rapidement que les termes de la

i
moindres que toute grandeur assignable; done les rayons et les
apothémes oni une limife commune.
11 est facile de voir que cette limile est le vayon p de la cir-
conférence égale a 4. En effel, en désignant par r,, R, un apo-
théme el un rayon correspondanls, on a, simultanément :

p I 1 2 I 3 .
progression P (—), (; .+«v 3 done elles peuvent devenir

)
271, < 4, DRy, Amp =
ol
y<ip el Hu-‘
el, par conséquent,

m vy =0= lint1lk,.

204, Remarque. — On a

Conséquemment, on peul remplacer les termes initiaux

I s
5 el g V2, par 0 el 1.

Les explications dans lesquelles nous venons d'entrer peu-
vent alors élre résumées dans la proposition suivante, connue
sous le nom de Théoréme de Schivab :

Une suite indsfinie de nombres dont les deux premiers sont
0 et 1, el dont les aulres, a partiv du troisiéme inclusivement.
sont alternativement moyens par diffévence el moyens par quo-
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tient entre les deun qui les précédent, a pour limile le rayon
d'une civconference éqale a 4.

205. En effectuant le calcul, on trouve, avec 7
exactes,

décimales
0 =0,636 619 6.

On déduit de cetle valeur, & cause de 27p =1,

—0,318 309 8...

A1 ==

Résume,

Deux polygones réguliers, d'un méme nombre de cotés, sont sem-
blables.

Tout polyzone régulier est, 1¢ inscriptible & une civconférence ;
2 eireonseriptible a4 une ciconférence.

Les périmétres de denx polygones réguliers d'un méme nombre de
colés, sont entre eux comme les rayons des cercles eirconserits, ou
comme les apothemes. :

Une civconférence étant donnée, on peut toujours y inserire el y
circonserire deux polyzones réguliers semblables tels, que la différence
de leurs périmétres soit moindre qu'une grandeur donnée queleondgue.

Deux circonférences sont entre elles comme leurs rayons.

Le rapport de la civeonférence au diamétre est un nombre constant.
(e rapport est un nombre incommensurable. Sa valeur approchée,
réduite en décimales, est m= 3,141 592 653 589 793....
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(HAPITRE X.

Mesure des aires (211-223).—Aire du rectangle, du parallélogramme,
du triangle, du teapeze, d'un polyzone quel:onque (211-223).— Aire
approchée d'une figure plane limitée par une courbe quelconque *,
-= Théoréme du carré construit sur I'hiypoténuse (224). — Aire d'un
polygone régulier (230). — Aire du cerele of du secleur eireu-
laire (230-239), — Rapport des aires de deus figures semblablos
(227-229).

Préliminaires.

206. On appelle figures équivalentes celles qui sont décom-
posables en parties égales, chacune 3 chacune.

207. Si les parties égales ¢

équivalentes sont disposées de
deviennent égales,

ui composent les denx figures
la méme maniére, ces figures

208. La hautewrd'un triangle est la perpendiculaire abaissée
d'un sommet sur le c6té opposé, lequel prend le nom de base,

209. La hauteur d’un parallélogramme, ‘d’un rectangle ou
d'un trapéze, est la perpendiculaire commune 3 deux cotés
paralleles, lesquels se nomment bases.

210, Deue reclangles de méme base et de méme h tuleur sunt
eyaue; car ils ont les eotés égaux el les angles égaux, chacun
# chacun,

Aire du reelangle,

211, ToeoneME. — Deux rectangles de méme base sont entre
eua comme lewrs hauteurs.

Plagons le plus petit rectangle ABC'D' sur
le plus grand, de maniére que AB soit la base
commune.

Je dis que I'on aura

ABCD  BD

ABCD' ~ BD'"

Supposons les hauteurs BD, BD', commensurables entre
elles, et par exemple, dans le rapport de 8 i 3.

" Noir & Vdppendice e levé des” plans, pour Ja solution de eefte
ipiestion.,




GEOMETRIE, &

Divisons BD en 8 parties égales : BD' en comprendra 3 ; ef
si, par les points de division, nous menons des paralléles 4 AB,
le rectangle ABCD sera partagé en 8 rectangles égaux entre
eux, comme ayanl méme base et méme hauteur. ABC'D’ con-
tient 3 de ces rectangles. Donc

ABCD _ BD
ABCD ™ BD"

212. Corollaire. — Dewx vectangles de méme hauwteur sont
entre ewr comme leurs bases.

213, Tukonkmr. — Le vapport de deuw rectangles esi eqal au
produit du rapport de leurs bases, par le rapport de leurs hau-
teurs.

Soient R, R' deux rectangles ayant pour bases, respective-
ment, B, B’ et pour hauteurs H, H'. Je dis que

R B H

R TR

Prenons un rectangle auxiliaive R'', dont la base soit B et la
hauteur H’, Le théoréme précédent donne

ButsHn wRifu B
R” ' R B

Le produit des rapports de R & R et de R & R’ est ézalau
rapport de R & R (Arithm., 212). Done les deux derniéres
égalités donnent celle qu'il s’agissait de démontrer.

21 4. Remarques. — 1°Soient deux rectangles ABCD, A'B'C/D
fels, que leurs bases soient dans le rapport de 4 & 3, et leurs
hauteurs dans celui de 4 & 5. Le théoréme précédent exprime
que le rapport des rectangles est 4. £—=12 ou qu'un méme
rectangle peut étre contenu 16 fois dans ABCD et 15 fois
dans A'B'C'D'. Clest ce qui est rendu évident par la figure,
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2° Supposons qu'avec une certaine unité, on ail mesuré B,
B, H, H'; alors ces liznes pourront étre remplacées par leurs
longueurs, ¢'est-a-dire par des nombres. Représentons ces noni-
bres par b, b, h, 1" ¢ le théoreme ci-dessus deviendra

R bh
RS0 v

Ce résultal s'énonce ainsi @ Deva reclangles sonl endre eur
comme les produits de leurs bases par leurs haufeurs.

30 On doit bien observer que bh est le produit de deux
nombres, et non le produit de deux lignes ; ce qui n’aurait
aucun sens.

215, Supposons que Fon prenne R’ pour unité de surface ;
alors le nmnln‘(-ﬁ est ce qu'on appelle aire du rectangle R,

En représentant celle aire par @, nous aurons

bh
il = ———,
b'h
On voil gque Fadre est, pour les rectangles, ce que la longueur
est pour les droites : un nombre mesurant la grandeur.

216. L'expression précédente se simplifiera, si, au lieu de
prendre arbitrairement le rectangle R', nous choisissons pour
unité de surface le carré qui a pour colé I'unilé de longueur.
En effet, nous aurons ' =h' =1,

el a="0h.

(e nouveau résultal s'énonce ainsi

Laire d'un rectangle est égale a sa base multiplice par sa
hauteur; ou :

Un rvectangle a pour mesure le produtt de sa base par sa
hauteur.

2157, Corollaire, — L'aire d'un carre est égale a la seconde
puissance de son colé.

En effet, sidans la lormule @ = bh on suppose i= 10, on ob-
tient @ = b*. 8i, par exemple, le coté d'un carre est représents
par §, Paire de ce carré sera 25.
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" (Vest & cause de cette propriété que 'on donne le nom de
carres aux secondes puissances des nombres. (Arithm., 186.)

Aire du parallélogramme.

218, Tutonkme — Deur parallelogrammes de méme base el
de méme hautewr sont équivalents,

Supposons que les parallélogrammes aient méme base infé-
rieure AB: leurs bases supérieures CD, C'D' seront en ligne
droite.

Le premier parallélogramme ABCD se compose du trapéze
ABCD!, diminué du triangle DBD!. De méme, ABCG'D' se com-
pose de ABCD' diminué¢ de CAC,
Or, les triangles CAC', DBD!
sont dgaux, A cause de A = B,
AC=BD, AC'=BD". Donc, d'aprés
la définition (206), les parallélo-
grammes sont équivalents,

219. Corallaire. — Toul parallelogramme a pour mesure le
produit de sa base par sa hauteur.

Aire du triangle.

220. Tukorene. — Tout triangle est la moitie du purallélo-
gramme de méme Lase el de méme hawleur.

En effet, la diagonale d’un parallélogramme parlage celle
figure en deux triangles égaux.

231, Corollaire. — Toul triangle a pour mesure la moilié du
produit desa base par sa hawteur.

Aire du trapése.

992, TukoneMe. — Tout trapéze a powr meswre le produit de
sa hauteur par la demi-somme de ses
bases.

En effet, le trapeze ABCD se com-
pose des triangles ABC, CAD de méme
hauteur que ABCD.
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Aire d’un polygone quelconque.

223. Tout polygone étant décomposable en triangles, sil'on
peut mesurer la base et la hauteur de chacun d’eux, on déter-
minera I'aire du polygone.

Cefte méthode, simple et rigoureuse en [héorie, ne I'est plus
dans Papplication. Ellene pourrait servir, par exemple, & me-
surer un lerrain de forme irréguliére, Le procédé suivant,
commode i employer, conduit a une formule qu’il est hon de
connaitre.

Menons , dans le plan du
polyzone AA’A". . une droite
indéfinic OX, el prenons, sur
celle droile, une origine 0.

Abaissons ensuite, des’dif=
férents sommets du  poly-
gone , des perpendiculaires
sur OX*, puis mesurons cha-
cune d'elles, ainsi que =a dis-
tance au point O,

Désignons par b, b', b",..., les distances OB, OB’, OB", et
par a, a', a”, les perpendiculaires. Enfin, représentons par I
I'aire du polvgone; nous aurons

2 P=(a @) (0'—b) + (@'~-a"") (b'—b') + (@ 4-a'"") (b'—b")

/

(@' @) (b — bv)—(an - av) (I — bY) — (¥ J-a) (v —b) -

ou, en metlant a, a' a2’y en facteur commun (Arithm. i4),

PP=a(h =) a (b —=b) fa" (B —b) Fa (b — b
= (Y —5"") =av (b — ).

Pour abréger, appelons abscisses les distances b, b, b, el
ordonnées les perpendiculaires a, o o
dire que :

Laire d'un polyyone quelconque est égale a la demi-somme
des produits que Uon obtient en multipliant Uordonnée de chague
sommet par la différence entre les abscisses des deux sommels
Voising**,

yor. 3 TIOUS POUITONS

¥ Sur le terrain, cette construction se fait-aisement avee I'dquerre
d'arpenteur.

“* Cette difference, qui pent étre positive ou négative, doit tonjours
etre prise dans le méme ordre.
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Relations entre les carrés construits sur les cdtés d'un triangle.

224. TuronEME. — Le carré construit sur Uhypoténuse d'un
Iriangle rectangle est équivalent a la somme des carrés construits
sur les deun autres cotés.

Premi¢redémonstration, — Chacun de ces carrés a pour me-
sure la seconde puissance dunombre qui mesure son eoté (217).

Dailleurs, la seconde puissance du nombre qui mesure
Phypoténuse est éeale & la somme des secondes puissances
des nombres qui mesurent les deux cotés de angle droit (163).
Done le premier carré est équivalent 4 la somme des deux
ilres,

Seconde démonstration. — Apres avoir construit des carrés
surles cotés du triangle BAC, rectangleen A, menons IK paral-
lele & AB, et HK paralléle i AC; le triangle IHK sera égal &
BCA (46). Menons ensuite FE, AK,
GA, DA : ces deux derniéres droites
n’en font qu'une, parce que, divisant
en deux parties égales les angles
droits FAB, EAC, opposés par le som-
met, elles sont également inclinées sur
la droite BAE.

Cela posé, il est visible que les
qualre quadrilatéres DEFG , DCBG,
ACIK, KIBA sont ézaux. En effet,

151 nous faisons fourner DEFG
autour de DG, AED sappliquera sur
ACD, et AFG s’appliquera sur ABC....

5% Si nous faisons tourner ACIK autour du point €, jusqu’a
ce que CA coincide avec CD, le ¢oté CI, égal a CB, s’appliquera
sur celui-ci, parce que les deux angles ACI, DCB, composésde
Fangle ACB augmenté d'un angle droit, sont ézaux, De méme,
IK viendra coincider avec BG.

30 Si nous faisons tourner KHBA autour de B, de maniere
que AB g’applique sur GB, la premiére figure viendra coinei-
der avec DCBG....

Observons actuellement que la somme des carrés BF, CE se
compose de lasomme des deus premiers quadrilatéres, dimi-
nuée des deux triangles ézaux BAC, EAF, et que le carré con-
strnit sur Phypoténuse se compose de la somme des deux der-
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niers (uadrilateres, diminuée des deux triangles ézaux BAC,
IKH, Done, conformément a la définition (206), le dernier
carré est égquivalent a la somme des deux autres.

La premiére démonstration s’applique aussi a la proposition
suivante, qui ne différe pas d’un des théorémes ci-dessus (165).

225. TuEoriME, — 1° Dans tout triangle, le carré construit
sur le cdté opposé @ un angle aiqu esi équivalent @ la somme
des carrés construits sur les deux aulres cotés, moins devaw fois
le rectangle ayant pour base Uun de ces cotés, et pour hauteur
la projection du second cdté sur le premier,

90 Dans tout triangle obtusangle, le carré construil sur le
c6té oppose a Uangle obtus est équivalent dla somme des carrés
construils sur les deur autres cités, plus deua fois le rectangle
ayant pour base Fun de ces cdlés et pour haulewr la projection
die second cdolé sur le premier. }

236, Corollaire. — Un triangle est aculangle, vectangle o
obtusangle, selon que le carré du plus grand cité est inferieur,
dgal ou supérieur a lasomme des carrés des deuw aulres cdlés.

Rapport des aires de deux polygones semblables.

937, TukorEne. — Deuw iriangles semblables sont entre eu
comme les carrés de leurs cotés homologues.

Soienl d'abord deux triangles ABC,
ADE, ayant un angle égzal A. Je dis que
I'on aura

ABG AG AB
ADE — AE "AD’

Menons BE; les triangles ABC, ABE ont méme sommel
B, et leurs bases AC, AE sont situées sur une méme droite ;
ces deux triangles onl done méme hauteur ; conséquemment,
ils sont proportionnels & leurs bases, c'est-a-dire que

ABGC AC
ABEAE’
On lrouve de méme
ABE . AB -

AED  AD
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1l résulle, de ces deux proportions,

ABC AC AB
AED  AE AN

Si, dans la figure, les deux (riangles ABC, ADE sonl seni-
blables, on aura
AG ) Al
AE~ AD’
Done
__lEE: - (\_{;‘)3 AC
AED AE) iF

298, Tutonine. — Dewx polygones semblables sonl entre
ewa comme les carrés de dewx colés homologues quelcongues.

Deux polygones semblables P, p, sontcomposés d'unméme
nombre de lriangles semblables, chaeun a chacun (147).

RoientT,T',T".... les triangles composant Py soent 4, ¢, £,...
Jes triangles du polygone p, correspondant aux premiers; soient
enfin G, ¢ deux ¢otés homolozues : nous aurons par le théoreme
précédent, et & cause de la proportionnalité entre les diago-
nales homologues et les colés homologues (156),

T T AT 4
S

ou enlin
1) {"_-'

p ¢

929, Corollaive. — Les aires de dewa polygones réguliers
semblables sont entre elles comme les carvés desrayons des cer-
cles circonserils, ou comme les carrés des apothémes,

En effet, le rapport des rayons ou celui des apothemes, est
égal au rapport de similitude des deux polygones (184).
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Aire d'un polygone régulier.

230. TugoniME. — L'aire d'un polygone végqulier est égale
aw perimetre multiplié pay la moiti¢ de lapothéme.

Tout polygone régulier est décomposable en triangles iso-
celes égaux, ayant pour bases les eolés du polyzone. En ap-
pelant ¢ I'un de ces cotés el a lapothéme, Paire de chaque
triangle sera représentée par § ca. Sidonc le polvgone a n co-
1és, son périmetre pest nie: el comme

joe.h=cn . fa=p.la,
on a
P=p.3a,

P étant I'aire du polyzone.
Aire du cercle.

231. TuEoneme. — Une circonference étunt donnée, on peut
toujours y inscrire el y civeonscrive deux polygones réguliers
semblables tels, que lu différence de leurs aives soit moindre
quune grandewr donnde quelcongue, (Yoir le no198.)

232, Quand on double indéfiniment le nombre des cotés de
deux polygones réguliers semblables, I'un inserit et autre
circonserit a une méme circonférence, la différence entre leurs
aires diminue indéfiniment, de maniére & devenir moindre que
toute grandeur donnce. 1l résulte de I que les airesdes poly-
gones inscrits el les aires des polygones circonscrils lendent
vers une limile commune. Cette limite est ce qu'on appelle
aire dw cerele donné,

233. TugorkEME., — L'aire du cercle est égale a la civeonfeé-
rence multiplice par la moitié du rayon.

L’aire d'un polygone régulier est égale au produit du péri-
metre par la moitié de Papothéme (230). Or, les limiles res-
pectives du polygone, du périmetre et de apothéme sont le
cercle, la circonférence el le rayon ; el d'un autre coté, la li-
mite d'un produit est ézale au produit des limites des facteurs:
donc l'aire du cerele est égale a la longueur de la circonfé-
rence, multipliée par la moitié du ravon.
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234 Scolie. — 1° Soit ¢ une circonférence de rayon R;

onal201)

=R

2° 501l G laire du cerele de méme rayon R ; on aura

C=27R.4R,
(11}

C == R2,

235. Corollaive. — Deuzx cercles sont entre eux comme les
carres de leurs rayons.

236. Deux cercles doivent éire considérés comme les limites
de polygones semblables. Ils jouissent done des propriétés qui
appartiennent i ces polygones. 1l en est de méme pour les
ares el pour les secteurs semblables, ou appartenant 2 un
méme angle au centre. Ainsi ;

237. THEOREME. — 10 Les arcs semblables sont entre eux
comme les rayons ;

2" Les secleurs semblables sontentre eux comme les carrés des
i'uyrm-s.

238, THEOREME. — Dans un méme cercle, deux secteurs
sontentre ey comme les aves, owcomme les angles aw centre.

239. Tutonime. — Laive d'un secleur est égale a lare
multiplié par la moitie du rayon.

Résumeé.

Deux rectangles de méme hase et de méme hautenr sont éoaux.

Deux rectangles de méme base sont entre enx comme leurs hau-
teurs,

Le rapport de deux rectangles est éxal au produit du rapport de
leurs bases, par le rapport de leurs hauteurs.

Deux rectangles sont entre eux comme les produits de lenrs bases
par leurs hautleurs.

Liaire d'un rectangle est égale & sa base maltipliée par sa hau-
leur, ou un reetangle a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur.

L'aire d'un carré est égale @ la seconde puissance de son coté,
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Deux parallélogrammes de méme base el de méme hauteur sont
ceuivalents.

Un parallélogramme a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur.

Tout triangle est la moitié du parvallélogramme de méme base et de
méme hanteur.

Un triangle a pour mesure la moitié du produit de sa base par sa
hauteur.

Un trapéze a prmr mesure le produit de sa hautenr par la’ demi-
somme de ses 5

Le can
valent &

construit sur Phypoténuse d'un (riangle reclangle est équi-
a somme des carrés construits sur les deux autres cotés.

Dans tout triangle, le earré construit sur le edlé opposé & un
angle aigu est équivalent a la somme des carrés construits sur les
deux autres eotés, moins deux fois le rectangle ayant pour hase 1'un
de ces cotés, et pour hautear la projection du second cété sur le
premier.

Dans tout triangle oblusangle, le carré construit sur le eité oppose
i l'angle obtus est équivalent & lasomme des carrés construits sur les
deux autres cotés, plus deux fois le rectangle ayant pour base I'un
de ces cotés, et pour hauteur Ja projection du second cote sur le
premier,

Un triangle est acutangle, rectangle, ou obtusangle , selon que le
carré de son plus grand coté est inférieur, égal on supérieur a la
somme des carrés de ses deux aulrves cotés,

Deux triangles semblables sont entre eux comme les carrés de leurs
cotés homologues.

Deux polygones semblables sont entre enx comme les carrés de
deux cotés homologues quelconques.

Les aires de devx polygones réguliers semblables sont entre elles
comme les carrés des rayons des cereles circonserils, ou comme les

carrés des apothémes.

L'aive d'un polyzone régulier est égale av périmétre multiplié par
la moitié de Papothéme.

Une circonférence étant donnée, on peut toujours y inserire et
y circonscrive deux polygones réguliers semblables tels, que la dif-
férence de leurs aires soit moindre qu'une grandeur donnée quel-
conque.

L'aive du cerele est égale a la civconférence multipliée par la moi-
li¢ du rayon.

Deux cercles sont entre eux comme les carvés de leurs rayons,
Les ares semblables sont entre enx comme leurs rayons,

Les secleurs
LAYOTIS,

‘mblables sont entre eux comme les cavees de lenrs
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Dang un méme cerele, denx sectenrs sont entre cux comme leurs
ares, ou comme leurs angles au centre.
L'aire d'un secteur est égale a Pare muoltiplié par la moitié du
rayon.

CHAPITRE XI,

Exercices et problémes sur la comparaison des aires (240-245). —
Construire un carré équivalent 4 un polygone donné (240 ). —
Construire un carré dont le rapport @ un carré donné soil égal
au rapport de deux lignes données (241). — Coustruire un rec-
tangle équivalent & un carré donné, et dont les cotés adjacents
fassent une somme ou aient entre eux une différence donnée (244).
— Application & la construction des racines des équalions du second
degré i une inconnue (245).

I'roblémes.

240. Prosvive 1. — Construive un carré équivalent a un
parallelogranme ou @ un triangle donnd.

Soit X le coté inconnu du carré éguivalent & un parallélo~
cramme donl la base et la hauteur sont des droites don-
nées, B, H. On doit avoir (213)

. Iy

= v =1
X X :

(ot
B X
; D T

Ainsi, le coté du carré est moyen proportionnel entre la
bage et la hauteur du parallélogramme.

On verrait, de méme, que le colé du carré équivalent & un
(riangle dommé est moyen proportionnel entre la bhase et la
moiti¢ de la hauteur du triangle.

241, Prosrivg I, — Constrwire un carré qui soit @ un earre
donné, dans le rapport de dewa droites données.

Soil ¢ le coté du carré donnd, et soient p. ¢ les droites
données.
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Prenons, sur une droite
indéfinie, AB=p, B =g
sur AC, comme diamétre,
décrivons une demi-circon-
férence ; élevons en B la
perpendiculaire BD au dia-
metre; tirons les droifes
indéfinies DA, DC; prenons,
sur celle-¢i, DE =¢; enfin,
par le point E, tirons EF
parallele a CA. Je dis que
DF est le coté du carré
cherché.

. 2 st L , -
En effet, en désignant par AD” et CD'* les carrés construits
sur AD et €D, nous avons d’abord

e

AD AB

Cp*” BC ¢
De plus, a cause des paralleles EF, CA:

AD__DF _DF

CDZWDE ¢/
on
E’l_ DF
Ch " ¢
done
[ﬁz bt ’J
& g

Remarque. — Dans le cas particulier oit CD égalerait ¢,
DA serait le coté du carré demandé.

242, PropLEME III. — Construire un triangle équivalent a

un polygone donné. _ ) :
Soit, pour fixer les idées, le pentagone ABCDE , qu'il s’agil

= Gette notation est fondée sur le théoreme relatif @ la mesure du
carre (217}
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de transformer en un
triangle équivalent.

Par le sommet C,
menons CC! parallele
a la diagonale DB,
et soit C' le point ol
cetfe paralléle coupe
le prolongement de
AB; menons DC.

Au moyen de cette construction, nous avons remplacé le
triangle BCD par le triangle équivalent BC/D : en effet, ces
deux triangles ont méme base DB et méme hauteur. Done, a
cause de la partie commune AEDB, le quadrilatere AEDC'
esl équivalent an penlagone donné.

De méme, si nous menons EA! paralléle a DA, nous rempla-
cerons le (riangle DEA parle (riangle équivalent DA'A. Le
pentagone proposé seradone transformé enun lriangle A'DC’
équivalent.

La construction est évidemment indépendante de 'espéce
du polygone donué,

243. ProBLEME IV, — Construire un carvé équivalent a un
polygone donné P,

Aprésavoir construit un triangle T équivalenta P (Probl. I11),
on cherchera le carré C équivalent au triangle T (Probl. I) :
c'est le carré demandé.

24k, PropLEME V. — Construive un rectangle équivalent a
un carré donné, connaissant la somme ou la diffévence des cdtés
adjacents.

1° Soit AB la somme de la base et de la hauteur du rec-
tangle inconnu. Sur cette droite, comme diametre, décrivons
une demi-circonférence, Menons CD paralléle & AB et a une
distance de AB égale au coté du carré : ordinairement ,
la droite CD rencontre la
circonférence en  deux
points C, D* Si, de I'un
d’eux, nous abaissons CE
perpendiculaire a AB, les
cOtés adjacents du rec-
tangle cherché seront AE
el BE.

* Yoirla Remarque 1, ci-apris.
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En effel, la perpendiculaive CE est moyenne proportionnelle
entre les segments AE, BE (162).

20 Soit AB la différence donnée : sur
cette droife AB, comme diamétre, dé-
crivons la circonférence AEBIF. Au
point A, élevons la tangente AD, dgale
au ¢olé du carré donné. Enfin, joignons
le point D au centre C par la sécante
DECF. Les dimensions du rectangle
cherché sont DE et DI,

Effectivement , la tangente AD est
moyenne proportionnelle entre ces deux
droites (166), dont la difiérence est AB.

245. Remarques.— I. Nommons s lasomme de labase et de
la hauteur du rectangle, et ¢ le coté du carré donné. La droite

CD coupera la demi-circonférence, silona ¢ < -:!- s;ellesera
tangenle si ¢ = —; s; el alors le vectangle cherché sera préci-
sément lecarré donné. Enfin, si I'on a r.‘::vi s, ladroite CD
est extérieure a la circonférence, et le probléme est impossible.

I1. On conclut, de cette discussion, ce théoréme d’arithmé-
lique : Le produit dedeww facteurs dont la somme est constante,
est le plus grand possible, lorsque ces facteurs sont égaua.

[1I, L’équation générale du second degré
w4 pr-g=0,

prend, si I'on met en évidence Jes signes de p et de ¢, les
(uatre formes suivantes :

ot prd-g=0 (1), o —po-tg=0 (2),
ot -pe—qg=0 (3), wr—pr—g=0 (4).

Si Ponchange & en — e, les équations (1), (3) se transforment
dans les équations (2), (4).

Donc I'équation générale du second degré peut toujours se
ramener a 'une ou i l'aulre des équations (2), (4), lesquelles
peuvent étre écrites ainsi :

Tip—a)y=q (5), (e —p)=1q (6)
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Dans I'équation (5), la somme des facteurs x, p —x de q, esi
dyale d p.

Dans I'équalion (6), la différence des facleurs x, x —p de .
est égale a p.

Nous voyons done que les deux problémes résolus ci-des-
sus.équivalent a la résolution d’une équation dusecond degré ;
el que, réciproquement, les racines d'une équation du seconi
degré peuvent dtre facilement construites *,

Applications numériques.

246. PREMIER PROBLEME. — Trouver la surface d'un fer-
rain AN'AY... (223), d'aprés les mesures suivanies :

a=30m17, a' =37"15, a"'=29m 18, a"'=31m 17,
av = A12m,35,  ay=10m 65 ;

bi= {ma3. ht— {9m 37, I'J"‘:-iU"‘,]Ei, b!'"'=G(3m 71,
v —

52m 45, by =18m 40,

Appliquant la formule du numéro cité, et prenant le métre
carré pour unilé de surface, nous aurons, P étant I'aire du
terrain,

2P=30,17.0,97 1-37,45. 32,92-1-29,18 . &4,34
3117, 42,30 — 12,35 . 43,31 —10,65 . 45,22
= 29,264 9 --1222,978 0--1293 8412 383,391 0
— 559,578 5— 481,593 0 =1 883,323 6 ;
P—=944,1618,

Ainsi, la surface du terrain serait 9441618,

247, DEUXIEME PROBLEME. — Un arpenteur, aprés auvoir
mesuré un lerrain de forme vectangulaire, a oublié quelles en
sont les dimensions. Il voudrait se les rappeler, suchant que
leur somme est 650 métres, et que la surface du terrain a
¢l trouvée égale a 10 Tectares 46 ares &5 centiares.

“ Les probltmes précédents sont absolument indispensables. On en
trouye beaucoup d'aulres, & pen prés aussi importants (ue cenx-ei,
soil dans mes Fléments de Géométrie, soit dans mes Théorémes ot
Problémes de Géométrie élémentaire.
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Appelons b la base du rectangle el h sa hauteur ; prenons
le métre pour unilé, nous aurons

b 4 h= 650,
bh= 104 645.

Les deux nombres cherchés sont done les racines de I'équa-
tion du second dezré

a? — 650104 645=0.

La formule connue (Algébre, 119) donne

=325 + /3252 — 104 645,
Opérant par logarithmes, nous aurons
log 325 = 2,51188336
2 log 325 =5,02376672
nomb. corresp. = 3252 = 105625 -
104645 —
980
log 980 =2,9912264
§=1,£956130
nomb. corresp, = \-'m: 31,304 95
par conséquent

h=325 4-31 304 95— 356,304 95,
h= 325 — 31,304 95=7293,695 05,

ou, a fort peu pres,
h=356m 30, h=293m T0*,

248. TROISIEME pRoBLEME. — Caleuler la surface d'un
triangle dont les trois c6tés ont pour longueurs

a=28m 731, b=93m 654, c=—235m 948,

En désignant par T l'aire du triangle et par i la hauteur
qui correspond au coté @, nous aurons (220)

T=4 ah:

* Voyez la Remarque I, p. 94.
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D'un autre coté,

2 I » I
h = Vplp—a) lp—1b) p—c),

P €tant le demi-périmétre (169). La formule qui donne l'aire
d'un triangle en fonction des trois cotés est done

"= VP e—a =0 =0
Ainsi, Paive d'un triangle est égale a la racine carrée du pro-
duit que lon obtient en multipliant le demi-périmétre par ce
demi-périmétre diminué de chacun des colés,
Dapres les données, nous aurons (169)
log p=1,4596413

log (p— a)=2,9319661
log (p —b)=0,"7128601
log (p—¢)=1,3723320
2, k767995
+=1,2383998 = log T.
T—17, 3141,

La surface cherchée égale done 17m,3141,

249. (QUATRIEME PROBLEME. — Caleuler le edté d'un carré
équivalent @ un oclogone régulier dont le cdté égale 0m 6.

Commencons par évaluer I'aire A d’'un octogone régulier
dont le coté AB=c¢c. Soit O le cen-
tre de ce polygone. Menons ROS
perpendiculaire aux deux eotés oppo-
sés AB, EF : celte droite RS estle dia-
métre du cercle inserit, ou le double
de Papothtme OR = a. Prolongpons
ensuite, de deux en deux, les cotés de
'octogone ; nous obtiendrons un carré
LMNP ayant 2¢ pour coté. *

Cela posé, les triangles rectangles isocéles ALH, BMC nous
donnent (186)

I g

AH
AlE— —_—= E
V2

V&

-

]
s

Done
IM=20 = — 04—
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ou

ya=c(y2-41).
On conelut, de celly valeur,
= {\J’EE—{— ]).

Soil & présent @ le coté du carré cherché; nous aurons

= 2p? (\"! - I) :

d’on

T=_Cy

Supposant ¢ = 0m 6, et opérant par logarithmes, on trouve
enfin
= 1m3184%.

250. CiNQUIEME PROBLEME. — Quel serait le diamétre d'un
bassin cireuluirve équivalent a lo cour du Louvre ?

La cour du Louvre est de forme carrée: son cdlé égale, a

fort peu pres, 60 toises*. Sa surface equivaut donc a 3600

1 3 600. ! ; . :

oises carrées, ou a ————— melres carres (Arithm,, 184).

(0,513 074

D'un autre coté, Paire du cercle de rayon R est = R? (224) ;

done, en prenant le métre pour unilé, nous aurons

pz__ 3600

0,513 0742

o 60 1
'l =
0,513 074 ®

log 60=1,7781512 -
log 0,513 074 =1,7101800 —
* oz =0, 4971499

L o=0,2485750 —

log B =1,8193962
R =65,9774

Le diamélre du bassin serail done 1310 955,

* Ce nombre est traditionnel @ les aneiens ingénieurs attribugient i
la cour du Louvve une éfendue de quatre arpents.
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251, SIXIEME PROBLEME. — On donne un secteur civenlaire
dont Uangle aw centre est de 43" 3" 18" et donl la surface est
cquivalente a | hectare. Quel est le vayon de ce secteur ?

Si nous prenons le métre pour unité, 'aire du secleur sera
représentée par le nombre 10 000, paree que 1 hectare égale
10 000 métres carrés (Arithm., 174). D'un autre colé, le cercle
peul étre regardé comme un secleur dont langle au centre
serail. ézal & 360°. En observant que, dans un méme cercle,
deux secleurs sont enfre eux comme leurs angles (238), nous
aurons done, R ¢lant le rayon cherché,

wHE 03600

10 000 4£3°3' 48"

Pour évaluer le rapporl contenu dans le second membre,
multiplions d'abord les deux lermes par 40 : le produit 187 .10
est égal a 3', et nous aurens

= R* 3 GO0

10 000 430° 33

Multiplions par 20 les denx fermes du nouvean rappord ;
3. 20=11": en sorle que

=12 72 000

10000 8611

Celte équation donne ensuite, par un caleul logarithmigue
analogue & celui que nous avons effectué dans le probléme
précédent |

R —163m 14.

252, SEPTIEME PROBLEME. — Trouver, dmoins de | milli-
meire, le rayon d'un cercle, tel, que si ce rayon auwgmentail
de | centimélre, lu surface du cercle augmenterail de | métre
carre,

Prenons le centimélre pour unité ; nous aurons (234)

(R 12— R2=10000,

T H 000
ton == e )
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Or, :-r = 0,3183098. Donc &r‘m —_—_-; X B 000 = 15915 4
moins de 0,14; ) i
puis R = 1591,0 = 15w 910.
e

(HAPITRE XII*.

Du plan et de la ligne droite dans I'espace (253-282). — Condition
pour qu'une droite soit perpendiculaire & un plan (259). — Per-
pendiculaires et obliques au plan (255-263). — Propriétés de la
perpendiculaire et des obliques menées d’un méme point A un plan
(264). — Parallélisme des droites et des plans (265-252) ..

Préliminaires.

253. TukoneME. — Trois points, A, B, C, non en ligne
droite, déterminent un plan,

Soit AB la droite indéfinie menée par les points A, B, Sui-
vant AB, faisons passer un plan quelconque ; puis, imaginons
que ce plan tourne autour de AB, jusqu’a ce qu’il vienne pas-
ser par le froisitme point donné C. Alors sa position dans l'es-
pace est déterminée.

Je dis maintenant que fout autre plan passant par les points
A, B, C coincide avec le premier.

En effet, toute droite qui rencontre deux des trois lignes AB,
AC, BC est située tout entiére dans chacun des deux plans(12);
done ces deux plans coincident,

254, Corollaires. — 1° Deuw droites qui se coupent sont
dans un plan, et en déterminent la position ;
20 Deuw droites paralléles déterminent la position d'un plan.

255, THEOREME. — L'intersection de deua plans est une
ligne droite,

Sil'on pouvait (rouver, sur lintersection, Irois points qui
ne fussent pas en ligne droite, les deux plans donnés, passant
par ces trois points, se confondraient ; ce qui serait contraire
o I'hypothese.

* Voir & I'Appendice les notions sur I levé des plans et Farpentage.
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Perpendiculaire an plan.

256. THEOREME. — S7 une droife AB est perpendiculaire a
deux droites BC, CD, passant par son pied dans un plan MN,
elle est perpendiculaire a towtes les droites que Uon peut mener,
par son pied, dans le méme plan.

Soit BE une quelconque de ces droites : je dis que AB est
perpendiculaire a BE.

Menons la droile DEC, de ma-
niere qu'elle rencontre BC, BD,
BE ; prenons, sur AB, de part el
d'aufre du plan, les distances
ézales BA, BA’; joignonsenfin les
points A, A" aux points C, E, D.

La droite BC est perpendicu-
laire au milien de AA’; done
AC=A'C; de méme, AD=A'D.
Conséquemment, les deux trian-
gles ACD, A'CD sont égaux, et les deux angles ACE, A'CE le
sont pareillement. 1l suit de 1a que les deux triangles ACE,
A'CE sont égaux, comme ayant un angle dgal compris entre
deux cotés égaux, chacun a chacun; done AE= \'E. La droite
BE, ayant deux de ses points situés chacun & égale distance
des extrémités de AA’, est perpendiculaire au milieu de celle-
ci ; done AA', est perpendiculaire & BE.

257, Tueonriye. — Si une droite AB est perpendiculaive a
trois droiles AC, AD, AE mendes par un de ses points, celles-ci
sont toutes trois dans un méme plan.

Car, si la droite AE n’élail pas dans le plan CAD, celui-ci
couperail le plan BAE suivantune droite AE/, différentede AE,
et qui, d’apres le théoreme préeédent, serait perpendiculaire i
AB. On aurait done, dans un méme plan, deux droites AE,
AE', perpendiculaires & une méme droite AB, en un meéme
point ; ce qui est absurde.

258, Corollaire. — Tant de droites que Pon voudra, perpen-
diculaires @ une méme droite en un méme point, sonl dans un
mene ;.-{.a‘.':.

259, A cause des deux propriétés qui viennent d'étre deé-
monirées, on adopte les définitions suivantes ;
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Une droite esi dite perpendiculaire & un plan, lorsqu'elle est
perpendiculaive @ toutes les droiles qui passent par son pied
dans ce plan ;
Régiproquement, le plan est dil perpendiculaive a la droite.

260. Les deus théorémes préeédents peuvent done élre
énonccs ainsi :

1o Siune droife est perpendiculaive  deua droites qui puassent
par son pied dans un plan, elle est perpendiculaive aw plan ;

20 Le liew géométrique des drottes perpendiculaives ¢ une
méme droite, en wn méme point, est le plan perpendiculaive a
la droite, en ce point.

261. Tugonime, — D'un point donné A on peut toujours
mener une perpendiculaire @ un plan donné MN, mais on n'en
pewt mener qu'une,

1l y a deux cas a dislinguer, selon que le point est sur le
plan ou au dehors du plan.

1er Cas. — Menons, dans le plan MN, la droite quelconque
BC, de maniere quielle ne passe pas
en A. Abaissons AB perpendiculaire
sur BC, puis, par le point B, menons
BE perpendiculaire a BC. Enfin, dans
le plan ABE, élevens AE perpendi-
culaire sur AB. Je dis que AE est
perpendiculaire au plan MN.

Menons par le point A, dans le
plan MN, une droite qrelcongue AC;
prenons, sur le prolongement de AE,
AE'=—=AE ; tirons EC, E'C.

La droife CB, perpendiculaire aux deux droites BA, BE, qui
passent par son pied dans le plan ABE, est perpendiculaire a
BE'" (255) ; d'ailleurs, la droife AB est perpendiculaire au mi-
lien de EE'; done BE=BE', Ainsi, les deux triangles rectan-
gles EBC, E'BC sont ¢gaux, et EC=E'C. Par suile, la droite
AC est perpendiculaire au milieu de EE". Done cette derniere
droite, perpendiculaire i la fois aux deux droites AB; AC, qui
passent par son pied dans le plan MN, est perpendiculaire &
ce plan.

20 Cas. — Menons, dans Je plan MN, la droite quelcongue
BC. Abaissons, dupeint A, une perpendiculaire AD sur cette
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droite ; puis, par le poinl I el dans
le plan MN, menons DE perpendi-
culaire a BC. Enfin, abaissons AE
perpendiculaire sur DE. AE sera
perpendiculaire au plan MN,

Nous supprimons la démonstra-
tion, parce quelle differe trés-peu
de celle qui précede.

Quant & la seconde partie de la proposition, elle est presque
cvidente, car si, par le point A, on pouvait mener deux per-
pendiculaires & MN, le plan de ‘ces droiles couperail MN

suivanl une perpendiculaire a I'une el & Tautre; ce qui est
absurde (56).

262. Si, sur la droite AD, nous prenons un point quelcongue
A’ et si nous abaissons A'E' perpendiculaire & DE, la droite
A'E’ sera, d'apres la construction précédente, perpendiculaire
auplan MN.

Cela posé, admetlons les définitions suivanles :

La projection d'un point, sur un plan, est le pied de lu per-
pendiculaire abaissée de ce point sur le plan;

La projection d'une ligne est le liew géométrigue des projec-
tions de tous ses poinis,

Nous conclurons, de la remarque et de la démonstration
précédentes, deux théorémes importants ;

263, TutonkMe. — La projection d'une ligne drofte, sur un
plan, est une ligne droife.

264, Tugoring, — 1° Si deuwx droites sont perpendiculaires
entre elles, la projection de la premicre, fuite sur un plan pas-
sant par la seconde, est perpendiculaive a celle-ci.

20 Réciproquement : Si la projection d'une droite, faite sur
un plan passant par une autre droite, est perpendiculaive a
celle-ct, les deua: droites sont perpendiculaires entre elles.

1o Soit, comme ci-dessus (261, 2¢ cas), la perpendicu-
laire ADa une droite BC située dans le plan MN. Sil'on trace,
dans ce plan, DE perpendiculaire & BC, cetle droite DE est
la projection de AD: le théoréme est donc démontré,

20 Soient BA perpendiculaire & BC (261, 1e cas), ¢t AE
perpendiculaire au plan MN. Le plan BAE est perpendicu-
laire 3 BC; done, quel que soit le point E pris sur AE, la
droite EB est perpendiculaire i BC (256).
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265. TusonkMe, — Si, d'un point A, eaxtérieur a un plan
MN, on méne la perpendiculaire AB et plusieurs obliques AC,
AD, AE, a ce plan :

1° La perpendiculaire AB est plus
courte que toute oblique ;

2° Deuwx obliques AG, AD, qui ont
des projections égales. sont égales ;

3° De deux obliques AC, AE, celle
qui a la plus grande projection est
la plus grande.

En effet :

1° Dans le plan ABC, la perpen-
diculaire ABa la droite BC est plus
courte que l'oblique AC;

20 8i BC=BD, les deux triangles rectangles ABC, ABD
=onl égaux;

3° 5i I'on a BE > BD, prenons BC=BD ; les deux obliques
AC, AE seront situées dans un méme plan ; done

AE > AC:
ou, a cauge de

AC=AD,

AE >AD.

Droites paralléles.

266. TukorEME. — Par un point donne, on ne peut mener
qu'une seule parall:le a une droite donnée.

Par définition, deux droites paralléles sont dans un méme
plan. Or, par la droite el par le point donnés, on ne peut
faire passer qu'un seul plan; et, dans ce plan, on ne peut
mener, par le point donné. qu'une seule parallélea la droite
donnée (69).

267. TurorEME. — Si deuw droites sont paralleles, tout plan
perpendiculairve a Uune est perpendiculairve a Uautre,

Soient deux paralleles AB, €D, ef soient un plan MN, per-
pendiculaire & AB: je dis qu'il est perpendiculaire a €D,

Le plan des deux paralleles coupe le plan MN suivant une
droite BD, perpendiculairea AB 5 done la droite CD, paralléle
a AB, renconire cefle inlersection et y est perpendiculaire,

Menons, par le point D, dans le plan MN. la droite EF per-
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pendiculaive 4 BD, et joignons le méme point D & un point
fuelconque A de AB, D’apreés un théoréme démontré ci-dessus
(264, 2°), EF sera perpendicu-
laire & AD. Mais cefle droite
EF est déja perpendiculaire a
BD; doncelle est perpendicu-
lairea CD (256). Done enfin, la
droite CD, perpendiculaire aux
deux droifes DB, DE, est per-
pendiculaire & MN.

263, Réciproque. — Deux droites, perpendiculaives a un
méme plan, sont paralléles entre elles.

Soient AB et CD ces deux droites.
Si elles ne sont pas paralléles, me-
nons par le point D une paralléle
DC' 4 AB; elle sera perpendiculaire
4 MN. Mais DC est déja perpendi-
culaire & ce plan ; on pourrait done,
par un méme point, mener deux
perpendiculaires 4 un méme plan:
ce qui est impossible (261).

269. TngoniMe. —Deua droites A, B, paralléles a une droite G,
sont paralléles entre elles.

Si les Lrois droites sont dans un méme plan, la proposition
est démontrée (70). Supposons donc que A ne soit pas dans le
plan des paralleles B, C. Menons un plan P, perpendiculaire &
C. Les droites A et B seront perpendiculaires & ce plan (267);
donc elles sont paralléles entre elles (268).

270. Corollaire. — L'infersection de deux plans mends sui-
vant deuw droites pavalléles, est paralléle d ces droites.

in effet, si par un point de I'intersection, on méne une pa-
rallele commune aux deux droiles, cette parallele devant se
trouver & la fois dans les deux plans, se 'confond avee leur
intersection.

271. Tuioniyme, — Touf plan, mené suivant une parallile B
@ une droite A, est paralléle @ celle-ci.

Si la droite A rencontrait le plan, ce ne pourrait étre qu'en
un point de la droite B : ces deux droites ne seraient done pas
paralléles.
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272. Réciproque. — Tout plan, mené suivanl une droile pa-
rallele a un plan, coupe celui-ci suivant une paralléle @ lo
droite,

273. Corollaires.-—1° Une droite ef un plan étant paralléles,
si, par un point du plan, on méne une parallile @ la droite, catle
paralléle sera tout entiére dans le plan;

20 Une dvroite, paralléle @ dewax plans qui se coupent, est pa-
ralléle a leur intersection.

Plans paralleles.

274. Deux plans sont dits paralléles loraque, ¢tant prolongés
ndéfiniment, ils ne peuvent se rencontrer,
Celte définition est justifide par le théoréme suivant :

275. Tutoniye, — Deuwx plans MN, PO, perpendiculaives
une méme droite AB, sont paralliles enlre eua.

5i ces plans se rencontrent,
20it O un point de leur inter-
section. Joignons ce point aux
deux points A el B, ot la droite
perce les plans; les deux droites
OA, OB seronl perpendiculaires
a AB: ce qui esl absurde. Done
les pluns sont puralleles.

276. Corollaire. — Par un point donné. an peul mener un
plan parallele @ un plan downé.

277. TukonkME, — Les indersections de deuxe plans paral-
léles, par un troisieme plan, sont paralléles.

En effet, si ces inlerseclions se renconlraient en un point,
ce point serail commun aux deux plans, lesquels ne seraient
pas paralléles.

278. Corollaive. — Par un point donuné, on ne peul mener
quun seul plan parall*le a@ wn plan donnd.
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Si, par le point A, on peul faire passer denx plans PQ, P'Q),
paralléles & MN, goil CD leur interseclion.

Menons, par lo poinl A, un plan qui coupe MN, et qui ne
passe pas suivant CD. Soient EF, E'F’, GH les intersections de
ce plan avee PQ, P'Q’, MN. Les deux premicres droites seront,
pavalléles & la troisieme (277) ; ce qui est absurde, puisqu’elles
se coupent (269).

279. TutoriMe. — Si deux plans MN, PQ sont paralleles,
towte perpendicwlairve a Uun est perpendiculaire a Uaulre.

Soit la droite AB perpendiculaire au plan NN, Je dis qu'elle
est perpendiculaire au plan PQ.

Par la droite AB faisons passer un plan, el soit CD son inter-
section avec MN. En vertu du corollaive précédent, ce plan
auxiliaire coupe PQ; et, en vertu du théoréeme, son inlersec-
lion avee PO est parallele & CD.

La droite AB, perpendiculaire & CD
rencontre done EF ou PQ en un
point G; de plus, elle esl perpendi-
culaire & EF,

1l résulle de la que AB est perpen-
diculaire & une droite quelconque me-
née par son pied, dans le plan PQ :
en d'aufres termes, elle est perpendi-
culaire & ce plan (259).

280. Tnkoniye. — Deuw plans M, N, paralléles é un plan P,
sont paralléles entre euw.

Soit une droite perpendiculaive & ce dernier plan: elle est
perpendiculaire aux deux autres (279) : donc ceux-ei sonl
paraliéles entre eux (275).

281. Tukoreme. — Les parallles comprises enlre deuc
plans paralléles sont éqales,

Soient AB, €D deux droites paral-
leles, terminées aux deux plans pa-
ralleles MN, PO : je dis que AB=CD.

Imaginons le plan de cesdeux droi-
les; il coupe les deux autres plans
suivant deux paralléles AC, BD : done
la figure ABCD est un parallélo-
gramme; done

AB = (D,
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283, il‘urufla:ir(\,_ Dewr plans paralléles sont pariout éga-
lement distants. i

283. THEOREME. — Si deux angles BAC, B'A/CY, non situds
dans un méme plan, ont leurs cotés paralléles et dirigés dans
le méme sens, ces angles sont égaux, et leurs plans sont pa-
ralléles.

i II);EI’].MS AB=A'B', AC= A’C’ ; menons AA’, BB, CU, BC

La figure ABA'B’, qui a deux cotés éoaux et paralleles, est
un parallélogramme ; donc AA’ et BB’ sont égales ot paral!n‘:les.
De méme pour AA’ et CC'. Donc les
droites BB’, CC', égales et paralléles
a AA’, sont égales et paralléles entre
elles; donc la figure BCB'CY est un
parallélogramme, et BC =B'C",

Par suife, les deux triangles ABG,
A'B'C' sont égaux comme ayant les
trois cotés égaux, ehacun A chacun ;
_ donc les angles A, A’ sont égaux,

Quant a la seconde partie du théoréme, elle est évi-
dente, attendu que si les plans BAC , B'A’C’ se rencontraient .
leur intersection serait, en méme temps, paralléle i AB el
a AC (269); ce qui est absurde.

Résumé.

Trois points, non en ligne droite, déterminent un plan.

Deux droites ui se coupent sont dans un plan, et en déterminent la
position.

Deux droites paralléles déterminent la position d'un plan.

L'intersection de deux plans est une ligne droite.

Siune droite est perpendiculaive & deux droites passant par son pied
dans un plan, elle est perpendiculaive a toutes les droites que l'on peut
mener, parson pied, dans le méme plan.

Siune droite est perpendiculaive i trois droites menées par un de ses
points, celles-ei sont toufes frois dans un méme plan,

Tant de droitesque I'on voudra, perpendiculaires & une méme droite
en un méme point, sont dans un méme plan.

Si une droite est perpendiculaive i deux droites (ui passent par son
pied dans un plan, elle est perpendiculaire an plan.
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Le lien géomélrvique des droites perpendiculaives & une méme

droite, en un méme point, est le plan perpendiculaive i la droite, en
ce point.

D'un point donné on peut tonjours mener une perpendiculaive i un
plan donné, mais on n'en pent mener quune.

La projection d'une ligne droite, sur un plan, est une ligne droite.

Si denx droites sont perpendiculaives entre elles, la projection de la
premiére, faite sur un. plan passant par la seconde, est perpendiculaive
a celle-ei.

Réciproquement , si la projection d'une droite, faite sur un plan

? ! g : % i

passant par une autre droite, est perpendiculaire & celle-ci, les deux
droites sont perpendiculaires entre elles.

Si, d'un point extérienr & un plan, on mine la perpendiculaive et
plusienrs obliques & ee plan : [° la perpendiculaire est plus courte
que toute oblique ; 2° denx obliques «(qui ont des projections éoales
sont égales ; 3¢ de deux obliques, celle qui a la plus grande projection
est la plus arande.

Par un point douné, on ne pent mener quune seule paralléle & une
droite donnée,

Si deux droites sont paralléles, tout plan perpendiculaive 3 T'une est
perpendiculaire A l'autre.

Réciproquement, deux droites, perpendicula
sont paralléles entre elles,

es it un méme plan,

Deux droites, paralltles i une troisitme, sont paralléles entre elles.

Lintersection de denx plans, menés suivant deux droites paralléles,
est paralléle & ces droites.

Tout plan, mené suivant une paralléle & une droite, est paralléle i
celle-ci.

Réciproquement, tout plan, mené suivant une droite paralléle & un
plan, conpe celui-ci suivant une paralléle i la droite.

Une droite et un plan étant paralleles, si, par un point du plan on
mene une paralléle a la droite, cette paralléle est toul entidre dans le
plan,

Une droite, parallele & denx plans qui se coupent, est parallgle a
leur intersection.

Deux plans, perpendiculaives i une méme droite, sont paralléles
entre eux. .

Par un point donngé, on peut mener un plan paralléle & un plan
donné.

Les intersections de deux plans paralltles, par un (roisieme plan,
sont paralléles.

Par un point donné, on ne peut menee quinn sl plan paralldle a
un plan donné,

2. Géométrvie, L
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Si deux plans sont paralléles, toute perpendiculaive a l'un est pes-
pendiculaire & l'autre.

Deux plans, paralléles & un troisitme, sont paralléles entre eux.

Les paralléles comprises entre deux plans paralliles sont éeales.

Deux plans paralleles sont partout également distants.

Si deux angles, non situés dans un méme plan, ont leurs cotés pa-
ralleles el dirigés dans le méme sens, ces angles sont égaux et leurs
plans sont paralléles,

CHAPITRE XIII.

Angle diedre (28%). — Génération des angles diddres par la votation
d'un plan autour d'une droite (285). — Diedre droit (290). — Mesure
des angles diddres (287- 280). — Propriétés des plans perpendi-
culaires entre eux (290-300). — Angles triedees (286). — Cas
d'égalité et de symétrie (308-312). — Propriétés de angle triedre
supplémentaive (301-203). — Limite de la somme des faces dun
angle polyédre convexe (306). — Limites de la somme des ungles
diedres d'un angle lre (307). — Analogies et différences entre
les angles trigdres et les triangles rectilignes (311).

Angles formés par les plans.

284&. On appelle angle diedre espace indéfini EABD, com-
pris entre deux plans EABF, CABD qui s¢ rencontrent. Ces
deux plans sont les faces de Tangle diedre, et la droite AB.
suivant laquelle ils se coupent, en est Varéte.

285. Si le plan AEFB, d’abord appliqué
sur ACDB, tourne autour de la droite AB,
il engendre I'angle diédre EABD *,

236. On appelle angle polyédre Vespace
indéfini compris entre plusieurs plang qui se
rencontrent en un méme point.

Si le'nombre des plans se réduit & trois, Pangle prend le
nom d'angle triédye. -

* Afin de pouvoir faire les démonstrations, on représente un angle
diedre sous Paspeet d'un livee entr'ouvert, ou d'une feuille reetanou-
laive plige par la moitié; mais on doit tonjours supposte que les faces
de Pangle sont indéfiniment prolongées.

&,
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Mesure des angles diddres.

287. Lemme. — Si, en un point A de Paréte NP d'un angle
diédre MNPQ, on méne, dans les deua faces, des perpendicu-
laives a cette droite, Vangle BAC est constant pour un méme
angle dicdre.

Menons, en un autre point A’ de
l'aréte, et dans les deux faces, les
perpendiculaires A'B!, A'C a cette
droite. Les deux angles BAC, B'A'C
sont égaux, comme ayant leurs co-
tés paralleles (282). Clest ce qu'il
fallait démontrer.

L’angle diedre MNPQ et Pangle
plan BAC sont dits correspondants,

288. TueonkyMe., — Deuwx angles diédres, correspondant a
des angles plans éyauwm, sont égaua,

Soient les angles diedres MPNQ, MP'N'Q’, et les angles
plans correspondants BAC, B’A‘C : je dis que si ces derniers
sonb égaux, les angles diédres seront égaux,

Transportons le second angle dans le premier, de maniére
que angle plan B'A'C’
coincide avee son ézal
BAC.

Les aréles NP, N'P
sont  perpendiculaires
aux plans BAC, B'A'C;
done elles coincidenl.
Par suite, les faces du
second angle diddre
coincident avee celles
du  premier. Ainsi .,
ces deux fisures sont
éaales.

La réciprogue est vraie; car siles angles plans BAC, B'A'C/
sonk inégauy, les angles diédres le sont aussi.

289, TukonkME. — Dewwn angles diedres quelconques sont
entre ewx comme les angles plans corvespondants,

Plagons le plus petit angle diédre dans le plus grand, de
manitére que leurs arétes et deux de leurs faces coincident,
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Soient alors MNPQ, MNPQ' ces angles, Menons arbilrai-
rement un plan perpendiculaire
a aréte NP; il coupe les faces
suivant des droitez OA, OB, OB';
et les angles AOB, AOB’ sont les
angles plans correspondant aux
deux angles di¢dres.

Cela posé, je dis que I'on a

MNPQ  AOB
MNPQ' ™ AOB”

Supposons, pour fixer les idées, que les angles plans soient
entre eux dans le rapport de 7a 5; e'est-a-dire qu'un méme
angle AOm, conlenu 7 fois dans AOB, soit contenu 5 fois dans
AOB'.

Par les droites de division Om, On, Op,..., et laréte NP,
faisons passer des plans; ils divisent I'angle MNPQ en 7 angles
diédres, égaux entre eux, comme répondant & des angles plans
¢gaux ; et angle MNPQ' contient 5 de ces angles diddres.
Le rapport des deux angles diédres MNPQ, MNPQ' est done,
comme le rapport des angles plans AOB, AOB', égala Z. Cest
ce qu’il fallait démontrer.

Plans perpendienlaives entre eux.

290. Lorzgqu’'un plan PQ rencontre
un plan MN, de maniére que les angles
diedres adjacents PRON, PRQM soient
¢gaux, chacun d’eux est un angle
diedre droit, et le plan PQ est dit per-
pendiculaire sur MN.

291. Tutorkme.— Tous les angles diddres droils sont dgaux
endre eux.

En effet, les angles plans correspondants sont droits; done
ils sont égaux (31); donc les angles diedres sont égaux (288).

292. Remarque.— Par la considération de I'angle plan cor-
respondant, nous avons ramené le théoreme précédent, relatif
aux angles diédres, au théoréme analogue, relafif au plan. La
méme réduction a lieu pour les propositions suivantes, qu'il
suffit d’énoncer.
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293, Deux angles ditdres sont dits complémentaires ou sup-

plémentaires, suivant que leur somme est égale & un diedre
droit ou a deww diedres droits (32).

204, TugoneME. — Tout plan qui en rencontre un autre
fait avec celui-ci, d'un méme cotd, deu dicdres suppléemen-
taires (33).

95,

Réciproque. — Si deuw dicdres adjucents sont suppli-
mentaives, lewrs faces ewtérieures sont dans un méme plan (34),

296. TukorimeE, — Lorsque dewr plans se coupent, les anyles
dicdres opposés sont égaur denw @ deur (38).

297, Corollaire. — S¢ un plan est perpendiculaire @ un
aulve plan, véciproguement celui-ci est perpendiculaive aw pre-
mier: (40).

298. Tugonkme. — Tout plan PO, mené suivant une droite
AB, perpendiculaive @ un plan MN,
est perpendiculaire @ ce dernier,

Par le pied A de la perpendi-
culaire AB, menong, dans le plan
MN, la droite AC perpendiculaire
a Iintersection QR. D'aprés 'hy-
pothése, la droite AB est perpen-
diculaire & AC. Or, I'angle BAC est
celui qui mesure le diédre PROM:
done celui-ci est droit,

299, Tugonkme. — L'intersection de deum plans P, Q, per=
pendiculaires @ un troisieme. plan M, est perpendiculaive a ce
dernier.

Si, par un point de lintersection, nous imaginons une
perpendiculaire a M, celte droite sera contenue dans chacun
des deux plans P, Q; donc elle en est Pinlersection.

300. Tutonime, — Deuw plans, perpendiculaives & un troi-
siéme et passant par dewx droites paralleles (non perpendicu-
laires & ce troisiéme plan), sont paralléles enlre eus.

Si ces plans se coupaient, leur intersection serait & la fois
parallele aux droites données (269), et perpendiculaire au plan
tonné (298) : ce qui est absurde.
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Angles triddres supplémenlaires.

301. TnetorkMe. — Si d'un point O, pris dans Uinlérieur
d'un angle diedre MNPQ), on abaisse des perpendiculaires sur
les deuw faces, l'angle AOB formé par ces droites est le supple-
ment de U'angle dicdre.

Cet énoneé signifie que I'angle AOB cst supplémentaire do
I"angle plan correspondant & I'angle diedre.

Le plan AOB, perpendiculaire aux
faces MP, NQ (298), est perpendicu-
laire & leur intersection NP (299):
done il coupe les faces suivant des
droites AC, BC perpendiculaires &
NP (258); c'est-d-dire que ACB es!
I'angle plan correspondant & I'angle
diedre MNPQ. Or, le quadrilatére
ACBO ayant deux angles droits, A
et B, les angles O et C sont supplé-
mentaires.

302, Tutorime. — Sidun point 0, pris dans Uinierieur
@ un angle triedre OABC, on abaisse des perpendiculaires sur
les trois faces, on forme un nowvel angle triédve O'A'B'C dont
les faces sont les suppléments des angles diédres de OABC, el
vice versa.

La premi¢re partie de la pro-
position vient d’étre démontrée.
Relativement & la seconde, il
suffit d’observer que, d’apres lo
théoreme précédent , l'angle
triedre OABC a ses ardtes per-
pendiculaives aux  faces de
O'A'BC; done les faces de
OABC sont les suppléments des
angles diedres de O'A'B'C,

303. Angles triédres supplémentaires. — Désignons par A,
B, G les angles diédres du premier Lriedre, eb par a, b, ¢ les
faces opposées. Désignons de meme par A', B, € les angles
diedres du second triedre, el par a’, I, ¢’ les faces opposces
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i ces angles, Nous aurons, en prenant I'angle dreit pour
unite :
Ata =2,
0]

B4 b
C4¢

A cause do ces relations, les angles triedres 0, O sont dits
supplémentaires.

Propriétés des angles polyédres.

304, Tueorine. — Dans loul angle tricdre S, une face quel-
conque est : A* plus petite que la somme des deux aulres 42u
plus grande que leur différence.

I suffit de faire voir que la plus grande face est moindre
que la somme des deux autres.

Soit ASB cette plus grande face. Me-
nons, dans son plan, la droita SC!, de
maniére que langle ASC' égale ASC.
Tracons arbitrairement, dans le méme
plan, la droite AB; prenons SC=8(/,
et tirons CA, CB.

Les triangles ASC, ASC' sont égaux,
comme ayant un angle égal compris
enfre deux cOtés égaux, chacun a
chacun ; done AC=AC'. Et comme,
dans le triangle ABC, le colé AB est plus petit que la somme
des deux autres, il vient, en retranchant les parties éeales,
BC' < BC. Done, dans les triangles CSB, C'SB qui ont deux
cotés égaux, chacun a chacun, l'angle €SB, opposé au plus
crand eoté, est plus grand que C/SB, opposé au plus petit coté.
Ajoutant, d'unc part, ASC, et, de ['autre, son égal ASC'; ona

CSB - ASC > C'SB-|- ASC,
0L

CSB |- ASC > ASB.

305. Corollaire. — Dans tout angle triedre, un angle diédre
quelconque surpasse Uexccés de la somme des deuwx autres sur
2 droils.

Soient A, B, C les trois angles diddres d’un triedre, A étant
le plus petit; et soient a', b’ ¢! les faces correspondantes du
Iriedre supplémentaire, On a



116 GEOMETRIE.

a' < b ¢,
ou (303)
20— A < (2! —B)- (24 —C);
ou enfin

A>B4C—2"

306. THEOREME.— Lu somme ¢ des faces de tout angle polyedre
convexe est moinire que § droits.
Soit I'angle polyedre conyexe SABC.... Je dis que l'on a

Coupons T'angle polvedre par
un plan qui rencontre Loutes les
faces : la section sera un polygone
convexe ABCD... Prenons un
point O dans lintérieur de ce
polygone, et menons les droites
OA, OB,... Nous obtiendrons
dinsi une série de friangles, en
nombre égal a celui des faces de
Pangle polvedre, et dans les-
quels la somme des angles qui
se¢ réunissent en O égale § droits.

Or, si nous considérons deux Lriangles conséeutifs, ABO,
BCO de ce polygone, el les triangles correspondants ABS,
BCS, nous aurens, par le théoréme précédent,

ABO—-0BC == ABS - SBC.

La méme relation a lieu pour les angles trieédres G, D, E,...
Par (‘(!nbf’([u{‘lll la somme des angles a la base, dm:\ {es trian-
gles véunis en O, est moindre que la somme des angles a la base
dans les triangles réunisen S. Eb comme la somme de tous les
angles est la méme dans les premiers (riangles et dans les
derniers, il faut, par compensation, que la somme des an-
gles autour du point O surpasse la somme des angles autour
du point 8. Cest ce qu'il fallait démontrer.

307, Tutonkyme. — Dans tout angle tricdre, la somme des
angles dicdres est comprise entre 2 droits ot 6 droits,
Nommons A, B, C les angles diedres du triedre donné, el
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a'y ', ¢ les faces correspondantes du triedre supplémentaire
(303). Nous aurons

A=2—a, B=2"-0, C=2—¢;
d'on
Ad-BEC=6— (@' b o)
done, 1° A+-BL-C < 6,

Mais, par le théoreme précédent,
o b < i
done, 2v CAFBC 2

Egalité des angles triedres.

308. Tutorine. — Dewx angles lriédres sont égaux lors-
quils ont un angle dicdre égal, compris entre deux: faces éyales,
chacune a chacune, et semblablement disposees.

Soit Tangle diedre A égal & langle diedre A'. Soil la face
ABC égale & A'S'CY, et soit enfin la face ASB égale & A'S'B,
Je dis que les angles (riedres sont égaux.

Transportons le triedre 8' sur le triédre S, de maniére
gue la face A'S'C' coin-
cide avec son égale ASC.
L'angle diedre A" étant
¢eal & A, leplan de la face
A'S'B" s'applique sur le
plan de la face ASB. El
comme ces deux faces sonl
¢gales, Paréle S'B' coin-
cide avec SB; done les
deux triedres sont égaux.

309. Turoring. — Deua angles triedres sont égaua: lovs-
qutls ont une face éqale, udjacente a des angles dicdres dgauc,
chacun a chacun, et semblablement disposes.

La démonsiration se fait, comme celle du théoréme précé-
tent, par voie de superposition.
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310, Tukorkme. — Deuw angles triedves sonl égaux lors-
qwils ont les faces égales, chacune @ chacune, el semblablement
disposées.

Soient les angles triedres S, §', dans lesquels

ASB=A'S'B!, BSC =B'S'(!, CSA =C'S'A",

Prenons, a parliv des sommets S, S/, les six distances SA,
SB, SC, S’A’, S'B’, S'(V, égales entre elles.

Construisons les deux triangles ABC, A'B'C’; circonscrivons,
a ces triangles, les circonférences O, O'; enfin menons SO,
S'0' : ces droites seront perpendiculaires, respectivement,
aux plans ABC, A'B'C’ (265).

Il est d’abord visible gque les triangles ABC, A'B'CY son
égaux entre eux, comme ayant les colés égaux, chacun a
chacun; dong les cercles circonscrils O, O’ sont égaux entre
eux; d’olt il suil que les triangles rectangles SOA, S'O'A’,
qui ont Phypolénuse égale et un coté égal, sonl égaux.

Si donc l'on transporte le triédre S’ sur le triedre 5, de
maniére que le triangle A’B'C’ coincide avec son ézal ABC,
les cenlres O, O, coincideront; la perpendiculaire O'8'
prendra la direction de OS ; et, comme ces perpendiculaires
sont égales, le sommet S' tombera en S, Donc les deux angles
triedres coincideront.

311, Remarque.— La théorie de 'eyalité des triédres est ana-
logue & la théorie de Uégalilé des triangles (45-51) : chacune
dlelles se compose de trois théorémes, qui se correspondent
vespectivement, La théorie des friedres serait complétement
analogue & la théorie des triangles si la somme des angles
diédres d’un triedre ¢tait conslante ; mais il n’en est pas ainsi :
on saibt seulement que cetle somme esh comprise entre deux
diedres droils et six diedres droits (307).
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Angles triedres symétriques.

312, Remarque sur les angles iviédres symétriques.—Sil'on
prolonge, au delivdu sommet S, les arétes d'un anule tricdre
SABC, on forme un autre angle tritdre SA'B'C qui a les
mémes éléments (faces ou angles diedres) que Pangle triedre
donné. Cependant, ces deux figures ne sont pas superposa-
bles.

En effef, si I'on imagine (ue I'angle Iviédre SA'B'C' tourne
aufour de XY, bissectrice des angles ASC!, CSA’, jusqu’a
ce que la face ('SA’ vienne s’appliquer sur son égale ASC;
I'aréte SB', au lieu de eoincider avee SB, viendra prendre
une position SB® telle, que les an-
gles ASB', CSB* seront égaux , res-
pectivement, aux angles CSB, ASB.
Autrement dif, les deux aréles SB,
SB* seront placées symélriquement
par rapporl a un plan perpendicu-
laire & XY, passant en 8. Ces deux
arétes ne coincideront que dans le
cas particulier ot les faces ASB, CSB
seraient 6gales entre elles,

Les deux triedres SABC, SA'B'(Cr
sont dils égaux par symetrie.

Nésumé.

Deux angles diddres, corvespondant a des angles plans égaux, sonl
teauy.

Deux angles ditdres quelconques sont entre aux comme les angles
plans correspondants.

Touns les angles diedres droils sont égaux entre eux.

Tout plan qui en rencontre un autre, fait avee celui-ci, d'un méme
cote, deux dicdres supplémentaives.

Réciproquement , si denx diedres adjacents sont supplémentaires, !
leurs faces extérieures sont dans un méme plan. fetss

Lorsque deux !.l.n‘..\' se ecoupent, les ancles digdres ||jl11|n.~if',-i sont ¢gavx
deux o deux.

Sioun plan est perpendiculaire & vno antre plan, péciprequement
celii-ei est perpendiculaive au premicr,
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Tout plan, mené suivant une droite perpendiculaire a un plan, est
perpendiculaive & ce dernier.

Liintersection de deux plans, perpendiculaires & un troisieme plan,
est perpendiculaire 4 ce dernier.

Deux plans, perpendiculaives i un (roisicme. of passant par deux
droites pavalléles (non perpendiculaires G ce troisiéme plan), sont
paralleles entre cux.

Si d'un point 0, pris dans Uintérieur d'un angle diedre MNPQ, on
abaisse des perpendiculaires sur les deux faces, 'angle AOB formé par
ces droites est le supplément de I'angle ditdre.

Si d'un point 07, pris dans |intérienr d'on angle triedee OABCG, on
abaisse des perpendiculuives sur les trois faces, on forme un nouvel
angle triedre 0’A'B'C’ dont les faces sont los suppléments des angles
diedres de OABC, et vice versa.

Dans tout angle witdre, une face quelconque est ;10 plus pe-
tite que la somme des deux antres; 20 plus crande que leur diffé-
rence,

Dans tout angle triedre, un angle diedre queleonque surpasse V'excés
de la somme des deux autres sur deux droits.

La somme des faces de tout angle polyédre convexe est moindve {ue
quatre droits.

Dans tout angle trizdre, la somme des angles diddres est comprise
entre deux droits et six droits. :

Beux angles trigdres sont égaux lorsqu'ils ont un angle diedre égal,
compris entre denx faces égales chacune a chacune, et semblablement
disposés.

Deux angles triddres sont égaux lorsqu'ils ont une face égale, adja-
cenle @ des angles diedres éganx chacun a chacun, et semblablemen
disposés,

Deux angles triedres sont égavy lorsqu'ils ont les faces ézales ohi-
cune & chacune, et semblablement disposées.
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CHAPITRE XIV.

Des polyédres (313-326). — Prisme (316, 317). — Parallélipipede,
cube, pyramide (315-318). — Sections planes, paralléles, du prisme
el de la pyramide (322, 323). — Mesure des volumes (327-339). —

Yolume du parallélipipede, du prisme, de la pyramide, du trone de
pyramide & Dbases paralléles . du trone de prisme triangulairve
(427-339)
(327-339).

Des polyddres.

313. On nomme polyédre une figure terminée par des faces
planes.

Parmi les polyedres, on distingue, & cause du nombre de
leurs faces : le tétracdre, qui a quatre faces ; hecaédre, qui
en a six; Voctacdre, quien a huit; le dodécaédre, qui en a
douze ; I'icosacdre, qui en a vingt, ete. Le tétracdre estlo
plus simple de tous les polyédres, car trois plans qui se cou-
pent ne peuvent limiter un espace.

314, On appelle arétes et sumamets d'un polyedre les colés el
les sommets de ses faces. Une diagonale est une droite qui
joint deux sommets non situés dans la méme face.

315. 51l'on coupe un angle polyedre 8 par un plan qui en
rencontre toutes les faces, on délermine un polvédre SAB..,
appelé pyramide. Ce corps peut donc étre ainsi défini ;

Une pyramide est un polyedre dont les faces sont un poly-
gone queleconque, et une série de Lriangles avant un sommel
commun.

Le polygone ABCDEF se nomme
hase ; la perpendiculaive SP, abaissée
du sommet sur la base, est la hau-
teur, el Pensemble des triangles ASB,
BSC,..., forme la surface latérale de
la pyramide.

Une pyramide est réguliere lorsque
sa base est un polygone régulier.
ayvanl pour centre le pied de la hau-
Leur,
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316. Si une série de plans se rencontrent conséeulivement
suivant des droites paralleles AA’, BB'..., et qu'on les coupe
par deux plans paralleles ABC..., A’B'CY..., on détermine une
figure ABC..., appelée prisme.

Les faces telles que ABA'B’, BCB'C'..., sont
des parallélogrammes; car chacune d'elles
est un quadrilatére ayant deux eotés égaux
et paralleles; de plus les deux faces ABC...,
A'B'(Y..., appelées bases du prisme, sonl
égales. En effet, la ficure ABA'B’ étant un
parallélogramme, les cotés AB, A'B’ sont
égaux el paralleles; donc les deux poly-
gones ABC..., A'B'C'..., ont leurs cités
égaux ef leurs angles égaux, chacun & cha-
cun (283).

317. De I, la définition suivante

Un prisme estun polyedre donfles faces sont deux poly-
gones ézaux et paralleles, et une série de parallélogrammes.

La hauteur d'un prisme est la distance comprise enfre les
plans des deux bases.

La surface latérale du prisme est formée par 'ensemble des
parallélogrammmes ABA'B, BCB'C'....

Un prisme est droit on oblique selon que les arétes laté-
rales sont perpendiculaires ou obliques aux bases. Dansle pre-
mier cas, les faces latérales du prisme sont des reclangles.

Un prisme droit est régulier lorsque ses bases sont des poly-
gones reguliers.

318. Un parallélipipéde est un prisme dont les bases sonl
des parallélogrammes.

Si un parallélipipede droit a ses bases rectangulaires, il
prend, pour cette raison, le nom de parallélipipéde rectangle.

Enfin, le cube est un polyédre qui a pour faces six carrés
égaux. ] .

319. Tutorine, — Deus tébraddres sont égaux lorsqu'ils
ont un angle diédre égal, compris enire deww faces égales, cha-
cune a chacune, et semblablement disposées. (Voir ne 308%.)

* L'éealité des tétraddres se démonlre absolument comme I'égalité
des trigdees ; ¢'est pourquoi nous nous contentons d'énoncer les théo-
rémes qui constituent la premiére théorie.
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320. TrEoREME. — Deuw tétracdres sont égauw lorsqu’ils
ont une face égale adjacente @ trois angles dicdres égaue, cha-
cun @ chacun. (Yoir n® 309.)

321. TnionrkME. — Deuw tétracdres sont dgaux lorsqu'ils
onl trois faces égales, chacune a chacune, et semblablement dis:
posées. (Voir n® 310.)

322. TutonkME. — Les sections faites dans la surfuce laté-
vale d'une pyramide, par deux plans parvalleles, sont deww po-
Lygones semblables.

Soient AB, ab les seclions faites
dans la face SAB, par les deux plans
paralléles : ces droites sont paral-
leles (277). Il suit de 1a que les deux
polygones ABC..., abe..., ont leurs
angles égaux, chacun a chacun.

En second lieu, les droites AB, al
élant paralléles, on a

v

De méme, leg droites BC, be étant paralléles, on a

(

i

SB  BG
Sh o be

L

f

o

ot ainsi de suile,
Done, & cause des rapports communs,

AB_BC_CD _

ab be od 2
Les deux polyzones ABC..., abe..., ayant les angles égaus
el les eatés proportionnels, sont done semblables,

323. Corollaire, — Les edtés homologues el les périmelyes do
deux sections paralléles sonl comme les distances de ces sections
aw somvmet de la pyramide ; leurs aives sont comme les carres

| des mémes distances. b

Soient P et p les périmetres des deux polygones, A et a

| leurs aires ; nous aurons
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Menons, du sommel 8, une perpendiculaire commune aux
plans des deux polygones, el soient O, o les points ot elle
perce ces plans. Menons encore AO et ao : ces droiles seront
paralléles,
Donc

SA - S0

BN Soe
donc enfin,

P SO A SO
p- Se’ u_?“f

324, Trgoriye. — Dans tout parallélipipede, les fuces op-
posées sont egales et paralléles.

Svit le parallélipipede ABC.... qui
a pour bases les parallélogrammes
égaux et paralleles ABCD, EFGI. Je
dis que deux autres faces opposées
quelconques sont égales et paralléles.

En effet, dans les parallélogramimes
CDHG, BAEF, le colé CD est ézal el
paralléle an coté AB; le coté DH est
¢ual et paralléle au coté AE; ete.

325. Corollaire. — Dans tout parallélipipede, les angles die-
tres opposés sont dgaua.

326, Bemarques. — 1. Dans toul parallélipipede, deua fuces
opposées quelconyues pewvent étre prises pour bases;

IL. Les arvétes d'un parallélipipéde sont, quatre @ qualre,
egales el paralleles. :




GEOMETRIE.
Volume du parallélipipede.

327. Deux parallélipipedes vectangles de méme base sond
enire eua comine leurs hauteurs.

Plagons le plus petit parallélipipede
dans le plus grand, de maniére que
ABCD soit la base commune. je dis
que

ACE _ AE
ACE: ~ AE’

Supposons les hauteurs AE, AE' com-
mensurables; ete. (Voir n? 211.)

328. Tutowrime, — Le vapport de devx pavallélipipédes
rectangles est cgal au produit des vapperts de lewrs trois dimen-
s{ons.

Soienl ¢, b, ¢ les dimensions d'un parallélipipede rectangle
I; soient a’, U, ¢’ les dimensions d’un autre parallélipipéde
rectangle P': je dis que

e =G

TS, e T s
Prenons deux parallélipipedes reclangles auxilisires 7, P
dont les dimensions soient a, b, ¢ pour I'un, et a, &', ¢’ pour
I'antre.
P, P’, ayant deux dimensions communes, peuvent élre re-
gardés comme ayant méme base.
Done

P’, P"" donnent de méme

Enfin,
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Le produit des rapports intermédiaires éeale lo rapporl de
P& P (Arithm., 212); done

329. Remarque. — Les considérations dune 204 permettent
d*énoncer, comme il suit, le théoréme qui vient d'étre dé-
montré ;

1° Dewre parallilipipédes rectangles sont entre cux comme les
produits de leurs trois dimensions;

2° Denx parallélipipédes rectangles sont entre eux comme les
produits de leurs bases par lewrs hauteurs.

On déduit aussi de ces considérations que, sil'on prend pour
unité le cube qui a pour coté l'unité de longueur, le rapport
d'un parallélipipede rectangle a ce cube, ou le volume du pa-
rallélipipede, sera donné par la proposition suivante :

330. Corollaire. — Le volume d'un parallélipipéde rectangle
est égal aw produit de ses Irois dimensions, ow égal aw produit
de sa base par sa hauteur.

331. Tugorene. — Dewr parallélipipides de méme base et
de méme hauteur sont équivalents.

Si l'on fait coincider les bases inférieures des deux parallé-
lipipedes, les deux bases supériéures seront siludes dans un
méme plan. Cela posé, il peut se présenter deux cas : ou ces
deux derniéres bases seront comprises entre les deux mémes
paralleles EF', HG', ou le conlraire arrivera.

ler Cas, — Si, du prisme EABE'HDCG’, on retranche suc-
cessivement chacun des deux prismes triangulaires EAE'HDH’,
FEBF'GCG', on obtient les deux
parallélipipedes AG', BH. Il est
facile de reconnaitre que les
deux prismes triangulaires sont
égaux, comme ayant un angle
triedre égal compris entre trois
faces égales chacune 4 chacune.
Done, dapres la définition (206),
les deux parallélipipedes sonl
cquivalents,
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2¢ Cas. — Supposons que EFGI, E'F'G'I" soient les bases
supérieures des deux parallélipipédes. Prolongeons HG, EF,
E'H’, F'G'; nous obtiendrons un parallélogramme EF*G"H*
ézal & chacun des deux autres. Concevons que ce parallélo-
eramme soit la face supérieure
d'un parallélipipede auxiliaire
ayant, pour base inférieure, la
face commune aux deux parallé-
lipipédes donnés. D'apres le pre-
mier cas, le nouvean paralléli-
pipede est équivalent aux deux
autres; donc ceux-ci sonl équiva-
lents entre eux,

332. TnkoniMe. — Un pavallélipipéde quelconque a pour
mesure le produit de sa base par sa hauteur.

Soit un parallélipipede P ayant pour hauteur a, et pour base
un parallélogramme de base b et de hauteur c. D'aprés le théo-
reme précédent, P équivaut & un parallélipipede droit P, de
meéme hase et de méme hauteur. Mais ce parallélipipede auxi-
liaire P’ peut étre considéré comme ayant pour hauteur ¢, et
pour base un rectangle de base a¢ ef de hauteur b. En vertu
du méme théoreme, il est done équivalent A un parallélipipéde
rectangle P*, ayant pour arétes a, b, ¢. D'ailleurs, ee dernier
parallélipipede P* a pour mesure abe ou be . a (230) ; done P,
qui équivaut & P*; a la méme mesure.

Volume du prisme.

333, Tnkonkme. — Tout prisme triangulaiie est lo moitic
du parallélipipéde de base double et de méme hauteur.

ABCEFG étant un prisme triangulaire quelconque, achevons
le parallélipipede BH qui aurait, pour deux de ses faces, les
parallélogrammes AF, CF : ce parallélipipéde a méme hau-
teur que le prisme, et sa base ABCD est double de la hase
ABC du prisme (220). 11 s’agit, évidemment, de faire voir
(ue les deux prismes triangulaires ABCEFG, ADCEHG , dans
lesquels se décompose le parallélipipede, sont équivalents
entre eux,

Pour cela, menons arbitrairement un plan E'F'GH, perpen-
diculaive & FB, el (qui laisse, d'un méme edté, 1a face BFGH.
Prenons 'B' = FB, el, par le point B', menons un second plan
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A'B'UD' perpendiculaire a FB. Nous obtien-
drons ainsi, en prolongeant les faces du parallé-
lipipéde oblique donné, un parallélipipede droit
A'BCDEFEGH . Ces deux parallélipipedes
sont équivalents. En eflet, si nous transportons
le parallélipipéde frongué E'F'G'H'EFGH. sur
A'B'C’D'ABCD, de maniére que la face E'F'G'H”
coineide avee son égale A'B'C/D! (325), Naréle
E'E, perpendiculaire & E'F'G'H’, prendra lu
direction de A'A, De plus, E'A'=EA, donc
E'E=A’A; ainsi les sommets E, A coincident.
On démontrerait, de méme, que les sommels
F, G, H coincident avec I, G', H'. Done les
deux parallélipipédes, qui se composent du
méme polyédre ABCDE'I'G'HY, augmenté de
deux parties égales, sont équivalents.

Cela posé, le plan ABGC, qui décompose le parallélipipede
donné en deux prismes triangulaives obligues, décompose aussi
le second parallélipipede en deux prisnies Lriangulaires droits.
En répétant la démonstration précédente, on prouye que les
deux prismes obliques, ¢quivalent, respectivement, aux deux
prismes droits. Or, ceux-ci sonl égaux entre eux, comme ayanl
méme base et méme hauteur; done les deux autres sont équi-
valents enlre eux,

334, Corollaive. — Toul prisme trianguleive a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur.

335, Turoneme. — Un prisme quelconque a pouwr mesure le
produit de sa base par sa hautewr.

Soit, pour fixer les idées, le prisme pentagonal AD'. Menons
des plans diggonauz par Paréte AA" el
par les arétes CC', DD’ : nous décompo-
serons la figure en prismes triangu-
laires ayant méme hauteur, el ayant
pour bases les triangles qui composent
la base du premier prisme. Or, chaque
prisme iriangulaire a pour mesure le
produit de sa base par la hauteur comi-
mune; done le prisme lotal a pour me-
sure la somme des bases, multiplice par
la hauteur.
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Volume de Ia pyramide.

336. TnkoriMe, — Deux tétraédves de bases équivalentes et
dle méme hauteur sont équivalents.

Placons les deux tétraédres de maniére que leurs bases soient
dans un méme plan : leurs sommets S, T seront alors dans un
plan parallele an premier.

Soit MN la distance comprise enire ces deux plans, ou la
hauteur commune des deux tétracdres. Divisons cette hauteur
én un certain nombre de parties égales; par les points de di-
vigion, menons des plans paralleles aux hases : ils eouperont
les deux (étracdres suivant des triangles dquivalents deux &
deux.

in effet, 'on a, par exemple (323),

ABC 'llX’)“ D'E'F’ (,\1.\'"",’
ABC _(_\IN T T

d’ot
A'BC D'E'F
ABC ~— DEE
Mais !

ABC =DEF;

donc

A'BIC'=D'E'F'.

Actuellement, sur les triangles A'B'C, A"B'CY ..., pris pour
hases, construisons des prismes intérieurs au tétraédre S. De
méme, sur les triangles D'E'F/, D'E*F',..., pris pour hases,
construisons des prismes intérieurs au tétracdre T. Chaque



130 GEOMETRIE,
prisme de 5 est ¢quivalent au prisme qui y correspond dang
T; car ces deux prismes onl des bases équivalentes el des hau-
teurs Ggales. Par suite , les deux semmes de prismes ont
méme volume ; done les deux tétracdres S et T, limiies de ces
somnmies, ont des volumes égaux ; c’est-a-dire qu'ils sont équi-
valents.

337. Tugonime.— Toute pyramide est le tiers du prisme de
méme base et de méme hauteur.

4¢ Soit d’abord un prisme triangulaire ABCDEF. Menons un
plan par le sommet E et par I'arcte AC, Nous retrancherons
un tétraddre EABC ayant méme hase et méme hauteur que le
prisme, et il nous restera une pyramide ayant ACDF pour
base, et le point E pour sommet.

Menons un plan suivant AE, EF ; il décompose la pyramide
quadrangulaire en deux tétraédres équivalents entre eux.
En effet, ils ont pour bases les triangles égaux ADF, ACF,
situés dans un méme plan; de plus, ces tétraédres onl méme
sommet E; done ils ont méme hau-
teur.

D'un autre eoté, les deux tétraédres
ADEF, EABC ont méme base et méme
hauteur que le prisme; done ils sonl
équivalents.

I suit de la que les trois tétraédres
qui composent le prisme sont équiva-
lents entre eux ; done chacun d’eux est
le tiers du prisme.

2¢ Si I'on considere un prisme quelconque,. et la pyramide
de méme base et de méme hauteur, on pourra décomposer
ces deux corps, I'un en prismes triangulaires, autre en
létra¢dres, ayant, chacun a chacun, méme base et méme hau-
teur. Chaque prisme triangulaire est équivalent au tétraédre
correspondant; done le prisme donné est équivalent 3 la
pyramide,

338. Corollaire.— Toule pyramide a pour mesure le tiers du
produit de sa base par sa hauteur,
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Volume du frone de pyramide.

339. TukonkME. — Un tronc de pyramide, @ bases pa-
ralléles, est équivalent a la somme de trois pyramides ayant
méme hawteur que le trone, el ayant pour bases respectives la
base inférieure du tronc, la base supérieure, et une moyenne
proporiionnelle enire les deux bases.

1° Supposons d'abord la pyramide triangulaire S coupée
par un plan paralléle ala base ABC, lequel détermine le tronc
ABCDEF.

Menons, par les droites AE, EC, le plan AEC, qui détache
du ftronc le tétraedre ABCE. Coupons ensuite la pyramide
quadrangulaire ACDFE par le plan DEC; nousla décompose-
rons en deux tétraedres DEFC, DACE.
Le premier satisfail évidemment i 16~
nonce,

Quant au tétraédre DACE, si nous
menons par le point E une paralléle EG
a DA, nous le transformerons en un té-
traédre équivalent DACG , lequel peut
cire considéré comme ayant pour base
AGC, et pour sommet le point D. 1l
reste done & faire voir que le triangle
AGC est moyen proportionnel entre
ABC et DEF.

Or, les triangles AGC, ABC, qui ont un angle éoal adjacent
d un coté dgal, sont entre eux comme les deux autres cotés
(227); c’est-a-dire que

ABC  AB
AGC ™ AG'

De méme, les triangles AGC, DEF ont un angle éoul ot un coté
¢eal: done

AGE  AC
YEF  DF

Mais les (riangles semblables ABC, DEF donnent

x\l} — ."\l_‘, 3
DE~ DF’
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done, & cause de AG=DE;

ABC  AGC
AGC ™~ DEI

2° Soit actuellement un trone ABCDA'B'C'D’, déterminé dans
une pyramide quelconque S par un plan parallele & la base.

Prenons, sur le plan de cetle base, un triangle EFG équi-
valent & celle-ci, et construisons le tétraédre T, de méme
hauteur que 5; le tétraddre et la pyramide seront équivalents
'336); et, si le plan A'B'CVD’ est prolongé, il coupera le fé-
tracdreT suivant un triangle E'F'G’ équivalent a A'B'CD’ (323).
Daprés cela, la pyra-
mide SA'B'C/D’ est équi-
valente & TE'F'G’, et les
deux trones sont équi-
valents. Done le théo-
réeme que l'on vient de
démontrer pour le trone
de tétraédre, subsiste
pour le ftronec de py-
ramide.

Résumeé,

Deux tétraddres sont égaux lorsqu'ils ont un angle diddre égal,
compris’ entre denx faces égales chacune & chaeune, el semblablement
ilisposées.

Deux tétraddres sont égaux lorsqu'ils onf une face égale, adjacente
a trois angles diddres épaux chaenn & chacun.

Deux tétraddres sont égaux lovsqu'ils ont trois faces égales chacune
i chacune, et semblablement disposées.

Les sections faites dans la surface latérale d'une pyramide, par deux
plans paralléles, sont deux polyzones semblables.

Les cdtés homologues et les périmétres de deux seetions paralleles
sout comme les distances de ces sections au sommet de la pyramide ;
leurs aires sont comme les carrés des mémes distances.

Dans tout parallélipipéde, les faces opposées sont égales et pa-
ralleles.

Dans tout parallélipipéde, les angles diddres opposés sont égaux.

Denx parallélipipides rectangles de méme base sont enfre enx comme
leurs hauteurs,

Le rapport de deux parvallélipipedes veetangles est égal au produit
des rapports de leurs trois dimensions.
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Le volume d'un parallélipipide rectangle est égal au produit de [
ses trois dimensions, ou égal au produit de sa hase par sa haateur. :

Deux parallélipipedes de méme base et de méme hanteur sont équi-
valents.

Un parallélipipede queleonque a pour mesure le produil de sa base i
par sa hauteur. il
Tont prisme triangulaive est la moitié du parallélipipide de base
double et de méme haulcm
Tont prisme triangulaire a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur.
Un prisme queleonque a pour mesure le produit de sa hase par sa
hauteur.

Deux tétraddres de bases équivalentes et de méme hauteur sont équi-
valents.

Toute pyramide est le tiers du prisme de méme base et de méme
hanteur.

Toute pyramide a pour mesure le tiers du produit de sa base par sa
hanteur.

Un trone de pyramide,  bases paralléles, est équivalent 4 la somme
de trois pyramides ayant pour hanteur commune celle du trone, et
ayanl pour bases respectives la hase infévienve du trone, la base supé-
rieure, et une moyenne proportionnelle entre les deux I;a«'s

((HAPITRE XYV. i i

De la symétrie dans les polyédres (340-353). — Plan de symétrie
(340). — Centre de symélrie (340)*. — Comparaison des faces [iF
des angles diédves, des angles polyedres homologues, de deux T"
polyddres symétriques (345-347). — Equivalence de leurs volnmes
(302, 353).

De la symétrie des figures.

340. Définitions. — Deux points sont dits symélriques par
rapport & un point fixe, nommé centre de syméirie, lorsque
celui-ci divise en deux parties égales la droite qui joint les
deux premiers.

* L'étude de la symétrie par rapport a un point se raméne & celle
de la \\mn trie par rapport & un plan. en imprimant une rotation
de 180 & I'une des deux figures antour d'un axe perpendiculaire & ce
Plan et passant par le centre de symélrie. (Note du Programme.)

b 8
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Deux points sont symétriques par rapporl 2 une droite fixe,
nommée axe de symétrie, lorsque celte ligne est perpendicu-
laire au milieu de la droite qui joint les deux points.

Enfin, deux points sont symétriques par rapport i un plan,
nommé plan de symétrie, lorsque celui-ci est perpendiculaire
au milieu de la droite qui joint les deux points.

Deux figures sont diles symétriques par rapport 4 un point,
une droite ou un plan, lorsqu’un point quelconque de la pre-
miére figure a son symétrique dans la seconde.

341. TutoniME. — Deuw figures, symétriques par rapport
a une droite XY, sont égales entre elles.

Soient A, B, C,... des points de la premiére figure, et
AL B, U les points de la seconde figure, symétriques
des premiers. Menons AA’, BB, CC',...: d’aprés la définition,
ces droites sont rencontrées en leur miliewa, b, c,... par axe
de symétrie XY, qui est perpen-
diculaire & chacune d'elles.

Faisons tourner la premiere fi-
gure autour de XY : dans ce mou-
vement, les droites Aa, Bb, Ce,...,
que l'on suppose li¢es invariable-
ment, décrivent, dans le méme
temps, des secteurs semblables;
donce lorsque le point A coincide
avec A’, les points B, C,... coinci-
dent avee B, C',...; done les deux
figures sont égales.

Il résulte, de ce théoréme, que deux figures symétriques par
rapport & une droite ne jouissent d’aucune propriété particu-
licre; ¢’est pourquoi nous nous occuperons seulement de la
symétrie relative, soil 4 un point, soit i un plan.

342. TnkonkMe. — Si trois points sont en ligne droile,
leurs symétriques, par vapport @ wn point ou @ un plan, sont
en ligne droite.

12 Soient A, B, C trois points, supposés en ligne droile, el
soient A’ , B, C' leurs symétriques relativement au centre 0.
Menons A'B" et B'C’. Les triangles ABO, A’B'O sont égaux,
comme ayant un angle ézal compris entre deux colis bgaux,
chacun a chacun ; done

angle ABO = angle A'B'O;
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de méme,
angle CBO =angle C'B'0,

Mais ABC étant une ligne
droite, les poinls A’, B, C'
sont dans le plan OABC, et
les angles en B sont supplé-
mentaires; doneles angles en
B' e sont pareillement , ete.

20 Soient trois points A , B,
C situés en ligne droite , et
soient A', B', C' Jeurs symé-
Lriques par rapporta un plan
MN. Tous ces points sont si-
tués dans un méme plan per-
pendiculaire & MN et coupent
celui-ci suivant une droite
abe, projection de ABC (263).
Il suit de la que les figures
ABC, A'B'C’ sont symétriques
relativement & abe; done, la
premiére étanl une droite la
seconde en est pareillement
une (341)%,

343, Corollaires. — 1. La figure symétrique d'une droite est
une droite égale a la premiére.

II. Deux droites symétriques coupent, en un méme point, v
plan de symétrie, ou bien elles sont paralléles a ce plan.

* On lit dans le programme officiel : « L'étude de J4 symétrie par
rapport a un point se ramene a celle de la symétrie par rapport & un
plan, en imprimant une rotation de 180°34 une des deux figures
autour d'un axe perpendiculaire i ce plan et passant par le centre de
symétrie. »

Si nous avons compris cet énoncé, il suppose la proposition sui-
vante :

* Soient deux figures F, F', symétriques par rapport i un centre ) :
soient XY et P un axe et nn plan perpendiculaives entre eux , ef piis-
sant par le point 0: Si l'on construit la fgure F”, symétrique de F'
relativement 4 I'axe XY, les figures ¥, F" seront symétriques par rap-
port an plan P. »

. Duoi quiil en soil de cetle interprétation, la marche indiruie est,
deoup sar, moins simple que celle que nous avons eru devoir suivre,

i1
i
¥
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1. La figure symétrique d'un triangle est un triangle égal
aw premier.

IV. La figure symétrique d'un angle est un angle égal au
premier,

3h4. TurorkME. — Si qualre points A, B, C, D sont dans
un méme plan, leurs symétriques A', B, €', I, par rapport
¢ un point O ou a un plan MN, sont duns un méme plan.

1° Menons AC et A'C' : les
deux angles triedres OABC,
OA'B'CY, dont les sommets
sont C, C', ont, daprés le
dernier covollaire , leurs
faces respectivement égales;
donec (312) l'angle diedre
OACB est égal a 'angle die-
dre OA’'B'C'. De méme,

angle OACD = angle OA'C'D’,

Or, les deux diédres sui-
vanl AC sont supplémen-
taires; donc les deux diedres
suivant A'C’ le sont aussi, et
les faces A'C'B', A'C’'D’ sont
dans un méme plan (295).

2° Lesanglestriedres ABCe,
A'B'C'¢, ayanl pour sommets
C, €', ont les faces égales,
chacune a chacune ; done les
angles diedres suivant AC,
A'CY sont égaux.

345. Corollaires. — 1. Le symétrique d'un plan est un aufre
plan.

1. Deux plans symétriques coupent, suivant une méme
droite, le plan de symétrie, owbien ils sont paralléles a ce plan.

L. Deuw angles triedves, symetriques par rapport a un plan
ow wn point, ont ; 1° les fuces egales, chacune a chacune, mais
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tnversement disposées; 20 les angles diédres équuce, chacun a
chacun, mais inversement disposés.

IV. Le symétrique d’un angle diedre est un angle diedre égal
au premier,

346. Remarque. — A cause de la propriété exprimée par le
dernier corollaire, on désigne d’'une maniére absolue, sous
le nom d'angles iriedres syméfriques, deux angles triedres qui
ont les faces égales, chacune a chacune, mais inversement dis-
posées (312). On démontre facilement ces deux propositions :

1° Tout angle triedre n'a qu'un seul symétrique ;

2¢ Deww angles tricdves , symétriques d'un troisiéme, sont
eqaucT entre eua.

347. TnrorkME, — Deua angles polyedres , syméiriques par
rapport a un point ow a un plan, ont les faces syméirigues
dqales, chacune a chacune, et les angles diedies symétrigues
égawa, chacun a chacun.

Ce théoreme résulte des n* 343, 344 et 345, D'ailleurs, les
deuxangles polyedres ne sont pas égaux ; car leurs éléments
sonl inversement disposés.

D’aprés cela, on appelle angles polyédres symétriques ceux
qui ont les faces égales, chacune a chacune, mais inversement
disposées, et les angles diedres égaux, mais inversement dis-
poseés,

348, Corollaives. — 1. Tout angle polyédve w'a qu'un seul
symétrique.

II. Deuwx angles polyédres, syméfrigues d’un troisicme, sont
¢gaugw enire ewa.

349. Tukonkne. — Deuw polyédres, symélviques par vap-
port @ un point ow a un plan, ont : 1° les arétes symélrigues
égales ; 2° les angles plans symétriques égaux; 3° les faces
symélriques égales; &° les angles diédres syméiriques égau.
De plus, ces polyédres sont décomposables en un méme nombre
de tétraédres symétriques, chacun @ chacun, mais inverse-
ment disposes.

Les quatre premiéres parties de ce théoreme sont démon-
Irées dans les nos 343, 344 et 345, Quant & la derniére partie.
elle est éyidente.
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350. Corollaire.— Les surfaces de deuxs polyédres sijmetriques
sont équivalenles.

351. A cause du dernier théoreéme, nous nommerons, d'une
maniere absolue, tétraédres symétriques, ceux qui onl troisfaces
égales, chacune a chacune, mais inversement disposces; et
nous nommerons polyédres symétriques, deux polyedres com-
posés d'un méme nombre de tétracdres symétriques, chacun
a chacun, mais inversement disposés. 1l résulte, de cette der-
niere définition, jointe au Théoréeme du n® 347, que deuwr
polyédres symétriques ont les angles polyidres symétrigques,
chacun & chacun. De plus ;

1° Tout polyédre n'a qu'un seul symélrique ;

Deum polyedres, symétriques d'un troisieme, sont égawr
entre euw.

152, TugonEME. — Deux lélvacdres symétriques soni équi-
valents.

Prenons pour bases des létraedres deux faces égales entre
elles et faisons-les eoincider : les sommets des deux teétraedres
seront alors syméiriques I'un de Pauntre, relativement au plan
de la base commune. Les deux létraédres auront des hauteurs
égales; doneils ont méme mesure.

353. Corollaire, - Dewwx polyédves symélriques sonl équi-
valents,

Résmmde.

Deux figures, symétriques par rapport i une droite, sont égales
entre elles,

Si Lrois points sont en ligne droite, leurs symétriques, par rapporta
un point ou i un plan, sont en ligne droite.

La figure symétrique d'une droite est une droile égale & la premiére.

Deux de syméteiques conpent, en un méme point, le plan de
symétrie, on bien clles sont paralléles & ce plan.

La figure symétvique d'on triangle est un trianele égal au premier.

La figure symétrique d'un angle est un angle égal au premier.

8i quatre points A, B, G, D sont dans un meéme plan, leurs syme-
triques A, B, G° IV, par vapport & un point O ou & un plan MN, son!
dans un méme plan. x

Le symétrique d'un plan est un autre plan.
Deux plans symétriques coupent, snivant une méme droite, le plan de
symétrie, ou bien ils sont paralitles & ee plan.
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Deux angles triedres, syméteiques par vapport & un plan on nn point.
ont :1° les faces égales, chacune i chacune, mais inversement disposées :
20les angles diddres égaux, chacun i chacun, mais inversement disposés.

Le symétrique d'un angle digdre est un angle diddre égal au premier.

Deux polyédres, symétriques par rapporta un point ou un plan, ont
les faces symétriques égales, chacune i chacune, et les augles diedres
symeétriques égaux, chacun i chacun.

Tout angle polyedre n'a qu'un seul symétrique.

Denx angles polyedres, symétriques d'un troisitme, sont égaux entre
eUx.

Deux polyedres, symétriques par rapporti nn point ou un plan, ont :
Io les aréles symétrigues égales, 20 les angles plans symétriques
égaux ; 3° lesfaces symélriques égales ; 4° les angles diedres symétriques
égaux. De plus, ces polyédres sont décomposables en un méme nombre
de tétragdres symetriques, chacun & chacun, mais inversement disposés.

Les surfaces de deux polyédres symélriques sont équivalentes,

Tout polyédre n’a qu'un seul symétrique.

Deux polytdres, symétriques d'un troisiéme, sont égaux enlre eux.

Deux tétraedres symélriques sont équivalents.

Deux polyedres symétriques sont équivalents.

———

(HAPITRE XVI.

Polyédres semblables © (354-361). — Cas de similitude de deux pyra-
mides triamgulaives (355). — Rapport des surfaces et des volumes
(309). — Bapport des volumes de deux polyedres semblables (360),—
Pale de similitude de deux polvédres semblables et semblablement
placés (358).

Polyedres semblables.

354. Tuionive. — Tout plan, paralléle a la base d’une py-
vamide, détermine une pyramide semblable a la premiére.

Soit ASB... une pyramide quelconque, et soit Sab.., la py-
ramide oblenue en conpant la premiere par un plan paralléle
4 ABC... Les droites ab et AB, beet BC,..., sont paralléles deux
d deux , done, les faces latérales de la seconde pyramide
sont respectivement semblables aux faceslatérales de la py

* On appelle ainsi ceux qui sont compris sous un méme nombre
de faces semblables chacan & chaenne et dont les angles polyédres
homologues sont éeaux. (Note du Programme.)
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mide donnce, De plus, les deux bases ABC..., abe..., sonl
semblables (322); et, évidemment,
les angles diédres homologues sont
égaux. Par suite, les angles friedres
a la base, dans la pyramide donnée,
sont égaux a ceux quiy correspondent
dans la seconde pyramide.

Ces deux figures ont donc les faces
semblables, chacune a chacune, et les
angles polyedres homologues éganx ;
done, d’aprés la définilion, elles sont
semblables.

355, TnroreEME, — Deuw tétraédres sont semblables lovsqu'ils
ont un angle diedre égal, compris entre deuw faces semblables,
chacune a chacune, et semblablement disposées.

Soient I'ancle diedre SA =8'A’, la face ASB semblable a
A'S'B; et la face ASC semblable a A’S'C. Je dis que les deux
tétratdres S, 8’ sont semblables.

Prenons SA =8'A", SB' =8B, 5C" = 8'C' : le létraedre
SA"B"C" sera cégal a S'A'B'CY (321).

A cause de cetle égalité, et d’aprés I'hypothése, nous
avons

SA 8B SC
Sy S8BT s¢”

Par suite, les colés
du triangle A"B"C"
sont paralléles, respec-
tivement, a ceux du
triangle ABC, et le
plan A"B”C" est paral-
lele & ABC; done les
tétraedres  SA'B'CT |
SABC sont semblables.

356, Tugorine, — Dewa polyédres semblables peuvent tou-
jours étre décomposés en un méme nombre de tétracdres sem-
blables, chacun a chacun, et semblablement disposés.

Pour plus de simplicité, considérons seulement deux polye-
dres conveses P, P, Je dis d'abord que chacune de ces figures
est décompozable en télracdres ayant un sommet commun,
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Prenons dans intérienr du polyédre P un point quelconque
0, et menons, de ce point, des droites & tous les sommets.
Nousg décomposerons ainsi la figure en pyramides ayant un
sommel commun, et dont les bases seront les faces du polyé-
dre. Si nous décomposons ensuile chaque pyramide en té-
traedres, la décomposition indiquée sera faie.

Soient & présent A, B, C,... les sommets du polyedre P, et
soient A’, BY, C,... les sommets de P’, homologues des pre-
miers. Si nous prenons, sur les droites OB, OA, OC,... donl
il vient d'éire question, des distances Oa, Ob, Oc,..., telles
fjue npous ayons

Oa Ob Oc A'BY

OA~ OB OC

les points a, b, ¢,... seront les sommets d'un polyedre p sem-
blable &4 P. En effet, ces deux figures sont composeées d’un
méme nombre de pyramides semblables; chacune & chacune
(322 et 355) ; done elles ont les faces lomologues semblables
et les angles polyédres homologues égaux.

La similitude des triangles Oab, OAB donne ensuile

OA = AB/ Al

Oa ab AT
]

done ab=A'B"; et de méme, be=BC, cd =CD, ete. Les
deux polyédres p et P’ sont done tels que leurs arétes homolo-
sues, ou, plus généralement, que toutes leurs droites homo-
logues sont égales; donc ces deux polyedres sont égaux;
done le polyedre P’ est semblable a P.

357. Remarque.— Les polycdres semblables P, p sont tels,
en outre, que leurs arétes homologues sont paralléles et diri-
gées dans le méme sens.

Pour cetle raison, 'on dit que les deux polyedres sonl sem-
blables et semblablement placés *. Le point O, ou vont concou-
rir les droites qui joignent les sommets homologues, est le
centre de similitude ou le pdle de similitude. Cette propriété
peut étre généralisée ainsi qu’il suit.

* Ou homothetiques. Cette dénomination a £lé proposée par
M. Chasles.
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3538, Turoneme. — Denx polyedres, semblables et sembla-
blement placés, ont un centre de similitude.
i _AB, A'B’ ¢tant deux arétes homolognes, ¢'est-i-dire paral-
Ieles, soit O le point de concours des droites AA', BB,

On a, parla théore des lignes proportionnelles ;
AB OB

it AB 0B’
! d’oli

AB—A'R BB i
AR~ OB ()

1_ Soient ensuito BC, B'C’ deux nouvelles arétes homologues,
aill g conligués aux premieres, el CC'la droite qui joint leurs extré-
,’;Il-[ mités C, C': je dis que CC’ passe par le point 0.

IV En effef, O’ étant le point oti CC' rencontre BB’, on aura,

g de la méme maniére que ci-dessus,

BC —B'C' BB
o i 2
BC o'n (2)

Mais, par hypothése,

AB  BC

AB BT

d'oil résulte

AB—A'B_ BG—B(C
T T T
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Les proportions (1), (2) ont done un rapport commun ; el,
conséquemment,

BB BB
0B — OB
ol
OB=0'B.

Ainsi, le point O’ se confond avee le point B. Clest ce qu’il
fallait démontrer *,

359, TueoREME. — Deux télraédres semblables sont entre
eun comme les cubes des arétes homologues.

Supposons que le plus petit tétracdre SA'B/(Y ail 6L6 brans-
porlé dans Pintérieur dy plus grand
SABC, de maniére que ces deux figures
aient, en commun, 'angle triddre S : lo
plan A’B'C" sera paralléle 3 ABC. Du
point S, menons SP'p perpendiculaire i
ces deux plans, et soient I, P Jes points
ou elle les rencontre. Menons A’p' et
AP : ces droites sont parallgles. Nous au-
rons done, dans les deux triangles sem-
blables, SA'P’, SAP,

e B
Dailleurs !
A'BC! A LSS ol
e =) =& )
done

ARG ISP TrgNN e
ABC: TSP (s.\) ;

Le premier membre de cette égalilé est do

zal au rapport des
volumes des deux tétracdres (338) 5 le théoréme est done dé-
montré.

360. Corollaire. — Deu polyedres semblables sont entre

euw
comime les cubes de dewx aretes homologues quele

ongues,

* Yoir, pour les propriétés des centres

de similitude ,'les Théorémes
et Problémes de Géomotrie élémeniaie,
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361. TueoneMe, — Les surfaces de deue polyédres semblables
sont entre elles comme les carids de deux arétes homologues
! quelconques,
Deux faces homologues sont entre elles comme les carrés
de deux aréles homologues (228); dont il en est de méme
pour les sommes des faces des deux polyedres.

- Applications mumeériques.

362. PREMIER PROBLEME.— Quelle est U'aréle d'un cube équi-
valent @ un parallélipipéde rectangle dont les dimensions se-
vaient : a= 2m,23, b= 0m,64, ¢ =0m 557

x étant la longueur L'llL‘l‘[]lt‘l‘ on doit avoir (330) z* =abe,
ou < 2,23 . 0,64 ; dlou

. =i
r=y223 . 0,6k . 0,565

log @ =1 (log 2,23 4-log 0,64 =lozg 0,55).
log 2,23 — 0, 3483049 -
log 0,64 =1,8061800 -

1,7403627 -

1,8948476

+=1,9649£92 = log .
= 0,922 £6%.

Ainsi, aréte du cube serait, a fort peu pres, 0m 923,

363, DEUXIEME PROBLEME. — Trouver Uaire de la surface
convexe, et le volume dune pyramide hexagonale réqulicre
dans laquelle le rayon R de la base égale 17 millimetves, et la
hauteur H éyale 63 millimétyes.

Représentons par a Papothéme de Ta base; par I la hau-
| teur de chacun des triangles isocéles dgaux qui forment la

surface latérale de la pyramide; par B I'aire de la base; enfin
par Aet V laire et le volume cherchés.
La hauteur H de la pyramide, 'apothéme a et la hauteur J
sont les petits cotés el I'hypoténuse d'un triangle rectangle.
Done

= \-:”:5 -+ a?.
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Mais (185) a =1 R \/3; donc

h= (RZE IR
Par suile, A=3RyH2 | IR, (1)

En second lieu, V=4BH(338),B=3R.LR 3=} R y3 .

done '=RH . 1Ry 3. (2)

Pour réduire ces deux formules en nombres, nous com-
mencerons par calculer H? et § R?,

H?=63*=13 969 ; R* =17%*= 289 ;

. 867
PR2= = 916,75
[}

H?4-§ R*=§ 185,75.

log 418573 = 3,6217733
+=1,8108866 |-
log 3 R=log 51 =1,7075702 -

log A = 3,5184568
A=32999,53. !

La surface convexe dela pyramide serait done équivalente
a3 299,53 miéllimétres carrds, ou, environ, i 33 centimeétres a
carrés. B

Nous avons trouvé § R*=216,75; donc

LRV = VIR = /216 75,

log 216,75 = 2,3359591

Ainsi le volume demandé égale 15 767, 7 millimetres cubes:

2, Géoméirie, by




e lrapeze EFE'F', ont évidemment pour hauteur hi; done
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364, TROISIEME PROBLEME, — Trouver, d'aprés les donndes
sutvantes, le volume d'un polyédre ABCDA'B'C'D' ayant pour
faces deux rectangles ABCD, A'B'C'D', et quatre trapeézes.
ABA'B', BCB'C', CDC'D', DAD'A’

AB =a =2m,50,
BC =b =lm 50,
AB =g =1 m B0
B'C' =" = 0m 350,
hauteur = h = (m 50 *

Si I'on imagine le plan mené pac les deux arétes opposées
A'B!, €D, il décompose le po-
lyedre en deux prismes trian-
gulaires tronqués B'CC/A'DD’,
BB'CAA’D. Pour mesurer cha-
cun d’eux, menons un plan
EFE'l" perpendiculaire & AB;
son intersection E'F avec
A'B'CD déterminera les sec-
tions droites EE'F, E'F'F de
nos deux trones de prismes.
Cela posé, le théoréme sur la mesure du prisme triangu-
laire trongué *#

* donne :

vol. BCC'A'DD’ == E'FF" .4 (A'B’' 4 C'D’ 4 CD),
vol. BB'CAA'D — EE! (AB - CD - AB');

clest=-a~-dire

vol. B'CC/A’DD¢ =E'FF’ . &
vol. BB'CAA’D = EE'F

L (24 + a),
-5 (2a 4 a).

Les deux triangles E'FF’, EE'F, dans lesquels se décompose

E'FF' = 4 b'h, BE'F =4 bh;

puis
vol. BCCA'DD' = 1 & (2a' -+ a) h,
vol. BB'CAA'D = b 2a4a)h.
* Getle forme et ces dimensions sont celles des tas de pierves que

les cantonniers disposent le long des routes,
** Eléments de Géometrie, livee VII.
5.
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Ajoutanl ces deux espressions, nous aurons la formule cher-
elide
V=1t2atab-+2a = a)b'l b,

Dans l'exemple proposé, it

V=11065.15+55.0505=1me0l.

365. QUATRIEME PROBLEME. — On raconfe que Sessa, ['in-
venteur du jew des échecs, sollicila, comme récompense, | grain
de blé pourla premicre case de U'échiquier,2 pour la dewieme,
b pour la troisieme, el ainst de suite jusqu’a la soizante-gua-
trieme case. On demande quelles seraient les dimensions d'un
tétraédre végulier creux, capable de renfermer tousces grains
e Blé, sachant que Vhectolitre de blé contient, moyennement,
un million cing cent quatre-vingl-sepl mille grains.

Le nombre Ndes grains de blé demandés par Sesza sstégal
a la somme des termes de la progression

Dapres la formule connue (digebre, 164),
N =28k _—|, .
En faisant le caleul, on trouve
N = I8 466 T4E 073 709 551 615.
Un metre cube équivaut & 10 heetolitres; si donc nous di-
visons N par 1587 000 . 10, nous aurons, en mélres cubes,

le volume V du tétraédre ; savoir :

I8 446 T44 073 709 351 615
S 15 870 000

v

Soit actuellement ¢ 'aréte d'un
tétraedre régulier ABCD.,

La hauteur DE passe par le
centre du friangle équilatéral ABC,
et la droite AE est le ravon R
du cerele circonscrit 3 ce trian-

ole.,
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U,
(| “ —_ -i—
V3
dont
DE = ¢

D'un autre coté, 'apothéme du triangle serait (188)

(K
2y 3

iR =

Il résulte, de ces diverses valeurs, que le volume du télyac-
dre a pour expression

G c 2
\':-'it’"——_-— A
kY3 3\/3
ou, plus simplement,

V =

Al

| il \ 9.

Si nous égalons celte valeur de V i celle que nous avons

obtenue ci-dessus, nous Lrouverons, en supprimant le facteur
commun 12,

i _ /A8 i46....
—07 e )
1 522 500y/2
_ |§1,1 ou, i fort peu pres,
Hi

3 ik
‘ c= A hOw ERDG.
\/4 322 50072

Le caleul logarithmique donne ensuite

log 1322300 = 6,1213957 —
tlog 2 = 0,4505150 —

12,9940093
L=log o= #,3313364

c=2 £45.
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Amnsila pyramide triangulaire réguliere eapable de renfer-

mer lout le blé demandé par Uinventeur du jeu des échecs,
aurait pour aréte 21 445 metres !

366. CiNoUIEME PROBLEME.— L'une des aréles & un polyédre
égale 0%,37. A quoi est dgale Varéte omologue d'un polyédre
semblable au premier, et double de celui-ci?

@ élant cefte aréte, exprimée en meétres, on a (360)

£
() =2
0,37,
i on
x=10,37 \2
log 2=10,3010300
3+ =0,1003433 -
log 0,37 = 1,5682017 4+
log &= 1,6685450
o= 0,466 17,

Laréle du second polyédre serait donc & pen pres éoale a
(. 466,

367. SIXIEME proBLEME. — On donne wne Swite indefinie
d2 cubes dont les arétes décroissent comme les termes de la pro-

Lression

3. \% avn

| 2 232 I’E 1.
Laréte du plus grand est égale a 1™, A quoi serail cgale Paréfe
d'un cube équivalent a la limité de lewr somme?

Si I'on prend le métre pour unilé, et que on représente
par & la longueur cherchée, on a

La limite de

:) + (:)Ii' ar. == — _-.ET - ( ”I:Jrr-.’m'_ 169):

e —
e b

L. BLED. Ea " — T




150 GEOMETRIE.
done

puis

4313638 |-
2TRTS36 —

0,1526102
0,0508701

Le cube cherehé a done pour edté
1mA2g ],

368. SEPTIEME PROBLEME.-— On donne un trone de pyramide
a bases paralléles, dont la hauteur 11 = 0" 67, et dans lequel
les c6tés homologues des bases sont comme 13 est @ 17. On de-
mande de pavlager ce corps en dew seqgments équivalents, au
moyen d'un plan parallele aux deux buses. .

Prolongeons les faces latérales du lrone, de maniére i recon-
struire les pyramides dont il est la différence. Appelons & la
hauteur inconnue de la plus petite des deux ; alors H - h sera
la hauteur de la plus grande. En méme temyps, soienl x,y
les segments de H, déterminés par le plan séeant, el = le
nombre proportionnel au coté de la section faite par ce plan,
homologue aux cotés considérés dans les deux bases. Enfin,
soient V, v et V' les volumes respectifs de la grande pyramide,
de la pelite pyramide et de la pyramide moyenne. Nous aurons
d’abord

Ve V=V —b,
ou
i Yy

3

Drailleurs, les trois pyramides sont semblables:
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On conclut, de cette égalité de rapports, et de I'équation

précédente,
L
3 2
d’otr

34173 3y

T= ——~\/33

A cause de la similitude des trois pyramides, les hauteurs sont
proportionnelles aux colés homologues des bases ; ainsi

17 Z 13

H+h H+h—a h

Ces deux proportions donnent

17 == =13

@ y

ou

]a’—\‘])l \irn-—]i i

@ il H
Les deux segments de la hauteur sont done enfin

0,67 (17 —v/3885) 0,67 (/3 585—13)
— 3 'if= - .

4 : i

log 3 &

5 =23,5b0 8396
1=1,183 6132

V3555 =15,262 0.
- o e b s -
IT— y3555=1 7380, 3555—13=22620.

log 0,67 =1,8260748-\ log 0,67 =1,8260748
log 1,7380 =0,2400498 log 2,2620 =0, 3544926 -}

log  =0,6020600— | logk  =0,6020600—
log @=1,4640646 log y=1,5785074

p=0m,291 11. i =0m, 378 88,
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52 GEOMETRIE.
Résume.

Tout plan, paralléle a la base d’une pyramide, défermine une pyra-
mide semblable & la premire.
Deux tétraddres sont semblables lorsqu'ils ont un angle diédre égal,

compris entre deux faces semblables chacune a chacune, el semblahle-
ment disposées,

Deux polyédres semblables peuvent toujours étre décomposés en un
méme nombre de tétraddres semblables chacun & chac un, et semblable-
ment disposés.

Denx polyedres, semblables et semblablement placés, onl un centre
de similitude,

Deux tétraddres semblahles sont entre eux comme les enhes de lenrs
arétes homologues,

Deux polyédres semblables sont entee eux comme les eubes de deux
arétes homologues queleonques,
Les surfaces de teux polysdres semblables sont entre elle

S comme
les carrés de deux arétes homologues quelconques.

GHAPITRE X VIL.

Les corps ronds (369-414)* — Cylindre droit 4 hase eirculaire (369,
370;. — Mesure de la surface Jatérale ef du volume (378-382). —
Estension aux cylindres droifs i base quelconque (379, 380).— Cone
droit & base cireulaire (371, 372).— Scetions paralleles i la base (383).
— Surface latérale du cone, du trone de edne & bases paralléles
(383-38 Yolume du edne, du trone de cone A bases paral-
leles (386-389).

Génération des surfaces.

369. Surfaces cylindrigues. — Si une droite DE se meut en
s'appuyant constamment sur une ligne fixe ABC, et en restant
paralléle a une droite donnée MN, le lieu de ses positions est
une surface cylindrique.

Tl sagit du eylindre, du cone el de la sphere, que I'on désignail,
autrefois, sous le nom de corps ronds. (Note de Pautenr,)

»
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La droite mobile, qui engendre la
surface eylindrique, se nomme géné-
ralrice : ainsi DE, D'E'; D'E',...,
sont dilférentes positions de la géne-
ralrice. La ligne fixe ABC, quirégle
le mouvemenl de la zéuératrice, esl
appelée divectrice.
Si eetle directrice est recliligne, la
surface cylindrique devient un plan.

370. Prenons pour divectrice une cir-
conférence de cercle ABC, et pour gé-
nératrice une perpendiculaire an plande
cetle circonférence ; supposons aussi que
la surface cylindrigue soit terminée aun
plan ABC cla un plan A'B'C paralléle au
premier ¢ le corps lerminé par ces deux
plans et par la surface eylindrique esl
un cylindre droit. a base civculaire.

371, Surfaces coniques. —Une surface
conique est engendrée par une droile
assujettie a slappuyer sur une lizne fixe
ABC, et & passer par un point fixe 0.
Chaque génératrice DO, D'0’, ... pouvanl
étre prolongée indéfiniment, de part el
d’autre du point O, on voit que la surface
est formée de deux parties on nappes. Le
point divecteur O, oll ces nappes se réu-
nissent, esl appelé cenfre de la surface,

372, Choisissons, pour directrice de
la surface conique, une ecirconférence
ABC; plagons le point directeur sur V'axe
IS de la circonférence : le corps limité
par le plan ABC et par la nappe infé-
rieure de la surface conique, est un eéne
droit, & base circulaire.

Lepoint 5 estle sommel, el les droiles
Sh, 8D L. sonl les giéntratrices ou les
arétes du cone,
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373. Surfuce de révolution. — Soient une droite fixe XY,
et une ligne quelconyue ABC. Menons,
de différents points A, B, C de cette
ligne, des perpendiculaires AA!, BB,
CC',... sur XY. 8i nous faisons lourner
le systeme AA'BB'CCY.... autour de
XY, chacun des points de la ligne ABC
déerit une civeonférence ayant son
centre sur XY, et dont le plan est
perpendiculaive & cette droite; et la
ligne ABC engendre une surface de
révolution.

Les circonférences décrites par les
différents points de la génératrice ABC
sont appelées paralléles de la surface,
parce que leurs plans sont paralleles
entre eux.

La section MNP, faite par un plan passanl suivant Uaae de
rotation XY, osl un mévidien.

Il est facile de s’assurer que lous les méridiens sont égaux
enlre eux,

374, Supposons que le rectangle ABCD tourne autour de son
coté CD, supposé fixe. Les droites ézales AD,
BC engendreront des cercles égaux el paral-
Ieles. La droite AB engendrera une surface de
révolution ; mais comme celle droite est tou-
jours parallele & XY, il s’ensuit que la surlace
est cylindricque, et que le corps engendré par
ABCD est le cylindre droit, & base circulaire.
De la, cette définition, adoptée dans les 1I¢-
ments : Le eylindre droit, @ base cireulaive, est
le corps engendré pur un rectangle tournant au-
towr d'un de ses ctés, supposé fizce.

375. De méme, si nous prenons pour giéndéra-
trice 'hypoténuse CB d'un friancle rectangle
tournant autour de son ¢oté CA, la surface de
révolution deviendra la surface du cone droit, &
base circulaire, Done, le cine droit, a base cir-
culatre, est le corps engendré par un triangle
rveclangle lournant autowr dun des cotés de
Pangle droit, supposé fivo,
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376. Enfin adoptons, pour génératrice de la surface de ré-
volution, la demi-circonférence ACB, et supposons que Paxe
de rofation soit le diametre AB. Le lieu engen-
dré par ACB est une surfuce sphérique, et le
corps terminé & cette surface s'appelle sphére.

On donne aussi le nom de sphere a la surface
sphérique.

Commo, dans le mouvement de la génératrice,
les rayons OD, OE restent ézaux entre eux, on
peut adopter la définition suivante : La sphére
est une surface dont tous les points sont a égale
distance d'un point intérieur, appelé centre.

Aire d’une surface courhe. Volume du corps terminé
. par cetle surface.

377. Soit une surface fermée S, convexe pour plus de sim-
plicité. Inserivons a celte surface un polyédre convexe P, el
soit A Paire de ce polyedre. Inscrivons ensuite un polyedre
convexe P', dont loutes les arcles soient moindres que celles
de P, et tel, en outre, que les sommets de P coincident avec
des sommels appartenant a P'. Conlinuons ainsi indéfiniment.
Nous obtiendrons une suite de polyedres P, P', P*,..., dont les
arétes et les faces seront de plus en plus petites, et dont les
aires A, A', A%, .., augmenteront de plus en plus. On peut dé-
montrer que ces aires tendent vers une certaine limite : cette
limite est ce que nous nommons aire de la surface S.

De méme, les volumes V, V', V*,..., des polyedres succes-
sifs, tendent vers une certaine limite, appelée volume du corps
terming par la surface S.

Mesure du cylindre.

378. THEOREME. — La surface latérale d'un cylindre a pour
mesure la circonférence de la base, multiplice par la hauteur.

Inscrivons, & la base AD du eylindre, un polygone quel-
con(jue ABCDEF ; puis prenons ce polyzone pour base infé-
rieure ('un prisme droit, dont la surface latérale rencontre
celle du evlindre suivant les aréles AA', BB, CC' ..., ot dont
la hase supérieure est A'B'C'D'E'F

ey




GEOMETRIE,

La surface latérale du prisme se com-
pose d'une série de rectangles qui ont
meéme hauteur que le prisme, et dont
les bases sont les cotés de la base du
prisme. Donc cefte surface prismatique a
pour mesure

(AB+BCHCD+...) . AA’;

cest-a-dire le périmetre dé la base, multi-
A plie par la hauteur,

Cela étant, si nous doublons le nombre des coles de la hase
du prisme, en prenant les points G, H,..., intermédiaives
entre A et B, entre B et C, ete., nous obliendrons un second
prisme, inseril au cylindre, et dont la surface tolale, en
comprenant les deux bases, sera plus grande que celle du
premier prismie. En continuant de la sorfe, nous verrons gue
leg aires des prismes successifs ont une limite, laquelle, d’a-
prés le principe préeédent, est Vaire de la surface tolale du
cylindre. Mais la limite de chaque base du prisme est la hase
correspondante du evlindre; done

surface latérale du eylindre = lim, périm. ABCD, ... . AA".
= circonfér. AD ., A4’

379. Remarque.—Dans eelle démonsiration, rien ne suppose
que le cylindre soit a base circulaire : ainsi le théoréme est
vrai pour un eylindre droit & base quelconque; el, en général,

La surfuce latérale d’un cylindre droit a pour mesuve le peyi-
métre de la base, multiplié par la hawteur,

380. Scolie. — Le cylindre étant droit, & base circulaire,
solent R le rayon de cette base, H la hauteur du cylindre, et
A T'aire de sa surface latérale; on aura

381. TneoreME. — Tout cylindre droit a pour mesure l'aire
de sa base, multiplide par sa hauteur. -

En effet, le volume du eylindre est la limite des volumes des
prismes inserits.
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382, Scolie. -~ Le cylindre "élant droil, & base circulaire,
=oient R le rayon de cette base, H la hauteur du cylindre, et
V son volume: on aura

V.= rR2H.

Mesure du cdne.

383, TuEOREME. — La surface latérale d'un céne droit, a
base ciroulaive, a powr mesure la circonférence de la base, mul-
tiplice par la moitié de la génératrice du edne,

A la circonférence AB, inscrivons un polyzone régulier
ACDBEEF, et prenons ce polygone pour base d'une pyramide
reguliere dont la surface latérale ren-
contre la surface du cone suivant les
génératrices SA, SC,...

La surface lalérale de la pyramide
se compose dune série de friangles
isoceles ézaux ; done, en abaissant
Papothéme SP perpendiculaire sur AC,
nous aurons, pour la mesure de cette
surface,

(ACH-CD-4-DB ...} . 4 8P,

Ainsi, la surface latérale dune pyramide régulicre o pow
anesure le périmetre de o base, mulliplié par la moitiéé de l'a-
pothéme de la pyramide,

Cela élant, &i nous doublons le nombre des colés du poly-
gong, el si nous continuons indéfiniment cette opération,
nous aurons pour limite des aires des pyramides, en y com-
prenant les hases, l'aire de la surface conique, augmentée de
I'aire du cercle AB. Mais lalimite des aires des polyzones tels
que ACDB... est 1'aire du cercle ; done

Surface latérale du cone = lim. périm. ADB ., } SP,
= circonfér. AB , 1 SA.

384, Seolie. — Soient R le rayon de la base, G la généra-
trice, et A I'aire de la surface latérale d'un cone droit a hase
cireulaire: on a
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385. La surface latérale d'un tyonc de cone droit, a bases
— paralléles, @ pour mesure lo demi-somme des circonférences
des bases, multiplice par le cété AN’ du trone.

Si T'on inscrit au tronc de cone ABA'B' un trone de pyra-
mide réguliére, la surface latérale de ce polyedre sera com-
posée d'une série de frapézes égaux; donc la surface latérale
du tronc de pyramide a pour mesure la demi-somme des pe-
rimetres des deux bases, multipliée par Vapothéme PP', Pas-
sant a la limite, comme dans les théorémes précédents, on
Irouve la mesure indiquée.

386. TuEOREME.— Toul cdne « pour mesure le tiers du pro-
duit de sa base par sa hauteur.

On démontre ce théoréme en partant de Iexpression du
volume de la pyramide, et en appliquant la méthode précé-
dente.

387. Scolie. — Soient Rle rayon dela base, H la hauleur,
el Ve volume d’un eone de révolution : on a

V=& xR2H.

388. Turonkme, — Un frone de cone, & buses paralleles, est
equivalent @ la-sonme de trods cones ayant pour hautewr com-
mune la hautewr du trone, et ayant pour bases respectives la
base inférieure du trone, sa base supéricure ef une moyenne
proportionnelle entre les deuw bases, (Voy. no 339.)

389. Scolie. — Soit H la hauteur d’un trone de cone droit.
a bases circulaires ; soient R, » les ravons des bases. ol V le
volume :

V=124 1 4 Re) 1.

Résumé,

La surface latérale d'un eylindre a pour mesure la civconférence de
la base, multipliée par Ia hautenr.

Tout cylindre droit a pour mesure l'sive de sa base, multipliée par
sa hautenr,

La surface latévale d'un cone droit, 3 hase civeulaive, a oDy mesure
la eirconfévence de Ta base, multiplice par lamoilie de la eénératrice
tu eine,
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La surface latérale d'un trone de edne dvoit, i bases paralleles, a
pour mesure la demi-somme des civeconférences des bases , multiplice
par le coté du trone.

Tout cone a pour mesure le tiers du produit de sa base par sa hau-
leur,

Un trone de cone, @ bases pavalleles, est équivalent 4 la somme de
lrois cones ayant pour hauteur commune celle du trone, et ayaut
pour bases respectives la base inférieure du trone, sa base supérieure,
et nne moyenne proportionnelle entree les deus bases. :

GHAPITRE XVIII.

Sphére (390-414), — Sections planes ; nds cercles; petits cercles
(391-395). — Poles d'un eercle (396-3991.— Elant donnée une sphére,
trouver son rayon par une construction plane (400). — Plan tangent
{401). — Angle de deux ares de grands ceveles (402-404), — No-
tions sur les triangles sphériques : leur analogie parfaite avee les an-
oles triedres (405-407).

Cercles de la sphere.

390, Tueorene. — Toule section faite duns une sphére, par
un plan, estun cercle.

Soit ACB la courbe suivant laquelle le plan MN coupe la
surface sphérique. Abaissons, du centre de la sphére, la
perpendiculaire OD sur MN, el
menons les rayons AO, BO, CO,
dont Ies projections, sur le plan
séeant, sont AD, BD, CD,

D7aprés la définition, les obli-
ques AO, BO, CO, sont égales:
donc leurs projections AD, BD,
CD,..., sont égales; done la courhe
ABC est une circonférence.

341, Remarque. — La projection AD du rayon AO devient
égale & ce rayon lorsque le plan MN passe par le centre, Lo
cercle ABC est alors le plus grand possible. Cest pour celte
raison que l'on appelle grand cercle de la sphere la section
faite par un plan passant par le centre. Cela posé, on déduit.
tlu théoréme qui précede, les corollaives suivants ;
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392. v Corollaive. — Tous les grands cercles sont fgaum
entre eua.

393. 2¢ Corollaive. — Deux grands cercles se coupent tou-
jaurs en dewx parties égales.

394. 3¢ Corollaire. — Tout grand cercle partage la sphere el
su surface, chacune en deu parties égales.

-

395. &= Corollaire. — Le centre d'un petit cevcle, et celui de
la sphére, sont sur un méme diameétve
duw petit cercle.

perpendiculaive au plan

396. Kemarque, — Diapres le der-
nier corollaive, si Fon joint le centre
de la sphére et le centre D d'un petit
cercle ABC, par un diamélre POP',
ce diamétre sera Iaxe du petil cercle.
Bone, chacune de ses extrémités D,
P’ est dealement éloignée de tous les
points de la civconférence ABC. Cela
étant , les points P, P sont appelés
pdles de celte circonférence. Ainsi,

397. Le pole d'un cevcle de la sphérve est Vextrémité du diu-
métre perpendiculaire au plan de ce cercle. Tout cercle, tracé
sur Ja sphere, a deux poles,

398. Si, par I'axe PP’, nous faisons passer plusieurs civcon-
férences PAP', PBP', PCP'...., fous les arcs PA, PR, PG,...,
seront ¢gaux entre eux, comme sous-tendus par des cordes
¢gales. 1l suit de Id que si Pon place en P 'une des pointes
d’un compas, et quavec une ouverture érale i la corde PA.
on frace une courbe sur la sphere, cette lizne esl une eircon-
férence, ayant pour péle le point P, On voil done que sur Ja
sphere, comme sur un plan, on peut facilement tracer des
circonferences.

399. Si I'on veut, du point P comme pole, décrire une cir-
conférence de grand cercle EFG, on doit prendre une ouver-
turede compas égale a la diagonale du carré construit sur PO
comme cald; ow, ce qui revient au méme, il faut ue
Fare PE. compté sur wn grand cercle perpendiculaire i EFG.
s01b un quadrans,
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100, ProBLEME, — Trouver le rayon d'une sphere solide
donnée.

D'unpoint A, comme pole, déerivons une circonférence CDE .
prenons sur cetle ligne deux ares BC, BD ézaux enlre eux ;des
pointsG, D, comme poles, avee une méme ouverture de compas,
plus grande que BC, décrivons deuxares qui se coupent en un
point F. Les trois points A, B, F sont situés dans un plan
perpendiculaire au milieu de
la corde CD (260); ils appar-
tiennent done a une circon-
férence de grand cercle.

Si done, avec les dislances
rectilignes AB, BF, AF, nous
construisonsun triangle ABF,
le rayon du cercle circonscrit
a ce triangle sera le rayon de
la sphére donnée,

Plan tangent.

§01. TneoreNE. — Tout plan, perpendiculaive a ['ewlrémile
d'un rayon, est tangent a la spherve.

Soit le plan MN perpendiculaire a Iextrémité du rayon OA:
je dis que ce plan n’a que le point A de commun avec la
sphere, c'est-a-dire qu'il v est fan-
gent en A,

Menons, par OA,un plan quel-
conque; il coupe la sphére suivant
une circonférenee de grand cercle,
et il coupele plan suivant une droite
perpendiculaire au rayon : celle
droite est fangenle, en A, & la cir-
conférence; done, ele,

Angle de deux ares de grands cercles.

402, On appelle angle de deux ares de grands cercles, 'angle
formé par les tangentes & ces ares, mendes par leur point de
rencontre. Ce point esl le sommel de Tangle, el les arcs en
sonl les edlés.
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403. Turoring. — Langle de deux arcs de grands cercles
a powr mesure Larc de grand cercle compris entre ses cotés,
et déerit de son sommet comme pile.

Soient.les ares de grands cercles CAC, CBC’, se coupant
en G, ('; aux extrémités du diamétre CC'. Menons les tan-
gentes CD, CE; menons aussi,
par le centre de la sphére, un
plan perpendiculaire 4 CC', et
soit BAB' la section faite dans
la sphére par ce plan. L'angle
ECD est égal & T'angle BOA
des deux rayons (287); mais
celui-ei a pour mesure Iare
AB, lequel peut étre considérd
comme déerit du point C;
done, ete.

§0&. Remarque. — L'angle dieédre formé par les plans des
grands cercles CAC', CBC' « pour mesure l'angle formé par les
arcs de ces grands cevcles.

Triangles sphériques.

£05. Un &riangle sphérique est une partie de la surface de la
sphére, terminée par trois arcs de grands: cercles. De méme,
un polygone sphérique est la partie de cette surface comprise
entre plusicurs ares de grands cercles.

406, Soit un Lriangle sphérique ABC, Menons, du centre de
la sphere, les droites OA, OB, OC. Elles déterminent un
angle triédre O ayant, ayecle triangle sphérique, une relation
bien remarquable. En effet,
la face AOB, par exemple, a
pour mesure I'arc AB, c'est-
a-dire le cdté AB du triangle
sphérique. De plus, ainsi qu’on
vient de le voir, I'angle diedre
dont l'aréte est OA a pour
mesure Pangle A du triangle
sphérique. Ainsi, @ tout trian-
gle sphérique corvespond un
angle triedre, dont les faces
ont pour mesures les c6lés cor-
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respondants du triangle, et dont les angles diedres ont pour
mesures les angles corvespondants du triangle.

De méme, a toul polygone sphérique correspond un angle
polyédre.

£07. D'apres cela, 4 lout théoreme sur l'angle triedre répond
un théoreme sur le triangle sphérique. Inversement, les
problemes relatifs a Iangle triedre peuvent étre résolus au
moyen de la Trigonométrie sphérigue.

Résumée.

Toute section faite dans une sphere, par un plan, est nn cercle.

Tous les grands cercles sonl égaux entre eux.

Denx grands cercles se coupent toujours en deux parties égales.

Tout grand cercle partage la sphére et sa surface, chacine en deux
parties égales.

Le centre dun petit cercle, et celui de la sphére, sont sur un méme
diametre perpendiculaire au plan du petil cercle.

Le pole d'un cercle de la sphére est Uextrémité du diamétre perpen-
diculaive an plan de ce cercle.

Tont cevele, tracé sur la sphire, a deux poles.

Tout plan, perpendiculaive i Uextrémité d'un rayon, est langent & la
sphére.

L'angle de deux ares de grands cereles a pour mesure Fave de grand
cerele compris entre ses ¢olés, et déerit de son sommet comme pole.

Liangle diédre formé par les plans de deonx erands cereles a pour
mesure langle formé par les ares de ces erands cercles.

A toul triangle sphérvique correspond un angle trigdee, dont les faces
ont pour mesures les cotés correspondants du triangle, et dont les
angles digdres ont povr mesures les angles correspondants du riangle.
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(HAPITRE XIX.

Mesure de la surface engendrée par une ligne briste réguliere, tour-
nant autour d'un axe mené dans son plan et par son eentre {408-
410). — Aire de la zone, de la sphire entiére (411-414), — Exer-
cices (421-425), — Mesure du volume engendré par un triangle
fournant autour d’un axe mené dans son plan par un de ses som-
mets (415). — Application an secteur polvgonal régulier tournant
autour d'un axe mené dans son plan et par son centre (416 ).
— Volume du sccteur sphévique, de la sphére entiére, du segment
sphéviyue (417-420). — Exercices (421-425). — Volume approché
d'mn solide limité par une surface queleonque *,

Mesure de la surface engendrée par une ligne brisée réquliere.

§08. Lemme. — La surface engendrée par une droite AB,
tournant autour d'un axe XY située dans un méne plan avec
AB, a pour mesurela civeonférence dont le va yon est la perpen-
diculuive CD, élevée au milien de la geénératrice et prolongee
Jjusqu'a Uaxe, multiplide par la projection A'B' de cetie généra-
Irice sur l'axe.

Cette proposition est évidente lorsque la
droite généralrice est paralltle & Taxe,
car alors la surface engendrée est cylin-
drique.

Supposons done que AB prolongée ren-
contre XY, auquel cas la surface est celle
d'un trone de cone. Menons CE perpendicu-
laire & XY el AT parallele & cetle droite.
Nous avons trouvé ci-dessus (383),

surf, AB = = (AA'<-BB') . AB = 2CE. AB.

Or, les triangles rectangles ABF, CDE, ayanl les colés perpen-
diculaires, chacun i chacun, sont semblables et donnent

,-\H_AI“
Ch CE’

ou
CD . AF=CE.. AB:

* Cetle question ne peat éfre vésolue sans e seeonrs du Calenl infe-
cral, (Note de Uaetour,
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done, @ cause de AF = A'B’,

surf, AB=2aCD ., A'l¥'.

11 est clair que cetle proposition est également vraie lorsiue
I'une des extrémités de AD se trouve sur 'axe.

409, TuroriMe. — Lo surface engendrée par une ligne brisée
réquliére ABCD, towrnant autowr d'un axe situé dans son plan
et passanl par son cenlre, a pour mesure la circonference
inscrite, multiplie par la projection de la génératrice sur
Pagwe.

On appelle ligne brisée réguliére celle qui a ses cotés égaux
et ses angles égaux. Il est évident quune
pareille ligne est circonscriptible i une cir-
conférence.

Cela posé, soit O le centre de la ligne
brisée, ¢’est-i-dire le centre de la circon-
férence inscrite. Menons les apothémes
égaux OM, ON, OP, et projetons les som-
mets A, B,C, Den A", B, C/, D sur XY,

La surface engendrée par ABCD se com-
pose des surfaces engendrées par AB, BC,
CD; done, parle lemme précédent,

surf, ABCD=2=0M . A'B’ - 2 zON . B'C! -2 =0P. C'D',

ou

swrf. ABCD ==270M (A'B’ ++ B'C + /D).

10, Corollaire.—La surface engendrée par un demi-polygone
régulier, d'un nombre pair de cdtés, towrnant autour d'un dia-
métre du cercle civconscrif, a pour mesure la circonférence
inserite, multiplide par le diamétre du cercle civconserit.

Airo de la sphére.

P10, Tueonens. — L'aire d’une zone ow d'une calotte sphé-
rique est égale @ la circonférence d'un grand cercle, multipliée
par la hautewr de la zone ou de la calolle.

Une zone est la partie de la surface de la sphere ter-
minée & deux circonférences paralleles; une caloife est lu
partie de la surface sphérique terminée i une seule circon-
férence, Ainsi, lorsque la demi-circonférence CABD ., tour-
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nant autour du diamotre, CD . engendre la
sphére, I'arc AB engendre une zone, et les
ares AC, BD engendrent des calottes sphe-
Fi(ues.

La hauteur A'B’ d'une zone est la dis-
tance comprise entre les plans de ces
deux bases; Ia hauteur CA' d'une calotte
est la distance comprise entre le plan du
cercle qui lui sert de bage et le pole de ce
cercle.

. Cela posé, je dis que la zone engendrée par AB a pour me-
s & sure 2=00,, A'B’,

Il i Inscrivons al'arc AB une ligne brisée régulicre AEFB; puis, |
a la surface conique engendrée par AE, inscrivons la surface
d'un trone de pyramide réguliére, et opérons de méme pour
les surfaces engendrées par EF et FB. Nous formerons ainsi
une surface polyédrale ouverle, ayant pour base inférieure un
polygone régulier, inserit i la circonférence_décrite par le
point B. Si nous faisons eroitre indéfiniment le nombre des
1 cotés de ce polygone, et si en méme temps nous augmentons
(i it indéfiniment le nombre des ¢otés de la ligne brisée inserite
i & AB, nous obtiendrons une série de surfaces polyédrales

i dont les aires auront une limite, laquelle sera précisément

i I'aire de la zone sphérique.
il D’abord, en augmentant indéfiniment le nombre des colbés
I & du polygone régulier servant de base i la surface polyédrale,
nous trouyons pour limite I'aire de la surface engendrée par
la ligne brisée AEFB; c'est-d-dire 2z01. A'B.

En second lieu, en faisant croitre indéfiniment le nombre
des cotés de la ligne brisée, nous obtenons. pour Paire de la
zone sphérique,

lim. 2=01. A'B" :

c'est-d-dire
2r0C, A'B,

, La' démonstration serait la méme pour la mesure de |

4 Cd-
lotte engendrée par AC.

§12. Scolie. —Soient R le rayon d’une sphére, H la hau-
. teur d"une zone ou d’une calotte, et A I'aire de cotte surface ;
on aura

A= :;_)T,‘I{[j‘
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3. TurorkNe. — La surface de la spherve a powr mesure
la circonference d'un grand cercle, multiplide par le diamétre.
En effef, la sphére peut éire considérée comme une zone
dont la hauteur égale le diameétre.

#14. Scolie. — Soit A I'aire d'une sphere de rayon R; ona

A =izR%

Mesure du corps engendré par un triangle tournant autour -
d'un axe.

#15. Tugoriye., — Siun triangle ABC fourne aufour d'un
axe XY situé dans son plan et passant parun de ses sommets C,
le corps engendré a pour mesure la surface décrite par le cote
AB opposé d ce sommet, multipliée par le tiers de la hautewr CD
correspondant a ce méme sommet.

1o Supposons que l'un des sommets du friangle soil situé
sur I'axe de rotation ; abaissons AA’ perpendiculaire sur XY ;
et soit ¥ le volume du corps engendré ; je dis que

V =surf. AB. } CD.
En effet, le corps engendré par BAC se compose des cones
engendrés par BAA' et CAA’ ; done (387)
V=1zAA". BC.

Maig, dans un triangle, le produit de la base par la hauteur
esl constant, comme exprimant le double de 'aire du (riangle;
done

dont
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D'un autre edlé, =AA’ . AB mesure la surface conique en-
gendrée par AB (383) : done enfin

V= surf. AB. 1 CD.
2 Sile coté AB prolongé rencontre 'axe nous aurons

vol. ABC = vol. ACE — vol. BCE
=surf. AE.{CD—surf. BE. 4CD
=surf. AB.£CD.

3° Enfin, sile coté AB était paralléle a 'axe, le volume en-
gendré par ABC se composant du cylindre engendré par
ABA'B', diminué des cones engendrés par ACA' et par BCB',
le théoréme se vérifierait encore plus simplement,

Mesure du corps engendré par un secteur polygonal régulier
tournant autour d'un axe.

116. TuEOREME. — Si un sectewr polygonal régulier OABCD
lowrne aulour d'un awe XY situé dans son plan et passant pay
son centre, le corps engendré a pour mesure la surface déorite
par la ligne brisée réqulicre qui sert de base au secteur, multi-
pliée par le tiers de Uapotheme OF.,

En effet, d’apres le théoréme précédent,
vol. ABO=surf. AB. 1 OE,
vol. BCO =surf, BC. 1 OF ,
vol. CDO =surf. CD . 1 0G.

Mais les perpendiculaires OE, OF, OG sont
égales entre elles; donc

vol. ABCDO = surf, ABCD . L OE.
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Volume de la sphire.

417, TukorkME, — Un sectewr sphérvique a pour mesure la
zone qui lui sert de hase, multiplide par le tiers du rayon de la
sphére.

On appelle secteur sphérique le corps engendré par un sec-
teur circulaire ACB tournant autour dun axe
XY situé dans le plan ACB et passant par le
centre C. Lorsque le secieur ACB engendre le
secteur sphérique, I'are AB engendre une zone
qui est appelée base du secteur.

Cela posé, le théoréme qui vient d’étre
¢énoneé se déduit du précédent, par le mode de
démonstration employé au n® £11. Nous lais-
sons au lecteur le soin de faire les développe-
ments nécessaires.

#18. Scolie. — Soient V le volume d’un secleur sphérique,
H la hauteur de la zone qui lui sert de hase. et R le ravon de
la sphére

V=2 ~R2H.

419. Tuionie. — La sphéve a pour mesure sa surface,
multiplice par le tiers du rayon.

En effet, la sphére peut étre considérée comme un secteur
ayant pour base la surface sphérique.

£20. Scolie. — L’expression du volume V d'une sphére de
ravon R est :
V= ’: 7:“'1’,

Applications numériques.

421. PREMIER PROBLEME. — Le litre qui sert a mesurer les
liquides est un cylindre dans lequel ln hauteur est double dy
diamétre de la base, etdont la capacité est | décimétre cube,
Quelles soni les dimensions de ce corps

Prenons pour unité le décimetre, représentons par  la hau-
teur du eylindre ; nous aurons (381

b 10




d’olt

log

log !

low

log

e Ainsi la longuew

Ainsi, la hauteur du litre égale 172mm 05, et le ravon de la
base éeale 43mm (],

122, DEUxiEME pROBLEME. — Quelle est lu longuewr d'un
: fil de platine ayant powr épaisseur i de millimétre, et pe-
! sant 1 gramme?

Le poids spéeifique™ du platine, par rapport a I'eau, est &
peu prés égal & 20 ; si done le centimétre cube est pris pour
unité, le volume du fil sera représenté par 5. Supposons le fil
eylindrique; nous aurons :

ool g
71 = = (gwo) M
[} (s h étant la hauteur du cylindre ou la longueur du fil.
L1l Cette équation donne

Yoyex la Pliystgue.

GEOMETRIE,

log 16 =1,2
log == 0,4

0, 7069701
:L- = 1,2356567 = log h,
h=1,720 4.

120.2 400

h'=- :

120 =2,0791812 4
400 = 3,3802112 4
= 0,4971499 —

= 4,96 ;
=01673,2...

v du fi] serait d'environ 917 métres, |
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423. TroiStEME pROBLEME. — Quel serail le rayon dune
sphere d'or valant 20 francs ? '

Le prix du kilogramme d’or est 3 444f 45 ; donc le poids de
la sphére sera, en grammes, s—3%.. Dailleurs, le poids spé-
cifique de T'or étant, a peu pres, 19,26, le volume de la sphére
sera, en centimétres cubes,

20
3,444 45 . 19,96

Soib R le rayon inconnu ; nous aurons (44 4)

2() o
—_—— —— Rl
34k kS 19,260 3
i on
R= / R R ol TN
Vi o
Les lozarithmes donnent ensuite -
log 5 =0,6989700

H3T1199 —

log 3,4
i

i A5 =0
2

Ing 6,44 = (),8075350 —
log = — 0,4971499 —

2,8571652

L — 1,6190551 = log R,
= 0,415 95

wafem

I

Le rayon de la sphére serail done, & peu pros, 4mm 16,

424. QUATRIENE PROBLEME. — Un physicien s'est assuré
quune goutte d'eaw de savon, formant un eylindre de 2 milli-
métres de rayon et de:2 millimétres de hauteur, peut se dévelop-
peren une bulle de 5% millimétres de vayon. On demande quelle
est U'épaisseur de l'enveloppe aqueuse de cetie bulle,

Soient 1 le rayon de la goutte, et i sa hauteur : son volume
sera nrh (382).

Soient ensuite R le rayon de toute la bulle et x I'épaisseur
tle Fenveloppe : le volume de la partie aqueuse sery (k14)

8RS = A (R 8,
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On a done

mth =4 nR® — ! n(R— @)% ;
d'on

w=R—$y8R —6rh.
Mettant pour R, r, hleurs valeurs, on obtient ;

A T ——
@ o= 5k — ] \108° — 48
= 0,0007.

L'épaisseur cherchée esl done . de millimetre *,

425. CINQUIEME proBLEME., — Evaluer le volume V de la
Ferre (supposée sphérique).

D'aprés la définition du meétre, la longueur du méridien de
Paris est, en prenant le myriamétre pour unité,

22k = § 000,
d'ou
2 000

R étant le rayon de la terre.
Celle valeur, substiluée dans la formule

g

;'r»li:*._
donne

V=

E (200005 32 000 000 000
I e Jm? {

Opérant par logarithmes, on trouve :

log 32 000 000 000 = 10,505 149 98 -+
logw = 0497149 87 +

2logm= 0,994 299 74 —

log3 = 0477121 25—

logV = 9,033 72899

Vo= | (80 759 000 myriamefres cubes.

© e problome est tive de la Geomeétrie éldmentaive de M. Vineenl.




GEOMITRIE, {7:

G

Résume,

La surface engrendrée par une droite tournant autour d'un axe situc
dans un méme plan avee lagénératrice, a pour mesure la civconférence
dont le vayon est la perpendiculaive élevée au milien de la généralrice
et prolongée jusquia 'axe, multiplice pav la projection de cette géné-
ratrice sur l'axe.

La surface engendrée par une ligne hrisée réguliére, tournant autour
d'un axe situé dans son plan et passant par son centre, 4 pour mesure
It eivconférence inserite, multiplice par la projection de la génératrico
st laxe.

La surface engendrée par un demi-polygone régulier, dun nombre
paw de eoiés, tournant autour d'un diamdtre du ce circonserit, a
pour mesure la civconférence inserite, multiplice par le diameétre du
cercle circonserit.

La surface d'une zone ou d’une ealotte sphérique a pour mesure ly
civconférence d'un grand cerele, multipliée par la hautenr de la zone ou
de la calotte.

La surface de la sphére a pour mesure la circonférence d'un grand
cercle, multipliée par le diambtre.

Si un triangle tourne autour d'un axe situé dans son plan et passant
par un de ses sommets, le corps engendré a pour mesure la surface
déerite par le coté opposé i ce sommet, multipliée par le tiers de la
||auftc|u' corvespondant & ce méme sommet.

Siun seeteur polygonal végulier tourne autour dun axe situé dans
son plan et passant par son eentre, le corps engendré a pour me-
sure la surface décrite par la ligne hrisée réguliore (ui sert de hase
au secteur, multiplice par le tiers de Tapotheme.

Un secteur sphérique a pour mesore la zone qui tai sert de base,
multipliée par le tievs du vayon de la sphé

Lasphére o pour mesuve sa surfice, multiplice par le tiers du
raAyon.

10




NOTIONS

SUR QUELQUES COURBES.

Definition de l'ellipse par la propriété des foyers (426). — Tracé
de la courbe par points et dun mouvement continu (430). —
Axes (427, 428). — Sommets (429), — Rayons vecteurs (429), —
Définition générale de la tangente i une courbe (432). — Les
rayons vecteurs menés des foyers & un point de 'ellipse font,
avee la fangente en ce point el d'un méme coté de cette ligne, des
angles égaux (433). — Mener la tangente a Vellipse par un point
pris sur la courbe; par un point extérieur (434). — Normale 2

Pellipse (436). — Délinition de la pavabole par la propriété du
foyer et de la directrice (438). — Tracé de la courbe par points
et d'un mouvement continu (439). — Axe (441). — Sommet (441).

— Rayon vecteur (141). — La tangente fait des angles égaux avee
la paralléle a 'axe et le rayon vecteur, menés par le point de con-
tact (441). — Mener la tangente i la parabole par un point pris sur
la courhe; par un point extérieur (441). — Normale (442). — Sous-
normale (44%). — Relation entre le carré d'une ordonnee perpendi-
culaive & l'axe et la distance de cette ordonnée au sommet (443). —
Définition de I'hélice, considérée comme résultant de 'enroulement
du plan d'un (riangle rectangle sur un cylindre droit & base eircu-
laive (445). — Pas de I'hélice (448).— La tangente & I'hélice fait
avec l'aréte du cylindre un angle constant (446).— Construire la
projection de I'hélice et de la tangente sur un plan perpendiculaive
a la base du eylindre*.

be Dellipse.

426. Définition. — L'ellipse est une courbe plane telle, que la
sommedes distances de chacun de ses points a deux poinis fices
est constante. i

De cette définition résulle immédialement le tracé de el-
lipse. Soient en effet I, F les deux points fixes donnés, que
I'on appelle foyers**

* Pour ce probleme, nous venverrons le lecteur aux Notions de
] Géométrie descriptive.

** On verra, dans le volume de Physique’, la raison de cette déno-
mination,
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Siune corde, de longuenr
donnée [, a ses extrémités
attachéesen ces deux points,
et qu'on fasse glisser un
style le long de la corde, en
la tenant Lloujours tendue,
Pextrémilé M dustyledécrira
une ellipse ABA'B'; car on
aura, a chague ipstant,

FM - MF' = L.

En faisant vavier la longueur [el la distance focale F'F, on
pourra tracer toutes sortes d’ellipses.

Ce procédé, connu depuis fort longtemps, a fail donner a
Pellipse le nom d'ovale des jardiniers.

427. Awes de Uellipse. — Si, d'un poinl queleonque M de
I'ellipse, on abaisse une perpendiculaive MP surla droite FF’,
etquonla prolonge d’une longueur PM' égalea MP, le point M’
appartient a la courbe: ear I'F étant perpendiculaire au mi-
lieu de MM, on a

E'M = E'M, FM'=ENM;
d'on

M/ M=

Il résulte, de la, que F'F est un axe de syméirie de Pellipse :
on I'appelle aze focal ou grand axe.

On voit, avee la méme facilité, que la perpendiculaire BB’
au milieu O de FF’ est aussi un axe de syméltrie, Cette droite
est le petit axe.

£28. Remarque. — 11 est facile de justifier les dénomina-
tions de grand axe et de petit axe. En effet, par la définition
de l'ellipse,
A~ FA =F'B + FB=[.

Mais, & cause dela symélrie,
FA — AfFLFB:— ¥B:

done
A'A = 2 FB,

ou, en divisant par 2

A —FB.
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il Drailleurs, I'oblique FB est plus grande que la perpendicu-
1 laire OB ; donc enfin

0OA > 0B.

429, Sommels, cenire, efc. — Les extrémités A, A, B, B’
des deux axes sont appelées sominets. Le centre de Pellipse
est le point O ol se coupent les deux axes. Toute corde MN
(qui passe par le centre est un digmetre. Enfin,les droites MF,
MF’, menées d'un point quelcongque de Tellipse aux deux
foyers, portentle nom de rayons vecteurs.

{30, ProBLEME, — Construirve une ellipse, connaissant ses
ares AA’, BB

Pour déterminer lesfoyersF, I,
il suffit de décrire, de I'extrémité
B du petit axe comme cenlre,avee
OA pour rayon, un arc F'GF. On
peut alors tracer la courbe comme
nous I'avons indiqué en commen-
cant. .

On peut aussi la tracer par points.

Pour cela, prenons, sur e grand axe, un point quelcongue E,
Du foyer F', avec A’E pour ravon, tracons un arc¢ de cercle:
du foyer I, avec AE pour rayon, tragons un second arc qui
coupe le premier en M : le poinl M, ainsi déterming, appar-
lient évidemment a I'ellipse.

Cherchons dans quel cas les circonférences ayant les foyers
pour centres se couperont.,

Comme la somme desrayons A'E, AE surpasse I'F, il suffit
que I'on ait

A'E'— AE < F'T,

Oy,
A'E =
AE —

selon que le point E est a gauche ou i droite du fover F. La ‘
condition est done I

F'E =

Elle exige. évidemment. que le point E soit pris enfre fos
lewe foyers.
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Le centre de Uellipse est le miliew de tous

£31. TuRoREME.
les diamétres.

Prenons le point M* symétrique de M, par rapport au grand
axe, puis le point N symétrique de M’ relativement au petit
axe. Enfin, abaissons NP’ perpendiculaire & FI'.

Les deux frianglesrectangles MPO, NP'O sont égaux, comme
ayant les cotés de I'angle droit égaux, chacun a chacun ; done

OM = ON, angle POM = angle P'ON, ele.

§32, Définition générale de la tangente.— Si, parun point M
pris sur une courbe guelcongue AMB, on [ait passer une se-
canle MM'S; puis que l'on fasse tourner cetle droile autour
du point M, de maniére que l'arc MM', intercepté sur la
courbe, diminue indéfiniment, la sécante tend vers une cer-
taine position-limite MT, qu'elle
atteint. quand le point M’ se con-
fond avee M. Cette position-limile
est ce quon appelle (e tangente
en M. Ainsi,

La tangente a une courbe AB est la limite MT des positions
d’une sécante qui towrne autour de fun M de ses deuw points
d’intersection avee la courbe, ce point étant supposé fiaxe, jus-
quw'a ce que Uaulre point M vienne se confondre avec le pre-
mier.

£33. TutorkME. — Les rayons vecteurs menés des foyers a
un point de Uellipse font, avec la tangente en ce point, et d'un
méme cdté de celte drotte, des angles égaum entre eu.

Menons une sécante quelcongue SMM'S': prenons lépoint G
symétrique du foyer F'par rapport & cette droite ; nous aurons

M'G = M’F', MG = MF".

Actuellement, faisons tourner la sécante, de maniére gue
le point variable M'se rapprochie indéfiniment du point fixe M.
Pendant ce mouyement, a cause de MG = MF', le point G dé-
eril la circonférence ayant le point M pour centre, et ME’
pour rayon. En outre, tant que M’ n’est pas confondu avec M.
les quatre pointsF, M, G, M’ sont les sommets d'un quadrila-
lere ayant pour diagonales FG et MM, Celte derniere droile
s‘annule guand FG vient coineider avee FMI. Conségquemment.
pour deéterminer la position-limite de SMS'. ou la tangenteMT
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il faut joindre le point de contact M avee le milieu() de FI. A
cause de

MI=MF', QI=0QF,
les angles QOML, QMF’ sont égaux ;' el comme

angle QM1 = angle TMF,

on a, finalement,

angle T'MF' = angle TMF,

434, PropLivE. — Mener, par un point donné, une tan-
gente a Uellipse,

Si le point donné est sur la courbe, il suffit, d'aprés la
démonstration précédente, de diviser en deux parties égales
I'angle ¥'MT formé par I'un des rayons vecteurs menés au
point de contact, et par le prolongement de I'aure. Sup-
posons done que le point donné T soit extérieur A Pellipse.

Le probléme se réduit, évidemment, i la détermination du
point I.

Or, & cause de MI = MF’, ce point est situé sur la circon-
férence décrite du foyer F comme centre, avee le erand axe
pour rayon. En second lieu, comme la tangente inconnue est
perpendiculaire au milien de 1F', TI=TF': donc le méme
point I est situé sur ane circonférence avant pour centre le
point donné, et passant par le foyer I”.

Le point 1, ou se coupent ces deux circonférences, étant
connu, on abaisse TT' perpendiculaire sur 1F : celte droite
ost la tangente.
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435, Remarques. — 1. Le point de contact M est situé sur

FL; done, lon peut obtenir la tangente et le point de contact
sans que Cellipse soit tracée.

I Si T'on a égard aux conditions du contact et de Uinter-
section des circonférences, on trouye que : 1o d’un point exté-
rieur a Pellipse, on peul mener deuw tangentes & cette courbe ;
20 par un point pris sur la courbe, on ne peut mener qu'une
seule langente; 3° par un point intéricur a Uellipse, on ne peut
faire passer aucune tangente,

436. Normale @ Uellipse. — La normale en un point d’une
courbe est la perpendiculaire i la tangente, en ee point, Con-
séquemment, la normale en un point de Uellipse divise en deu.:
parties égales Uangle des rayons vecleurs mends d ce point.

437. Cercle directeur de Uellipse. — M étant un point quel-
conque de la courbe, prolongeons le rayon vecteur F'M d’une
longueur ME égale a 'autre
rayon vecteur MF, Nous au-
rons F'E=AA', Ainsi, le
point E est situé sur une
circonférence décrite du
foyer F'commecenlre, avee
un rayon égal au grand axe
de lellipse. Cette courbe
est done le lieu des poins
également distants  d'un
point fice F et d'une cir-
conférence DE,

De la parabole.

438, Définition. — La parabole est une courbe plane CAB,
lieu des points également distants d'un point fice F et d’une
droite fice DE.

439. Construction de la parabole. — Pour construire celte
courbe par points, on méne-une paralléle quelconque MM’ 3
la dérectrice DE. Du foyer I comme centre, avec un rayon
¢égal & la distance DP des deux paralléles, on déerit deux arcs
(fui coupent, en M et M', la droite MM’ : les points M, M/,
ainsi détermingés, appartiennent & la courbe,

N S — . -
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Si l'on veut déerire la para-
bole d'un mouvement continu,
on prend un fil IMF, de méme
longueur que le eoté IH dune
équerre IHG. On ailache I'une
de ses exirémilés au foyer F,
el autre extrémité au sommel
[ de I'équerre. Ensuite, on ap-
plique le coté d'une régle sur la
direcirice donnée ; on fail mou-
voir I'équerre le long de la regle,
en ayant soin de tendre le fil
contre I'équerre, a l'aide d'un
style : celui-ci décrit la para-
bole.

On a, en effet, & chague in-
stant,

IM 4 MEF = 1M - MH ,
on

MF =MH.

440, TukoriME, — La parabole est la limite d'une série d'el-
lipses ayant méme sommet el méme foyer.

Dans la figure du ne 437, supposons que le sommet A et le
foyer voisin F restant fixes, la distance focale FF' augmente
indéfiniment. Le cercle directeur DE varie, mais le point D,
ol il coupe le prolongement u grand axe. est fixe. Ln effel,
a canse de F'D = AA', on a

AD=AF'= AF,

Il résulte de la que la limite du cercle directeur est la perpen-
dieulaire DD’ a AAY, passant par le point 1. Et comme Uellipse
est le liew des points également distants du foyer ¥ et du cercle
directeur, elle a pour limite le lieu des points également distants
du foyer ¥ et de lu droite DD'; celte limite est done la parabole
gui a ¥ pour foyer et DD’ pour directrice,

441, Celte corrélation entre lellipse et la parabole rend
évidentes les propriétés suivantes, qui se déduisent de celles
de lellipse, et qu’il suffit d’énoncer ;
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|* La parabole a un seul axe ot un seul sommet ;!
2° La tangenfe d la parabole est dgalement inclinée sur le
rayon vecleur mene aw point de contact, et sur la paralléle a
Faxe, mende per ce point ;

3¢ Pour mener, d’un point T, une tangente d une parabole
donnée, on décrit, de ce point comme cenire, un are passant par
le foyer et coupant en E la divectrice : la bissectrice de Pangle
ETF est lu tungenle;

Etc,

k42, TutoniMe, — Dans lo parabule, la sous-normale esl
égale a la distance du foyer a la dirvectrice,

La sous-normale PN est la partie de la normale comprise
entre e point N, ol cette droite coupe I'axe, et le pied de I'or-
donnde MP, perpendiculaire i Paxe,

Cela posé, pour démontrer le théoréme, remarquons d’abord
quo la tangente MT étant bissectrice de angle EM F, la normale
MN sera bissectrice de Pangle supplémentaire FMI. Par suite,

angle FMN = ang/e FNM,

oul
FN =F\.
Muis
' = FP -- PN,
et
MF=ME =FP4FD;
done

PN = FD,

L3, TueoriME. — Dans la parabole, chaque ordonnée per-
pendiculaive @ Caxe est moyenne proportionnelle entre su
distance au sommet, el le double de la distance du foyer a la
directrice.

Le triangle rectangle MFP donne

WP =MF"-— FP'=DP'— FP"=DP -} FP) . (DP—FP).

Or,
DP - FP—=DF - 2FP=2AF L 2FP =12 AP,
el
DP—FP—=DF.
Done

MP = VAP 2DF,

2 i trie. b1l

e L= m——— L
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£44. Remarque. — 11 vésulte, de ee théoreme, que : dans lu
parabole, les carvés des ordonnées sont proportionnels awa
abscisses correspondantes.
Cette propriété caractéristique est souvent prise pour défi-
nition de la parabole,
De I'hélice.

445, Définition de Uhélice. — Considérons une surface pris-
matique droite, ayant pour base une ligne brisée ABCDE, ....,
cdont tous les colés soient égaux entre eux.

Prenons, sur une droite indéfinie @y, les divisions ab, be,...
duales & AB, BC,..., et, par les poinis ainsi obtenus, élevons
les perpendiculaives indéfinies, aay, bby, cey ..., @ y. Enfin,
dans le plan de cette dernitre fizure, tragons une droite
quelconque ab'c'd’,... 8inous imaginons que le plan aa,fyf soit
plié suivant les droites aay, bby, cey...., nous pourrons len-
rouler surla surface donnée, de maniére que toutes ces lignes
coincident, respectivement, avec les artles AA;, BBy,....
Aprés cette transformation, la droite ab’c'd’... , tracee sur le
plan, sera remplacée par une ligne brisée "AB'C'D ..., tracée
sur le prisme. Cette ligne brisée porte le nom d’hélice.

Si I'on suppose que les cotés AB, BC,..., diminuent indéfini-
ment de longueur, la surface du prisme tendra vers la surface
#'un eylindre, et I'hélice polygonale AB'C’I)... tendra vers une
hélice curviligne. Nous dirons done que :

L'hélice est la courbe swivant laguelle se transforme une
droite tracde sur un plan, lorsque celui-ci roule, sans glisser,
sur la surface d'un eylindve quelcongue *.

* QOrdinaivement, on suit une marche inverse, et I'on définit I'hélice :
wne ligne qui se transforme en ligne droite dans le développement
du eylindre sur lequel elle est tracée. On peul voir, i ce sujet, le
Traite démentaive de Géométrie deseriptive, seconde partie,

6.



GEOMETRIE. 1%

456, Tueonkme. — La tangente a 'hélice fail, avec la géne-
ratrice passant par le point de contact, un angle constand.

La droite al'c'd... est également inclinée sur les paralléles
bby, cey, ete.; done les angles AB'B, B'C'C, C/D'D,..., sont lous
égaux entre eux. Or, la limite de la sécante B'C’, par exemple,
est la tangente en B’ a 'hélice cylindrique; done, ete,

447, Tutonene. — Duns Uhélice, la sous-tangente est égale
a@ Uabscisse curviligne,

Dans la premiére figure du no 445, supposons le coté D'E’
de I'hélice prolongé jusqu’a ce qu'il rencontre, en un point R,
le coté DE de la base du prisme. Les triangles rectangles
D'DR, d'da sont égaux, comme ayant l'angle RD'D égal & ad'd,
et le coté D'D égal a d'd. Done RD = ad. Mais cette derniére
droite est égale, en longueur, & la ligne brisée ABCD. Donc
DR = ABCD.

Celte conclusion subsiste quand les eotés AB, BC..., dimi-
nuent indéfiniment ; done 3

fim. DR = lim. ABCD.

La premiere limite est la distance comprise entre le pied de
la tangente et la projection du point de contacl : ¢'est la sous-
tangente ; Fautre limite est ce qu'on appelle I'abscisse curviligne
du point de contact. Le théoreme est done démontré.

#48. On appelle pas de Uhélice la distance comprise entre
deux intersections conséeutives de la courbe avee une méme
sénéralrice.

Le segmenl de I'hélice, correspondant i ce segment de gé-
nératrice, est une spire.

Il résulte, de la définition de I'hélice, que dews spires quel-
conques sonl égales.

Résumé,

L'ellipse est une courbe plane telle, que la somme des distances de
chacun de ses points @ deux points fixes est constante.

Le centre de Pellipse est le milien de tous les diamétres,

La tangente  une courhe est la limite des positions d'yne séeante
qui tourne autour de 'un de ses deux points d'interseetion avee la
courbe. ce poinl étant supposé fixe, jusqu'a ce que Pautre point vienne
se confondree avee le premier.
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Les rayons veeteurs menés des foyers & un point de 'ellipse font,
avee la tangente en ce point, et d’'un méme ¢oté de cette droite, des
angles égaux entre eux.

La normale en un point d'une courbe est la perpendiculaire a la
tangente en ce point.

La normale en un point de l'ellipse divise en deux parties égales
l'angle des rayons vecleurs menés i ce point.

Liellipse est le lieu des points également distants d'un point fixe et
d'une circonférence.

La parabole est une courbe plane, lieu des points également distants
d'un point fixe et d'une droite fi

La parabole est la limite d'une sér
et miéme foyer.

ie d'ellipses ayant méme somme!

La parabole a un senl axe et un seul sommet ; la tangente i la pa-
rabole est écalement inclinée sur le’ rayon veeteur mené au point de
contact, et swe la pavalitle a luxe, menée par ce point,

Dans la parabole, 1a sous-normale est égale & la distance du foyer i
la directrice.

Dans la parabole, chaque ordonnée perpendiculaire i laxe est
moyenne proportionnelle entre sa distance au sommet, et le double de
la distance du foyer a la direetrice.

L'hélice est la courbe suivant laquelle se transforme une droite tra-
cée sur un plan, lorsque celui-ci roule, sans glisser, sur la surface
d'un eylindre quelconque.

La tangente & I'hélice fuit, avec la génératrive passant par le point
de contact, un angle constant,

Dans I'hélice, la sous-tangente est éeale i 'abseisse curviligne.
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LEVE DES PLANS ET ARPENTAGE.

Notions sur le levé des plans et Farpentage (1-41). — Levé an mbtre
(9, 10). — Levé au graphometre (14-20). — Levé A I'équerre
d'arpentear (11-13). — Levé a la planchette (25-27)

Du Tevé des plans.

I. Les ingénieurs, les architectes et les arpenteurs appellent
plan une figure semblable & la projection horizontale d'une
machine, d’'un bdtiment, d'un terrain, efe. La mesure directe
des longueurs el des angles qui délerminent celle projection,
conslitue le levé du plan. On inseril ces longueurs et ces an-
gles, sur un eroquis; aprés quoi il ne reste plus qu'a con-
struire le plan : ¢’est ce quon appelle le rapporter.

] : De la chaine d'arpenteur.

2. Pour lever le jlun d'un lerrain polygonal ABCDE dont
la surface est sensiblement plane et Lorizontale, et sur lequel
la yue n'est génée par aucun obstacle, on commence par me-
surer, avec la chaine d'arpenteur ou le
mélre**, les cotés du lerrain. Puis, comme
un polyzone n'est pas déferminé par ses
coiés, on mesure un nombre suffisant de
diagonales, telles que AC. Celte opéra-
ration exize, préalablement, le trace, sur
le lerrain, de la droite qui joindrait les
sommels A, G Poureffectuer ce trace,
on emploie des jalons, cest-a-dire des

* Cel Appendice confient les solutions des (uestions suivantes, insé-
rées au Programme officiel : Aire approchée dune figure plane limitée
par une courbe quelconque ; Notions sur le levé des plans et Var-
pentage. Ces diverses questions, appartenant a ce que I'on appelle or-
dinairement la Géoméirie pratigice, novs n'avons pas cru devoir les
placer dans la Glométrie proprement dite.

** Noir plus loin, no 5. i

*** Qu plus exactement, le tracé de la ligne qui suivrait les ondu-
lations du terrain, el dont le projection passerail pr les projections
des points A, G, .
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tiges de bois, sensiblement droites, longues d’environ 1% 5,
que I'on fiche verticalement en terre, en différents points de
Calignement AC. A cel effet, chaque jalon est terminé en fer
de lance. De plus, afin de le rendre visible & une grande dis-
tance, on le surmonte habituellement d'un petit carré de
papier blane, que I'on fixe dans une fente longitudinale,

3. Les jalons étant préparés, Uarpenteur se place a une
des extrémités de la ligne AC gu'il veut jalomner, en A par
exemple, et son aide marche yvers l'autre extrémité C. Quand
celui-¢i est a une distance convenable du point A, il planfe un
jalon j, de maniere que 'arpentenr apercoive, dans une méme
direction, le point , et le voyant™ placé en (i; apres quelques
latonnements, dans lesquels il est guidé par les signes que
lui fait 'arpenteur, I'aide parvient & amener le jalon dans la
position convenable. On opére de méme pour placer un
deuxieme jalon, puisun (roisieme, ele,

4. Pour marquer, sur le terrain, le point de rencontre M
de deux droites jalonnées AC, BD, Parpenteur se place en A
et visele point C; puis Paide marche dans la direction BD,
jusqu'a ce que son jalon zoil dans le premier alignement.

5. La chaine d'avpentenr, qui sert & mesurer les distances
un pen considérables, est ordinairement composcée de 50 chai-
nons ou tiges en gros fil de fer, bouelés a lears deux extré-
milés, el réunis par des anneaux. La dislance comprise enfre
les centres de deux anneaux conséeutifs est égale & 2 déci-
metres, de sorte quela longuenr totale de la chaine, en v
comprenant les deus poignées de fer qui la terminent, est de
10 métres **, Les anneaux sont en fer, excepté ceux qui
indiquent les métres, que Ion fait en laiton, L'anneau du mi-
lieu est un peu plus fort que les autres.

6. A chaque opération, on exerce sur la chaine un effort
qui doit bientot Fallonger : il est donc néeessaire de la com-
parer souvent & un décametre étalon.

* On appelle voyant un rectangle de fer-blane, dont les deux moities
sont de coulenrs différentes, et qui pent glisser le long d'une régle
plantée verticalement. Les voyants sont employés & défaut de signaua
naturels.

“* On donned la chaine quelques millimétees de plus, afin de com-
penser Ueprenr produife par le défaut de tension.
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7. Pour mesurer une droite AB, on commence, comme
nous l'avons dit (2), par la jalonner.

Cette opération préliminaire étant faite, 'arpenteur appuie
a poignée de la chaine, extérieurement, contre Vextrémité A
de la droiie. I'aide, muni d’un paquet de dix fiches ou pointes
en fer, et tenant en main'autre poignée de la chaine, marche
vers le point B ; il tend la chaine sur le terrain, dans la direc-
tion déterminée par les jalons; puis il plante en terre une
premiere fiche @, en l'appuyant éntériewrement contre la poi-
gnée. L’arpenleur et I'aide vont en avant, en soulevant la
chaine, jusqu’a ce que le premier soit arrivé 4 la fiche plantée
par le second ; il applique sa poignée contre cette fiche , pen-
dant que I'aide place une deuxiéme fiche b; et ainsi de suite.
A chaque fois, larpenteur enléve la fiche qui vient de lui
servir de point d’arrét : quand il a les dix fiches en main, il
les remet & laide, et il fait, sur son carnet, un ftrait indi-
quant une poriée. Il est elair que chaque portée équivaub i

*

100 métres *,

8. Ordinairement la distance AB se compoze d'un certain
nombre de longueurs de chaine, plus une fraction dB de
chaine. Pour I'évaluer, on emploie les chainons, et ensuite un
métre divisé.

Levé an métre.

9. Quand on veut lever le plan d'une maison, d’un appar-
tement, elc., on emploie, avec avantage, le métre de poche :
¢’est un ruban dune longueur de 5 ou 10 métres, divisé en
centimetres, et qui s’enroule sur l'axe d’une boile en cuir
bouilli, de forme cylindrique. Cet instrument sert i mesurer
les longueurs des murs, les largeurs des portes, ete.

* Cependant, comme larpenteur appuie sa poignée extirieurement,
tandis que l'aide appuie la sienne inférieurement, il y aurait sur
chaque décamelre une erreur, en moins, éuale i 'épaisseur du fil de
fer. Cest prineipalement pour détruire cette cause depreur que I'on
donne i la longuenr de la chaine quelques millimdtres de plus que les
10 métres.
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10. Supposons que I'on veuille, par son moyen, lever le
plan d'une cour ABCD, de forme irréeuliére, On mesure d’a-
bord les qualre cotés; puis, comme il serail incommode
d’avoir 4 tracer une diagonale, on
margque, sur deux cotés conligus BA,
BC, & partir du sommet commun B,
deux distances arbitraires Bu, Be;
apres quoi il ne reste plus, pour dé-
terminer I'angle B du quadrilatére,
qu’a mesurcr Ja longueur ac. Ces di-
verses cofes doivend élre inscrites sur
le croquis.

De T'équerre d'arpentenr.

Al. Un a vu (223) que pour mesurer un terrain ABCDEF de
forme irréguliere, on lo parlage en trapézes ayant leurs bases
perpendiculaires & une mémedirection FC. Les pieds A', B',....
de ces perpendiculaires s¢ con-
struisenl aisémenl avec 'équerre
d'arpenieur.

Cetinstrument est composé d'un
cylindre creux en laiton MN, ter-
miné, & sa partie inférieure, par
une douille (V' , ¢galement en laiton,
dans laguelle peut entrer exiré-
milé supérieure d'une canne ler-
mindée en fer de lance.

La surface du cylindre présenle qualre fenles verticales,
déterminde: par deux plans A’ABB', C’CDD’ passant par I'axe,
et perpendiculaires entre eux. Chaque fenle est disposée en
pinnule, Cest-d-dire que la moilié de sa longueur est trés-
¢étroite, tandis que 'autre moilié, plus large,
est munie d'un cheveu tendu suivant I'axe
de la pinnule : la parlie étroite porte le nom
d'will:ton; I'aulre est une croisée. On com-
prend que si les pinnules DIV, CC’ conl inver-
sement disposées, on pourra, en regardant
par I'eilleton I, voir le cheveu tendu sui-
vanl CC’ couvrir un signal placé dans la
campagne. De méme pour les pinnules AA'
et BB,
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12, Supposons que Fon veuille trouver; au moyen de 16
querre, le pied de la perpendiculaire BE' abaissée sur la droite
jalonnée FC. On plante, a peu prées en E', la canne qui sup-
porte Pinstrument; puis on fait tourner la douille jusqu’a ce
que placant Peeil, successivement, devant les denx pinnules
opposées DD',CC’, on aper¢oive lextrémité C, puis I'extrémité F
de la droite. Si I'équerre est disposée convenablement, on
verra le sommet E par la pinnule BB’ : dans ce cas, la pointe
du support sera précisément le point cherché E'. Dans le cas
contraire, on fera avancer ou reculer P'équerre le long de FC.

13. On peul faire servir I'équerre au levé des plans. 1 est
clair, en effet, que les distances FA” et A’A, FB' ¢ B'B, ele.,
déterminent complétement le polyzone FABC.... De plus, si
Pon diminue touies ces distances dans un méme rapport, on
pourra construire des (riangles et des trapézes semblables 2
FA'A, AAB'B, ¢b oblenir une figure qui sera le plan du ler-
rain =,

“ Du graphométre.

i. Le graphometye st desliné & mesurer les angles que
forment entre eux les rayons visuels dirigés, de I'eeil de 'ob-
servaleur, vers des signaux ¢loignés. Il se compose, essentiel-
lement, d'un limbe demi-cireulaire en laiton, divisé, comme le
rapporteur, en degrés ou demi-desrés. Ce limbe porte deux
royles, ou elidades, menies de pinnules & leurs extrémités,
L'une des alidades est fise, el son axe, ou sa ligne de foi,
coincide avee le diametre du limbe, ¢est-a-dire quielle va
de 0° & 1800, L'autre alidade peut tourner autour d'un axe
passanl par le centre du limbe , perpendiculairement & son
plan. Dans la pesilion habituelle du graphom@tre, le limbe esl
horizontal, el les pinnules des deux alidades se relévent ver-
ticalement.

15, Le centre du limbe est fixé & une tige terminée par une
notz ou sphére en lailon, d’environ 0,02 de diametre. Cello-gi
sl embrassée par deux coguilles: Pune fail corps avee la
douille dans laquelle pénélre le pied du graphomelre , el
Fantre, qui est mobile, peat étre rapprochée de la premicre
par une vis de pression. L'ensemble de la noix et des co-

"1l est & pen
veul ealouler

g0

d'employer cetie méthode, quand on
nefrte, ).
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iuilles constitue le mode d’artienlation connu sous le nom de
yenou. Par son moyen on peut, apres avoir fixé le pied du gra-
phométre, donner au limbe les positions horizontales, verli-
cales ou obliques, nécessaires a l'observation que I'on se pro-
pose de faire.

16. Le pied du graphomeétre se compose de trois bran-
ches en bois, fterminées en fer de lance et s’appliquant .
au moyen de vis de pression, contre les trois faces d’un
prisme vertical également en bois. L'extrémité de ce prisme
est cylindrique ou conique : elle s'engage, comme nous
venons de le dire, dans la douille placée au-dessous du
genou.

17, Mesure des angles. — Supposons qu'un observateur,
placé en A, veuille délerminer, al'aide du graphometre, langle
formé par les rayons visuels AB, AC, dirigés vers deux points
éloignés B, C. Il commencera par assujettir, a frottement douw,
le genou de I'instrument ; puis, il disposerale pied de maniére
(ue l'axe de la tige prismatique dont nous avons parlé passe
par le point A. Pour satisfaire a cette condition, on emploie or-
dinairement une bille d’agate, ou une petite pierre, qu'on place
au-dessous de cetle lige, el qu'on laisse tomber. Le pied étan
convenablement placé, on serre les trois vis de pression, puis
on assujeltit la noix du limbe entre les deux coquilles. On fait
ensuite tourner le limbe,
au moyen du genou et de
la douille, jusqu’a ce que
la ligne de foi DD’ soit di-
rigée vers le signal B. On
serre les vis de pression,
de telle sorte que tout le
graphomeétre soit fixe.
Faisant enfin tourner I'a-
lidade mobile EE’ jusqu’a
ce que la ligne de wvisée
passe par le signal C, on
litsur le limbe 'arc D'E",
mesure de Fangle BAC.

18, Sowvent le craphometre porle une boussole qui serk a
orienter le plan, el un vernier desliné a évaluer leg fractions
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de degré. Souvent aussi, les alidades sont remplacées par des
lunettes.

Levé au graphométre.

19, La mesure divecte des longueurs, méme quand il s'agil
d'un levé pen important, présenle presque toujours de grandes
difficultés; il peut méme arriver qu'elle soit impraticable, &
cause des aceidenls du terrain. L'emploi du graphometre est
ordinairement plus rapide, plus commode, et il donne des ré-
sultats plus exacls.

Soit ABCDE le terrain dont on veut lever le plan. On com-
mence par mesurer, au moyen de la chaine, avee beaucoup
de soin, une droite MN, des extrémités de laquelle on puisse
apercevoir les signaux A, B, C, D, E :
cette droile est ce qu'on appelle une
base. On place le graphometre en M, el
on mesure les angles AMN, BMN.... On
le transporte en N, et I'on mesure de
méme les angles ANM, BNM.... Apres
cos deux =éries d'operations, le plan
est levd, el il ne reste plus qu'a le rap-
porter, puisque les triangles AMN.
BMN. ..., sont déterminés.

20. Le procédé préeédent porte le nom de méthode par in-
tersection ; il n’est guere applicable quand il s'agit de lever le
plan dun bois ou de tout autre terrain géné par des obstacles
nombreux. Dans ce cas, on a recours a la méthode par chemi-
nement ; ¢’est-a-dire (que, cheminant le long du contour ABCDE,
on mesure snccessivement les eotés eb les angles du terrain.
On ne doit pas oublier, comme moyen de vérification, d’appli-
quer le théoréme sur la somme des angles de tout polygone
convexe (Géom., 82)7.

=11 existe une autre vérification, fondée sur ce que la somme alge-
brique des projections des_cotés d'un polygone fermé, sur une droile
quelcongue, est égale d séro. La démonsiration de ce théorsme sont
des limites assignees par le Progeamme,
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Des échelles.

21, On appelle echelle de véduction, ou simplement édchelly ,
le rapport de simililude entre le plan el le terrain. Siune dis-
tance de 100 metres est représentée par A décimétre, 6n dira
que le plan est a Féchelle de 15, 11 est avantageux de pou-
voir évaluer facilement les véritables distances des points re-
présentés sur le plan ; aussi on adople presque Loujours, pour
échelle de réduclion, une fraction aliquote, dont le dénomina-
teur renferme seulement les facleurs premiers 2 el 5, Par
exemple, la grande carte de France, du dépot de la Guerre,
est & I'échelle de % ; les plans que dressent les archilectes
sonk, suivant les circonstances, au =L, au 5 ele.

6501

22. On donne aussi le nom d’échelle 2 une droite donl
tout plan rapport: doit élre accompagné, ebqui est divisée en
parties représenlant des décametres, des mélres, des centi-
mefbres, elc. Supposons, pour donner une idée dela construe-
tion de ces échelles, que 'on veuille rapporter, au his e
plan dun lerrain dontl la plus grande dimension ne dépasse
pas 5w,

Un prendra, sur une droite indéfinie @y, une longueur AB
égale & 0w, 1, que Fon partagera en 5 parties égales, D'apres
les hiypothéses, une droite égale & AB, sur le plan, veprésente
s0m, sur le terrain ; done chacune des divisions de AB repré-
“sente 10m. SiPon veul représenter des metres, on prend,
sur le prolongement de AB, AC'= AC, el 'on partage cetle
distance en 10 parlies égales, complées & partir du point A.

23. Au moyen de cette échelle, on pourra trouver la lon-
sueur ('une droile quelcongque du plan, homologue d'une
droite mesurée sur le terrain : ou, inversement, on pourra
savoir quelle est, sur le lerrain, la distance de deus points
représentés sur le plan. Par exemple, siun e6lé du terrain a
CLE trouve ¢gal & 43w, il sera figuré, sur le plan, par une
droite dont on obtiendra la longueur en placant Pune des
pointes du compas en ¥ et en plagant autre sur le trojsiéme
point de division de AC
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Construction du plan.

2%. Les nolions précédentes indiquent suffisamment com-
ment on doit 8’y prendre pour rapporfer un plan levé au metre
ou au graphometre.

Supposons, pour prendre un exemple simple, qu’on veuille
faire, a I'échelle de 0,601, le plan d'un terrain quadrangulaire,
d'apres les mesures colces sur le croquis NNPQ. Apres avoir
{endu une feuille de papier WN'P'Q’, on (racera, sur celte
feuille, une droite indéfinie @y, sur laquelle on prendra, au
moyen de I'échelle construite plus haut, une longueur A'B’
proportionnelle & 3412, La direclion du coté B'C' sera dé-
lerminée par le triangle B'E'F’, homolozue au triangle BEF,
dont les deux eotés BE, BF onl &té pris arbitrairement (10).
Prenant ensuite, sur I'éehelle, des longueurs proportionnelles-
4 BC, CD, AE, on construira, sans difficullé, les sommels
C! et DL




=

" GEOMETRIE.
Levé a la planchette.

25. Quand on n'a pas besoin d'une grande précision, et que
I'on veut opérer rapidement, on emploie un instrument ap-
pelé. planchette, avec lequel on peut, tout i la fois, lever et
rapporter le plan.

La planchette, comme son nom lindique, est une petite
planche a dessiner, sur laquelle on tend une ou plusieurs
feuilles de papier, au moyen de deux petits cylindres paralleles
mobiles sur leurs axes. et disposés sur les hords de la plan-
chette. Celle-ci est supportée, de méme que le graphométre,
par un genou et par un pied & trois branches. Un petit niveau
a bulle d'ir, que l'on pose sur la planchette, dans différentes
situations, permel de rendre instrument horizontal.

La partie mobile de la planchette est une régle ou alidade,
munie de deux pinnules verticales. Elle est dvidée de facon
que son bord soit dans le plan vertical passant par les axes
des deux pinnules.

26. Supposons que lon veuille lever, & la planchette , le
terrain polygonal ABCDE (19). On commence, comme pour
le levé au graphomeéfre, par mesurer une base MN, On se
Iransporte en M, et, aprés avoir marqué arbitrairement .
sur la feuille de papier, le pointm homologue de M, on dispose
Pinstrument de maniére que ces deux points M, m soient dans
une méme verticale : un fil & plomb, ou méme un petit caillou
qu'on laisse tomber de dessous m, sert i celte opération pré-
liminaire. On enfonce ensuite en m une aiguille trés-fine ; puis,
appuyant le bord de la régle contre Paiguille, on vise succes-
sivement les points N, A, B,...; et, & chaque fois, on trace,
avec un crayon tres-fin, que I'on fait glisser le long de la régle,
les lignes de visée mN, mA, mB,... : elles coincident, évidem-
ment, avec MN, MA, MB. L'échelle adoptée donne ensuite la
position du point n, homologue de N. Enfin, si 'on se trans-
porte en ce dernier point, et que on opére comme A la pre-
miére station, les droites gA, nB, nC,.... donnent, par leurs
intersections avec les premiéres, les pointsa, b, ¢,..., homo-
logues de A, B, C....

27, Dans le levé a la planchetle, on peut, comme dans l¢
levé au graphomeétre, substituer la méthode par cheminement i
la méthode par intersection : cette derniere méthode est celle
qui vient d'étre explicquée,
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Problémes.

28. Prosuing 1. — Déterminer la distance d'un puint qcces-
sible A @ un point inaccessible 1.

Si I'on chaine, a partir du point A, unebase AB, et que 1'on
mesure ensnile, avec le graphométre, les angles A et B, le
triangle AIB sera délerminé. On
pourra done, soit au moyen d'une
échelle, soil par le caleul (Trigonom.,
59), déterminer la distance Al

Quand on n’a pas de graphometre,
on jalonne les droites AA', BB', et
Fon détermine les angles A et B par
des triangles auxiliaires, comme dans
le levé au meétre.

29. Pnosrivg 1I. — Délerminer
la distance de deuax points inaccessi-
bles C, D.

On mesure encore une base AB ;
puis, avec la plancheite ou le gra-
phometre, on évalue les angles CAB,
DAB, CBA, DBA. — Ces cing élé-
ments délerminent le quadrilatére
ABCD (Trigonométrie, 59).

30. Prosrime HI. — Prolonger une droite AB au dela d'un
obstacle O,

On élablit une station en un point G d’oit 'on puisse aper-
covoir la droite AB, 'obstacle O et la partie du lerrain surla-
quelle doit se trouver le prolongement DE cherché. Apres
avoir chainé AB, AC, BC, on jalonne la direction arbitraire
CE, et l'on mesure avee le graphometre 'angle BCE.

Au moyen des roiz cotés du triangle ABC, on connail
I'angle EBC; en sorte que le
triangle BCE est déterminé.
On peut donc calculer, dans
ce triangle, le eoté CEel I'an-
gle E (Trigon., 62). Connais-
sant ces deux éléments, il
est facile de marquer, sur le
terrain, le point E et la di-
rection ED.
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Proprive IV, — Par trois points A, B, C, donnés sur
un tervain, faive passer uneciveonférence.

Ce probléme peut étre résolu de bien des maniéres : voici
I'une des plus simples.

Apres avoir nesuré, avee le graphomeétre, les angles CAB,
CBA, on jalonne les droites Am, An, Ap, quidivisent A en n
parties égales (en & par exemple), et les droites Bs, Br, By, qui
divisent pareillement B en % parties ¢gales. On ajoute ensuite
alangle A, n—1 angles ¢gaux 4 ABs, et l'on ajoute de méme,
a l'angle B, n—1 angles ¢égaux
a4 BAm. Enfin, on cherche :
12]e point de rencontre m des di-
rections Am, Bm; 2° le point de
rencontre n des alignemenlts An,
Bn, efe. Les points n, n, p, q,...,
ainsi déterminds, appartiennent
a la circonférence cherchée.

En effet, d'aprésla construction, la somme des angles i la
base, dans les triangles AmB, AnB,..., est éeale & A-+B;
done le licu des points m, n,..., est Pare capable de ACB, dé-
crit sur AB.

32, Prosrine Vo — Diferminer le vayon d'une tour inac-
cessible.

On mesure une lase AR puis, placant le graphomelre en A,
on dirige Talidade fixe vers le
point B, ef Talidade mobile fan-
gpediellenend & la surface de la
lour, successivement dans les di-
rections AN, AQ, de maniere a dé-
lerminer les angles BAN, BAQ. On
mesure, de la méme manicre, les
angles ABN, ABQ: el l'on a plus
d’éléments qu’il n'en faut pour cal-
culer le ravon OC du guadrilatére
circonserit MNPQ (Trigonométrie,
63).

Proprime VI. — Déterminer la huuteur d une monlagne

ou hz hawteur d’une towr inacessible,
On mesure, dans la plaine, une base hor mmmlv AB, des
extrémites de huiuvllv on puisse apercevoir le sommet S de la
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montagne ou de la tour. A la station
A, on mesure dabord Pangle SAB,
puis 'angle CAS formé par le rayon
visuel AS avec sa projection horizon-
tale AC: il suffit, pour cela, de placer
le limbe du graphomelre dans le plan
vertical CAS. De méme, a la station B,
on mesure les angles ABS, CBS. Ces
cing éléments déterminent la hauteur
cherchée SC (Trigonom., 67).

34. Proprime VII. — Trois poinls A, B, C, situés sur un
terrain uni, étunt rapportés sur une carte, déterminer sur
cetle carte le point P o les distances AG et AB ont été vues
sous des angles connus @, «.

Graphiquement, on ob-
tient le point P par l'in-,
tersection d'un arc capable
de Tlangle p, déerit sur
AC, avec un arc capable
de TPangle «, décrit sur
BG*.

De Parpentage.

35. L'arpentagea pour objet la mesure de la surface des
terrains. Les instruments que Pon emploie pour arriver i
cette mesure sont la chaine el U'équerre, dont la deseription
a été donnée ci-dessus. Nous avons indiqué, dans la Géométrie
(223), une formule commode, qui exprime laire d'nn poly-
gone en fonction des abscisses ot des ordunnées de ses sommets.
Cette formule s’applique, évidemment, au cas d’un terrain ter-
miné par des lignes droites,

36. Mesure o'un tervain termine par une ligne courbe**, —
On pourra toujours, en opérant comme on vientde le rappeler,

* Nous renvoyons it la Trigonométrie (chap. V) pour une autre
solution de ee probleme. _

** (e paragraphe répond & la question @ Aire approchie dune
figure plane limitée par itne courbe quelcongue (chap. X).
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partager ce terrain en plusieurs frapezes mictilignes tels que
APpa. La question est done ramenée & la détermination de
Vaive d'un trapéze limilé par une courbe AP, par un awe O,
et par dewx ordonnées Aa, Pp, perpendiculaires a cet axe. La
solution exacte de ce probléme exige évidemment que la
courbe AP s0it parfaitement définie; de plus, les méthodes
sur lesquelles cefte solution re-
pose ne sont pas de nature a étre
indiquées ici ; mais il existe diffé-
rentes formules de quadratures qui
donnent, ayec une approximation
plus ou moins grande, laire cher-
chée, et qui ne supposent pas que
lon connaisse la nature de la
courbe.

Nous allons démontrer la plus simple de ces formules.

« 37. Mcthode des trapezes. — Partageons Iintervalle ap enun
certain nombre n de parties égales; ef, par les points de divi-
sion, élevons les ordonnées bB, ¢C, dD,,.., nN. Si la distance
comprise entre deux ordonnées conséculives est assez petite.
nous pourrons, sans grande erreur, supposer que les arcs AB,
BC,..., déterminés par ces ordonnées, sont confondus avec
leurs cordes. Nous aurons done, a fort peu prés, en appelant
A Taire cherchée,

A=300yy+-Y)+ 48 (ys ) + 43 (yatys) +...
=3 8 (-1 - 100),

ou

A= @ttt oo yos 1),

ou encore, en représentant par S la somme de toutes les or-
données,

‘\:a( e *fﬂ)

2

Ainsi, Laive A a pour valeur approchée le produit de la dis-
tance comprise entre deuw ordonnées conséeutives, par la somine
de toutes les ovdonnées, diminuée de la demi-somme des or don-
nées extrémes.
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38. Pour appliquer la formule préeddente, nous suppose-
rons qu'en chainant les ordonnées al, Bh, ..., menées i 1m do

distance les unes des autres, on ait trouve :

Yo = 25m, 750, I 4,616,
iy =25, 672, T 5,451,
Yo =125, U 4,328,
U1, = 24,250,

= Yy, = 24,232
Tt Y1z = 24,286

Y, =24, 802,
Ces valeurs donnent
S=323,518, ¥, + 11a="50,036;
tone
A= 323,518 — 25,018 =298m 5 *,

* La courbe prise pour exemple a pour équation
ﬂ::l

= 500 ¢

1) B

y - - 25

lare considéré est compris entre @ = —5 et x = +7. La méthode
générale des quadvatures donne

i 7 ! 4 e
A—l —— —— - 95 . e e Ly T QUS,-’ .
\ (2 o6t RT) (? 000 w0 ’) .

L'erveur provenant de la formule ci-dessus est done moindre gue
12 déeimptres carrés.
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