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METRIE ELEMENTAIRE. Nowv. édit., revue et
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grand in-8¢ et atlas de 40 planches. . . ... ... ....

SARRAN. — Tables des Sinus, grand in-8°, relié. . . .
SAIt{IRAN — Géométrie souterraine, 1 vol. in-$° et
atlas. . . . L e e e e e e
WARII;I?TON -MAURICE. — Traité de la houille, in-8e,
relié. . ... L L oo, e
MOISSENET. — Parties riches des ﬁlons, in-8° et atlas.

MICHEL LEVY. — Structure des roches éruptives,
Pétrographie, in-8° et 5 planches. . . . .. ........

Paris. — Imprimerie Arnous de Rivitre et C¢, rue Racine, 26,

fr. ¢
352 50

300

225
15
60

25

30
15
30
S0
50

)



DUNOD, EDITEUR,

LIBRAIRIE DES CORP$ DES PONTS ET CHAUSSEES ET DES MINES,
49, Quai des Grands-Augustins.

BIBLIOTHEQUR SPECIALE DU MECANICIEN

Portefeuille des Machines, de Youtillage et du 5

matériel 1866 3 1875, 10vol., reliés, franco, 2 17 fr. . . 170 »
— 4836 a 1863 rares, dix années rehées, franco.. . .. .. 200 »
Annales des Mines, 1862 & 1872, 11 années 3 20fr. . . . 220 »
Bulletin de I'Industrie minérale, t. 13 IV, XII 3 XV,

et tome I, 2° série, 9 tomes 2 25 fr. (les tomes V'a XI sont

en rélmpresswn) ............ 225 »
CALLON. — Cours de mlwlni-es l‘u l Ecole de- Mines,

tome 1*, in-8° avec atlas de 34 pl. Machmes hydrauhques, 25 »

Machines 2 VAPEUL.. o v « v o o o & e e e e e 30 »
Lesdeuxensemble........ e e 50 »
CLAUDEL. — Aide-Mémoire de l’ingenieur, par tie
théorique, in-8°. . e b e e e 17 50
— Partie pratique, 2 volumes. . . . . . ‘e e 22 50
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TRAITE ELEMENTAIRE

DE

GEOMETRIE DESCRIPTIVE

PREMIERE PARTIE

CHAPITRE PREMIER.

NOTIONS PI{ELIMINAII_{ES.

INTRODUCTION.

1. La partie des Mathématiques appliquées & laquelle
I'illustre Monge a donné le nom de Géométrie desciiptive
a pour objets principaux : 1° la représentation exacte des
corps, au moyen de dessins tracés sur un seul plan; 2° la
solution graphique des problémes dont la Géométrie de
U Espace donne la solution théorigue.

Entrons dans quelques explications.

En premier lieu, le dessin ordinaire représente les ob-
jets, non tels qu’ils sont réellement, mais tels que les a
vus lartiste, c’est-a-dire avec -toutes les déformations
dues & la perspective. Par exemple, un cube est ordinai-
rement figuré par la réunion de trois quadrilatéres irré-
guliers. Quand on veut que le dessin puisse faire retrou-
ver, au besoin, la position, 1a forme et les dimensions des
divérses parties d’'un corps, on le construit d’aprés des
régles données par la Géométrie descriptive.

1



Fie. 1.

Fic. 8.

2 TRAITE ELEMEMTAIRE

D'un autre c6té, si, aprés avoir résolu un probléme
relatif & la Géométrie de I'Espace, on se propose de dé-
terminer, en grandeur et en position, les lignes qu’on
avait prises pour inconnues, les procédés ordinaires de-
viennent complétement impuissants, et 'on est obligé de
les remplacer par des méthodes appartenant & la Géomé-
trie de Monge.

Pour prendre un exemple trés-simple, supposons qu'’il
s’agisse de trouver la distance d’un point donné & un plan
donné. On sait que cette distance est la longueur de la
perpendiculaire abaissée du point sur le plan. Mais com-
ment indiquer la direction de cette droite ? Comment dé-
terminer le point ou elle perce le plan? Comment en
obtenir la longueur? Comment, en un mot, résoudre
graphiquement le probléme? La réponse & ces questions
et & toutes celles qui seraient amenées par des problémes

plus compliqués résulte, ainsi qu'on le verra bientot,

d’an petit nombre de conventions et de théorémes sur
lesquels la Géométrie descriptive est fondée.

DES PROJECTIONS.

2. On appelle projection d'un point, sur un plan, le
pied de la perpendiculaire abaissée du point sur le plan.

Ainsi, concevez que du point A, on abaisse, sur le plan
MN, la perpendiculaire Aa : le pied a de cette droite sera
la projection du point A sur le plan MN, nommé plan de
projection. 11 est clair que le point @ est la projection
commune de tous les points de la droite indéfinie Aa.

3. La projection d'une ligne ¢st le lieu géométrique
des projections de tous ses points.

Par exemple, la ligne abe, qui contient les projections
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de tous les points dela ligne ABC, estla projection de ABC.

4. Les perpendiculaires Aa, Bb, Cc,... paralléles entre
elles, ont pour lieu géométrique une surface cylindrique,
ordinairement désignée sous le nom de cylindre projetant.

La projection abc pouvant étre considérée comme la
section de ce cylindre par le plan MN, il est évident que
toute courbe A'B'C, tracée sur la surface du cylindre, a
pour projection, sur le plan MN, la méme ligne abe.

5. Remarques. 1. Quand la courbe ABC est dans un
plan perpendiculaire au plan de projection MN, sa projec-
tion est une ligne droite. En effet, le cylindre projetant se
réduit au plan méme de la courbe.

I1. Sila courbe est dans un plan parclléle au plan de
projection, elle se projette suivant une courbe égale.

6, TaforkME. La projection d'une ligne droite ABG est
une ligne droite abc.

La droite ABG est nécessairement contenue dans un
plan- perpendiculaire & MN : donc (5) sa projection est
une ligne droite.

7. Remarques. I. Deux points déterminent une droite.
Conséquemment, pour projeter la droite ABC sur le plan
MN, il suffit de joindre, par une droite, les projections a, b
de deux points A, B pris arbitrairement sur ABC.

II. On peut encore, pour obtenir la projection de ABC,
construire le plan projetant AGac (5).

III. Si la droite est perpendiculaire au plan de projec-
tion, sa projection est le point ow elle perce le plan.

DETERMINATION DU POINT.

8. D’apres la remarque faite dans le n° 2, un point
n’est pas déterminé par sa projection sur un seul plan.

Fie. 3.
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Au contraire, ainsi que nous allons le faire voir, un
point est complélement déterminé de position, si {on con-
nait ses projections sur deux plans qui se coupent. Mais
d’abord, cherchons la relation qui existe en ces deux
projections.

9. TuEOREME. Les perpendiculaires abaissées des deux
projeciions d'un point, sur Uintersection des deux plans
de projection, la rencontrent en un méme point.

Pour démontrer cette proposition fondamentale, con-
cevons deux plans ayz, xyt, qui se coupent suivant la
droite xy. Si, d’un point A extérieur aux deux plans, on
méne les perpendiculaires Aa, Aa’, le plan aAd’, conduit
par ces droites, est perpendiculaire aux deux plans de
projection; par suite, il est perpendiculaire & I'intersec-
tion xy; donc cette droite xzy est perpendiculaire aux
intersections a=, a’e. du plan aAa’ avec les plans de pro-
jection. Les perpendiculaires abaissées sur xy, par les
projections du point A, rencontrent donc cette droite xy
en un méme point. .

10. RiciPrOQUE. Lorsque deux points, situés dans les
deux plans de projection, sont tels que les perpendiculaires
abaissées de ces points, sur Uintersection des deux plans, la
rencontrent en yn méme point, ces deux points sont les
projections d’'un point déterminé de Uespace.

Les droites a«, a'o. étant perpendiculaires & l'intersec-
tion xy, en un méme point «, le plan de ces droites
est perpendiculaire & zy; donc il est perpendiculaire a
chacun des plans ayz, xyt. Les droites menées par les
points @, a', perpendiculairement aux plans zyz, xyt,
sont donc situées dans le plan a«a’; et, comme elles sont
perpendiculaires & deux droites qui se coupent, elles se
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coupent elles-mémes en un point A, dont les projections
sont a, a': ce qui démontre la proposition. _

11. D’aprés les principes précédents, pour que deux
points, respectivement situés dans les deux plans de pro-
Jection, sotent les projections d’'un méme point de Uespace,
il faut et il suffit que les perpendiculaires abaissées de ces
points, sur Uintersection des deux plans, la rencontrent
en un méme point. .

DETERMINATION DE LA LIGNE.

12. Une droite est déterminée quand on connail ses
projections sur deux plans qui se coupent.

Faisons passer, par chaque projection, un plan per-
pendiculaire au plan de projection correspondant: la
droite cherchée, devant se trouver dans chacun des plans
ainsi conduits, en est I'intersection.

Par exemple, si ab, a'b’ sont les projections d'une
droite inconnue, les plans abBA, a'6'BA menés par ces
projections, perpendiculairement aux plans zyz, ayt,
contiendront la droite cherchée: cette droite est donc
I'intersection AB des deux plans.

13. Deux droites, respectivement situées dans les
plans de projection, ne peuvent étre considérées comme

les projections d’'une méme droite, que si les plans menés.

par ces droites, perpendiculairement aux plans de pro-
jection correspondants, se coupent. C’est ce qui arrive
toujours lorsque ces droites ne sont pas perpendiculaires,
en deux points différents, & Pintersection des plans de
projection. '
14. Si les projections ab, a't’, perpendiculaires a
ay, rencontrent cette droite en un méme point o, alors

Fic. 5.

Fie. 6.
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l¢ plan aca’ de ces droites est perpendiculaire, & la fois,
aux plans xzyz, wyt; de sorte que toutes les droites
situées dans ce plan ont pour projection ab, a'b’. Dans
ce cas, pour achever de déterminer la droite de 1’espace,
il faut douner les projections a, o' et b, b' de deux de ses
points.

156. Une courbe quelconque est déterminée, quand on
connait ses projections sur deux plans qui se coupent.

Par exemple, abe, a'b'c’ étant les projections d’une
méme ligne ABG, sur les plans xyz, xyt; si Ion congoit
deux surfaces cylindriques abcABC, a'b'cABC, ayant pour
bases a't'¢’, abe, et dont les génératrices soient respecti-
vement perpendiculaires aux plans xyz, ayt, U'intersec-
tion de ces surfaces sera la courbe ABC.

16. Remarque. Pour que deux courbes, respective-
ment situées dans les deux plans de projection, puissent
étre considérées comme les projections d’une méme ligne
de I'espace, il faut qw’a chaque point de la premiére cor-
responde un point de la seconde : nous nommons ici points
correspondants ceux qui satisfont & la condition énoncée
ci-dessus (11).

DETERMINATION DU PLAN.

17. On détermine la position d’un plan P au moyen de
ses’intersections of3, 3y, avec les plans de projection xyz,
ayt. Ces intersections sont les traces du plan.

En général, le plan P et les plans de projection for-
rent un angle triedre, ayant pour arétes les deux traces
et l'interseciion des plans fixes. Ainsi, les deux traces
& un méme plan doivent couper, en un seul point, I'inter-
section des plans de projection.
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18. Remarques. 1. Si le plan est paralléle a Uun des
plans de projection, il w'a pas de trace sur ce dernier
plan. Sa trace sur U autre plan de projection est paralléle
a Vintersection des plans de projection.

I Sile plan coupe les deux plans de projection, mais
qu’il soit paralléle @ leur intersection, ses deux traces sont
paralléles a cette droite.

I1I. Si le plan est perpendiculaire a Uintersection des
deux plans de projection, ses deux traces sont perpendicu-
laires a cette droite.

IV. Enfin, si le plan passe par Uintersection des deux
plans de projection, sa position n’est plus déterminée: pour
qu'elle le soit, on devra se donner les projections d’un
point du plan, non situé sur I'intersection.

PROJECTIONS HORIZONTALES OU VERTICALES.

19. Jusqu’a présent, nous n’avons fait aucune hypo-
thése particuliére sur 'angle des deux plans de projec-
tion. Mais, pour rendre les constructions plus simples,
nous supposerons, dorénavant, que cet angle est droit.
Afin d’abréger le discours, nous regarderons I'un des
plans de projection comme horizontal et 1'autre comme
vertical, quoiqu’ils puissent avoir des positions quelcon-
ques dans l'espace. L'intersection de ces plans sera
nommée ligne de terre.

20. Lorsque nous dirons qu'un point est donné, ou
qu'une ligne est donnée, nous entendrons que les projec-
tions de ce point ou de cette ligne sont données. Un plan
sera donné, lorsque ses traces seront supposées connues.
Quand nous proposerons de déterminer un point, ou une
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droite, ou un plan, il Sagira de construire les projections
du point ou de la droite, ou les traces du plan.

21. Les projections et les traces prennent le nom du
plan de projection dans lequel elles se trouvent. Ainsi,
les projections et les traces situées dans le plan vertical
sont les projections et les traces verticales. Suivant qu’une
droite est parallele ou perpendiculaire au plan hori-
zontal de projection, nous dirons que cette ligne est’
horizontale ou qu’elle est verticale. On dit, semblable-
ment, qu'un plan est horizontal ou qu’il est vertical, sui-
vant qu'il est paralléle ou perpendiculaire au plan hori-
zontal de projection.

22. Les plans de projection étant supposés rectangu-
laires :

" 1° 5% une figure est dans Uun des deux plans de pro-
Jection, sa projection sur Uautre plan appartient a la ligne
de terre.

En effet, le premier plan de projection est le plan pro-
jetant de la figure (5).

2° St une figure est dans un plan paralléle ¢ Uun des
plans de projection, sa projection sur U autre plan est une
droite paralléle a la ligne de terre.

Le plan de la figure, qui coupe le second plan de pro-
jection suivant une paralléle & la ligne de terre, se con-
fond en effet avec le plan projetant.

3° S¢ un plan est perpendiculaire 6 U'un des deux plans
de projection, sa trace sur Uautre plan est perpendiculaire
a la ligne de terre.

Par exemple, un plan perpendiculaire au plan hori-
zontal a pour trace verticale une perpendiculaire a la
ligne de terre.
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Cette trace, étant I'intersection de deux plans perpen-
diculaires au plan horizontal, est perpendiculaire a ce
plan; donc elle est perpendiculaire & la ligne de terre.

4° La distance d'un point de Uespace ¢ Uun des plans
de projection est égale a la distance, a la ligne de terre,
de sa projection sur Uautre plan.

Soit A un point dont les projections sont @, a'. Par Aa
et Aa' faisons passer un plan qui coupe en o la ligne de
terre : nous obtiendrons ainsi un rectangle Aac.a'. En effet,
les angles Aaz, Ad'e sont droits parce que Aa, Ad' sont
perpendiculaires sur les plans de projection; et I'angle
aca' est droit parce qu'il mesure I'inclinaison des deux
plans de projection. Par suite,

Aea=d'a, Ad'= qa.

RABATTEMENT DU PLAN VERTICAL.

23. Les explications précédentes suffisent pour faire
pressentir la possibilité de résoudre les problémes qui se
rapporient & la Géométrie de I'Espace, par des construc-
tions ecffectuées sur deux plans rectangulaires. Mais,
afin de simplifier ces constructions autant que possible et
de réunir les deux projections sur un seul dessin, on fait
tourner le plan vertical xy¢t autour dela ligne de terre xy,
jusqu’a ce qu'il vienne en xyt', sur le prolongement du
plan horizontal xzyz. De cette maniére, toutes les con-
structions sont réellement effectuées sur le plan horizon-
tal; mais on doit constamment supposer les projections
verticales remises & leur place, au moyen d’'un quart de
révolution autour de la ligne de terre. Quant aux points
situés hors des plans de projection, ils ne paraissent pas

Fie. A.

Fic. 9.
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dans les figures ; mais il est facile de se représenter leur
véritable position, au moyen des projections.

Par exemple, a et a’ étant les projections d’un point
de l'espace, non indiqué dans la figure, on concevra
que le plan vertical, actuellement rabattu sur le plan
horizontal, fasse un quart de révolution autour de wy.
Les plans de projection devenant alors perpendiculaires
Tun & lautre; si, par les points a, @/, on congoit des
perpendiculaires & ces plans, lintersection de ces
droites sera le point A de l'espace, dont les projections
sont a, a'.

RELATION ENTRE LES PROJEGTIONS D'UN MEME POINT.

2h. Aprés le rabattement du plan vertical sur le plan
horizontal, les deux projections d’un méme point sont si-
tuées sur une méme perpendiculaire ¢ la ligne de terre.

En effet, supposons que, les plans de projection xyz,
azt ayant leurs -positions primitives, les projections d’un
point A de I’espace soient a, a'; les perpendiculaires a,
a'o & la ligne de terre rencontrent cette droite en un
méme point (g); si:donc le plan vertical tourne autour
de zz pour venir s’appliquer sur le plan horizontal, la
droite a'« ne cesse pas d’étre perpendiculaire & xy; et,
quand le plan vertical xy¢ coincide avec le plan horizon-
tal, le point @' vient en a’, sur le prolongement de aa, &
une distance du point o égale & a'o,

25. D’aprés cela, pour que deux lignes se coupent dans
Vespace, il faut et il suffit que le point de rencontre de
leurs projections verticales et\le point de rencontre de leurs
projections horizontales se trouvent sur une méme perpen-
diculaire a la ligne de terre.
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PLANS ET DROITES PARALLELES OU PERPENDICULAIRES.

26. THEOREME. Si deux plans sont paralléles, leurs
traces sont respectivement paralléles.

En effet, les intersections de deux plans parallles, par
un plan quelconque, sont des droites paralléles.

27. REcIPROQUE. Deux plans sont paralléles, quand
leurs traces, supposées obligues ou perpendiculaires a la
ligne de terre, sont respectivement paralléles.

Les quatre traces forment deux angles ayant leurs cotés
paralléles deux & deux; donc, en vertu d'un théoréme
connu, les plans de ces angles sont paralléles (*).

28. THEOREME. Lorsque deux droites AB, CI) sont pa-
ralléles, leurs projections sur un méme plan sont paral-
léles.

En effet, les plans projetants AB3, CDd, sont paralléles
entre eux, comme perpendiculaires au méme plan MN,
et passant par deux droites paralltles; donc leurs traces
ab, cd sont paralléles entre elles (26).

29. RECIPROQUE. Si les projections de deux droites sont
respectivement paralléles, les deux droites sont paralléles.

Effectivement, - ces droites sont les intersections de
deux plans projetants, paralléles entre eux, avec deux
autres plans projetants, paralléles entre eux.

30. TarorkMmE. Lorsque deux droites sont perpendicu -
laires, leurs projections, sur un plan paralldle a l'uwe
d’elles, sont perpendiculaires.

(") Quand les deux plans ont leurs traces paralléles & la ligne de
terre, ils se coupent suivant une paralléle A cette ligne, ou bien ils sont
paralléles.

Fie. 11.
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D’aprés le théoréme précédent, il suffit de démontrer
que deux droites AB, CD étant perpendiculaires, la pro-
Jection de AB, sur un plan MN passant par CD, est perpen-—
diculaire a CD. -

Les droites Aa, Bb,... qui projettent les points de AB,
sont perpendiculaires & la droite GD située dans le plan
MN. Et comme cette droite CD est supposée perpendicu-
laire & AB, elle est perpendiculaire au plan projetant
ABab; donc elle est perpendiculaire & ab.

31. ReciproQue. Lorsque les projections de deux droites
AB, CD sont perpendiculaires, et que U'une @ elles, CD, est
paralléle aw plan MN de projection, les deux droites sont
perpendiculaires.

Supposons encore, pour plus de simplicité, que la
droite CD soit située dans le plan MN. Par hypothése, CD
est perpendiculaire & la projection ab de AB. De plus, cette
méme droite GD, située dans le plan MN, est perpendicu-
laire aux droites Aa, Ab; donc elle est perpendiculaire au
plan AaBb, etc. _

32. Tatorkme. Lorsqu'une droite est perpendiculaire
un plan, les projections de la droite sont respectivement
perpendiculaires aux traces du plan.

Par la droite AB, perpendiculaire au plan PCD, faisons
passer le plan ABxa, perpendiculaire au plan de projec-
tion MN : il coupe ce dernier plan suivant une droite ax
perpendiculaire & la trace CD du plan PCD (g). Or, ax est
la projection de AB sur le plan MN. :

33. RECIPROQUE. Si les projections d'une droite AB sont
respectivement perpendiculaires aux traces d'un plan P,
la droite est perpendiculaire aw plan.

La trace horizontale CD est perpendiculaire & la pro-
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jetante Aa d'un point quelconque de la droite AB. Si
donc, comme on le suppose, CD est perpendiculaire
aussi & la projection horizontale ca, cette méme trace
est perpendiculaire au plan projetant, ABea. Le méme
raisonnement est applicable & la zrace verticaleet & lapro-
jection verticale. Par conséquent, le plan P est perpendi-
culaire aux deux plans projetants et, par suite, perpen-
diculaire & leur intersection, laquelle est la droite AB.

34. Remarque. Cette réciproque est en défaut dans le
cas ol les deux projections de la droite seraient perpen-
diculaires & la ligne de terre.

En effet, dans ce cas, la droite est indéterminée (14).

NOTATION ET PONCTUATION.

35. Avant d’exposer les solutions des problémes rela-
tifs & la ligne droite et au plan, nous établirons quelques
conventions relatives au mode de représentation des diffé-
rentes parties qui constituent les figures.

1° Nous supposerons que I'ceil de I'observateur est
placé au-dessus du plan horizontal, en avant du plan ver-
tical, et 4 une distance infinie du plan sur lequel se fait
la projection.

2° Les plans de projection partageant 1’espace indéfini
en quatre angles diédres égaux entre eux, nous donnerons
le nom de premier angle diédre, ou de premiére région, a
I'angle dans lequel est supposé le spectateur. La deuxiéme
région est située derriere le plan vertical et au-dessus
du plan horizontal. Enfin, la troisiéme et la quatriéme
région sont opposées, respectivement, & la deuxiéme et &
la premiere.

3° Les grandes lettres A, B, C, etc., indiqueront des
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points de I'espace; ces lettres ne paraitront point dans
les figures ; les petiteslettres correspondantes, a, b, ¢, etc.,
employées sans accent, serviront & désigner les projec-
tions horizontales des points A, B, G, etc.; ces petites
lettres, affectées d’un accent, c’est-a-dire o', V', ¢, etc.,
indiqueront les projections verticales des mémes points
A, B, G, etc. ‘

4> Nous désignerons souvent un point de I'espace par
ses deux projections ; ainsi, lorsque nous parlerons d'un
point (a, a), il Sagira du point A dont les projections
sont a, a'. .

5° La ligne de terre sera ordinairement désignée par
xy.

36. On nomme épure la feuille qui contient le tracé de
toutes les constructions d’un probléme.

On distingue, dans une épure :

1° Les lignes principales, qui représentent les données
et les résultats d’un probléme. Elles seront marquées par
un trait plein et continu, lorsqu’elles seront visibles:
elles seront-ponctuées, c’est-a-dire tracées en points ronds,
si elles sont invisibles.

2° Les lignes auxiliaires, ¢'est-d-dire toutes celles qui

~ne seront employées que comme des moyens d’arriver &
la solution du probléme. Ces lignes seront toujours poin-
tillées, ou composées de petits traits d’égale longueur,
qu’elles soient visibles ou invisibles.

Lorsque, parmi ces lignes auxiliaires, il s’en trouvela
quelqu’une qui offrira plus d’'importance que les autres,
et sur laquelle on voudra appeler I'attention, on pourra la
représenter par une ligne mixte, composée de petits
traits, séparés par un ou plusieurs points ronds.
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CHAPITRE II.

INTERSECTION DES DROITES ET DES PLANS. — DROITES
ET PLANS DETERMINES PAR DIVERSES CQNDITIONS.

Probiéme 1.

Trouver los traces d'une droite dont les projections sont données.

37. Supposons que les projections b, a'd’ de la droite Fic. 14.
donnée coupent la ligne de terre aux points b, a'.

Pour trouver la trace horizontale de la droite, ¢ est-a-
dire le point ou elle perce le plan horizontal, on observe
que ce point, appartenant au plan horizontal, doit avoir
sa projection verticale surla ligne de terre xy (22) ; cette
projection doit aussi se trouver sur a'd’, projection verti-
cale de la droite; donc le point a', ol a'd’ rencontre xy,
est la projection verticale de la trace horizontale de la
droite. Si donc on éléve a'a perpendiculaire sur zy, I'in-
tersection a des droites a'a, ab sera la trace horizontale
de la droite donnée. De méme, si par le point b, ou la
projection horizontale ab rencontre la ligne de terre, on
éleve bb' perpendiculaire & xy, son intersection b’ avec la
projection verticale a'd’, est la trace verticale de la droite.

De ce qui précéde, on tire cette régle générale : pour
déterminer la trace horizontale d'une droite, on prolonge
la projection wverticale jusqu'a la ligne de terre; par le
point de rencontre on méne, dans le plan horizontal, une
perpendiculaire a la ligne de terre; cette perpendiculaire
va couper la projection horizontale de la droite au point
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cherché. Pareillement, pour trowver la trace verticale de
la droite, on prolonge la projection horizontale jusqw d sa
rencontre avec la ligne de terre; par le point ainsi obtenu
on éléve, dans le plan vertical, une perpendiculaire d la

ligne de terre: cette perpendiculaire coupe, au point de-

mandé, la projection verticale de la droite.

38. Remarque. D’aprés la position des traces d'une
droite, on peut juger dans quelle région de U'espace (35, 2°)
est située la partie de cette ligne comprise entre les plans
de projection. Ainsi, dans la figure 14, la droite rencon-
trant le plan horizontal en avant du plan vertical, et le
plan vertical au-dessus du plan horizontal, la partie AB
de la droite appartient & la premiére région. On voit, avec
la méme facilité, que les figures 15, 16 et 17 représentent

. des droites AB situées, respectivement, dans la deuxiéme

région, dans la troisiéme et dans la quatriéme.

39. Cas particuliers. 1° La droite est contenue dans
I'un des plans de projection, dans le plan horizontal, par
exemple.

Dans ce cas, la droite ab est & elle-méme sa projection
horizontale ; sa projection. verticale est la ligne de terre;
et elle a pour trace verticale le point b, ou elle rencontre
cette ligne. ' :

2° La droite est perpendiculaire & I'un des plans de
projection, au plan horizontal, par exemple.

D’apres cette position de la droite, sa projection hori-
zontale se réduit & la trace horizontale a; sa projection
verticale est a't’ perpendiculaire 4 la ligne de terre.
D’ailleurs, la droite n’a pas de trace verticale.

3° La droite est dans un plan perpendiculaire & la ligne
de terre.



DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 17

Pour qu’une pareille droite soit déterminée, il faut que
Ion donne les projections de deux de ses points (14). Sup-
posons donc que m, m' et n, n' soient ces projections.
Faisons tourner le plan a«'d, qui contient la droite MN,
autour de sa trace horizontale ao, jusqu’a ce qu’il soit ra-
battu sar le plan horizontal. Dans ce mouvement, chaque
point de MN décrit, dans I’espace, une circonférence dont
le plan est perpendiculaire & a«, dont le centre estle pied
de la perpendiculaire abaissée du point sur ac, et dontle
rayon est cette perpendiculaire. Il est facile de voir, d’aprés
cela, qu’en décrivant, du point « comme centre, 'arc m'm”,
menant m'M, perpendiculaire & la ligne de terre et mM,
parallele & cette ligne, on aura, en M, le rabattement du
point M. De méme, N vient se rabattre en N,. Par consé-
quent, M, N, est le rabattement de la droite MN. Les points
a, b,, ou M,\N, rencontre la trace horizontale ax et la ligne
de terre, sont les rabattements des deux traces de MN.

Pour avoir ces traces elles-mémes, il faut ramener le
plan aad' & sa position primitive, en le faisant tourner de
nouveau autour de oa: le point b, se porte alors en ¥'; et
le point a, qui appartient & I'axe ao, reste immobile.

Nous obtenons ainsi, en a et en b', la trace horizontale
et la trace verticale de la droite donnée.

Probléeme EE.

Trouver les projections d’une droite dont les traces sont données.

40. Soient a, b' les deux traces de la droite. La trace
horizontale a est & elle-méme sa projection horizontale,
et sa projection verticale est le pied «' de la perpendicu-

2

Fic. 20.

Fia. 14,
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laire aa abaissée du point a sur la ligne de terre. Sembla-
blement, la trace verticale b’ de la droite est a elle-méme
sa projection verticale, et sa projection horizontale est le
point b, intersection de xy avec la perpendiculaire 4.
Les deux ‘projections cherchées sont donc ab, a'0'.

Probléeme ¥IE.

Par un point donné, mener une paralléle & une droite domnée.

1. Soient ¢, ¢ les projections du point donné, et ab,
a't' les projections de la droite donnée. La droite cher-
chée passant par le point C, les projections de cette ligne
doivent passer par les projections ¢, ¢' de G; d’ailleurs,
les projections de deux droites paralléles sont respecti-
vement paralléles (28). On construira donc les projec-
tions dela droite demandée en menant, par les projections
¢, ¢ du point donné, des paralltles cd, ¢'d aux projec-
tions ab, a'b’' de la droite donnée.

Probléme IV,

Faire passer un plan par frois points donnés.

42, Soient a, b, ¢, les projections horizontales des
points donnés, et a’, ', ¢' leurs projections verticales.
Les droites AB, AG, BG qui, dans I'espace, joignent deux
a deux les points donnés, ont pour projections horizon-
tales ab, ac, bc, et pour projections verticales a't’, a'c’,
b'c'. Ces droites percent le plan horizontal aux points
m, n, p, et le plan vertical aux points ¢, r, s (Prob. I).
Par conséquent, la trace horizontale «f du plan passe par
les points m, n, p; la trace verticale 3y passe par les
points ¢, r, s; et, si la construction a été faite avec exac-
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titude, ces deux traces coupent la ligne de terre en un
méme point B3,

43. Remarque. Ordinairement, on se borne & construire
les projections de deux des trois droites, et & déterminer
la trace horizontale ou la trace verticale de I'une de ces
deux droites et les deux traces de I’autre.

hh. Cas particuliers. 1° Si une des droites AB, BC,
AG est paralléle au plan horizontal, le plan cherché coupe
le plan horizontal suivant une paralléle & cette méme
droite; c’est-d-dire que la trace horizontale du plan est
parallele & la projection horizontale de la droite.

2° Quand une des droites AB, BC, AG est paralléle &
la ligne de terre, le plan cherché est parallele & cette
ligne; par conséquent, ses deux traces sont paralleles &
la ligne de terre. D’ailleurs, elles doivent contenir les
traces des deux autres droites.

Probléeme V.

Faire passer un plan par deux droites qui se coupent, ou par deux droites paralleles.

h5. Ce probléme rentre dans celui que nous venons de
traiter ; car si I'on cherche les traces des deux droites,
quon joigne les traces horizontales par une droite, et
qu’on opére de méme pour les traces verticales, on aura les
traces du plan demandé, Gomme vérification, il faut que
ces traces se coupent en un méme point de la ligne de
terre.

46. Cas particuliers. 1° Les droites données AB, CD
sont paralléles & la ligne de terre.

Dans ce cas , la construction générale est en défaut;
mais alors le plan cherché a ses traces paralléles a la

Fie, 23,
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ligne de terre (44, 2°). Il suffit donc de trouver un
point de chacune d’elles. A cet effet, on prend un point M
sur l'une des droites données, un point N sur I'autre, et
I'on cherche les traces R, S de la droite MN.

2° Les deux droites données se coupent en un point o,
situé sur la hgne de terre.

La construction générale est encore en défaut; mais le
plan cherché devant passer par le point o, il suffit de trou-
ver un autre point de chacune de ses traces: c’est & quoi
I'on parvient en opérant comme dans le cas précédent.

Probl¢éeme VI

Faire passer un plan par un point domné et par ume droite domnée,

47. Si, par le point donné O, on méne une paralléle
CD 4 la droite donnée AB, cette paralléle est située dans
le plan cherché. On sera donc ramené & faire passer un
plan par deux droites paralléles.

Au lieu de mener, par le point O, une paralléle & AB,
on pourrait faire passer, par ce point, une droite quel-
conque, coupant AB. On retomberait ainsi sur le premier
cas du Probléme V.

Probléem:e Vil

Par une droite donnée, faire passer un plan paralléle i une droile donnée.

48. Si I'on prend un point O sur la premitre droite
donnée CD, et que par ce point on méne une paralléle PQ
4 la seconde droite donnée AB, le plan «fy, passant par
PQ et CD, sera le plan demands.

49. Cas particulier. La premiére droite est quelconque,
la seconde est paralléle & la ligne de terre.
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Le plan cherché a ses traces paralleles & la ligne de
terre (46°, 1°); et comme ces droites passent par les traces

de la droite donnée, elles sont complétement déterminées.

Probiemec VIIL,

Par un point domné, mener un plan paralléle & deux deoiles donmnées.

50. Si, parle point donné, on méne des paralleles aux
droites données, on aura deux droites qui sont tout en-
tiéres dans le plan cherché, et dont les traces déterminent
les traces du plan.

L’épure est la méme que celle du Probléme VIIL.

Probléeme IX.

Par un point donné, memer un plan parallele & un plan domné.

51. Prenons, dans le plan donné «fy, une droite quel-
conque MN, et menons, par le point donné O, une paral-
léle AB & MN. Cette paralléle est contenue dans le plan
cherché ; par suite, ses traces appartiennent aux traces du
plan; et, comme ces dernitres traces doivent étre paral-
l¢les & celles du plan donné, elles sont complétement
déterminées. ' :

52. La construction précédente peut étre simplifiée,
quand le plan ofy n’est pas paralléle a la ligne de terre.
En effet, menons, par le point O, une paralléle & la trace
horizontale 2 du plan donné, ¢’est-a-dire une horizontale
du plan. La projection horizontale de cette parallele est
la droite oa paralléle & «B, et sa projection verticale est
o'd parallele & xy. La trace verticale a' de la droite OA
appartenant & la trace verticale du plan cherché, on ob-

Fic. 27.
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tient les deux traces de ce plan en menant va'p. parall?le &
18, et pA paralléle & Ba.

53. Cas particuliers d examiner. 1°Le plan donné est
paralléle & 'un des plans de projection, au plan hori-
zontal, par exemple.

2° Le plan est parallele & la ligne de terre.

3° Le plan a ses traces en ligne droite.

4° Le plan passe par la ligne de terre et par un point
donné.

Probléme X.

Consiraire les projections de l'intersection de deux plans domnes,

54. Soient of, By les traces du premier plan, et A, v
les traces du second. Il est clair que le point a, ol se cou-
pent les traces horizontales, est la trace horizontale de
Pintersection cherchée. Semblablement, cette intersection
a pour trace verticale le point de rencontre des traces
verticales. Donc cette droite est déterminée. Elle a pour
projections ab, a'd'.

55. Cas particuliers. 1°L'un des plans donnés est per-
pendiculaire & I'un des plans de projection, au plan hori-
zontal, par exemple; I'autre plan est quelconque.

Le premier plan a sa trace verticale 3y perpendiculaire
4 xy. L'intersection se projette donc suivant la trace ho-
rizontale of et suivant la droite a'b’, qu’on obtient comme
dans le cas général.

2° Les plans donnés sont perpendiculaires 3 un méme
plan de projection, au plan horizontal, par exemple.

D’aprés un théoréme connu, I'intersection est une per-
pendiculaire au plan horizontal, ayant pour projection
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hovizontale le point a, o se coupent les traces horizon-
tales des deux plans.

Z* L'un des plans est paralléle au plan horizontal,
I’autre est paralléle & la ligne de terre.

Dans ce cas, la construction générale n’étant pas appli-
cable, on cherche les intersections des deux plans donnés
avec un plan auxiliaire, et 'on détermine le point de ren-
contre de ces deux droites. Ge point, situé sur I'intersec-
tion des deux plans donnés, la détermine complétement;
car cette intersection est paralléle & Ja ligne de terre.

Ordinairement, on prend le plan auxiliaire perpendicu-
laire & la ligne de terre ; on le considére alors comme un
nowveau plan de projection (*), sur lequel on cherche les
traces des plans donnés; et, de cette maniére, on est
ramené au cas général. Cette solutlon est celle que nous
allons indiquer.

Coupons les plans donnés par le plan auxiliaire Apy
perpendiculaire & xy, et rabattons, sur le plan horizon-
tal, les intersections de ce plan auxiliaire avec les plans
donnés. Le point 7/, trace verticale de la premiére inter-
section, se rabat en r; et cette intersection a pour ra-
battement la droite r,s, paralléle & A : r,s, est donc, sur
le plan auxiliaire de projection, la trace du plan ep. On
détermine, semblablement, la trace mn, du plan 2fy3 sur
le plan auxiliaire. L'intersection o, des droites r,s,, mn,
est donc le rabattement d'un point de I'intersection des
plans donnés. Les projections de ce point sont o et 7', Par
conséquent, l'intersection des deux plans donnés, déja

(*) Voir le chapitre suivant.
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projetée verticalement en ep, a pour projection horizon-
tale la parallele aob i xy.

4 Les deux plans sont paralléles & la ligne de terre.

Dans ce cas, comme dans celui qui précede, I'intersec-
tion est paralléle & la ligre de terre, et I'on est encore
obligé de recourir & un plan auxiliaire.

5° Les plans donnés ont leurs traces horizontales pa-
ralléles, et leurs traces verticales non paralléles.

Lorsque deux plans sont menés suivant deux droites
paralléles, leur intersection est paralléle & ces droites ;
donc T'intersection AB des deux plans donnés ofy, Apv,
est paralléle aux traces horizontales o8, Ap.

6° Les plans donnés rencontrent la ligne de terre en un
méme point.

La construction générale étant en défaut, on y supplée,
comme dans les cas 3° et 4°, en coupant le: deux plans
donnés par un plan auxiliaire My, et cherchant les projec-
tions o0, o' du point commun aux trois plans. On obtient
ainsi les projections $o, o’ de I'intersection demandée.

7° Ghacun des plans donnés a ses deux traces en ligne
droite,

Soient «fy, o/f'y'les deux plans. Le point a', ol se
rencontrent a la fois les traces verticales et les traces
horizontales, représente la trace verticale et la trace
horizontale de l'intersection cherchée. Considéré comme
trace verticale de I'intersection, ce point a' se projette ho-
rizontalement en a, sur la ligne de terre. Au contraire,
considéré comme trace horizontale, il a pour projection
verticale le méme point a. Conséquemment, 'intersection
a ses deux projections confondues suivant la droite aa’
perpendiculaire & xy. Cette intersection est donc contenue
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dans le plan bab' perpendiculaire 4 la ligne de terre; elle
perce les plans de projection, I'un en o', 'autre au point
rabattu en a'. Par suite, elle est inclinée & Ah5° sur
chacun de ces plans (*).

56. Cas particuliers @ examiner. 1° Chacun des plans
donnés a ses deux traces en ligne droite; de plus, ces
droites se coupent sur la ligne de terre.

2° L’un des plans est quelconque; I'autre passe par la
ligne de terre et par un point donné hors de cette
ligne.

3° L’'un des plans est parallele & la ligne de terre;
l'autre passe par la ligne de terre et par un point donné.

4° L'un des plans est parallele au plan horizontal ;
Pautre passe par la ligne de terre et par un point donné.

4° L'un des plans a ses deux traces en ligne droite ;
Pautre passe par la ligne de terre et par un point
donné.
Probléme XK.
Déterminer le point d'inlersectiqn de trois plans donnés.

57. Les plans donnés, combinés deux & deux, déter-
minent, par leurs intersections, trois. droites qui doivent
passer par le point demandé. On cherche donc les projec-
tions de ces droites; et, quand les constructions sont
faites exactement, les trois projections horizontales
passent par un méme point o, projection horizontale du
point d’intersection O; de méme, les trois projections
verticales se coupent en un méme point o'; enfin la droite
00’ est perpendiculaire & la ligne de terre.

(*) 11 est facile de vérifier ces résultats, indépendamment de la théorie
des projections.

Fic. 37.
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58. Cas particuliers a examiner. 1° Le premier plan
est quelconque ; le deuxitéme est parallele & la ligne de
terre; le troisiéme est horizontal. -

2° Le premier plan est horizontal; le deuxiéme a ses
traces en ligne droite: le troisitme passe par la ligne de
terre et par un point donné.

3° Les trois plans ont leurs traces verticales paralléles
entre elles.

Probléme XII1.

Trouver le point ott ume droile perce un plan.

59. Pour résoudre ce probléme, on fait passer un plan
quelconque par la droite; on cherche I'intersection de ce
plan avec le plan donné; enfin on détermine le point de
rencontre de cette intersection et de la droite donnée. Le
point ainsi obtenu répond & la question.

Le plan auxiliaire peut avoir une position quelconque ;
mais la construction étant plus simple quand il est per-
pendiculaire & I'un des plans de projection, nous commen-
cerons par ce cas particulier.

Soient a3, By les traces du plan, et ab, a'd’ les projec-
tions de la droite. Prenons pour plan auxiliaire le plan
qui projette horizontalement la droite: sa trace horizontale
est ab, et sa trace verticale est g¢' perpendiculaire a xy.
L’intersection des deux plans est projetée en pq, p'q’; donc
le point o', ou cette derniére droite rencontre a'b’, est la
projection verticale du point cherché.

La projection verticale o' étant connue, on en conclut la
projection horizontale o, que I'on pourrait, d’ailleurs,
construire directement.

60. Quant on veut donner au plan auxiliaire une posi-
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tion quelconque, on détermine d’abord les traces b, a’ de
la droite donnée; on les joint & un point & pris & volonté
sur xy: le plan 484’ renferme la droite donnée. On cher-
che ensuite lintersection PQ des plans ofy, b3a : les
points o, o', ot les projections de cette intersection cou-
pent les projections de la droite donnée, sont les deux
projections du point demandé. ‘

Comme vérification, il faut que la droite oo, qui joint
ces projections, soit perpendiculaire & xy.

61. Cas particuliers. 1° Le plan est quelconque; la
droite est paralléle & la ligne de terre. '

En coupant le plan par I'un des deux plans projetants
de ladroite, ainsi que nous I’avons expliqué ci-dessus (59),
on obtient la projection horizontale o ou la projection
verticale o' du point cherché.

2° Le plan donné est quelconque; la droite est hori-
zontale.

L’épure, & quelques simplifications prés, est encore
celle qui répond au cas général.

3° Le plan donné est quelconque ; la droite est perpen-
diculaire & I'un des plans de projection, au plan hori-
zontal, par exemple.

La droite donnée étant verticale, sa projection horizon-
tale se réduit & un point a, projection horizontale du point
cherché; et sa projection verticale est a'd’, perpendicu-
laire & xy. Pour déterminer la projection verticale du
point cherché, faisons passer un plan par la droite donnée :
ce plan étant vertical, sa trace horizontale est une droite
quelconque pq, assujettie seulement & passer par le point
0; sa trace verticale qq' est perpendiculaire & xy. L’é-
pure s’achéve comme dans le cas général.

Fie. 40,
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62. Remarque. Le dernier cas particulier peut servir &
résoudre cette question: Connaissant I'une des projections
d’un point situé dans un plan donné, trouver I’ autre pro-
Jection.

En effet, on peut considérer le point @ comme la pro-
jection horizontale d’un point situé dans le plan ofy; et
il est évident que ce dernier point est celui ot la verticale
élevée en a perce le plan.

63. Cas particuliers ¢ examiner. 1° La droite est quel-
conque; le plan est horizontal.

2° La droite est quelconque; le plan est paralltle & la
ligne de terre.

5° La droite est horizontale; le plan est paralléle au
plan vertical de projection.

4° Le plan est quelconque; la droite est dans un plan
perpendiculaire & la ligne de terre.

5° La droite est quelconque; le plan a ses traces en
ligne droite.

6° La droite est parallele a la ligne de terre; le plan a
ses traces en ligne droite.

7° La droite est dans un pian perpendiculaire & la ligne
de terre; le plan a ses traces en ligne droite.

8° La droite est quelconque; le plan passe par la ligne
de terre et par un point donné.

9° La droite est horizontale ; le plan passe par la ligne
de terre et par un point donné.

Probi¢me XIIL
Mener, par un point douné, un plan perpendiculaire i une droile donnée.
64. Soient o, o' les projections du point donné, et ab,
a'b' les projections de la droite donnée. D’un point quel-
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conque {3’ de la ligne de terre, abaissons des perpendi-
culaires o, 'y’ sur les projections de la droite : ces per-
pendiculaires sont les traces d’un plan '8y perpendicu-
laire & cette droite (32). Donc le plan ofy, passant par
(0, 0), et paralléle au plan auxiliaire /8y’ (Prob. IX),
est le plan demandé. ‘

65. Remarque. Si 'on méne, par le point donné, une
paralléle 4 la trace horizontale du plan cherché, c’est-a-dire
une horizontale (cd, ¢'d") perpendiculaire & la droite den-

née, et que 'on détermine ensuite la trace verticale d' de

cette parallele, on n’aura pas besoin de construire le
plan o8,

66. Cas particuliers. 1° La droite ab a'b’ est paralléle
a I'un des plans de projection, au plan horizontal, par
exemple.

La droite étant horizontale, le plan cherché est verti-
cal; donc sa trace horizontale passe par la projection
horizontale o du point donné. D’ailleurs, les deux traces
doivent étre respectivement perpendiculaires aux pro-
jections de la droite ; elles sont donc complétement
déterminées.

2° La droite donnée est perpendiculaire & I'un desplans
de projection, au plan horizontal, par exemple.

Le plan horizontal de projection et le plan cherché sont
paralléles, comme étant perpendiculaires & la droite
donnée. On obtient donc la trace verticale inconnue, en
menant, par la projection verticale o' du point donné,
By paralléle & xy.

67. Cas particuliers d examiner. 1° La droite est si-
tuée dans un plan perpendiculaire & la ligne de terre.

2° La droite donnée est perpendiculaire alalignede terve.

Fie. 4h.
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Probléme XIV.

Hener, par un point donné 0, une droite qui rencontre deux droites données AB, GD,
non situées dang un méme plan,

68. Premiére solution. Faisons passer deux plans, I'un
par le point O et la droite AB, I'autre par le point O et la
droite CD ; construisons ensuite I'intersection de ces deux
plans. Cette intersection EF passe par le point donné; de
plus, elle rencontre en général les droites données; donc
EF est la droite demandée.

En effectuant les constructions indiquées, on trouve que
le plan OAB a pour traces o, By; que le plan OGD a pour
traces o'/, f'y'; et que Iintersection des deux plans est
projetée en ef, ¢'f'. A cause des conditions données, 1’ épure
comporte quatre vérifications.

69. Seconde solution. Au lieu d’employer les deux plans
0AB, OCD, on peut se contenter de construire I'un d’eux,
par exemple le plan OAB, et de déterminer le point H ou

- ce plan est rencontré par la droite CD : la droite OH sa-

tisfait évidemment & la question.
Cette seconde solution donne lieu 4 une vérifica-
tion.

Probléeme XV.

Trouver une droite parallele & une droite domnée AB, et qui renconire deux droites
données CD, EF, non situées dans un méme plan,

70. Par la droite CD, faisons passer un plan «f3y paral-
1¢le & AB; cherchons le point P olt la droite EF rencontre
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ce plan; enfin menons, par P, une paralltle MN4 AB: MN
est la droite demandée.

71. Remarque. Le probléme est impossible quand ia
droite EF est paralléle au plan oy, ¢'est-a-dire quand les
trois droites sont paralléles ¢ un méme plan.
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GHAPITRE III.

DES PROJECTIONS AUXILIAIRES,

72. Tres-souvent, la solution générale d'un probléme
de géométrie descriptive se simplifie lorsque les données
ont une position remarquable par rapport aux plans de
projection. Autrement dit, les cas particuliers sont, pres~
que toujours, plus simples que le cas général. Par exemple,
Pintersection de deux plans respectivement perpendicu-
laires aux plans de projection se projette suivant la trace
horizontale de I'un des deux plans et suivant la trace
verticale de I'autre.

On concoit, d'aprés cela, qu'il peut quelquefois étre
utile de ramener un probléme & I'un de ses cas parti-
culiers, au moyen de projections auziliaires faites sur des
plans ayant, avec la figure donnée ou cherchée, certaines
relations de position. Onopére ces transformations de pro-
Jjections, analogues & la transformation des coordonnées,
soit en effectuant un véritable changement de plans de pro-
jection, soit en faisant tourner la figure autour d’'un axe
convenablement choisi.

Ces deux procédés, qui ne différen’ pas essentiellement
I'un de l'autre (*), nécessitant I'emploi de rabattements,

(*) Soient H, V le plan horizontal et le plan vertical primitifs; soient
H', V'le plan horizontal et le plan vertical auxiliaires; soient B, B’ les
plans bissecteurs des angles diédres formés par ces deux couples de
plans : en général, B et B’ se coupent suivant une droite D. Cela posé,
si I'on fait tourner le plan B autour de I'intersection D, de maniére i le
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1N0US COMMENCerons par résoudre quelques problémes
relatifs & ce genre particulier de rotation (*).

Probléme XVI,

Gonnaissant I'une des projections d'un point situé dans un plan donné, trouver la posilion
que prend ce point, lorsqu’on rabat, sur le plan horizonfal, le plan donné.

73. Soit o la projection horizontale donnée. On en dé-
duit aisément (62) la projection verticale correspon-
dante o'.

Le point O, en tournant autour de la trace horizon-
tale of, décrit une circonférence dont le plan, perpen-
diculaire & of}, est vertical. La trace horizontale de ce

plan est donc (32) la perpendiculaire op & of. De plus -

le pied p de cette droite est le centre de la circonfé-

rence dont il s’agit. Enfin, le rayon Op est évidemment '

I'hynoténuse du triangle Oop, rectangle en o.

Rebattant ce triangle, dont la hauteur égale wo' (22,4°),
autour de sa base op, et prenant, sur le prolongement
de op, p0,=p0,, nous aurons, en O,, le rabattement
cherché.

7h. Remarque. La projection horizontale o d’un point O
situé dans un plan «fy, et le rabattement O, de O surle
plan horizontal, sont toujours sur une méme perpendi-
culaire 00, & la trace horizontale o3 du plan.

rabattre sur le plan B, les plans primitifs deviendront paralléles, res-
pectivement, aux plans auxiliaires. Un changement de plans équivaut
donc & une rotation.

(*) On a déja vu, ci-dessus (39, 3°), I'un de ces problémes.

3

Fic. 49.
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Probié¢me XVII.

Gonngissant le rabattement d'un point situé dans un plan donné,
consiruire les projections du point.

75. On suppose que 0, soit le rabattement, sur le plan
horizontal, d’un point O situé dans le plan donné; et
'on demande les deux projections de ce point O.

D’aprés le probleme précédent, la projection horizon-
tale o est située sur la perpendiculaire O,p & la trace ho-
rizontale of}; et sa distance & cette trace est la base du
triangle rectangle poO, , dont I'hypoténuse égale pO0,.

Pour déterminer cette hypoténuse en direction, il suffit
de chercher le rabatiement d’un de ses points; par
exemple, le rabattement Q, de sa trace verticale (g, q').

La direction pQ, étant connue, on obtient, avec la plus
grande facilité, le rabattement Q, et les projections o, o'
du point O.

Probléme XVIEIE.

Connaissant 1'une des projections d'ume droife située dans u plan donne,
irouver le rabaltement de la droite.

76. Soit ab la projection horizontale de la droite don-
née, située dans le plan «fy. Il est évident qu’on obtien-
dra le rabattement de cette droite, sur'le plan horizontal,
en cherchant les rabattements de deux de ses points, et en
les joignant par une ligne droite. Afin de simplifier les
constructions, on choisit pour ces points les traces de la
droite : la trace horizontale a, appartenant & I'axe de
rotation, est & elle-méme son rabattement; et 'on n'a
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plus qu’é, déterminer le rabattement B, de la trace

verticale . On obtient ainsi aB, pour le rabattement -

cherché.

Probléeme XIX.

Connaissant 1o rabattement dwne droile située dans un plan donné,
construire les deux projections de la droite.

77. Si I'on cherche les projections de deux points quel-
conques de la droite rabattue (Probl. XVII), on obtiendra
les projections de cette ligne. Afin de sirplifier les con-
structions, on prend, pour I'un des deux points, la trace
horizontale a de la droite.

Probléme XX.

Un point A élant donné, trouver s projection sur un nouveau plan verlieal,
le plan horizontsl ne changeant pas.

78. Soit x,y, la trace horizontale du nouveau plan ver-
tical"de projection, ou la nouvelle ligne de terre. La pro-
jection horizontale a du point A, et sa nouvelle projection
verticale a',, doivent étre situées sur une méme perpen-
diculaire ax,a', a 2,y, ; de plus,

a0, = Aa=da.
Par conséquent, pour résoudre le prohléme :

Abaissez, de la projection horizontale donnée a, une
perpendiculaire ax, sur la nouvelle ligne de terre x,y;
portez ensuite, sur le prolongement de cctte perpendicu-
laire, a partir de x,y,, une distance o,a’, égale ¢ la dis-
tance oa’ comprise entre I ancienne ligne de terre et 'an-

cienne projection verticale a' : le point o', sera la nouvelle
projection verticale cherchée.

Fie.

Fie.

52,

5h3.
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79. Remarques. 1. Pour indiquer clairement la construc-
tion précédente, on éléve, par le point de rencontre o des
» deux lignes de terre, des perpendiculaires oz, 0z, & ces
deux droites; on meéne la-paralléle a'b’ & 2y ; on décrit,
du point o comme centre, I'arc b'Y,, etc.

IL. Les droites a't’, a',l’,, au lieu d’étre regardées
comme de simples lignes de rappel (*), peuvent étre con-
sidérées aussi comme les rabattements de paralléles aux
deux lignes de terre, menées par les deux projections ver-
ticales du point A. Ces paralléles, respectivement situées
dans les deux plans verticaux de projection, se coupent
en un point projeté horizontalement en o, et dont les
deux projections verticales sont U/, ¥, etc.

III. Sur la figure, nous avons supposé la partie supé-
rieure du nouveau plan vertical rabattue sur la partie
x,z,y, du plan horizontal. Si le rabattement avait lieu
dans un sens contraire & celui-1a, la nouvelle projection
verticale du point serait située du cdté opposé A a',.
Dans chaque cas particulier, 'ordre des lettres z,, y,
peut servir & reconnaitre de quel c6té le plan vertical a

été rabattu.

Probléme XXI.
Une droite étant donnée, {rouver sa projeclion sur un nouveau plan vertical,
le plan hovizontal ne changeant pas.
80. 1l suffit, pour résoudre le probléme, d’appliquer
4 deux points gqnelconques de la droite la construction

précédente.
81. Remarque. Cette construction se simplifie quand

(*) On donne ce nom aux lignes qui servent a rappeler que deux lon-
gucurs sont égales.
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on Vapplique & la trace horizontale de la droite et & sa
nouvelle trace verticale.

Probléme XXII,

Un plan étant domné, frouver sa trace sur un nouveau plan veticat, le plan horizontal
ne changeant pas.

82. Prenons, sur la nouvelle ligne de terre x,y,, un
point quelconque a, et regardons-le comme la projection
horizontale d’un point A situé dans le plan donné. En
construisant (62, 78) les deux projections verticales ', ',
du point A, et joignant la nouvelle projection verticale a,
au point de concours des droites o, x,y,, nous aurons,
en B.a' v, la nouvelle trace verticale demandée.

En effet, cette trace est le rabattement, sur le plan ho-
rizontal, de la droite suivant laquelle le nouveau plan
vertical de projecticn coupe le plan donné.

83. Remarque. Le tracé se simplifie quand on prend,
au lieu du point quelconque A, la trace verticale (b, b")
de la droite dont il vient d’étre question.

Probléme XXIIK.

Un point A élant donné, trouver ses projections sur un plan quelconque P,
el sur un plan P’ perpendiculaire & P.

84. Afin d’abréger, nous dirons que le plan P, dont
les traces sont «f3, By, estle nouveau plan horizontal : en
réalité, ce plan peut avoir, par rapport & I'horizon, une
position quelconque.

Quant au nouveau plan vertical P', qui ne peut pas étre

Fic. 5A4.

Fic. 55.
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pris arbitrairement, nous le choisirons, pour plus de
simplicité, perpendiculaire & la trace horizontale du
plan P : sa trace horizontale x,y,, perpendiculaire & «f,
sera une ligne de terre auxiliaire.

Cela posé, conservons d’abord I'ancien plan horizon-
tal, et cherchons la nouvelle projection verticale a’, du
point A (Probl. XX). ‘

En second lieu, rabattons autour de «,y, lintersection

BC des plans P, P'; c’est-a-dire changeons de plan hori-

zontal, en conservant le méme plan vertical P’ : le rabat-
tement «,y, de BG sera la nouvelle ligne de terre.

Ces constructions préliminaires étant effectuées, il ne
restera plus qu’a déterminer, au moyen des projections
a, o', du point A, la nouvelle projection horizontale a,
de ce point (Probl. XX).

85. Les problémes dont nous venons de donner les so-

lutions sont des cas particuliers de celui-ci : Un point

étant donné, trouver ses projections sur un plan donné P
et sur un plan P', perpendiculaire a P, et dont Uintersec-
tion avec celui-ci est donnée. Nous engageons le lecteur a
chercher la solution de cette question générale.

Probléeme XXI1V.

Faire fourner un point A aufour d’un axe vertical 0Z, et construire
les nouvelles projections du point.

86. La circonférence décrite autour de 0Z, par le point
A, se projette en vraie grandeur sur le plan horizontal (5) ;
sa projection verticale est une paralléle & laligne de terre,
passant par la projection verticale a' du point donné.
Par conséquent, si I'on construit un angle aoa, , égal A
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I’angle 6 dont on suppose qu’a tourné le point A, a, sera
la projection horizontale de la nouvelle position de A, ou
la nouvelle projection horizontale de ce point, etc.

Probieme XXV,

Faive tourzer une droite AB autour d’un axe vertical 0Z, et comstruire
les mouvelles projections de la droite.

87. 1l suffit évidemment, pour résoudre ce probléme,
d’appliquer la construction précédente & deux points A,
B de la droite. On obtient ainsi I'épure 57.

88. Remarques. 1. On simplifie le tracé en prenant les
points A et B & égale distance de I'axe OZ : en effet, les
paralléles qu’ils décrivent ont alors méme projection ho-
rizontale.

II. On peut encore choisir, au lieu d’'un point quel-
conque A, la trace horizontale de la droite donnée.

ITI. Enfin, si I'on cherche les nouvelles projections ¢, ,
¢, du point G qui décritle paralléle minimum, évidem-
ment projeté suivant une circonférence tangente i ab,
et que I'on méne-la tangente c,a, égale & ca, la con-
struction acquiert le dernier degré de simplicité (*).

Probléme XXVI,

Faire tourner une droite AB autour d’un axe vertical 0Z, de manire
4 In vendre parallele au plan vertical.

89. Quand la droite AB, aprés avoir tourné autour de
I'axe, sera devenue paralléle au plan vertical, sa nouvelle

*(*) La droite (oc, ¢'cy’) est la commune perpendiculaire & la droite AB
et 4 I'axe 0z. (Voyez Prob. XXXIIL.)

F16. 57.

Fic. 58.
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projection horizontale a,b, sera paralléle & la ligne de
terre. Conséquemment, le point G de cetie ligne, situé
‘sur le paralléle minimum, aura sa nouvelle projection
horizontale en ¢',, sur le prolongement de o'z, etc.

Problé¢me XXVII.

Faire fourner un plan P aulonr d'un axe verlical, et construive les nouvelles (races
du plan,

90. Pour résoudre ce probléme, on prend deux
droites dans le plan P, on les fait tourner autour de
Paxe OZ, et I'on conduit un plan par les nouvelles posi-
tions de ces lignes. Afin de simplifier les constructions,
nous avons choisi, au lieu de deux droites quelconques,
la trace horizontale o du plan P et ’horizontale (ob, 0" ¥').
Apres la rotation, la premiére droite vient en «8,; la
trace verticale de la seconde est (¢, ¢',) ; donc les nou-
velles traces du plan sont a.@, et §,¢',y,.

Probléme XXVIEK.

Faire tourner un plan P aulour d'un axe verlical 0Z, de maniére & le rendre
~ perpendiculaire au plan verlical.

91. Aprés la rotation, la trace horizontale =3 vient
en «,83,, perpendiculairement & la ligne de terre, et I’ho-
rizontale (ob, o"t') perce le plan vertical en (o, o).
Par conséquent, 3,0"y, est la nouvelle trace verticale du
plan P.

92. Remarques surles rotations. Si 'axe OZ, au lieu
d’étre vertical, est perpendiculaire au plan vertical, les
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explications précédentes subsisteront, sauf quelques mo-
difications évidentes, Et si cet axe a une position arbi-
traire, on commencera par rendre I'un des plans de pro-
jection perpendiculaire & 0Z (Prob. XXIII), aprés quoi
Pon n’aura plus qu'a faire I'application des derniers pro-
blémes.
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CHAPITRE IV.

DETERMINATION DES DISTANCES.

Probléme XXIEX.

Détorminer la distance de deux points donnés, A, B.

93. Pour avoir la véritable grandeur de la droite AB
projetéesuivant al, a'b’, rabattons, autour de sa trace ho-
rizontale ab, le plan vertical quila contient (Prob. XVIII):
le rabattement de la distance AB sera A,B,.

Cette construction peut étre simplifiée; car si I'on ima-
gine par le point b, projection de B, une paralléle 0C &
BA, terminée 3 la verticale aA, on formera ainsi un trian-
gle rectangle ayant pour base ab, pour hauteur la diffé-
rence des deux verticales aA, bB, et dont I'hypoténuse
est égale et paralléle & AB. I suit de la que si, par le
point a, on méne aC, perpendiculaire & ab et égale & la
différence entre «a’ et B, et qu'ensuite on tire G,b, cette
droite sera égale & AB.

Cette seconde consiruction peut, & son tour, étre nota-
blement simplifiée. En effet, menons b'q’ paralléle a ay;
prenons, sur cette droite, ¢'d', = ab, et tirons a't’,. Cette
derniére droite sera encore égale & AB; car le triangle
a'q't est égal & C,ab.

94. Remarques. 1. Ceite derniére solution revient &
supposer que 1'on fait tourner la droite AB autour del'axe
vertical projeté en a, de maniére & la rendre paralléle au
plan vertical. (Prob. XXVI.)
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I1. Silon raisonne, par rapport au plan vertical, comme
on I'a fait relativement au plan horizontal, on obtiendra
trois autres solutions du probléme. Cela fait donc, en
tout, siz constructions différentes, qui doivent toutes
donner le méme résultat.

Probieme XXX.

Trouver, sur une droite domnée CB, um point B qui soit & une dislance domnéc
d'um point A de celfs droite.

95. Faisons tourner le plan ¢c'd autour de sa trace ho-
rizontale ¢¢’, puis construisons le rabattement <D, de la
droite donnée et le rabattement A, du point donné
(Prob. XVII, XVIII). Prenons mainienant sur ¢D l,ﬁ partir
de A, une distance A B, égale & la longueur donnée : B,
sera le rabattement du point cherché; etc.

96. Remarque. Le probléme admet deux solutions;
car la distance donnée peut étre portée de part ou d’au-
tre du point A,. .

Probléme XXXI.

Gonstruire la distance d’wn point domné & un plan donné.

97. Premiére solution. Cette distance est la perpendi-
culaire abaissée, du point donné A, sur le plan douné «3y.
On en obtient les projections en menant, par les points
a,d, des perpendiculaires ap, a'p’ aux traces du plan (32).
On cherche ensuite les projections p, p' du pied P de la
perpendiculaire OP. Enfin, on trouve facilement (37) la
vraie grandeur a'p’ de cette droite.

98, Seconde solution. Si'on prend, pour plan vertical

Fie. 62,

Fic. 63.
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de projection (Prob. XX), le plan vertical passant par
la perpendiculaire AP, on aura immédiatement, en a',p',,
la distance cherchée. On pourra se servir ensuite de la
projection auxiliaire p', pour déterminer les projections

p, p du point inconnu P. Comme vérification, a'p' doit

étre perpendiculaire & By.

99. Remarque. Le probléme précédent est 'un des
exemples, trés-rares, dans lesquels 'emploi du change-
ment de plans de projection, ou plutot 'emploi des rabat-
tements, simplifie les constructions. La méme remarque
est applicable au probléme suivant.

100. Cas particuliers a examiner. 1° Le plan donné est
paralléle & 'un des plans de projection.

2° Le plan est paralléle & la ligne de terre.

3> Le plan est perpendiculaire & la ligne de terre.

4° Le plan a ses traces en ligne droite.

5° Le plan passe par la ligne de terre et par un point
donné.

Prebléeme XXXII.

Consiruire la plus courle distance d'un point domné A & une dwoile domne BC.

101. Premiére solution. Par le point A, menons un plan
ofy perpendiculaire 4 BC. Construisons les projections
du point P ot la droite perce le plan : la droite AP, évi-
demment perpendiculaire & BC, sera la plus courte dis-
tance cherchée. Pour plus de clarté dans'épure, on n’a
Pas construit le rabattement de cette droite. v

102. Seconde solution. Si T on fait tourner la droite BG
autour d’un axe vertical passant par le point A, de maniére
4 la rendre paralléle au plan vertical, la plus courte dis-
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tance cherchée se projette suivant une perpendiculaire
a'p', 41a nouvelle projection verticale b',¢, (31). Il nereste
donc plus, pour obtenir les projections cherchées ap, a’p',
qu’a faire revenir la figure  sa position primitive.

103. Cas particulier & examiner. 1° La _droite donnée
est parallele & la ligne de terre.

2° La droite est dans un plan perpendiculaire 41a ligne

de terre.
3¢ La droite est perpendiculaire & la hgne de terre.

Probléme XXXIEIL

Construire 1a plus courte distance de deux droites données, mon siluées
dans un méme plan.

104. Premiére solution. On sait que, pour déterminer
la plus courte distance entre deux droites AB, CD, non si-
tuées dans un méme plan, il faut : 1° mener par AB un
plan paralléle & CD; 2° abaisser, d’un point quelconque G
de CD, une perpendiculaire GP sur ce plan; 3° mener, par
le pied P de la perpendiculaire, une parali¢le PQ & CD;
4° par le point Q, ou cette paralléle rencontre AB, mener
une droite QS, paralléle & GP. Cette ligne QS, qui ren-
contre CD en un point S, est la plus courte distance de-
mandée.

Appliquons la méthode des prolectlons 4 la solution
que nous venons de rappeler.

Soient ab, a'd’ et cd, c'd’ les projections des droites
données. Afin de faire passer par AB uu plan paralléle &
.CD, prenons sur AB un point (0, o) quelconque; et, par
ce point, menons (oh, o'h') paralléle a GD. Les traces y, h
de cette paralléle, et les traces a, b’ de la droite AB, dé-

Fie, 67.
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terminent le plan cherché «fy. Nous devons maintenant,
d’un point quelconque de GD, abaisser une perpendiculaire
sur ce plan; mais, afin de rendre les constructions plus
simples, menons cette droite par le point (¢, ¢') ot CD perce
le plan horizontal. Elle a pour projections les droites cp,
¢'p’, respectivement perpendiculaires aux traces of, 8y du
plan auxiliaire ; et elle rencontre ce plan au point P, pro-
jeté en p, p'. Actuellement, faisons passer par ce point, une

- paralléle (pq, p'q’) &la droite CD, et construisons le point

(¢, q'), ou cette parallele rencontre la ligne AB. Enfin,
tirons ¢s paralléle & pe, et ¢'s’ paralléle & p'c’ : les droites
gs, ¢'s' sont les projections de la plus courte distance de-
mandée, laquelle a pour vraie grandeur s'r'.

Quand les constructions ont été faites avec exactitude,
les droites pp’, gq' et ss’ sont perpendiculaires & xy.

105. Remarque. Larecherche de la plus courte distance
entre deux droites AB, CD, ou de la commune perpendi-
culaire & ces lignes, peut étre réduite & ces deux parties
principales : 1° trouver un plan P, paralléle ¢ AB et
a CD; 2° mener une drotte perpendiculaire a P, et qui ren-
contre AB et CD.

Cette remarque peut, ainsi qu'on va le voir, servir a
simplifier 1a construction précédente.

106. Cas particuliers. 1° Les deux droites sont hori-
zontales.

Soient ab, cd les projections horizontales des deux
droites, et soient a't/, ¢'d’ leurs projections verticales,
paralléles & la ligne de terre. Puisque les droites AB, CD
sont paralléles au plan horizontal de projection, leur plus
courte distance sera, d’aprés la remarque précédente, une
droite verticale. Il ne s’agit donc plus que de mener une
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verticale qui rencontre les deux droites données. Les pro-
jections de cette ligne sont le point e, olt se coupent les
projections horizontales des droites données, et la per-
pendiculaire ¢'f' & la ligne de terre. De plus €'f' est la dis-
tance des deux droites.

2° L’une des droites est verticale ; I'autre est quelconque.

La droite AB étant verticale, le plan P sera vertical, et
aura sa trace horizontale paralléle & ¢d. Par suite, la pro-
jection horizontale de la plus courte distance est ap per-
pendiculaire & cd, et sa projection verticale est p'q’ paral-
l1¢le & la ligne de terre. o

3° L’une des droites est quelconque ; I'autre estla ligne
de terre.

On rameéne ce cas particulier & celui qui précéde, en pre-
nant, pour nouveau plan vertical, un plan x,y, perpendicu-
laire & la ligne de terre xy. En effet, sur ce nouveau plan
de projection, la droite (ab, a'b’) est projetée en a',b', , et
la plus courte distance est projetée, en vraie grandeur,
suivant op’,, perpendiculaire & &,}',. Il ne reste plus qu’a
revenir du rabattement aux positions primitives, et I'on
trouve pq, p'q' pour projections de la plus courte distance.

107. Seconde solution. M. Abel Transon a fait remar-
quer (*) que le probléme de la plus courte distance peut
étre ramené & celui-ci: Trouver une droite paralléle a
une droite donnée, qui rencontre deux drotles données
(Prob. XV).

En effet, la commune perpendiculaire EF aux deux
droites données AB, GD, évidemment contenue dans un
plan perpendiculaire & AB et dans un plan perpendicu~

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XI, p. 176.

Fic. 69.

FIG_. 70,
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laire & CD, est parallele & P'intersection GH de deux
plans P, Q, assujettis seulement & la condition d’étre res-
pectivement perpendiculaires & AB et CD.

Par conséquent : menez arbitrairement un plan P, per-
pendiculaire a AB, et un plan Q, perpendiculaire a CD;
construisez Uintersection GH de ces deux plans ; enfin, déter-
minez une droite paralléle 6 GH et rencontrant AB et GD :
cette paralléle sera la plus courte distance cherchée.

Nous engageons le lecteur & construire 1'épure et 3 la
comparer & celles que nous avons expliquées ci-dessus.
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CHAPITRE V.

ANGLES FORMES PAR DES DROITES ET DES PLANS.

Probléeme XXXIV.

Construire 1'angle de deux droites données.

108. Si les droites ne se coupent pas, et que, par un
point O pris & volonté, on y méne des paralléles OA, OB,
'angle AOB formé par ces parallles sera ce qu’on appelle Fie. 71.
I'angle des droites données.

Pour construire ’angle AOB, cherchons la trace hori-
zontale ab du plan AOB: déterminons (Probl. XVI) le ra-
battement O, du point O; joignons 0, aux traces horizon-
tales a, b des droites OA, OB : a0,b sera I'angle cherché.

109. Remarque. Le point p, pied de la hauteur du
triangle aob, est en méme temps le pied de la hauteur
du triangle aOb, situé dans I'espace et rabattu en a0,b
(30). De plus, la droite pO, est cette hauteur pO, ra-
battue autour de po (Probl. XXIX).

110. Cas particulier. L'une des droites est horizontale ;
Pautre est quelconque.

La trace horizontale du plan AOB esi, évidemment, la Fie. 72.
paralléle e & la projection horizontale oa de la premiére
droite. Si I'on rabat ce plan sur le plan horizontal, le
point O viendra se placer en O,, et le rabattement de OA
sera la droite 0,A, paralléle & bc. Donc I'angle demandé
est b0A,." '

111. Cas particuliers a examiner. 1° L'une des deux

I
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droites données est perpendiculaire & 'un des plans de
projection ; I'autre droite est quelconque.

2° La premiére droite est paralléle & la ligne de terre;
la seconde est quelconque.

3° Les deux droites ont méme projection horizontale.

4° Les deux droites données sont dans un méme plan
perpendiculaire & la ligne de terre.

Probleme XXXV.

Construire la hisseclrice de l'angle formé par deux droites 04, 0B.

112. Soit, comme dans le probléme précédent, a0,b
le rabattement de cet angle. Menons la bissectrice 0,d
de a0,b, et supposons que le plan AOB revienne a sa
position primitive. Dans ce mouvement, le point d, trace
horizontale de 0,d, ne change pas de position ; donc od,
o'd’ sont les deux projections demandées.

Probléeme XXXVI.

Construire les angles que fait une dvoile avec les plans de projection.

113. L'inclinaison d'une droite sur un plan est mesurée
par Uangle que fait la droite avec sa projection sur le
plan; par conséquent, le probléme proposé est un cas par-
ticulier du Probléme XXXIV. Par conséquent aussi, on
obtiendra I'angle de la droite AB avec le plan horizontal,
en construisant celui qu’elle fait avec sa projection hori-
zontale ab. A cet effet, on rabat AB en aB,, autour de sa
projection horizontale ab: I'angle cherché est baB',.
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On peut aussi faire tourner la droite AB autour de b,
trace verticale du plan qui la contient, de maniére & le
rabattre sur le plan vertical. On obtlent ainsi, pour
langle cherché, bA,b'.

L'inclinaison de la droite et du plan vertical se con-
struit de méme, soit par un rabattement sur le plan ver-
tical, soit par un rabattement sur le plan horizontal. La
premiére construction donne a'B,b' pour I'angle cherché;
Pautre donne aA,a'.

A14. Cas particuliers a examiner. 1° La droite est pa-,

rallele & I'un des plans de projection.

2° La droite rencontre la ligne de terre.

3° La droite est située dans un plan perpendiculaire &
la ligne de terre.

Probléeme XXXVIE.

Goustruive I'angle formé par les traces d'un plan donné,

115. Cette question est encore un cas particulier du
Probléme XXXIV. Pour la résoudre, on emploie la mé-
thode générale, c’est-a-dire que, faisant tourner le plan
autour de sa trace horizontale «f, on cherche le rabatte-
ment 3B, de la trace verticale : ufB, est 'angle demandé.

116. Remarque. 11 est visible que 8B, =fb'; donc,
pour déterminer le rabattement B, du point (b, ') pris
a volonté sur By, on peut se dispenser de construire le
rabattement auwiliaire aB,.

Fic, 75,
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Probléme XXXVIIE.

Gonsiruire 'angle d'une droile domnée et d'un plan domné.

117. D’aprés la définition rappelée ci-dessus (113), il
faudrait, pour déterminer l'angle cherché, commencer
par projeter la droite sur le plan, aprés quoi I'on con-
struirait I'angle formé par cette projection et la droite
donnée. On simplifie la solution en observant que cet
angle est le complément de celui que forment la droite
et une perpendiculaire au plan. Le probléme qui nous
occupe est donc, comme les précédents, ramené 2 la re-
cherche de I'angle formé par deux droites.

Soient ab, a't’ les projections -de la droite donnée.
D’un point quelconque (o, o) de celte ligne, abaissons
une perpendiculaire oc, o'’ sur le plan (32). Sinous con-
struisons I'angle a0,D, formé par cette perpendiculaire
et par la droite AB, et si nous menons O,E, perpendicu-
laire & 0,D,, D,0,E, sera 'angle demandé.

118. Cas partzculwrs & examiner. 1° La droite est
quelconque; le plan est paralléle 4 la ligne de terre.

2° La droite est quelconque; le plan passe par laligne
de terre et par un point donné.

3° La droite est parallele & la ligne de terre; le plan

donné est quelconque.

Probléme XXXIX.
Construire 1'angle de deux plans domnés.,
119, Soient ayB, Apv les plans donnés. Concevons

qu’en un point quelconque O de leur intersection on méne
un plan P perpendiculaire & cette droite; ce plan coupera
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les plans donnés suivant deux droites partant du point 0,
et faisant entre elles 'angle demandé. Si 'on meéne une
droite quelconque cd perpendiculaire & la projection ho-
rizontale ab de lintersection, on pourra regarder cd
comme étant la trace horizontale du plan P. Par suite,
les intersections de ce plan avec les plans donnés,
c’est-a-dire les cotés de I'angle cherché, sont les deux
droites qui, partant des points ¢, d, vont se couper au
point O. L’angle cherché est donc I'angle au sommet du
triangle ¢Od, dont cd est la base. Il suffit, pour construire
ce triangle, de déterminer sa hauteur et le pied de cette
droite.

Le point O, appartenant & lintersection des plans
donnés, doit se projeter sur la projection horizontale de
cette droite. Donc la hauteur du triangle ¢cOd est projetée
suivant ab, et le point p en est le pied. D’ailleurs, cette
droite est contenue dans le plan P, perpendiculaire &
intersection des plans donnés; d’ot il résulte qu’elle
est perpendiculaire & cette intersection. Pour I'avoir en
vraie grandeur, on rabat le plan abb’ sur le plan horizon-
tal : la perpendiculaire p0O, au rabattement aB, de AB est
la longueur cherchée, qu’il suffit de porter de p en O,.
L’angle des deux plans est donc ¢0,d. .

120. Remarques. 1. La perpendiculaire p0, est plus
petite que I'oblique pa; donc le sommet O, doit toujours
se trouver entre les points a, p.

II. On peut ramener la recherche de 'angle de deux
plans & la recherche de I'angle de deux droites; car, si
d'un point quelconque, pris dans I'angle des plans, on
leur méne des perpendiculaires, I’angle de ces lelteS
sera le supplément de I'angle des plans. '
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III. La construction précédente peut étre expliquée au
moyen des projections auxiliaires (Ch. III). En effet, si
I'on prend abb’ pour plan vertical de projection, et ba
pour nouvelle ligne de terre, B,a sera la nouvelle pro-
jection verticale del'intersection AB; O,p et pc seront les
deux traces du plan P, perpendiculaire & cette droite; en
sorte que les deux cotés de I'angle cherché auront O,
pour trace verticale commune, et ¢, d pour traces hori-
zontales; etc.

121. Cas particuliers a examiner. 1° Les plans donnés
ont leurs traces horizontales paralleles, ou leurs traces
verticales paralléles.

2° Le premier plan est perpendiculaire & la ligne de
terre; le second est quelconque.

3° Le premier plan est paralléle & la ligne de terre;
le second est quelconque. )

4° Les deux plans sont paralléles a la ligne de terre.

5° Les deux plans ont méme trace horizontale.

6° Le premier plan est quelconque; 'autre passe par
la ligne de terre et par un point donné.

7° L'un des plans est paralléle & la ligne de terre;
Vautre passe par la ligne de terre et par un point
donné.

8° Le premier plan a ses deux traces en ligne droite;
Pautre passe par la ligne de terre et par un point donné.

Probléme XL.

Construire le plan bissecteur de V'angle formé par deux plans donnés.

122. Si, aprés avoir construit le rabattement ¢0'd de
I’angle plan correspondant & I'angle diédre formé par les
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plans donnés, on méne (Probl. XXXV) la bissectrice 0,¢
de c0,d,, on a, en e, un point de la trace horizontale du
plan bissecteur. Ge plan ad)' est donc déterminé.

Probleme XIELX.

Construire les angles que forme wn plan avee les plans de projection.

123. Pour construire I'angle du plan «B3y et du plan
horizontal, il suffit, d’aprés le Probléme XXXIX, de me-
ner un plan vertical abb’ ayant sa trace horizontale per-
pendiculaire & of, et de construire l'angle que forme,
avec sa projection horizontale ab, la droite qui joint dans
I'espace les points a et b'.

Nous retombons donc sur le Probléme XXXVIII, et
nous trouvons baB, pour l'angle cherché.

Pour construire I'angle formé par le plan donné avec
le plan vertical, on procéderait de la méme maniére.

124. Cas particuliers a examiner. 1° Le plan est pa-
ralléle & la ligne de terre.

2° Le plan a ses deux traces en ligne droite.

Fic. 79.
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CHAPITRE VI.

RESOLUTION DE L’ANGLE TRIEDRE.—REDUCTION A L'HORIZON.
— SPHERE INSCRITE. — SPHERE CIRCONSCRITE,

125. Les éléments d’un angle triédre quelconque sont
les trois faces et lestrois angles diédres. Si I'on se donne
trois de ces siz éléments, on peut se proposer de trouver
les trois autres: c’est la ce qu'on appelle résoudre un
angle triédre.

126. Le probléme comporte six cas distincts. En ef-
fet, représentons par A, B, C les trois angles diédres du
triedre, par a, b, ¢ les faces opposées & ces angles, et
nous aurons six maniéres, essenticllement différentes, de
choisir les données, savoir :

1 a, b, c; 4 A, B, G
2° b, ¢, A; 5y B, C, a;
3 b, ¢, B; 6 A, B, c.

Par la considération de 'angle triédre supplémen-
taire, les trois derniers cas peuvent étre ramenés aux
trois premiers. Gar si I'on donne, par exemple, les trois
angles diédres A, B, G; comme les suppléments de ces
angles sont égaux aux faces du triédre supplémentaire, il
ne s’agira plus que de construire un angle triédre, con-
naissant ses trois faces,

Nous pouvons donc supposer que les données sont : les
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trois faces, ou deux faces et I'angle diddre compris, ou
deux faces et I'angle diédre opposé & I'une d’elles.

Probléme XLIX.

Gonuaissant les trois faces d'un angle tribdvs, Irouver les f{rols angles diidres. .

127. Supposons qu'on ouvre I'angle tri¢dre SABGC sui-
vant I'aréte SC, et qu’on fasse tourner les plans GSA, CSB
autour des arétes SA, SB, pour les rabattre sur le plan de
la face ASB, supposé horizontal. On obtiendra ainsi les
angles ASG,, BSG,, respectivement égaux a b, a.

Si I'on prend sur les droites SC,, SC, deux points quel-
conques M,, M,, également éloignés du sommet S, on
pourra regarder ces deux points comme les rabattements,
sur le plan horizontal, d’un méme point M de I'aréte SC.
Gonséquemment (74), ce point M a pour projection ho-
rizontale le point de concours,m des droites M,g, M,k, per-
pendiculaires & SA, SB; et la droite Sm est la projection
horizontale de I'aréte SC.

Joignant le point M, projeté en m, aux points m, g, h,
on forme deux triangles rectangles, dans lesquels les
angles Mmg, Mmh' mesurent les angles diedres inconnus
A el B, et dont les hypoténuses Mg, Mh sont, respective-
ment, égales & M, g, M,h.

Les rabattements m ,mg, m ,mh de ces triangles font
donc connaitre les angles diédres A et B.

Quant au troisiéme angle diédre G, qui a pour aréte SG,
on I'obtient en menant, par le point M, un plan perpen-
diculaire & cette aréte, et en construisant (119) le rabat-
tement cu triangle qu’il détermine par son intersection
avec le plan horizontal et les plans SCA, SCB.

Fic. 80.
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Ces derniéres droites, évidemment perpendiculaires a
SC, se rabattent, autour de SA et de SB, suivant M e per-
pendiculaire & SC,, et suivant M,f perpendiculaire & SC,.
La base du triangle cherché est donc ef.

11 ne reste plus qu’a rabattre en eM,f ce triangle. Par
conséquent, I'angle eM,f est égal & I'angle diedre G.

128. Remarque. La construction précédente comporte
plusieurs vérifications,

1° Les droites mm,, mm, doivent étre égales, car cha-
cune d’elles représente la vraie grandeur de la verticale
mM.

2° L’aréte SG, perpendiculaire au plan eMf, doit avoir
sa projection horizontale Sm perpendiculaire & la trace
horizontale ef de ce plan.

3" Le point M,, rabattement du sommet M, doit se trou-
ver sur la droite Sm. )

129. Discussion. On peut toujours supposer que ASB
est la plus grande des trois faces données. Alors, pour que
le triédre soit possible, les circonférences décrites autour
des droites SB, SA, par les points M,, M,, doivent se ren-
contrer. La premiére circonférence est projetée tout en-
tiére sur son diameétre M,gn, corde de I'arc M, in. De méme,
la seconde circonférence est projetée suivant la corde M,p
de I'arc M kp. Ces deux circonférences se couperont dans
le cas seulement ot les cordes M, gn, M,p se coupent. Ceci
exige que la somme des arcs in, kp surpasse I'arc ki, ou
que la plus grande face soit moindre que la somme des deux
autres. On retombe donc sur la condition connue.
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Probléme XLITE.

Connaissan deux faces d'un amgle fribdre, et I'angle diedre compris,
trouver la iroisieme faco et les deux autres angles di'edrgs.

130. Soient ASB = ¢, ASG = b les faces dennées, et soit
A Tangle diédre donné, compris entre ces faces.

Prenons, comme dans le probléme précédent, le plan
de la face ASB pour plan horizontal, et soit ASC, le rabat-
tement de la face ASG : le rabattement BSC, de la troi-
sitme face serait connu, si nous connaissions le rabatte-
ment M, d'un point M de I'aréte SG (Probl. XLII). Ce
point M, se trouve sur la circonférence M, M, et sur la per-
pendiculaire mM, & SB, menée par la projection horizon-
tale m du point M. Or, pour déterminer m, il suffit, d’aprés
le probléme précédent, de construire le triangle rectangle
m,mg, au moyen de I'hypoténuse gm, = gM, et de I'angle
mgm, = A.

Les trois faces étant connues, on trouvera les deux an-
gles diédres B, G par le probléme précédent.

Probie¢me XLIV,

Connaissant deux faces d'un angle tribdre, et D'angle diédre opposé & l'une d'elles,
trouver la troisiéme face ei les dvux aufres angles diédres.

131. Soient BSA = ¢, C,SA = b les faces données, et
soit B I'angle diédre donné, opposé & la face b. Prenons
encore pour plan horizontal le plan de la face BSA; et,
par un point g, pris & volonté sur 'aréte SA, menons un
plan perpendiculaire & cette droite. Ge plan, dont la trace
horizontale gp est perpendiculaire & SA, rencontre I'a-
réte SCen un point M; la section que fait ce plan dans

Fic. 81.

Fic. 82.
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Fangle di¢dre est donc un triangle pMg qu'il s'agit de
construire.

En premier lieu, et d’aprés les deux problémes précé-
dents, le rabattement m, du sommet M, effectué autour de
gp, doit se trouver sur la circonférence décrite du point
g comme centre, avec M,g pour rayon.

D’un autre c6té, le point M est sur la section faite, dans
la face inconnue BSC, par le plan vertical gp. Le point p
appartient au rabattement de cette section, et il est trés-
facile d’avoir un second point de ce rabattement.

En effet, si par le point g nous imaginons un plan gq
perpendiculaire & SB, ce plan coupera les deux faces
BSA, BSC suivant deux droites gg, O faisant entre elles
un angle égal & T'angle diédre B, et il coupera le plan
vertical mgp suivant une droite gO projetée en g. Si donc,
apres avoir [ait I'angle gq0, égal & I'angle diédre B, nous
menons g0, perpendiculaire & qg et égale & ¢0,, le point
0, sera le rabattement du point O, et p0, sera le rabat-
tement de I'intersection de la face BSC avec le plan ver-
tical Mgp (*).

Le rabattement m, de M étant trouvé, I'épure s’achéve
sans difficulté.

132. Discussion. Quand la droite p0, rencontre la demi-
circonférence M,g en deux points m,, m',, comme cela a
lieu sur la figure, le probléme a, en général, deux solu-
tions. La troisi¢me face de I'angle triéde déterminé par
le point m, est C,SB; celle qui correspond au point m’,
est G',SB.

(*) La derniére construction résout ce probléme : Trowver la trace ver-
ticale pO, d’un plan, connaissant sa trace horizontale Sp, et I'angle B
qu'il forme avec le plan horizontal.
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Le probléme n’a cependant deux solutions que si les
points m, m', sont tous deux & la droite de I'aréte SB :
si le point m/, est & gauche de SB, c'est-d-dire au-
dessous de pg, il ne donne pas de solution, parce qu’alors
Tangle di¢dre suivant SB, au lieu d’étre égal 4 B, en est le
supplément. Quand la demi-circonférence M, g est tangente
3 la droite p0,, les deux solutions se réduisent & une
seule. Enfin, lorsque ces lignes ne se rencontrent pas, le
probléme est impossible.

Probléme XLV,
Réduire & I'horizon I'angle de deux droites.

133. Supposons que I'on connaisse I'angle AOB formé
par deux droites OA, OB, et que I'on connaisse aussi les
inclinaisons de ces droites sur la verticale OC pas-
sant par leur point de concours O. Si l'on projette
0A, OB sur un plan horizontal quelconque, ’angle A'O'B’,
formé par les projections, est ce qu'on appelle 'angle
AOB, réduit ¢ Uhorizon. Il est clair que I'angle A'O'B
mesure linclinaison des plans verticaux GOA, COB;
ainsi la réduction & I'horizon n’est qu’un cas parti-
culier de la résolution d'un angle triédre. Cependant, &
cause de la disposition particuliére -des données, on le
résout directement comme il suit.

Prenons, pour plan vertical de projection, le plan de la
face AOC; et supposons que la face BOC ait tourné autour
de la verticale OCG jusqu'a ce qu’elle soit venue se ra-
battre sur le plan vertical. Soient alors o, o' les deux pro-
jections du sommet de I'angle triédre, ¢'o'a la face GOA,
c'o'b’ le rabattement de 1'autre face, ao'd"” un angle égal &
T'angle AOB des deux droites.

Fic, 83.

Fic. 84.
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D'apres ces données, le coté AO de I'angle AOB a pour
projection horizontale la partie oa de xy; par conséquent,
il ne s’agit plus que de trouver la projection horizontale
du second coté OB, ou seulement sa trace horizontale b.

Pour déterminer ce point b, considérons le triangle
a0b, ayant pour sommets le point O et les traces hori-
zontales a, b des cOtés OA, OB. Nous connaissons, dans
ce triangle, le coté Oa=o'a, 'angle AOB = a0'd", et le
c6té 0b = 0'b'; nous pouvons donc construire le rabatte-
ment ao'd” de a0b. Par suite, la trace horizontale b sera
intersection de la circonférence décrite du point a
comme centre, avec ab” pour rayon, et de la circonférence

.décrite du point o comme centre, avec b pour rayon.

L’angle cherché est donc aob.
134. Cas particulier & examiner. L'une des droites
données est horizontale.

Probleme XLVI.

Girconserire une spheére 2 une pyramide triangulaire.

135. Le centre de la sphére doit étre également distant
des quatre sommets de la pyramide ; conséquemment, ce
centre est le point d’'intersection des trois plans élevés
perpendiculairement sur les milieux des trois arétes (*).
On doit, bien entendu, choisir trois arétes non situées
dans une méme face de la pyramide, sans quoi les trois
plans se couperaient suivant une méme droite.

Afin de simplifier les constructions, on prend pour plan
horizontal de projection le plan ABG d’une des faces, et
pour plan vertical de projection un plan parallele & I'a-

(*) Eléments de géométrie (2° édition, p. 288).



DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE, 63

réte SA. Alors, cette aréte a pour projection horizontale
une droite sa paralléle & @y, et les projections verticales
des sommets A, B, C sont les points a', ', ¢ de la ligne
de terre; de sorte que sil'on joint les projections s et s’
du sommet S, respectivement aux projections a, b, ¢ et
a, b, ¢ des sommets de la base, on obtiendra les pro-
jections des arétes qui partent du sommet S. Cela posé,
par les milieux M, N des arétes AB, AG, menons des
plans perpendiculaires & ces droites : ces plans sont ver-
ticaux, et leur intersection est une verticale ayant pour
trace le point o de rencontre. des perpendiculaires mo, no.
On sait que cette droite est le lieu géométrique de tous
les points & égale distance des sommets A, B, G; donc
elle passe par le centre de la sphére demandée ; par suite,
ce centre a pour projection horizontale le point o, et il a
sa projection verticale située sur o'o”, perpendiculaire &
la ligne de terre.

Pour déterminer cette projection verticale, on observe
que le plan mené par le milieu de SA, perpendiculaire-
ment & cette aréte, contient le centre. D’ailleurs, ce plan
est perpendiculaire au plan vertical de projection ; donc,
sa trace verticale p'o’, perpendiculaire au milieu p' de s'a’,
passe par la projection verticale o' du centre, etc. Les
droites oa, o'a’ sont les projections d’un rayon, dont on
construira aisément la vraie grandeur o'r’.

136. Remarque. Les projections de tous les points si-
tués & U'intérieur de la sphére circonscrite sont comprises
dans les cercles décrits des points o et o' comme centres
avec le rayon o'r’; par conséquent, ces cercles peuvent étre
regardés comme les projections des contours apparents
de la sphére, relatifs & chacun des plans de projection.
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Prebléeme XLVEL

Inserire unme sphere & unme pyramide triangulaire.

137. Le centre de la sphére inscrite est le point égale-
ment distant des quatre faces de la pyramide; par con-
séquent, ce centre est & l'intersection des plans qui
divisent en deux parties égales chacun des six angles
diédres. Pour le déterminer, il faut construire trois de
ces six plans bissecteurs, pourvu toutefois qu’ils ne pas-
sent pas par le méme sommet de la pyramide (car, dans
ce cas, ils se couperaient suivant une droite), et cher-
cher leur point d’intersection,

Afin de simplifier les constructions, on prend, comme
dans le probléme précédent, la base ABGC de la pyra-
mide pour plan horizontal de projection.

Si I'on considére les trois plans bissecteurs des angles
diédres ayant pour arétes les cOtés de cette base, on
reconnait que ces plans forment, par leurs intersections,
un tétraédre OABG, ayant méme base que la pyramide
donnée, et dont le sommet O, intérieur & la pyramide,
est le centre de la sphére demandée. 11 suit de 1a que la
section de ce tétraédre par un plan horizontal quelconque
x,y, est un triangle ayant ses cdtés respectivement paral-
Ieles & ceux de la base ABC; donc les projections hori-
zontales de ces cOtés sont des paralléles a,b,, b,c,, c,a,
A ab, be, ca. Si ces projections étaient connues, le pro-
bléme serait résolu. En effet, les prolongements des
droites aa, , bb, , cc, étant les projections horizontales des
arétes OA, OB, OC de la pyramide OABG, doivent se cou-
per en un point a, projection horizontale du centre O de
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la sphére inscrite ; et les projections verticales coriespon-
dantesa'a’,, V' b’ , ¢'¢/, doivent pareillement concourir en
un point o', projection verticale de ce centre.

Il suffit donc, pour résoudre la question, de con-
struire la projection horizontale a,b,c, de la section faite
dans la pyramide OABG par le plan horizontal z,y,.

Pour déterminer le c6té b,¢,, on fait tourner le plan SBG
autour de la verticale passant en s, de maniére 4 le rendre
paralléle au plan-vertical (9o). On obtient ainsi, en s'p’, x,
Finclinaison de la face SBG sur le plan horizontal. Me-
nant la bissectrice p',m’, de cet angle s'p’,, et faisant re-
venir le point (m,, m',) A sa position primitive, on a, en
m, un point de la droite b,¢,. La méme construction, ap-
pliquée aux plans SAB, SAC, donne les deux derniers cotés
du triangle a,b,c,. Ge triangle étant construit, on obtient,
comme nous I'avons expliqué, les projections o, o' du
centre O de la sphére inscrite.

La spheére est tangente au plan horizontal ; donc son
rayon est égal 4 o'w, élévaiion du centre au-dessus de ce
plan.

Probléme XLVIIL,

Construire une sphere langente aux quatre faces d'un tébraddre.

138. Ce probléme est la généralisation du précédent.
Si I'on suppose, en effet, que les quatre plans qui com-
posent les faces d’'un tétratdre soient indéfiniment
prelongés, on peut se proposer de chercher toutes les
spheéres qui touchent & la fois ces quatre plans.

Afin de déterminer, en premier lieu, quel peut étre le
nombre de ces sphéres, observons que le plan de la base
ABC du tétraddre, prolongé indéfiniment, forme avec les

5
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trois autres faces, six angles diédres, dont trois sont inté-
rieurs, et dont les trois autres sont extérieurs.

Pour qu'un point soit également distant des quatre
faces du tétraédre, il doit étre situé sur trois des plans
bissecteurs de ces six angles diédres. Si donc P, Q, R
sont les plans bissecteurs des angles intérieurs, et que
P, Q, R soient les plans bissecteurs des angles exté-
rieurs, il y aura autant de sphéres satisfaisant & la ques-
tion, que de points déterminés par les combinaisons sui~-
vantes des plans bissecteurs :

P, Q, R; P, Q, R'; P, Q, R; P, Q, R.

QR P; QR,P;
R, P, Q; R, P, Q.

Le nombre de ces points, et par conséquent le nombre
des sphéres cherchées, est donc au plus égal a huit.

139. La sphére déterminée par les plans P, Q, R, c’est-
a-dire la sphére inscrite au tétraédre, existe toujours.

11 en est de méme pour les quatre spheres déterminées
par les plans

P, Q, R}

Q, R, Pj

R, P, Q3

P, Q, R}
que I'on appelle sphéres ex-inscrites, et qui sont telles,
que chacune touche une des faces du tétraédre et les
prolongements des trois autres faces.

Soient, par exemple, les plans bissecteurs P', Q,
R'. 11 est évident que chacun de ces plans fait, avec
le prolongement de la face ABG, un angle diédre aigu ;
conséquemment, ces trois plans ne peuvent se couper
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deux & deux suivant des droites paralléles, de maniére &
former les faces d’un prisme triangulaire; donc ils se
coupent en un seul point, centre de la sphére ex-inscrite
suivant la face ABC. La méme démonstration s'applique-
rait aux sphéres ex-inscrites suivant les. trois autres
faces, et il est facile de reconnaitre que leurs centres se-
raient donnés par les combinaisons

P, Q, R}
Q, R, P
R, P, Q5

des six plans bissecteurs.

140. Considérons maintenant le tétraédre ABGCD, et ‘

supposons ses différentes faces prolongées ainsi que I'in-
dique la figure : nous obtiendrons ainsi deux espaces
indéfinis BCEFGH, ADIKLM, terminés chacun par quatre
plans et s’appuyant sur les deux arétes opposées BC,
AD. Ces espaces, dont la forme est assez bien indiquée
par celle d'un comble & quatre pentes, ont été désignés
sous les noms d’angles prismatiques et de bi-angles. On

concoit que, dans certains cas, une sphére puisse étre

inscrite & un angle prismatique. Il semblerait donc, d’a-
prés cela, que les sphéres inscrites aux siz angles pris-
matiques obtenus en considérant ces trois couples d’'a-
rétes opposées, peuvent étre au nombre de six : mais il
est aisé de démontrer que, si I'on peut inscrire une sphére
a l'angle prismatique BCEFGH, il n’est pas possible d’en
inscrire une & I’angle prismatique opposé, et récipro-
quement.

En effet, quelle que soit la position de la sphére cher-
chée, son centre doit se trouver sur les plans bissecteurs
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des angles diédres intérieurs dont les arétes sont AD, BC.
Le premier plan bissecteur rencontre I'aréte BGC en un
point U situé entre B et C. De méme, le second plan bis-
secteur rencontre AD en un point V, situé entre A et D.
Le centre cherché doit donc se trouver sur la droite UV,
intersection des deux plans bissecteurs. Ce centre doit
aussi se trouver sur le plan R, bissecteur de 'angle
diedre extérieur ayant pour aréte AB; dailleurs une
droite ne peut rencontrer un plan qu'en un seul point ;
donc, etc.

On peut observer encore que le plan R’ est extérieur
au tétraédre, dans lequel est située la droite UV ; donc le
centre de la sphére dont il s’agit sera sur le prolongement
de UV, soit en O', dans I'angle prismatique BCEFGH, soit
en 0", dans I'angle prismatique ADIKLM.

S'il arrive que le plan R’ soit parallele & la droite UV,
le centre de la sphére est transporté a l'infini, ou plutot
cette sphére n’existe pas.

Au lieu de déterminer le centre O’ ou le centre 0" par
I'intersection du plan P passant suivant BC, du plan R
passant suivant AB et du plan bissecteur ADU, on pour-
rait I'obtenir au moyen de la combinaison des plans P, R’
et Q'; en supposant que Q soit le plan bissecteur de
T'angle diédre extérieur dont I'aréte est AC. Nous retom-
bons ainsi sur la combinaison P, R, Q', indiquée plus
haut.

Nous voyons donc que les sphéres déterminées par les

combinaisons
P: R/: Q,;
Q, P, R;
R, Q, P';
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peuvent, en tout ou en partie, ne pas exister; c’est-a-dire
que le nombre des solutions du probléme peut étre réduit
a cing. Mais peut-il s’élever & huit, & sept ou méme a siz?
C’est ce qu’il convient d’examiner; car, dans les déve-
loppements précédents, rien ne prouve qu’en général la
droite UV rencontrera le plan R', ou, ce qui est la méme
chose, que les plans P, R', Q' se couperont en un point
unique. -

141. Afin d’éclaircir cette partie de la question, nous

commencerons par démontrer la proposition suivante : -

THEOREME I. — Dans tout tétraédre, le plan bissecteur
de chaque angle diédre partage aréte opposée en deux
segments proporiionnels aux aires des faces adjacentes.

Considérons, par exemple, le plan AUD, qui divise en
deux parties égales I'angle diédre intérieur ayant pour
aréte AD. 1l s'agit de démontrer que

BU C

¢0 ~ B’
en représentant I'aire d’une face par la lettre qui indique
le sommet opposé & cette face.

Projetons la figure sur un plan quelconque perpendi-
culaire & AD. Gette droite aura pour projection un pointI;
et les plans ABD, AUD, ACD, étant perpendiculaires au
plan de projection, auront pour traces des droites IB', 1U’,
IC' telles, que IU' sera la bissectrice de Uangle formé par
IB' et 1C'. Enfin la droite BUC se projettera suivant une
droite BU'C.

Cela posé, unthéoréme de Géométrie élémentaire donne

BU _ BI
CU — CT

Fic. 88.
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Mais il est claif que B'D’, G'U’ sont des droites propor-

~ tionnelles & BU, GU, et que B'I, C'I sont égales, respecti-

vement, aux perpendiculaires abaissées des points B, G
sur la base AD des triangles ABD, ACD. La proportion pré-
cédente revient donc & celle qu’il s’agissait de démontrer.

142. Supposons qu’apres avoir mené la droite UV, dé-
terminée par les proportions

BU ¢ AV_ D

CU_B’ DV A’
on méne, semblablement, la droite ST satisfaisant aux
conditions

AS B DT _ G

SB~ A’ CT D
D’aprés ce qui précéde, chacune des droites doit contenir
le centre de la sphére inscrite au tétraédre; donc, comme
ce centre existe, les deux droites se coupent. De 13, ce
théoréme :

TuxorkME II. Les droites qui partagent les arétes oppo-
sées d’un télraédre, chacune en deux segments additifs
proportionnels aux faces adjacentes d ses deux extrémités,
se coupent toutes les trois en un méme point, centre de la
sphére inscrite au télraédre.

143. Du reste, on peut démontrer directement que les
droites UV, ST se coupent, en observant que les propor-
tions précédentes donnent

AS.DT.CU.BS = AS.BU.CT.DV.

144. Aulieu de partager les arétes en segments additifs,
supposons qu’on les partage en segments soustractifs, de
maniére & satisfaire aux proportions
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AX _ G DY _B DI_C A8 _B
CX A’ BY D Cr D BS A
CGomme ces proportions donnent
AS'BY.CX'.DT'.= AX'.BS'.CT.DY,

on conclut encore que les droites S'T', X'Y'‘sont dans un
méme plan. Donc, en général, elles se couperont en un
méme point O', situé aussi sur la droite VU. Ge point
sera le centre de I'une des sphéres situées dans les angles
prismatiques.

145. Pour que cette sphére n’existe pas, il faut que les
droites UV, X'Y', foujours situées dans un méme plan,
soient paralléles entre elles. Cherchons dans quel cas
aura lieu ce parallélisme.

Les proportions

AX' G CT_D DV_ A
CX A’DT G AV D
donnent
AX'.CT.DV=CX'.DT.AV;

ainsi, les points X', T, V sont en ligne droite, et AVX'
est un triangle. A cause de la transversale DTG, nous
aurons donc

AC.TX'.DV=AD.VT.CX'.

De méme, UTY' est une droite; et le triangle BUY', coupé
par la transversale DTG, donne

BC.UT.DY'=BD.TY'.CU.

Maintenant, les deux droites VU, X'V’ étant supposées
paralléles, on a

VI TX

UT  TY"
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Si 'on multiplie membre & membre les deux premiéres
égalités, et qu'on ait égard & la derniére, on obtient

AC.BC.DV.DY'=AD.BD.CU.CX’,
ou . .
AG DC__ AD BD
CX CU™ DV DY’
Mais, ainsi qu’il est aisé de le reconnaitre,
GA_C—A BC_B+4C AD_A4D BD D—B
CX~ A ’CU B ’DV A 'DY B’

donce

(C—A) (B+C)=(A4-D) (D—B),
ou
C—A_ A4D C4D
D—B~ B4+C™ C+D

Cette proportion exige que A+D =B+ C.

Ainsi, pour que la sphére O’ disparaisse, il faut et il
suffit que la somme des faces qui ont AD pour aréte com-
mune soit équivalente a la-somme des deux autres faces.

146. Nous avons supposé, dans tout ce qui précéde,
que l'onn’apas, & la fois, C=A, D =B. Si ces deux con-
ditions étaient vérifiées, les points X', Y' seraient trans-
portés & l'infini, aussi bien que la sphére 0'. En méme
temps, comme les sommes A + B, G --D seraient égales,
la sphére inscrite' & I'un des angles prismatiques ayant
pour aréte AD ou CD, aurait un rayon infini; c’est-a-dire
que le nombre des sphéres tangentes aux quatre plans
serait réduit & six.

147. En résumé :

1° Quand la somme des aires de deux des faces du té-
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traédre est égale dla somme des aires des deux autres faces,
les sphéres de la troisiéme espéce se réduisent  deux;

2° Si les faces du trétraédre sont équivalentes deux
deux, iln'y a plus qu'une sphére de la troisiéme espéce ;

3° Enfin, si les quatre faces du trétraédre sont équiva-
lentes entre elles, les sphéres inscrites aux angles prisma-
tiques se transportent toutes les trois a Uinfini.

On vérifie ces conclusions en cherchantles relations qui
existent entre les rayons des trois sphéres, les aires des
faces et le volume V du trétragdre : ces relations sont

iV:éR1 (A-+B—C—D);
iV:%R2 (A4C—B—D);

iV=§R3 (A+D—B—C) (.

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, t. VI, p. 253.
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GHAPITRE VIL

EXERCICES.

Probieme XLIX.

Mener un plan parallele & un plan domné, ef qui en soit distant
d'une lomgueur donnée.

148. Sil’on prend, pour nouveau plan vertical de pro-
jection, un plan x,y, perpendiculaire au plan donné ofy
et au plan cherché «@y', la distance entre les traces
verticales auxiliaires B,v,, /7', sera égale & la distance
donnée. De cette remarque résulte la construction indi-
quée sur la figure go.

11 est clair que le probléme admet une seconde solution.

Probléme L.

Par un poict domné A, mener ume droife qui fasse, avec la ligne de ferre,
un angle domné.

149. Supposons le probléme résolu, et faisons tourner
autour de la ligne de terre la droite cherchée AB, jusqu’a
ce qu’elle se rabatte sur le plan horizontal. Dans ce mou-
vement, le point B, ol cette droite rencontre xy, ne
varie pas. Si donc, par le rabattement A, du point A,
nous menons une droite A, qui coupe xy sous I'angle
donné, nous obtiendrons le point inconnu b.
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Probléme LI

Par un point douné 0, mener ume droile qui coupe, sous un angle domné,
une dwite donnée AB.

150. Ce probleme est la généralisation du précé-
dent. Pour le résoudre, on fait passer un plan par le
point O et par la droite AB; on rabat ce plan sur I'un des
plans de projection; par le rabattement du point O on
méne une droite qui coupe, sous I'angle donné, le rabat-
tement de AB : la droite ainsi tracée est le rabattement
de celle que I'on cherche. I ne reste plus qu'a revenir
du rabattement aux projections.

Le probléme admet évidemment deux solutions.

Probléme LK.

Connaissant la projection verticale d’une dvoite, un de ses points et l'angle
qu’elle fait avec le plan horizontal, eonsbruire la projection horizontale.

151. Soit a't’ la projection verticale de la droite, et
soient o, o' les projections de l'un de ses points. I est
clair que la droite sera déterminée quand on connaitra sa
trace horizontale a.

Or, sila droite inconnue tourne autour de la verticale
passant par le point O, de maniére & devenir paralléle au
plan vertical, 'angle § qu’elle forme avec le plan hori-
zontal se projette en vraie grandeur. Donc, pour déter-
miner cette seconde position -de la droite, on méne o'a’,
coupant la ligne de terre sous I'angle 9, etc.

152. Remarque. Le probléme admet généralement
deux solutions; il peut n’en admettre qu'une; il peut
étre impossible,

Fic. 93.

Fiec. 94.
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Prohléme LINE.

Par un point domné, mener une droite qui fasse, avee un plan donné, un angle domné,
et qui rencontre une droite domnée.

153. Par le point donné O et la droite donnée AB,
faisons passer un plan; soit CD I'intersection de ce plan
avec le plan donné P. En second lieu, abaissons du point
0 une perpendiculaire au plan P, et soit I lepied de cette
droite. Enfin, supposons que la droite cherchéerencontre
CD en un point M. Dans le triangle OIM, rectangle en 1,
Pangle OMI égale angle donné 8, et le coté OI, dis-
tance d’'un point donné @ un plan donné, peut étre facile-
ment déterminé. Nous pouvons donc construire un trian-
gle O',I' M/, égal & OIM, et trouver la grandeur du co6té
égal & IM. 1l suffira ensuite, pour obtenir le point M, de
chercher I'intersection de la droite CD avec une circonfé-
rence de rayon IM, décrite du point I comme centre. G’est
ce qui se fait aisément au moyen d'un rabattement.

Probléme LIV.

Par un point douné, mener une droite qui fasse, avec les plans de projection,
des angles donnés.

154. 1° Supposons que le point donné (a, a’) appar-
tienne au plan vertical, et qu’onveuille mener, de ce point,
une droite AB qui fasse un angle « avec le plan horizon-
tal et un angle  avec le plan vertical. Cette droite, sa
projection horizontale et la verticale aa’ forment un
triangle rectangle dans lequel on connait le c6té aa’ et
Pangle opposé «. Pour rabattre ce triangle en vraie gran-
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deur sur le plan vertical, il suffit de faire I'angle aa'd,
égal au complément de o.: a'b, sera le rabattement de AB.

Cette méme droite AB forme, avec sa projection verti-
cale et avec bb/, un autre triangle rectangle dans lequel
Pangle aigu adjacent au somwet a' est égal a 8. En décri-
vant, sur ba' comme diamétre, une demi-circonférence,
et construisant l'angle b,a'c égal & (3, on obtient le
triangle rectangle b, ca’ égal au triangle dont il vient d’étre
question. Il ne s’agit donc plus que de tracer les projec-
tions a'd’ et ab égales, respectivement, & a'c et ab, ; ce
qui ne présente aucune difficulté.

2° Sile point donné, au lieu d’étre situé sur le plan
vertical, avait une position quelconque (p, p), il suffirait,
pour résoudre la question, de mener les droites pg, p'q’
respectivement paralléles & ab, a''.

Probléme LV,

Connaissant les projections horizonlales, les traces hovizontales ef l'angle de deux droilgs
’ situées dans un méme plan, trouver les projections verlicales de ces droites.

155. Si le plan des deux droites tourne autour de sa
trace horizontale bd, le triangle 0bd, projeté horizontale-
ment suivant obd, se rabat suivant un triangle égal 0,bd,
dont il s’agit de déterminer le sommet O,. Or, ce sommet
est l'intersection de op perpendiculaire & bd (10g), et
de I'arc b0,d capable de I'angle donné. Connaissant le
rabattement O, et la projection horizontale du point O,
on obtient aisément la projection verticale o' de ce point.

Fie, 97,
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Probléme LVI.

Par une droite donnée, faive passer un plan qui fasse, avee le plan horizontal,
on angle domné.

156. En premier lieu, les traces du plan cherché doi-
vent passer par les traces a, b' de la droite donnée. D’un
autre coté, si 'on imagine la perpendiculaire bp 4 la trace
horizontale inconnue of, I'angle p du triangle rectangle
déterminé par bp et par bb' est égal 4 I'angle donné § (123).
On peut rabattre ce triangle sur le plan vertical, en &'dq;
et I'on détermine ainsi la distance du point b & la trace
horizontale inconnue «3. On obtiendra donc cette trace
horizontale en décrivant, du point b comme centre, avec
bg pour rayon, un arc de cercle, et en menant & cet arc,
par le point @, une tangente ap.

157. Discussion. Lorsque la trace horizontale ¢ de la
droite donnée est située hor\s de la circonférence décrite
du point b comme centre, avec bg pour rayon, il y a deux
plans, ofy et «'By', qui répondent & la question. Quand
le point a est situé sur la circonférence, il n’y a qu'une
solution. Enfin le probléme est impossible lorsque le point
a est intérieur & la circonférence.

Probl¢m:e LVIN.

Par un point donné, faive passer un plan qui fasse, avee les deux plans de projection,
des angles donnés,

158. Supposons d’abord que le point donné (o, 0') ap-
partienne au plan horizontal ; et soit «fy le plan cherché,
qui doit faire, avec les plans de projection, les angles
donnés «, B.
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Du point o, menons une droite oa faisant, avec la ligne
de terre, un angle égal & B : le triangle oao’ pourra étre
considéré comme étant le rabattement de la section faite,
dans le plan cherché, par un plan 00'd perpendiculaire
4 la trace verticale inconnue fy. Conséquemment, cette
trace verticale sera tangente a la circonférence décrite du
point o’ comme centre, avec o'a pour rayon.

D’un autre c6té, si nous imaginons, par le point o',
une verticale o'c et une perpendiculaire au plan cherché,
I'angle de ces deux droites sera égal & o. Or, la perpen-
diculaire dont il s’agit est située dans le plan 00'd; donc
son rabattement autour de oo’ est o'm perpendiculaire &
oa. 11 suit de 14 que si I'on construit 'angle mo'n =«, on
aura o'n =o'c. Le point ¢ est donc déterminé, etc.

Si le point donné, au lieu d’étre situé sur le plan hori-
zontal, occupe dans I'espace une position quelconque
(p, p), il suffit, pour résoudre la question, de mener par
(p, p') un plan /'y’ paralléle & of3y.

Probléme LVIEN.

Par up point douné, faire passer un plan qui soit perpendiculaire & un plan donné,
et qui fasse, avec le plan horizontal, un angle donné.

159. Du point donné, on abaisse une perpendiculaire
sur le plan donné, puis I'on fait passer, par cette perpen-
diculaire, un’plan faisant, avec le plan horizontal de pro-
jection, I'angle donné § (Probl. LVI). Il est clair que ce
plan satisfait & la question.
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Probléeme LIX.

tant donnée 1a projection horizontale d'une draite perpendiculaive en un point donné
4 une droite donnée, Lrouver 1a projection verticale,

160. Supposons que AB soit une droite donnée, que
I'on connaisse la projection horizontale d'une droite AP
perpendiculaire & AB au point donné A, et qu’on demande
la projection verticale de AP. Pour résoudre ce probléme,
on méne, par le point A, un plan perpendiculaire & la
droite donnée AB : ce plan contiendra nécessairement la
droite cherchée AP. Par conséquent, on est conduit &
chercher la projection verticale d’une droite située dans
un plan donné, connaissant la projection horizontale de
cette ligne. (Probl. IX.)

Probléme LX.

Trouver I'intersection de deux plans donnés par leurs (races horizonlales et par les angles
" qils font avee le plan horizontal de projection.

161. Soient e«f, A les traces horizontales des plans
P, Q, et soient 6, w les angles de ces plans avec le
plan horizontal. Par le point ¢, ot se coupent les traces
horizontales, faisons passer deux plans, I'un perpendi-
laire & of, I'autre perpendiculaire & Au. Si I'on rabat,
autour desa trace horizontale, chacun de ces plans verti-
caux, leurs intersections avec les plans P, Q deviendront
des droites ef, ¢g, faisant avec cd, ce, des angles égaux
4 0, w. Actuellement, coupons les plans P, Q par un plan
horizontal quelconque y,y, : les projections horizontales
pm, gm des deux intersections se construisent aisément
si cd, ce sont prises comme ligne de ferre auxiliaires (72).
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Par suite, ¢m sera la projection horizontale de I'intersec-
tion des plans P, Q; et, si nous menons c¢’, mm', perpen-
diculaires & la ligne de terre, nous obtiendrons ¢m’ pour
la projection verticale de cette méme intersection.

162. Remarque. Par la construction trés-simple indi-
quée sur I'épure, on trouve les traces verticales «b’, b3
des plans P, Q; et comme on peut employer ces traces
verticales pour déterminer I'intersection des deux plans,
le probléme comporte plusieurs vérifications.

\ Probléme LXI.

Trouver la projection verticale d'un angle friédre (ri-rectangle domt Ia projection
horizontale est donnée.

163. Soit s la projection horizontale du sommet de I'an-
gle triédre, et soient sa, sb, sc les projections horizontales
des trois arétes. Si nous coupons les trois faces par un
plan horizontal quelconque, les trois intersections seront
projetées horizontalement suivant des droites perpen-
diculaires aux projections des arétes correspondantes.
Conséquemment, nous meénerons une droite quelconque
be perpendiculaire & sa; puis, des points b, ¢, nous abais-
serons sur sc, c¢b, les perpendiculaires ba, ca, lesquelles se
couperont sur as (*); et ces trois droites be, ba, ca pour-
ront étre regardées comme les traces horizontales des trois
faces de I'angle triédre.

Actuellement, supposons que l'une quelconque des
faces de I'angle triédre, la face Sab, par exemple, tourne

(*) Cette proposition, réciproque de ce théoréme : les frois hauteurs
d'un triangle se coupent en un méme point, se démontre trés-aisément
au moyen de la réduction & I'absurde.

6

Fic. 101.



82 TRAITE ELEMENTAIRE

autour de sa trace horizontale ad, pour se rabattre sur le
plan du triangle abc.

Le rabattement du sommet S doit se trouver sur le pro-
longement de la droite es, perpendiculaire 4 ba. D’ailleurs,
I’angle aSb est droit : donc ce méme rabattement doit éire
situé sur la circonférence décrite sur ab comme diameétre ;
c’est-a-dire qu’il sera en §'.

Connaissant le rabattement du sommet S et sa projection
horizontale s, il nous sera bien facile d’obtenir la projec-
tion verticale s”. Le probléme peut donc étre regardé
comme résolu.

Probléme LXII.

Par un point domné, mener une droite qui fasse, avee deux dvoiies domnées,
des angles domnés.

164. Par le point donné O, menons des paralleles OA,
OB aux deux droites données, et soit OG une droite in-
connue qui fasse, avec OA, OB, des angles respectivement
égaux aux angles donnés : il est clair que cette droite 0G
satisfait & la question.

Or, les droites OA, OB, OG, forment un angle triédre
dans lequel les arétes OA, OB sont données, et dans
lequel on connait, en outre, les deux faces GOA, GOB. Si
les droites OA, OB étaient situées dans I'un des plans de
projection, la question se réduirait au Probléme XLII;
mais, comme ces droites ont des positions quelconques,

construirons I'épure ainsi qu'il suit :

Faisons tourner les droites OA, OB autour de la verti-
cale passant par le point O, jusqu’a ce que chacune d’elles
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devienne paralléle au plan vertical : nous obtiendrons,
pour leurs rabattements, o'a” et 0'6". Menons les droites
o'c,, 0'c,, égales entre elles, et faisant, avec o'a", 0’0", des
angles égaux aux angles donnés. Les points ¢, , ¢, pourront
étre regardés comme les rabattements d'un, méme point G
de I'aréte cherchée OC, I'un des rabattements étant effec-
tué autour de OA, I'autre autour de OB.

Par ce point inconnu G, imaginons deux plans, respec-
tivement perpendiculaires & OA, OB. Si nous pouvons
déterminer ces deux plans, leur intersection contiendra le
point C; et comme ce point est distant du point O d’une
longueur égale 4 o'c,, nous serons ramenés au Pro-
bléme XXX.

Si Taréte OA était paralléle & son rabattement o'a”, le
premier des deux plans cherchés aurait pour traces ¢,o
perpendiculaire & o'a”, et o3 perpendiculaire & la ligne de
terre. Mais, si nous supposons que la droite OA tourne au-
tour de la verticale passant en O, de maniére & reprendre
sa position verticale, le plan perpendiculaire A cette droite
se mouvra de telle sorte que sa trace horizontale restera

3 une distance constante de I'axe (Pr. XXVII). Si donc,.

sur oa, nous prenons of' =of, et que nous menions @'’
perpendiculaire & oa, puis «V' perpendiculaire & o'a’, le
plan f'«'v' sera I'un des deux plans passant par le point
inconnu C.

Une construction analogue donnera, pour le second
plan, 8'y'w'. L’intersection de ces deux plans est projetée
suivant ef, ¢f'.

Actuellement, par le point O et la droite EF, faisons
passer un plan Aep, puis rabattons-le sur le plan vertical
de projection. Nous trouverons, pour rabattement du point

Fiec. 102,
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0, le point 0", et ¢’ pour rabattement de la droite EF (*).
Si nous décrivons, du point 0" comme centre, avec un
rayon égal & o'c, I'arc ¢"d’, il coupera le point e'f” en
deux points ¢’, d’, rabattements respectifs du point
cherché G et d'un autre point D, qui satisfait également
4 la question.

En revenant des rabattements aux projections, nous
trouvons que le point G se projette en ¢, ¢/, et que le
point D a pour projections d, d'. La droite cherchée 0G
est donc, 1inalement, représentée par oc, o'c'; et il y a une
seconde droite (od, 0'd’) qui satisfait aussi au probléme
proposeé.

Probléme LXINI.

Mener une droite qui sappuie sur deux droites données, non siluées dans un méme plan,
eb qui fasse, avec ces droites, des angles respectivement égaux & des angles donnés,

165, Par un point quelconque O, menons des paralléles
0OA, OB aux droites données, et cherchons une droite
OC qui fasse, avec OA, OB, des angles respectivement
égaux aux angles donnés (Prob. LXII) : il est clair que
OC sera paralléle & la droite cherchée. 1l suffit donc,
pour résoudre le probléme provnosé, de mener une droite
parallele & OG, et qui rencontre les droites données
(Prob. XV).

Probléme LXIV.

Projeter, sur un plan quelconque P, un dodécacdre régulier.

166. Le dodécaédre régulier est un polyédre ayant pour
faces douze pentagones réguliers, égaux entre eux. On con-

(*) Sur I’épure, on a supprimé les constructions qui donnent ces deux
rabattements.
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clut aisément, de cette définition, que les trente angles
diédres de ce corps sont égaux, et qu'il en est de méme
pour les vingt angles triedres (*).

Pour trouver la projection du dodécaédre sur un plan
quelconque, nous commencerons par projeter ce corps
sur un plan parallele & deux faces opposées : ces deux
plans, perpendiculaires entre eux, seront regardés, I'un
comme horizontal, I'autre comme vertical. :

167. Soit abcde un pentagone régulier égal & chacune
des faces du dodécaédre. Nous supposerons que ce pen-
tagone est la projection de la face inférieure ABGDE : cette
face se projette verticalement suivant la paralléle a'é'd’ &
laligne de terre xy. De plus les arétes obliques qui par-
tent des sommets A, B, C, D, E, ont leurs projections
horizontales égales entre elles, et dirigées suivant les
prolongements des rayons oa, ob, oc, od, oe. Gonséquem-
ment, la projection horizontale du polyédre serait déter-
minée, si I'on connaissait, en grandewr, la projection
d’une seule de ces arétes.

Le plan vertical étant supposé perpendiculaire & I'aréte
AB, soit ABHGF la face oblique adjacente & cette aréte. On
peut regarder ABGDE comme un rabattement de ABHGF,
effectué autour de AB. Par conséquent, la projection
horizontale f, déja située sur le prolongement de oa, se
trouve aussi sur la parallele ef & la ligne de terre : cette
projection f est donc connue. Quant & la projection ver-
ticale correspondante f', elle appartient & 'arc ¢' f', décrit
du point @' comme centre.

Par suite, sil'on décrit une circonférence passant en f

(") Eléments de Géométrie, p. 303.

Pr. XI.
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et concentrique avec abcde, le décagone régulier fgh...q
sera la projection horizontale du contour polygonal formé
par les arétes FG, GH,... QF du dodécaedre. D’ailleurs,
les sommets F, H, K, M, P sont dans un plan hori-
zontal, et les sommets G, I, L, N, O, dans un autre plan
horizontal ; etc. (*).

168. Supposons maintenant que le plan P soit donné
par sa trace horizontale «3 et par son inclinaison & I'é-
gard du plan horizontal. Prenons, pour plan vertical auxi-
liaire, un plan perpendiculaire & of. Au moyen de la
projection horizontale H et de la projection verticale V,
on construit, sans aucune difficulté, la nouvelle projec-
tion verticale auxiliaire V, (Prob, XX). D’ailleurs, le plan
P étant perpendiculaire au plan vertical auxiliaire, sa
trace verticale By fait, avec lanouvelle ligne de terre .y, ,
un angle égal & l'angle donné. Il ne s’agit donc plus
que d’abaisser, des points (a, a,), (b, D,),... des perpen-
diculaires sur le plan ofy,, et de rabattre, autour de o8,
les pieds de ces arétes. On obtient ainsi la figure V,, pro-
jection du dodécaédre sur le plan P.

(*) Au lieu de déterminer le point f par Pintersection des droites af,
ef, ce qui pourrait conduire a des résultats peu exacts, il vaut mieux
construire 1'angle g’a’d’. Or, par la formule fondamentale de la Tri-
gonomélrie sphérique, ou par d’autres considérations plus élémentaires,
on trouve que la tangente de cet angle est égale A (—2); autrement dit,
la droite a'g' est I'hypoténuse d’un triangle dans lequel le cité vertical
est double du coté horizontal.
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Probléme LXYVY,

Trouver les projections d'une circonférence passant par trois points domnés (*).

169. Soient (a, a), (b, V), (¢, ¢) les points donnés.
On fait passer un plan ofy par ces points; on le fait
tourner autour de sa trace horizontale ; et 'on détermine
les rabattements A,, B,, G, des points donnés. On dé-
crit ensuite la circonférence qui passe par les points
A,, B, G, ; et il ne s'agit plus que de revenir du ra-
battement aux deux projections.

Or, si I'on prend, sur la circonférence O,, un certain
nombre de points M,, N,, P,...; qu'on en cherche les
projections (75) ; enfin, qu’on unisse les deux séries de
points ainsi obtenus, par deux traits continus mnp...,
mn'p'...; les deux ellipses mnp..., m'n'p’... seront les
projections cherchées,

Pour compléter I'épure, on construit les projections o, o'
du centre de la circonférence. Ces points sont les centres
des ellipses correspondantes.

Problé¢me LXVI.

Trouver, sur un plan perpendiculaire & une droite donnée, le lieu des pieds de foules
les dvoites qui, parlant d’wn des points de la perpendiculaire, font avec cetfe droite un
angle donné.

170. AB étant la droite donnée et O le point pris sur
cette droite, cherchons le.point G ou la droite perce le
plan donné P. Soit ensuite M un quelconque des points

(*) Suivant l'usage, nous faisons suivre ces Exercices sur la ligne
droite et le plan, de quelques problémes trés-simples, relatifs au cercle
et a la sphére,

Fic. 91.
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satisfaisant 3 la question. Si nous considérons le triangle
MCO, évidemment rectangle en C, nous verrons que le
coté OC est constant, et que 'angle aigu O est égal &
I'angle donné 6. Par suite, le lieu géométrique cherché
est une circonférence ayant pour centre le point C.

11 faudra donc, pour construire 1'épure :

1° Chercher les deux projections et le rabattement du
point G, situé dans le plan donné P; 2° construire la
droite OC en véritable grandeor ; 3° construire un triangle
rectangle OCM, connaissant le c6té OG de I'angle droit, et
I'angle aigu G, égal & 'angle donné 8; 4° chercher les
deux projections d’une circonférence située dans le plan
P, connaissant le rayon GM et le rabattement du centre.

4

Probléme LXVIL.

Trouver les points de rencontre d'une dvoite et d'une sphére données.

171. Soient ab, a'l/ les projections de la droite, et o, o'
les projections du centre de la sphére. Si, de ces deux
points pris comme centres, nous décrivons des circonfé-
rences ayant pour rayon le rayon de la spheére, ces deux
lignes seront les projections des contours apparents de
la surface, soit par rapport au plan horizontal, soit par

- rapport au plan vertical. Autrement dit, les circonfé-

rences oc, o'c’ pourront étre regardées comme étant les
deux projections de la spheére;

Gela posé, pour déterminer les points ou la droite AB
perce la sphére, menons, suivant cette droite, un plan
qui rencontre la sphére; et pour plus de simplicité dans
les constructions, choisissons I'un des plans projetants
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de la droite, par exemple, le plan vertical ab. L’inter-
section de ce plan auxiliaire et de la sphére est une cir-
conférence ayant pour diametre le cercle ef. Si donc nous
pouvons construire les projections des points ou cette
circonférence est rencontrée par la droite AB, nous au-
rons résolu le probléme proposé.

Afin de n’avoir pas & construire la projection verticale
de la circonférence ef, projection qui serait une ellipse,
faisons tourner le plan vertical ef autour de la verticale
projetée en o, jusqu'a ce qu’il devienne paralléle au plan
vertical de projection. Dans cette nouvelle position, la
circonférence gh se projette en vraie grandeur sur le plan
vertical, suivant une circonférence ayant pour centre le
point o. Quant & la droite AB, on en détermine facile-
ment la nouvelle projection verticale a"d” (Probl. XXVI).

Actuellement, la droite a"b" coupe la circonférence g'h'
en deux points m", n", lesquels sont évidemment les
nouvelles projections verticales des points cherchés. En
remettant la droite AB dans sa position primitive, on
obtient les projections m, m' et n, »' de ces points.

Probléme LXVIENL.

Trouver le lieu des points de contact de foutes les tangentes menées, par un point donné,
4 une sphere domnée.

172. On démontre facilement que ce lieu est une cir-
conférence de petit cercle, dont le plan est perpendicu-
laire & la droite qui joint le point donné au centre de la
sphére donnée. Sidonc on peut construire un seul de
ces points de contact, on déterminera facilement le plan



Fie. 104,

90 TRAITE ELEMENTAIRE DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

de la circonférence cherchée, puis le rabattement de cette
ligne, et enfin ses deux projections (Probl. LXV).
Parmi tous les plans passant par le point donné O et
par le centre G de la sphere, considérons celui qui est
vertical. Nous pouvons le faire tourner autour de la ver-
ticale passant en G, jusqu'd ce qu'il devienne paralléle
au plan vertical de projection. Soit alors O, la nouvelle
position du point 0. Si, de ce point 0,, nous menons des
tangentes 0,A,, 0,B, & la projection verticale de la sphére,
la corde de contact A,B, représentera le petit cercle cher-
ché, aprés son mouvement de rotation. 11 sera facile
maintenant, en revenant aux positions primitives, de
trouver les projections des poiuts dont A, et B, étaient les
rabattements, puis les traces du plan du petit cercle, etc.

Probléme LXIX.
Trouver I'infersection de deux sphéres domnées.

173. Si le plan vertical passant par les centres des
sphéres était paralléle au plan vertical de projec-
tion, la circonférence suivant laquelle les sphéres se
coupent aurait pour projection verticale la corde com-
mune aux projections verticales des deux sphéres. Pour
réduire le cas général du probléme & ce cas particulier,
on opérera comme ci-dessus, c'est-a-dire que, par
exemple, on fera tourner la premiére sphére autour de
la verticale passant par le centre de la seconde. Il sera
facile alors de déterminer le plan de la ligne d’intersec-
tion cherchée, de sorte que I'on sera ramené au pro-
bléme qui précede.

FIN DE LA PREMIERE PARTIE.
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- TRAITE ELEMENTAIRE

DE

GEOMETRIE DESCRIPTIVE

SECONDE PARTIE.

GHAPITRE PREMIER.

Généralités sur les surfaces.

1. On sait que le plan peut étre engendré, soit par
une droite mobile rencontrant une droite donnée et res-
tant parallele & une autre droite donnée, soit par une
droite assujettie 4 rester perpendiculaire & une méme
droite, en un méme point.

De méme, la sphére est le lieu des positions que prend
une demi-circonférence tournant autour de son diamétre
supposé fixe,

De méme encore, lorsqu’'une droite mobile tourne au-
tour d'un axe fixe, situé dans un méme plan avec elle,
la surface décrite est celle d'un cylindre de révolution ou
d’un cone de révolution.

Cette maniere de considérer le plan, la sphére, le cy-
2* PART. : 1



Fie. 1.

Fie. 2.

Fic. 3.

2 TRAITE ELEMENTAIRE

lindre et le cone, étendue A toutes les surfaces, conduit &
la définition suivante :

Une surface est le liew des positions que prend une ligne
qui change de situation, et méme de forme, d aprés une loi
déterminée et continue.

Pour éclaircir cette définition, nous prendrons quelques
exemples.

2. Si une droite DE se meut en s’appuyant constam-
ment sur une ligne fixe ABC, et en restant paralléle &
une droite donnée MN, le lieu de ses positions est une
surface cylindrique. :

La droite mobile, qui engendre la surface, se nomme
génératrice; ainsi DE, D'E, D"E’, ... sont différentes posi-
tions de la génératrice. La ligne fixe ABG, qui régle le
mouvement de la génératrice, est appelée directrice.

Si cette directrice est rectiligne, la surface cylindrique
se réduit & un plan.

3. Une surface conique est engendrée par une droite
assujettie & s’appuyer sur une ligne fixe ABG, et & passer
par un point fixe 0. Chacune des génératrices DO, D'O,
D"0,... pouvant étre prolongée indéfiniment de part et
d’autre du point O, la surface est formée de deux parties
ou nappes. Le point directeur O, ol ces nappes se réunis-
sent, est le centre de la surface conique.

h. Soient une droite fixe XY et une ligne quelconque
ABC. Menons, de différents points A, B, C,... de cette
ligne, des perpendiculaires AA’, BB'. C(',... & XY. Si
nous faisons tourner le systéme ABCA'B'CY,... autour de
XY, chacun des points A, B, G,... décrit une circon-
férence qui a pour centre le pied de la perpendicu-
laire correspondante, et dont le plan est perpendiculaire
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aXY; et la ligne ABG engendre une surface de révolution.

Les circonférences décrites par les différents points de
la génératrice ABG sont appelées paralléles de la surface,
parce que leurs plans sont paralléles entre eux. La sec-
tion MNP, faite par un plan passant suivant I'axe de ro-
tation XY, est um méridien, '

D’aprés la définitien de la surface, tous les méridiens
sont égaunx entre ewx.

5. Prenons pour directrice une ellipse ABA'B’, et pour
génératrice une ellipse CDG'D'. Si cette derniére courbe,
supposée toujours semblable a elle-méme, se meut de ma-
niére que son plan reste perpendiculaire a I'axe AA’ de
Pellipse directrice, et que ses sommets G, G' parcourent
cellerci, 1a surface engendrée par cette génératrice va-
riable de grandeur, surface évidemment fermée de toutes
parts, sera un ellipsoide. Cette dénomination est fondée

sur ce que la section faite dans la surface, par un plan :

quelconque, est une ellipse.

6. Remarque. Si I'ellipse génératrice se change en cer-
cle, la surface engendrée, au lieu d’étre un ellipsoide a
trois axes inégaux, devient un ellipsoide de révolution. Si,
de plus, l'ellipse directrice se réduit aussi & une circon-
férence, la surface engendrée se réduit elle-méme & une
spheére.

7. Remplagons Pellipse directrice de I'exemple précé-
dent par une hyperbole EBFEBF, et ne changeons rien
aux autres conditions. La surface engendrée sera, évidem-
ment, indéfinie, et sans solution de continuité. On la nomme
hyperboloide a une nappe.

8. Remarque. Lorsque Vellipse génératrice se trans-

Fie. 4.

Fie. 5.
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forme en circonférence, la surface devient 1’ hyperboloide
de révolution, a une nappe.

9. Adoptons encore, pour directrice, une hyperbole
EBFEBT'. Prenons ensuite, pour génératrice, une hyper-
bole DCGD'C'G’, toujours semblable & elle-méme, ayant
son plan perpendiculaire & I'axe non transverse de I'autre
hyperbole, et dont les sommets G, C’ parcourent celle-ci,
La surface ainsi engendrée est composée de deux parties
séparées et indéfinies. Pour la distinguer de la surface
que nous venons de considérer, on lui a donné le nom
@ hyperboloide a deux nappes.

10. Remarque. Si I'hyperbole génératrice est semblable
a '’hyperbole directrice, la surface devient un hyperboloide
de révolution, a deux nappes.

11. Soient une parabole fixe ABG, et une parabole mo-
bile DED'. Supposons que ces deux courbes aient leurs
axes BG, EH paralléles et de méme sens, et leurs plans
perpendiculaires entre eux. Supposons, en outre, que la
seconde courbe se meuve de maniére que son sommet E
parcoure la premiére. Nous obtiendrons ainsi une sur-
face continue, indéfinie, et située tout entiére d’un méme
¢0té du plan mené par le sommet de la parabole fixe, per-
pendiculairement & ’axe de celle-ci. On démontre faci-
lement, par le calcul, que les sections planes de cette
surface sont des paraboles ou des ellipses (*) : pour cette
raison, on I'a nommée paraboloide elliptique.

12. Remarque. La surface serait de révolution si les
paraboles qui la déterminent étaient égales.

13. Si la parabole mobile a encore son axe EH paral-

(*) Manuel des Candidats & I'Ecole Polytechnigue, tome II.
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1ele & celui de la parabole fixe, mais que ces deux droites
soient dirigées en sens contraires, la surface engendrée est
bien différente du paraboloide elliptique : elle se compose
d’une seule nappe continue, qui 'étend indéfiniment de
part et d’autre du plan mené par le sommet de la direc-
trice, perpendiculairement & 1'axe.

Cette surface, dont les sections sont des paraboles ou
des hyperboles, est un paraboloide hyperbolique.

Ah. Yes cing surfaces que nous venons de définir con-
stituent, avec leurs variétés, les surfaces du second ordre.
On les désigne sous ce nom, soit parce qu’elles n’admet-
tent, pour sections planes, que des lignes du second ordre,
soit parce qu’elles sont représentées par une équation du
second degré.

15. Les cylindres et les cones appartiennent & une
classe de surfaces qui en renferme un trés-grand nombre
employées dans les arts, dans la Coupe des Pierres, par
exemple. Ce sont les surfaces réglées, c’est-a-dire celles
qui sont engendrées par le mouvement d’une régle ou
d’une droite. Les surfaces réglées se partagent en deux
familles, celle des surfaces développables et celle des sur-
[aces gauches.

Les considérations suivantes vont nous permettre de
préciser le sens qu’on doit attacher & ces dénominations.

16. Soit d’abord un polygone ABC... HI, dont trois
cOtés consécutifs quelconques ne soient pas dans un méme
plan. Si nous prolongeons ces cotés, indéfiniment et dans
le méme sens, nous obtiendrons une surface polyédrale
dont les faces seront les angles BB(/, C'CD’,... H'HI'.

Cela étant, faisons tourner I'angle H'HI' autour de HH',
jusqu’a ce que son plan coincide avec le prolongement

Fie. 9.
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du plan H'GG'. Puis, aprés que cette coincidence aura
été établie, faisons tourner I'ensemble des deux angles
HHI', GGH', autour de GG', jusqu'a ce que la figure
G'GHI' soit venue se rabattre sur le prolongement du plan
G'FF'. En continuant de la sorte, nous aurons enfin amené
dans le plan BBC', et les unes a la suite des autres, les
diverses parties de la surface polyédrale. De plus, la fi-
gure plane résultant de ces rabattements successifs ne
présentera ni déchirure ni duplicature ; en sorte que siI'on
taillait un patron sur cette figure, on pourrait, avec ce
patron, reconstruire la surface primitive. Pour cette rai-
son, la figure plane est dite le développement de la surface.

17. Soit actuellement une courbe MNP, dont aucun arc
ne puisse étre contenu dans un plan, c’est-a-dire une
courbe a double courbure. Le lieu des tangentes Aa, Bb,
Cc,... & cette ligne, est une certaine surface réglée S.
D’un autre c6té, si nous imaginons les cordes AB, BG,...
indéfiniment prolongées, nous obtiendrons, comme tout &
I'heure, une surface polyédrale S' ayant pour arétes ces
derniéres droites. Or, plus ces cordes seront petites, et
plus leurs prolongements tendront & se confondre avec
les tangentes menées par leurs extrémités ; en sorte que la
forme de la surface polyédrale S’ différe, de moins en
moins, de la forme de la surface S. Celle-ci est donc la
limite avec laquelle I'autre surface tend a se confondre,
lorsque les cordes AB, BC,... diminuent indéfiniment.

D’un autre c6té, on congcoit (et.]'on peut démontrer ri-
goureusement) que les développements successifs D' des
surfaces polyédrales telles que S’ tendent eux-mémes
vers une certaine limite D.

A cause de ces propriétés, on dit que la surface réglée
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S, limite des surfaces pblyédrales développables §', est
développable, et que la figure plane D en est le dévelop-
pement.

18. Supposons maintenant qu'une droite se meuve
suivant une loi continue, mais arbitraire, de maniére a
engendrer une surface réglée S. Soient AB, A'B', A"B’,...
des positions de la génératrice, aussi rapprochées que
nous le voudrons. En général, les droites AB, A'B' ne sont
pas situées dans un méme plan; elles ont donc une per-
pendiculaire commune, laquelle est unigue.

Si la droite A'B’ se rapproche indéfiniment de AB, le
point ou cette derniére ligne est rencontrée par-la per-
pendiculaire commune tend sans cesse vers une position
limite P. De méme, si la droite A"B" se rapproche indé-
finiment de A'B' (aprés que celle-ci a repris sa position
primitive), le pied de la perpendiculaire commune & ces
deux lignes tend vers une position limite P'. Il existe
donc, sur les génératrices de la surface S, des points P,
P, P",..., dont le lieu géométrique est une certaine
ligne L. ) '

Cela posé, si la ligne L touche toutes les génératrices,
la surface S, lieu des tangentes & cette ligne, est dévelop-
pable (17). Si, au contraire, le lieu des points P coupe les
génératrices, on dit que la surface S est gauche.

19. En résumé, nous adopterons les définitions sui-
vantes :

Une surface développable est le lieu des tangentes ¢ une
courbe @ double courbure ;

Une surface gauche est une surface réglée, non déve-
loppable. ' '

20. La premiére définition ne renferme ni les surfaces

Fie. 11,
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cylindriques ni les surfaces coniques, lesquelles sont
évidemment développables, comme étant les limites de
surfaces prismatiques ou de surfaces pyramidales. Mais,
pour les cylindres, le lieu des points P est indéterminé,
et, pour les cones, il se réduit & un point. On peut donc
regarder ces deux sortes de surfaces comme des cas sin-
guliers des surfaces développables (*).

21. Le lieu des points P, P, P",... considéré ci-dessus,
se nomme aréte de rebroussement, ou ligne de striction,

suivant qu’il s’agit d'une surface développable ou d’une
surface gauche (**).

(*) D’aprés les meilleurs auteurs, une surface développable est le liew
engendré par une droite qui se meut de telle sorte que toujours deux po-
sitions consécutives se trouvent dans un méme plan. (LEROY, Traité de
Géométrie descriptive, p. 85.) Cette définition, qui fait image, et qui per-
met d’éviter des circonlocutions, n’est malheureusement pas exacte. 11
e:t évident, en effet, que les tangentes menées aux extrémités d’un arc a
doub]e courbure ne sont généralement pas dans ie méme plan, et cela,
quel que soit le degré de petitesse de cet arc.

En adoptant celte définition, les auteurs dont je parle se sont laissé
guider, peut-étre 4 leur insu, par la propriété caractéristique suivante :
la plus courte distance entre deuz génératrices irés-voisines d’une surface
développable, peut étre rendue aussi petite qu’on le veut, par rapport &
Uangle de ces génératrices. En d’autres termes, si 8 est la plus courte
distance entre deux génératrices d'une surface réglée S (non cylindrique),
et que e soit langle de ces deux droites, la surface S est développable st

3 Lo
la quantité ; @ pour limite zéro ; et si celte quantité a une limite diffé-

rente de zéro, la surface est gauche. C'est 1i ce qu'exprime d’une ma-
niére abrégée, mais inexacte, ’énoncé que nous venons de citer.
Du reste, la définition employée dans le texte est la traduction, en lan-

N

R
gage géométrique, de celle-que donne la considération de la quantité T

(**) Pour les propriétés de la ligne de striction, le lecteur pourra con-
sulter un Mémoire intitulé : Recherches sur les surfaces gauches (Aca~
démie de Belgique, collection in-8°, tome XVIII).
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22. Avant de terminer ces généralités, observons qu’une
surface admet toujours plusieurs modes de génération.
Afin de rendre cette proposition plus évidente, vérifions-
la d’abord sur les surfaces considérées précédemment.

1" En premier lieu, si ’on coupe un cylindre par des
plans paralléles, on reconnait aisément qlie les sections
ainsi obtenues sont égales entre elles. Uune surface cylin-
drique est donc le lieu des positions d’'une courbe ABC qui
se meut de maniére que, trois de ses points décrivant des
droites paralléles, chacune des cordes AB, BC, AG, qui
joignent ces points deux a deux, reste toujours paralléle
a elle-méme. S

2° Les sections faites dans une surface conique, par
des plans paralltles, sont des courbes semblables, ayant
pour centre de similitude le sommet du cone. D’aprés cette
remarque, st une courbe ABG, de grandeur variable, mais
de forme constante, se meut de maniére que, trois de ses
points décrivant des droites concourantes SA, SB, SG, cha-
cune des cordes AB, BC, AC, qui joignent ces points deux
& deux, reste toujours paralléle 6 elle-méme, cette courbe
engendre une surface conique.

3 Les parallélesdune surface de révolution peuvent
étre regardés comme étant des positions différentes de
I'un d’eux, supposé mobile et de grandeur variable. Si
donc une circonférence, assujetlie a6 s appuyer sur une li-
gne donnce, se meut de maniére que son centre décrive une
droite donnée, et que son plan soit toujours perpendicu-
laire a cette droite, elle engendre une surface de révolution
ayant pour axe la droite donnée.

h° Généralement, si une surface donnée S, engendrée
d’une maniére quelconque, est coupée suivant des lignes L,

" Fie. 12.

F1e. 13.
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L, L",..., par une surface =, variant d’aprés une loi con-
tinue, on peut regarder la premiére surface S comme le lieu
géométrique de ces lignes, lesquelles en sont des généra-
trices. '

23. Les remarques précédentes s’appliquent, trés-uti-
lement, & la représentation graphique des surfaces. Au lieu
de projeter des points prissur la surface donnée, ou méme
des courbes tracées arbitrairement sur celle-ci, ce qui
n’apprendrait presque rien quant & sa forme, on construit
les projections d'un certain nombre de génératrices. Sou-
vent méme, si la surface admet deux modes de généra-
tions faciles & formuler géométriquement, on emploie, &
la fois, des génératrices de chacun des deux systémes.
On concoit, par exemple, qu'une surface de révolution
serait clairement représentée si I'on pouvait dessiner les
projections de quelques-uns de ses méridiens et de quel-
ques-uns de ses paralléles.

24. La représentation graphique d'une surface serait
cependant incompléte si, aux projections de génératrices
convenablement choisies, on n’ajoutait les traces de la
surface, c'est-d-dire ses intersections avec les plans de
projection, Enfin, pour indiquer encore plus nettement
la forme du corps que I'on peut représenter, on construit,
lorsque cela est possible, les projections des contours ap-
parents, ¢ est-a-dire les limites dans I'intériear desquelles
tombent les projections de tous les points du corps. Cette
derniére recherche exigeant que 'on sache construire les
plans tangents & une surface, perpendiculaires & 1'un des
deux plans de projection, nous ne pourrons la déve-
lopper qu’a la fin du Chapitre III.
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CHAPITRE II.

Généralités sur les plans tangents,

"

25. On sait que I'on appelle tangente & une courbe AB
la limite MT des positions d’une sécante MS qus tourne au-
tour de U'un M de ses deux points d'intersection avec la
courbe, ce point étant supposé fixe, jusqu’ o ce que Uautre
point M' vienne se confondre avec le premier.

26. Pour étendre cette notion aux surfaces, supposons
que, par un point M pris sur une face quelconque S, on
fasse passer deux courbes MA, MB, tracées arbitrairement
sur celle-ci. Par le point M et par deux points A, B pris
sur ces deux courbes, et aussi voisins de M que nous le
voudrons, faisons passer un plan P. Il coupe la surface
suivant une ligne dont un arc MC passe par le point M, et
dont un second arc passe, en général, par les points A, B.

Menons maintenant la tangente MT & I'arc MG, et fai-
sons tourner le plan P autour de cette droite, de maniere
que les arcs A'B’, A"B",... des courbes suivant lesquelles
il coupe la surface, s’approchent indéfiniment du point M.
Il est clair que le plan P tend vers une certaine position
limite P' qu’il atteint, soit quand la courbe MACB se ré-
duit au point M, soit quand le second arc de cette courbe
se confond avec celui qui passe en M (7).

(*) Afin de compléter notre démonstration, nous emprunterons a la
belle théorie des Indicatrices les résultats suivants :
. Si I'on prend, sur une surface S, trois points M, A, B, non en ligne

Fie. 14.

Fie. 15.
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Le plan limite P', ainsi obtenu, est dit tangent A la
surface au point M.

Conséquemment, le plan tangent a une surface S, en un
point M, est la limite des positions d’un plan sécant qui
tourne autour de la tangente MT a la courbe suivant la-
quelle il coupe la surface, cetle tangente étant supposée
fixe, jusqu'd ce que les points ou la courbe rencontre
deux lignes fixes, menées du point M sur la surface, vien-
nent se confondre avec ce méme point M.

27. Le plan tangent, tel qu'il vient d’étre défini, jouit
d'une propriété fort importante, souvent prise comme
définition. Cette propriété consiste en ce que les tangentes
en un point M, @ toutes les courbes menées par ce point
sur la surface, sont situées dans le plan tangent en ce
méme point.

Pour démontrer ce théoréme, il suffit, évidemment, de
faire voir que les tangentes MR', MS' aux courbes arbi-
traires MA, MB, sont, avec la tangente MT, dans un seul
et méme plan.

droite, et dont les distances mutuelles soient suffisamment petites, la
section faite dans la surface, par le plan P de ces trois points, différera
trés-peu d’une ellipse, d’'une hyperbole, ou d’une parabole, du moins dans
la partie voisine des trois points.

Dans le premier cas, la surface est dite convexe autour de M et la
courbe MCAB a pour limite ce point.

Dans le second, la surface est non convexe, ou i courbures opposées; et
la limite de la courbe hyperbolique est une ligne passant en M.

Enfin, dans le troisiéme cas, qui est intermédiaire entre les deux autres,
la surface est développable. En méme temps, I'arc parabolique a pour li-
mite une drotte.

Voyez, sur ce sujet, les Compléments de Géométrie de M. Dupin, I’ Ana-
lyse de Leroy, ele.
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Or, quand le plan variable P tourne autour de la tan-
gente MT, de maniére & s’appliquer sur P’, les sécan-
tes MAR, MBS tournent autour du point M, et tendent &
se confondre avec les tangentes MR, MS'. De plus, &
instant ot les plans P, P coincident, les points A, B ne
different pas du point M; donc, 4 ce méme instant, les
deux sécantes, qui n’ont pas cessé d’étre situées dans le
plan P, atteignent leurs positions limites MR', MS'. Donc
ces deux derniéres droites sont dans le plan P'. Cest ce
qu’il fallait démontrer.

28. La démonstration précédente suppose que le plan
MAB coupe la surface suivant un arc continu joignant le
point A au point B, et ne contenant pas le point M. Gon-
séquemment, lorsque le contraire arrive, il est nécessaire

d’examiner si les tangentes en M, & toutes les courbes

tracées sur la surface, sont ou ne sont pas dans un méme
plan.

29. Gonsidérons, par exemple, le sommet M d'un cone
MPQR. Prenons, pour les lignes MA, MB, deux généra-
trices. Le plan P qui les contient n’a que ces droites en
commun avec la surface. Par suite, la courbe MC se ré-
duit au point M, et I'arc AB n’existe pas. Donc, quand
nous ferons tourner le plan P autour de la droite MT me-
née arbitrairement par le sommet, dans le plan AMB,
ce plan tendra vers une position limite TMD, qui ne con-
tient pas, d la fois, les deux tangentes MA, MB.

11 résulte de ld que, par le sommet du cone, on peut
mener une infinité de plans tangents & cette surface, et
que les tangentes aux courbes menées de ce sommet, au
lieu d’étre situées dans un méme plan, sont des généra-
trices. Le sommet d'un cone échappe donc au théoréme

"Fie. 16,
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général énoncé ci-dessus. Mais on voit clairement & quoi
tient cette exception.

30. Le méme cas exceptionnel se rencontre dans la sur-
face engendrée par une courbe tournant autour d’une
tangente ou d’une corde : pour le point commun & la gé-
nératrice et & 'axe de rotation, les tangentes se confon-
dent avec 1’axe, ou bien elles forment un cone de révolu-
tion.

31. On peut citer encore, comme exemples de surfaces
pour lesquelles le théoréme général est en défaut, celles
qui ontla forme d’une pointe ou d’'une corne, et peut-étre
quelques autres. Mais, ainsi qu'on vient de le reconnai-
tre dans la discussien relative au sommet d’un cone, ces
exceptions n’empéchent pas que la démonstration donnée
ci-dessus soit rigoureuse ; car si elles se présentent, ¢’est
seulement Jorsqu'on me peut plus adopter I'hypothése
sur laquelle cette démonstration est fondée.

32. En revenant au cas le plus ordinaire, celui ou les
tangentes & toutes les courbes menées par le point donné
sont contenues dans un méme plan, il importe d’observer
que celui-ci peut, de trois maniéres différentes, étre
tangent & la surface. '

1° Si la.courbe dont MG et AB sont deux arcs (26) se
réduit au point M quand le plan sécant P atteint sa posi-
tion limite P', ce plan P’ n'a, dansles environs du point
M, que ce seul point en commun avee la surface: il ne
fait donc que toucher celle-ci. En d’autres termes, la pe-
tite zone dont M est le centre est située tout entiére d’un
méme coté de P'. On dit, dans ce cas, que la surface con-
sidérée est convexe tout autour du point M (26, Note).

2° Quelquefois la limite commune des arcs AB, MC est
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une courbe telle, qu'en chacun de ses points, le plan
tangent a la surface est précisément le plan P'. Alors ce-
lui-ci, an lieu de toucher la surface en un seul point, a
une ligne de contact avec elle. On a un exemple de cette
circonstance quane on considére un tore, ¢ est-a-dire un
anneau, reposant sur un plan: les deux surfaces se tou-
chent suivant une circonférence.

3° Enfin, la limite commune des arcs AB, MG étant en-
core une ligne, il se peut que, le long de celle-ci, la sur-
face soit en partie d'un c6té du plan P, et en partie de
Pautre coté. Dans ce cas, le plan P’ est, tout & la fois,
tangent et sécant. Les surfaces qui jouissent de la pro-
priété d’étre ainsi coupées par leurs plans tangents sont
dites non convexes. On dit encore, pour une raison que
nous ne pouvons indiquer ici, qu'elles sont & courbures
opposées (26).

La gorge d’une poulie ou, ce qui est la méme chose, la
partie rentrante d’un tore, 'hyperboloide & une nappe,
le paraboloide hyperbolique, etc., présentent cette parti-
cularité.’

33. Puisque le plan tangent en un point d’une surface
contient, en général, les tangentes & toutes les courbes
passant en ce point; puisque d’ailleurs deux droites qui se
coupent déterminent un plan, il s’ensuit que le plan tan-
gent, en un point pris sur une surface, est déterminé par
les tangentes a deux courbes quelconques tracées sur la
surface, et passant en ce-point.

3h. Une droite est une ligne qui se confond avec sa tan-
gente; conséquemment: 1° le plan tangent en un point
d’une surface réglée contient la génératrice rectiligne pas-
sant en ce point; 2° ce plan est déterminé par cette géné-
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ratrice et par la tangente d une autre ligne quelconque
menée, sur la surface, par le point de contact donné.

35. Aprés avoir établi les propriétés générales des plans
tangents, occupons-nous des propriétés particuliéres dont
ils jouissent, lorsque les surfaces qu'ils touchent sont
celles qui ont été considérées ci-dessus.
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GHAPITRE III.

Plans tangents aux cylindres, aux cénes, aux surfaces gnu-

ches, aux surfaces développables, et aux surfaces de ré-
volution.

36. TrtorkMe. Le plan tangent en un point d’une sur-
face cylindrique est tangent- tout le long de la génératrice
qui passe en ce point.

Par deux points M, M', appartenant & une méme géné-
ratrice, faisons passer deux courbes quelconques MA,
M'A’, tracées sur la surface. Prenons ensuite une nouvelle
génératrice AA', assez voisine de la premiére pour qu’elle
rencontre nos deux courbes. Menons enfin les deux sé-
cantes MAS, M'A'S', et les deux tangentes MT, M'T".

Si le plan des deux génératrices tourne autour de MM',
de maniére que la seconde génératrice AA' s’approche
indéfiniment de la premiére, les deux sécantes, constam-
ment situées dans le plan mobile, se confondent, en méme
temps, avec leurs limites MT, M'T". Donc ces tangentes
MT, M'T’ sont situées dans un méme plan avec la généra-
trice fixe. Mais ce plan est tangent au cylindre, d’une
part en M et d’autre part en M' (34) ; donc, etc.

37. THEOREME. La projection de la tangente @ une
courbe est tangente @ la projection de celte courbe.

Par une courbe quelconque MA et par sa tangente MT
faisons passer un cylindre projetant et un plan projetant.
Si nous coupons ces deux surfaces par le plan de projec-

tion, nous obtiendrons, pour sections respectives, la pro-
2° PART. . 2

Fie. 17.

Fie. 17.
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jection M'A’ de la courbe MA et la projection M'T' de la
tangente MT.

D’aprés le théoréme précédent, le plan TMM', tangent
en M 2 la surface du cylindre, est également tangent
en M'; donc il' contient la tangente & M'A’. D'ailleurs
cette droite est située dans le plan de M'A!, c’est-a~dire
dans le plan de projection; donc elle se confond avec
MT.

38.. Le dernier théoréme est en défauk quand la tan-
gente a la courbe donnée est perpendiculaire au plan: de
projection, car alors elle se projette- suivant un point.
Dans ce. cas, la projaction de la courbe présente habi-
tuellement, en. ce paint, un gredt ou, un. rebroussement.

39. THEOREME.. Le plan. tangenh en.un poini d'une sur-
face conique est, tangent tout le long de la généxatrice qui
passe en-ce point..

La démonstration. est tout & fait semblable 4. celle qui
précéde (36).

40.. Nous avons vu, ci-dessus (20), que les cylindres
et les. cones sont des cas singuliers: des surfaces dévelop-
pables. 11 y a donc. lien de: se demander. si- la. propriété
remarquable que nous venons.de démontrer, relativement
aux plans tangents, appartient.atoutes.cassurfaces. Avant
de vérifier; qu’il en, est. ainsi, nous allons.essayer de faire
comprendre la différence de forme qui, existe entre les
sections faites dans une surface réglée, par un plan P
mené suivant une génératrice, selon que cetie surface est
gauche ou qu’elle est développable.

h1. Considérons d’ahord le cas d'une surface gauche,

- et supposons qpue l'on ait fait passer le plan P par la gé-

nératrice AB et par un peoint M, pris arhitrairement sur



DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 19

une génératrice CD, voisine de la premiére. Nous pouvous,
pour fixer les idées, admettre que le plan Psoit celui dela
figure. Alors, comme la génératrice CD'a toujours pu étre
choisie de maniére & ne pas se trouver: tout entiére dans
le plan P, sa partie inférieure MD sera, par exemple, en
avant de ce plan, tandis que sa partie supérieure sera
derriére celui-ci.

Soient maintenant G'D', G'D",... dey génératrices si-
tuées entre AB et CD, et soient EE, EF', E'F~,... d'autres
génératrices, qui précédent AB. Comme la surface est en-
gendrée d’aprés une loi continue, les droites- CD; G'D',
C"D".... sont, en général, de moins.en moins inclinées sur
le plan P, qu'elles percent en des points M, M', M’,...
Quant aux droites EF, E'F', E"F",... situées & la gauche: de
AG, elles devront ordinairement, 4 cause de cette méme
lot de continuité, étre inclinées en sens contraire des pre-
mieres, c'est-a-dire qu’elles auront. leurs- parties supé-
rieuresien avant du plan, et.leurs parties inférieures:en:
arriéres Les points N, N, N”,... ou ces mouvelles géné-
ratrices percent le plan P, sont, avec les premiers peints-
M, M, M",... situés.sur une:courbe MRN: qui, en général,
rencontre la: génératrice AC en un point R. En:effet, si ce:
point était transporté a Uinfini, le plan P serait. paralléle
a une géméralrice INFINIMENT VOISINE de AB (*); ce que
nous ne supposons-pas- (*¥).. -

(*) Quand nous disons, pour abréger le discours: « Le plan P serait pu-
ralléle & une génératrice INFINIMENT VOISINE de AB, » nous entendons
ceci:« Le plan P est la limite vers laquelle tend un plan P' mené par AB,
parallélement & une géndratrice voisine CD, lorsque celle-ci se rapprocke
indéfiniment de AB.» Cette explication d’'une dénomination empruntée
A la Théorie des infiniment petits pourrait étre répétée dans tous. les
cas analogues 4 celul qui nous occupe: nous la donnons une fois pour
toutes.

(**) Si le plan P avait cette position particuliére, il serait normal i la
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42. 11 est actuellement bien facile de voir que le plan P
est tangent A la surface gauche, au point R. En effet, ce
plan contient la génératrice AB et la tangente RT & la
courbe MRN; car la tangente & une courbe plane est si-
tuée dans le plan de celle-ci. Ainsi, tout plan P, mené
par une génératrice rectiligne d’une surface gauche, touche
celle-ci au point ow la génératrice rencontre la courbe &’ in-
tersection du plan et de la surface.

43. Sile plan P tourne autour de AB, le point M, ou
il rencontre CD, se déplace; et, conséquemment, il en est
de méme pour la courbe MRN et pour le point R. Nous
voyons donc que le point unique ot une surface gauche est
touchée par un plan passant suivant une génératrice, se
déplace sur celle-ci, quand le plan (ourne autour de cette
méme génératrice.

hh. Soit & présent une surface développable, ayant
pour aréte de rebroussement la courbe & double courbure
GHKL. Par la génératrice AHB et par un point G de I'a-
réte de rebroussement, voisin du point de contact H, fai-
sons passer un plan P. Admettons, en outre, pour fixer
les idées, que I'arc CH soit en arriére de ce plan, pris
pour celui de la figure, les arcs GH, CKL étant en avant.

Les tangentes nN, n'N', n"N",.... mM, m'M",... & ces
derniers arcs, rencontrent le plan P en des points N, N/,
N’,... M, M’,...; en sorte que I'intersection cherchée se
compose d’abord des arcs HNR, GMS.

Remarquons maintenant que, parmi les génératrices

surface, au point ol la géneératrice AB rencontre la ligne de striction. Le
lecteur pourra consulter, sur ce sujet, une trés-intéressante Note de
M. Chasles. (Journal de Liowville, t. II, p, 413.)
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tangentes & I'arc CH, il y en a une au moins, telle que
EF, paralléle au plan P : cette conclusion devient évidente
si I'on fait mouvoir ce plan parallélement & sa position
primitive, jusqu’a ce que les deux points ot il coupe CH
se confondent en un seul point I.

Cela étant, les tangentes dont les points de contact sont
situés sur l'arc IH donnent lieu, par leurs intersections
avec le plan P, & un arc infini HU : car EF est la limite
des génératrices qui rencontrent ce plan. De méme, les
tangentes & la partie IC de I'aréle de rebroussement dé-
terminent un autre arc infini GV. '

11 est facile de reconnaitre, en outre, que les deux arcs
GV, CMS ont une tangente commune, et que les deux
autres arcs HU, HR ont pour tangente commune la géné-
ratrice AB. De plus, si le point G s’approche indéfiniment
du point H, les arcs infinis GV, HU, et la tangente EF,
se confondent, en méme temps, avec la génératrice AB.
Quant aux deux arcs HR, GS, ils formeront, a la limite,
upe seule courbe ayant AB pour tangente; mais alors le
plan P sera, évidemment, tangent en H & 14 surface déve-
loppable. On a donc ce théoréme : le plan tangent a une
surface développable, en un point de Uaréte de rebrousse-
ment, coupe la surface suivant la généralrice passant par
ce point, et suivant une courbe langente, en ce méme point,
a Uaréte de rebroussement.

h5. De cette discussion sur la forme générale de la sec-
tion faite dans une surface développable par un plan P,
contenant une génératrice, on conclut, sans difficulté, la
propriété du plan tangent, indiquée ci-dessus (4o).

En effet, tracons sur la surface une courbe quelconque
XY, coupant aux points X, Y, la génératrice AB et l'arc

Fie. 19.
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infini ‘'CV; menons la sécante XYZ; puis faisons tourner
le plan P autour de AB, de facon que le point G, ou il
caupe l'aréte .de rebroussement, s'approche indéfini-
-ment du point H, commun & cette courbe et & sa tangente
AB. A l'instant ou ces deux points sont confondus en un
seul, les.points Y, X coincident, et la.sécante XYZ.se.con-
fond avec XT, tangente & la courbe XY. Cette tangente XT
est donc contenue dans le.plan limite P', tangent en H
A la surface développable; donc celui-ci coincide avec le
plan BXT, tangent en X & cette surface. En d’autres
termes : le plan tangent d une surface.développable, en un
point.de Uaréte de nebroussement,.est tangent tout.fe itong
de la génératrice rectiligne qui:passe ence point. G'est ce
qu’il fallait démontrer.

h6. Remarque. Le plan P', tangent . la surface déve-
loppable le:long de la :génératrice ractiligne AB, est la li-
mite-des plans.qui, passant par cette droite, coupent.laréte
de rebroussement. Pour une raison .que nous ne pou-
vons indiquer ici, il est appelé plan osculateur de cette
.courbe.

h7. TnteriME. Le plan tangent a une surface.de révo-
lution est perpendiculaire .au plan méridien passant par
de point.de contact.

Par un,point quelcongue M, pris sur une surface de 8-
volution dont XY est I'axe, menons un paralléle AB et un
méridien CD. Seient MT, MS, les tangentes A ces ‘deux
lignes : le plan TMS sera tangent, en M, & la surface (32).
Par conséquent, pour démontrer le théoréme, il suffit de
faire voir que la tangente MT, au paralléle, est perpendi-
culaire .au plen méridien MXY. Qr, la droite MT, per-
pendiculaire au rayoen OM, est encore perpendiculaire &
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Paxe XY, attendu qu'elle est située dans un plan perpen-
diculaire 3 XY; donc, d’aprés un théoréme connu, cette
tangente MT est perpendiculaire au plan méridien.

48. THEOREME. 1° La normaleenun point & une surface
de révolution est contenue dans le plan méridien passant
par ce point; 2° les normales a la surface, menées par dif-
férents jmints d’un méme paralléle, rencontrent Uaxe en
un méme point. '

La normale 4'une surface, en un point, est la perpen-
diculaire ‘au plan tangent en ce point.

Celaposé, la premiére partie de la proposition est une
conséquence du théoréme précédent. Quant & la seconde
pattie, elle devient évidente si I'on observe que tous les
méridiens de la surface sont des positions différentes de
I'un quelconque d’entre eux, supposé mobile.

49. Nous pouvons maintenant compléter ce que nous
avons indiqué ci-dessus (24), relativement & la maniére
d’obtenir ‘des limites entre lesquelles tombent les pro-
jections des points ‘appartenant ¥ la surface que Ton
veut représenter. _

S étant -cette surface, supposée convexe pour plus de
simplicité, soit O la position, de I'eeil du spectateur. Tma-
ginons un plan quelconque P passant par le point O, et
tangent & la surface S. Si ce plan roule sur la surface,
en passant constamment par le point de vue O, le point
de contact M décrit sur celle-ci une certaine courbe ABCD,
telle, que la partie ABCD du corps S sera visible pour le
spectateur, tandis que I'autre partie ABCDF sera invistble.
Pour cette raison, la ligne ABGD est appelée contour
apparent du corps.

50. D’aprés cette considération, on devrait se donner,

Fie. 21.
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dans chaque cas particulier, les projections du point de
vue, et en conclure celles du contour apparent corres-
pondant. Le probléme, ainsi envisagé dans toute sa gé-
néralité, serait fort compliqué : on le simplifie en sup-
posant (Premiére Partie, 35) I'eil de Uobservateur placé
sur une perpendiculaire au plan de pro;ectwn, et a une
distance infinie de ce plan.

En effet, si le point de vue O s’éloigne indéfiniment du
plan de projection XY, en restant constamment sur la per-
pendiculaire GH, le plan tangent P, considéré ci-dessus,
a pour limite un autre plan P', également tangent & la
surface S, mais perpendiculaire & XY. En méme temps le
contour apparent ABCD est, & la limite, le lieu des points
de contact des plans tangents perpendiculaires au plan de
projection.

- 51. Remarque. La tangente MT & la courbe ABCD est
située dans le plan P. Conséquemment, si nous prenons
ABCD pour directrice d'un cone ayant pour sommet le point
0, ce cone sera circonscrit & la surface S; ¢'est-a-dire que
le plan P, tangent en M & la surface, est tangent au cone,
suivant la génératrice OM. La limite du cone, quand le
sommet O se transporte & Vinfini sur la droite GH, est,
évidemment un cylindre circonscrit a la surface S, dont
les génératrices sont perpendiculaires @ XY. Par suite :

Pour obtenir la projection du contour apparent d'une
surface donnée, il suffit de construire la trace d'un cylindre
circonscrit & cetle surface, et perpendiculaire au plan de
projection.
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CHAPITRE IV.

Problémes reclatifs aux plans tangents.

PROBLEME 1.
Mener un plan fangent & un cylindre donné, en un point donné.

52. Supposons, pour plus de simplicité, que la surface
cylindrique soit donnée par sa trace horizontale abcd et par
une droite (pq, p'q’), parallele aux génératrices; admet-
tons, en outre, que le point de contact soit donné par sa
pi*ojection horizontale m ; et proposons-nous, en premier
lieu, de déterminer les projections des contours apparents
de la surface. ‘

D’apres ce qui précéde (50), le contour apparent, rela-
tif au plan horizontal, est le lieu des points de contact
des plans verticaux, tangents au cylindre abed. Or, cha-
cun de ces plans touche la surface suivant une généra-
trice (36); done sa trace horizontale, évidemment confon-
due avec la projection de cette droite, doit &tre tangente
ala trace horizontale du cylindre.

11 suit de 1& que si I'on méne, a cette derniére courbe,
des tangentes ce, df paralleles & pq, 'ensemble de ces
tangentes forme la projection du contour apparent, rela-
tif au plan horizontal de projection.

On verra, avec la méme facilité, que si I'on construit

des plans aa'y’, bO'N, paralléles & la droite (pgq, p'q), -

perpendiculaires au plan vertical, et ayant leurs traces
horizontales tangentes & la courbe abed, 1'ensemble des

Fie. 22.
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traces verticales a'g’, 'R de ces plans est la projection du
contour apparent, relatif au plan vertical de projection.

53. Actuellement, cherchonsla projection verticale du
point de contact. Pour cela, menons, par la projection ho-
rizontale donnée m, une paralléle & pq : elle rencontre la
courbe abed en despoints 1, s,..., traces horizontales d’au-
tant de génératrices, sur lesquelles sont situés les points
de la surface cylindrique, projetés en m. Sur notre épure,
ou la trace horizontale du cylindre est une courbe fermée,
‘convexe, le nombre des points r, s... se réduit & deux; en
sorte que la verticale projetée en m rencontre la surface
du cylindre, :seulement-en deux points, dont les projec-
tions verticales.m’, m" sont situées sur les projections s,
r'm". des génératrices ayant pour traces 7,5.

Si la trace horizontale donnée était sinueuse, les points
m', m'... pourraient étre plus nombreux ; mais la con-
struction ne changerait pas.

54. Les projections verticales m', m", qui répondent.a
la projection horizontale m, étant déterminées, considé-
rons, par exemple, le plan tangent-en (m, m'). Ainsi que
nous l'avons rappelé ci-dessus, ce jplan se:confend avec
celui qui touche le cylindre @u point (s, §'), ou la généra-
trice (ms, m's") perce le plan horizontal; et celui-ci, de-
vant contenir la tamgente af & lacourbe abcd, a poar trace
horizontale «cette derniére dreite. :Quant & la trace verti-
cale 3y du'méme plan,-on ladétermine, soit en cherchant
la trace verticale de la génératrice de contact, soit en
comstruisant une horizontale du plan,telle que (mi, m'v').

-On trouve, de laméme maniére, les traces @B, £ du
plan ‘tangent.en ‘(m, m").

55. Remanque. Dansleprobleme précédent, neusavons
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:Supposé que Pon sait ‘toujours -mener :la tangente @ une
courbe-plane, parun pointpris dans son plan. Cette hypo-
thése, -qui ne serait nullement admissible il s’agissait
d’une construction rigoureuse, résultant des propriétés-de
la courbe, doit étre acceptée quand il est seulement ques-
tion de tracés. On congeit, €n effet, qu'il n'est pas diffi-
cile de placer la régle de manitre qu’elle passe par le
point donné, et qu'elle soit sensiblement tangente 3 la
coutbedeonnée.

PR O, EME .

Connaissant la directrice d'un cylindre et la direction de “Ses ‘généralviees,
-construire le plan famgent & 1a:srface, en un point.domné (*).

56. Soient abc, a'b'c les projections d’'une courbe quel-
conque, directrice du cylindre; soit (pg, p'q’) la droite
a laquelle les génératrices doivent étre paralléles. Enfin,
supposons que le point de contact M ait m pour projec-
tion horizontale. ~

Si, par le point M, on imagine une génératrice EF, elle
rencontre la directrice en un point D, dont les projections
d, d' se construisent aisément : il est donc facile d’ob-
tenir la projection verticale ¢'f' de EF, .et la projection
verticale m' de M. '

Cela posé, comme le plan tangent en M se confond
avec le plan tangent en D, et que ce dernier plan est dé-
terminé par la génératrice EF et par la tangente en D a
la directrice abc, aV'¢' (34), le probléme proposé se ré-
duit & la construction de cette tangente.

(*)-Ce "probléme-est 1a généralisation de eelui qui précéde.

Fic. 23.
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Or les projections de cette droite sont les tangentes dt¢,
d't' aux courbes abe, a'l'c’ (37); et, d’aprés la remarque
précédente (55), ces tangentes peuvent étre regardées
comme connues. Le plan demandé est of}y.

PREOBLEME IXI.

Mener un plan tangent & un cylindre, par un point extérieur 2 la surface.

57. Aprés avoir construit, comme dans le Probléme I,
les projections des contours apparents du .cylindre, me-
nons, par le point donné (m, ), une paralléle (ms, m's’),
aux génératrices : le plan cherché contient, évidem-
ment, cette parallele. De plus, ce plan doit avoir sa trace
horizontale tangente & la trace horizontale abed du cylin-
dre. Sidonc, par le point s, ou la droite MS perce le plan
horizontal, nous menons des tangentes s3, s§’ & la courbe
abed, chacune de ces droites est la trace horizontale d'un
plan satisfaisant ala question.

Le reste s’achéve facilement.

PROBLEME 1V.
Mener un plan tangent & un cylindre, parallele & une droi'e donnée.

58. Si, par un point quelconque de I'espace, on méne
une paralléle & la droite donnée, et une paralléle aux gé-
nératrices du cylindre, le plan de ces deux droites est
parallele au plan tangent cherché. Par conséquent, on
trouve la trace horizontale de celui-ci en menant, & la
trace horizontale de la surface, une tangente paralléle a
la trace horizontale du plan auxiliaire,

Nous laissons aux lecteurs lesoin de construire I'épure.
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PROBLEME V.

Mener un plan tangent & un eéne donné, en un point donné.

59. Supposons que le cone soit donné par sa trace ho-
rizontale abed et par son sommet (s, s'); supposons, de
plus, que le point de contact soit donné par sa projection
horizontale m. En raisonnant comme on I'a fait ci-dessus
(52), on verra que, pour obtenir la projection du contour
apparent relatif au plan horizontal, il faut, par la projec-
tion s du sommet, mener des tangentes sc, sd & la base
du cone ; et que, pour déterminer le contour apparent re-

latif au plan vertical, il suffit de construire les traces .

verticales s'a’, s'0' de deux plans ayant, pour traces hori-
zontales, des tangentes & cette méme base, perpendicu-
laires 4 la ligne de terre. '

On trouvera ensuite, comme dans le cas du cylindre,
les projections verticales m', m" des divers points qui,
situés sur la surface du céne, ont m pour projection ho-
rizontale. .

Les traces horizontales des différents plans qui satis-
font & la question sont les tangentes «f3, o'’ & la base du
cone, menées par les traces horizontales ¢, r, des généra-
trices de contact : les considérations qui viennent d’étre
rappelées démontrent encore cette partie de la construc-
tion.

Enfin, les traces verticales des plans tangents s’obtien-
nent, soit par une horizontale (mé, m'’), soit au moyen
de la génératrice de contact (rs, r's).

60. Nous ne donnerons pas les solutions des questions
sur le plan tangent au cone, analogues aux Problémes II,

Fie. 25.
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IIT et IV, parce qu’il nous faudrait presque absolument
nous répéter ; mais nous-engageonsle lecteur a construire
les épures que nous omettons, en variant les données de
ces exercices.

PROBLEME Vi,

Reoner up plan tangent & une:surface: de révolution. dont le: mépidien:est donné,
connaissant le point-de confact.

61. Nows admettrons toujours, dans les questions rela-
tives aux surfaces de révolution, que I'on prend le plan
horizontal de projection: perpendiculaire  I'axe, et quele
plan vertical passe: par'l'axe. Les deux projections de

~cette droite sont alors 16 point o:de la ligne de terre, et

une droite oz’ perpendiculaire . celle-ci.

62. Gela'posé, supposens d'abord, pour plus-de simpli-
cité, que la surface de révolution seit donnée par son
méridien. principal, c’est-d-dire: par celui qui est situé
dans le plan vertical de projection ;. et adoptons, pour ce
méridien, une ellipse ayant sen grand axe ¢'d' confondu
avec oz : la surface & laquelle nous nous proposons de
mener un:plan tangent-sera um ellipseide derévolution (6) ;
mais nes raisonnements. sont indépendants de cette hypo-
thése.

63. Le'comtour apparent, relatif:au plan-vertical, est la
méridienne principale a'b'c'd. Eneffet, en un point quel-
conque de cette courbe, le plan tangent & la surface est
perpendiculairer au plan vertical, puisque celui-ci est con-
fondu avec le méridien passant au point dont il s’agit.

Quant au second contour apparent, lieu des points de
contact des plans tangents: verticaux, il est évident qu’il
se:compose de paralléles tels que a'b’, déterminés par des
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tangentes au méridien principal, menées parallelement &
I'axe. Dans le cas particulier représenté sur I'épure, ce
paralléle (dont nous avons projeté seulement une moiti€)
partage lellipsoide en deux parties symétriques : pour:
cette raison, on I'appelle ordinairement équateusr.

64. Soit m la projection horizontale du' point de con-
tact M. Pour déterminer la projection verticale correspon-
dante, il suffit d’observer que le point M est situé sur un
paralléle dont la projection horizontale est la circonfé-
rence nmp, décrite du point o comme centre, et dont il
est facile d’ obtenir la projection verticale n'm/p'. 1l-est
clair, en méme temps, qu'd la projection Horizontale m:
peavent correspondre les projections verticales m/', m”
d’autant de points situés sur la surface: _

65. Ces constructions préliminaires étant effectuées,
supposons. qu’il s’agisse de mener le plan tangent en (m,
m'). Pour résoudre ce probléme, nous construirons d’a-
bord la normale au méme point. Or, la projection hori-
zontale de cette droite est, évidemment, le rayon mo (48);
et, quant & la projection verticale, rappelons-nous que
cette normale, et la nermale au point (n, n'), coupent
’axe en un méme point (48). Si doncnous menonsenn'la
normale n't' @ la méridienne principale (*), et si nous joi-
gnons-le point ¢, ol cette droite rencontre: oz', avec m’,
la normale en (m, m') -sera déterminée.

1l ne s’agit plus, pour achever 1'épure, que de mener,
par-le point (m, m'), un plan «By perpendiculaire & la
droite (mo, m'?).

(*) Nous admettons, comme:ci-dessus: (55), que:'on sait toujours, »¢-
goureusement ou approximatjvement, consiruire la tangente, et par suite
la normale, & une courbe plane, en un point de cette ligne.



Fie. 27.

32 TRAITE ELEMENTAIRE

66. Dans I'exemple que nous avons choisi, le point
(m, m") donne lieu & une seconde normale et & un second
plan tangent /@', symétrique du premier par rapport
au plan de I'équateur. A cause de cette symétrie, les deux
plans tangents se coupent suivant une droite située dans
ce dernier plan.

PROBLEME VII.

Mener un plan tangent a une surface de révolulion dont le méridien n'est pas douné,
connaissant le point de conlact,

67. Soient ab, a'b’ les deux projections d’une ligne
quelconque, plane ou & double courbure, qui, en tournant
autour de l'axe (o, 0z'), engendre la surface. Soit m la
projection horizontale du point de contact M. On obtien-
dra, comme dans le probléme précédent, la projection
verticale m' de M, en construisant le parallele (mn, m'n')
qui passe en M.

On pourrait chercher ensuite la section faite dans la
surface par le plan vertical de projection; puis, ayant
obtenu ainsi la méridienne principale, on serait ramené
au Probléme VI. Mais il est plus simple d’opérer directe-
ment sur les données, comme il suit.

Par le point (n, '), ot le parallele passant par le point
de contact coupe la génél atrice, menons la tangente (nt,
n't’) & cette courbe; puis, en ce méme point, imaginons
un plan perpendiculaire & la tangente : il contient la
normale en (n, #') & la surface. Or cette normale est pro-
jetée horizontalement suivant no; donc le point ou elle
coupe I'axe est I'intersection de celui-ci avec la trace
verticale du plan dont il vient d’étre question.

Pour trouver cette trace verticale, menons n¢ perpen-
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diculaire & nt, et n'¢ paralleled xy : ces deux droites sont
les projections d’une horizontale du plan, ayant pour
trace verticale le point (¢, ¢); de sorte que ¢'r’, perpen-—
diculaire & n't', est la trace verticale du plan normal A la
génératrice, et que le point 1’ est celui o la normale (no,
n'r’) coupe l'axe.

Il ne s’agit plus maintenant, pour achever I'épure, que
de tracer les projections (mo, m'r') de la normale au point
donné, et de faire passer, par ce point, un plan ofy per-
pendiculaire & cette droite.

68. Adoptons, pour génératrice de la surface de révo-
lution, une droite (ab, a't’). En appliquant & cet exemple
particulier la méthode employée dans I'épure précédente,
on rencontrerait d’assez grandes simplifications ; mais il
sera encore plus court d’opérer comme il suit.

m étant toujours la projection horizontale du point de
contact M, soit (n, n) le point de la génératrice situé sur
le parallele qui passe en M ; et soit, par suite, m' la pro-
jection verticale de ce dernier point.

A cause de la symétrie de la surface autour de I'axe
(0, 0%), si nous pouvons construire le plan tangent en
(n, '), il nous suffira de le faire tourner d’'un angle égal
4 nmom, pour obtenir le plan tangent en M. Or le premier
de ces deux plans contient la génératrice (ad, a'd’) (34);
at, d'un autre c6té, il doit étre perpendiculaire au plan
méridien noz'. Gonséquemment, la trace horizontale de
ce plan est la perpendiculaire o/f' abaissée du point a sur
on, et sa trace verticale 3'y' passe par la trace verticale
b’ de la génératrice. J

Supposons maintenant que le plan tourne autour de
I'axe, jusqu'a ce que le point (n, n') se confonde avec

2° PART. 3

Fiec. 28.
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(m, m'). Alors la trace horizontale «'8' prendra la posi-
tion «3 ; et comme le point (o, d'), ou I'axe rencontre le
plan mobile, ne change pas, la trace verticale du plan
cherché est Bd'y.

69. Remarque. Sile point de contact (rn,n') se déplace
sur la génératrice (ab, a't’), la trace horizontale =’ tourne
autour du point a, puisqu'elle est perpendiculaire au
rayon on. Il suit de la et des propriétés générales dé-
montrées dans le Chapitre III (43), que la surface dont
nous venons de nous occuper est gauche. On verra plus
loin qu’elle est connue sous le nom de surface gauche
de révolution. On verra aussi que cette surface ne differe
pas de 1'ayperboloide de révolution, 4 une nappe.

PROBLEME VISE,

Par une droite donnée, faive passer un plan tangent & une sphére donnée.

70. Lorsque deux plans P, P', non paralléles, touchent
une sphére O, leur intersection AB est évidemment per-
pendiculaire au plan du grand cercle EDFD’' mené par
les points de contact D, D'. Par suite, les tangentes CD,
CD', & la circonférence EDFD', viennent concourir au point
Gou le plan de cette circonférence est rencontré par l'in -
tersection des plans P, P',

Si donc AB est la droite par laquelle on veut faire passer
un plan tangent & la sphére O, on ménera, du centre de
celle-ci, un plan perpendiculaire & AB; on déterminera le
point C et la circonférence EDFIY, intersections du plan
avec la droite et avec la sphére; on construira les tangen-
tes CD, CD'; et les points D, D’ seront ceux o la sphére
touche les plans cherchés P, P,
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71. Pour effectuer les constructions qui viennent d’étre
indiquées, faisons passer la ligne de terre par le centre o
de la sphére : les contours apparents de celle-ci, relatifs
aux deux plans de projection, seront confondus suivant
une circonférence de grand cercle efgh. Soient, en outre,
ab, d't’ les projections de la droite donnée AB (¥). Les
perpendiculaires o, 0B, abaissées du centre o sur ces pro-
jections, sont les traces du plan EDFD’; et nous détermi-
nerons, par la construction ordinaire, les projections ¢, ¢
du point C.

Actuellement, pour n’avoir pas & construire les projec-
tions de la circonférence EDFD’, rabattons le plan de cette
ligne, c’est-a-dire le plan aop, sur le plan horizontal, en
le faisant tourner autour de oa. La circonférence EDFD
se rabat suivant efgh, et le point (¢, ¢') vient se placer en
un point G,, que nous obtenons par la construction con-
nue (Premiére Partie, Probléme XVI). Menons ensuite, de
ce point G,, les tangentes C, D,, G, D, & efgh; nous aurons
en D,, D, les rabattements des points de contact D, D’;
apreés quoi il ne s’agira plus, pour achever I’épure, que
de revenir de ces rabattements aux projections. On
trouve ainsi les deux plans A p. v,, hu,v,.

72. Remarque. L’épure dont nous venons d’indiquer la
construction comporte trois vérifications .

1° Les traces de chacun des deux plans tangents doivent
passer, respectivement, par les traces de la droite AB;

(*) 8i les deux projections ab, a'd' coupaient la circonférence efgh, il
serait nécessaire de s’assurer que la plus courte distance du centre o ala
droite AB est plus grande que le rayon de la sphére. Pour éviter cette
recherche préliminaire, on prend habituellement une, au moins, des deux
projections, extérieure a efgh.

Fic, 30.
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2° Elles doivent étre perpendiculaires aux projections
des rayons menés aux points de contact (d,,d,"), (d,,d,);

3° Enfin, les traces horizontales A p , \,u, doivent pas-
ser, respectivement, par les points R , R,, ot les tangentes
G,D,, G,D, coupent la trace horizontale oa.

73. Remarque. Siles traces de la droite AB étaient fort
éloignées du centre de la sphére, la construction qui a
donné le point (c, ¢) serait incommode, et il vaudrait
mieux en employer une autre, résultant de la solution du
probléme suivant : Construire les projections du point o
une droite rencontre un plan qui y est perpendiculaire,
sans employer les iraces de la droite. Nous laissons au lec-
teur le soin de chercher cette solution.

PROBILEME IX.

Mener & une suface de vévoludon §, dont le méridien est connu, une normale
parallele & une droile donnée D.

74. En supposant le probléme résolu, soit P le pied de
la normale cherchée N; c’est-a-duire le point de la surface
S, pour lequel la normale est paralléle & la droite D. Le
plan méridien en P doit contenir N (48); donc il est paral-
lele & D. De plus, la section déterminée dans la surface
par ce plan méridien a pour normale, au point P, la
droite N : cette derniére proposition résulte de la pro-
priété principale du plan tangent (27), et de la définition
de la normale (48).

11 faut donc, pour résoudre le probléme :

1° Mener un plan méridien M’ paralléle & la droite D ;
92° imaginer, par un point de I'axe, une paralléle D' & cette
méme droite;; 3° amener le méridien M’ et ]a droite D' dans
lé méridien principal M, en les faisant tourner autour de
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Paxe; 4° mener, 3 la courbe méridienne principale, une
normale N' paralléle au rabattement de D' (*) ; 5° revenir
du rabattement N' 3 la normale véritable N.

EXERCICES.

L. Déterminer les normales communes @ deux cylindres
donnés. ,

II. Mener un plan tangent a un cone donné, connais-
sant son inclinaison sur le plan horizontal.

III. Méme question pour un cylindre.

IV. Par une droite donnée, mener un plan qui fasse,
avec le plan horizontal, un angle donné.

V. Mener, a un cylindre donné, un plan tangen! qui
fasse, avec le plan horizontal, un angle donné.

VI. Méme question pour un cone.

VII. Par un point donné, mener un plan tangent & une
surface de révolution, de maniére que le point de contact
soit sur un paralléle donné ou sur un méridien donneé.

VIII. Parallélement 6 une droite donnée, mener un plan
tangent a une surface de révolution, de maniére que le
point de contact soit sur un paralléle donné ou sur un
méridien donné. '

IX. Par un point donné, mener un plan tangent a deux
sphéres données.

X. Mener un plan tangent a trois sphéres données.

(*) Pour mener a une courbe plane une normale paralléle & une droite
donnée, on trace d’abord une tangente perpendiculaire a cette droite;
aprés quoi I'on méne, par le point de contact, une paralléle 4 la méme
droite : cette paralléle est la normale cherchée. I} faut remarquer, relati-
vement 4 ce procédé, qu’il détermine assez rigoureusement la position
de la tangente ; mais qu’il n’en est de méme, ni pour le point de contact,
ni, par suite, pour la normale.
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CHAPITRE V.

Sections planes des cylindres et des cones.

75. Les problémes dont nous allons développer les so-
lutions ne sont que des cas trés-particuliers de la ques-
tion dans laquelle on se proposerait de trouver l'inter-
section de deux surfaces quelconques. Mais comme ces
problémes ont des applications continuelles, qu’ils sont
beaucoup plus simples que le probleme général, dont
ils donnent, en quelque sorte, la clef, nous avons pensé,
a I'exemple de plusieurs auteurs, qu’il est indispensable
de les traiter & part.

PROBLEME X.

Trouver = 1° intersection d'un cylindre vertical et d'un plan perpendiculaire au plan ver-
tical; 2° la fangente en un point de I'infersection; 3° les rabattements de celle courbe el
de sa fangente; 4° le. développement du cylindre; 5° la fransformée de I'intersection;
6° la tangente 4 la transformée; 7° le point d'inflexion de cetie courbe.

76. Projections de Uintersection. Le cylindre étant ver-
tical, tous les points de sa surface se projettent horizon-
talement sur la base acdb, que nous supposons située
dans le plan horizontal de projection. Par conséquent, la
projection horizontale de la section faite dans le cylindre,
par le plan donné ofy, est cette courbe acdd. Quant & la
projection verticale de la section, il est évident qu’elle se
réduit A la partie a,b, de la trace verticale du plan,



DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 39

comprise entre les projections a'a’, b'0" des génératrices-
limites. Enfin, comme nous supposons le cylindre ter-
miné, a la partie supérieure, par un plan horizontal a"d",
il s’ensuit que la premiére partie du probléme est com-
plétement résolue.

77. Gonstruction de la tangente. La tangente en un
point quelconque (m, m,) de I'intersection est projetée,
horizontalement, suivant la tangente tmr & la trace du
cylindre, et, verticalement, suivant la trace By du plan
sécant. Ceci résulte de ce théoréme général, qu’il suffit
d’énoncer : La tangente en un point de la courbe d’inter-
section d' une surface et d'un plan est Uintersection du plan
tangent a la surface, en ce point, avec le plan de la courbe.

78. Rabattement de Uintersection. Pour obtenir I'inter-
section en vraie grandeur, on pourrait rabattre, sur I'un
ou sur 'autre des deux plans de projection, le plan sé-
cant ; mais il est plus simple, & cause de lz nature des
données, de le faire tourner autour de la perpendiculaire
au plan vertical, projetée en ¢,, jusqu’a ce qu’il devienne
horizontal (Premiére Partie, p. 40). Dans ce mouvement,
chacun des points de la courbe, le point (m,m,), par
exemple, décrit, autour del’axe derotation, unarcdecercle
dont la projection horizontale mM est paralléle & la ligne
de terre, et qui se projette en vraie grandeur, sur le plan
vertical, suivant I'arc m,m,. Par conséquent, la nouvelle
projection verticale du point considérée est m,, et sa nou-
velle projection horizontale est M. Par conséquent aussi,
aprés le mouvement de rotation, la courbe d’intersection
est projetée, en vraie grandeur, suivant AcBd.

79. Remarque. Si la base abed du cylindre est une cir-
conférence, la section ABcd est une ellipse.
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80. Développement du cylindre. Ce développement est
la limite des développements des prismes inscrits au cy-
lindre (20). Si donc, aprés avoir inscrit & la base abcd un
polygone dont les cotés soient assez petits pour qu’on
puisse, sans erreur sensible, les regarder comme confon-
dus avec les arcs correspondants, on porte ces cotés, les
uns 4 la suite des autres, sur une droite indéfinie XY, puis
qu'on éléve, par les points de division ainsi obtenus, des
droites perpendiculaires & XY, et égales & la hauteur ¢'c”
du cylindre, I'ensemble des petits rectangles ainsi formes
pourra étre regardé comme étant, a fort peu prés, le dé-
veloppement du cylindre.

Sur notre épure, nous avons supposé que le prisme qui
remplace le cylindre est ouvert suivant la génératrice pro-
jetée en a, et nous avons placé la droite XY sur le prolon-
gement de la ligne de terre: cette disposition est la plus
commode de toutes, surtout quand on veut construire la
transformée de la section.

81. Remarque. Quand le cylindre est & base circulaire,
on peut, pour obtenir une approximation plus grande, mo-
difier, comme il suit, le procédé qui vient d’étre indiqué.

Ayant divisé la circonférence abed en arcs égaux suffi-
samment petits, on prend, sur la droite XY, une longueur

22 . C oy ge e
égale aux - du diametre ab; apreés quoi I'on divise cette

longueur en autant de parties égales qu'il y a de divisions
dans la base du cylindre. On achéve ensuite comme il a
été dit ci-dessus.

Cette méthode est, graphiquement parlant, trés-appro-

chée; car la différence entre le nombre 2—72, donné par
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Archiméde, et le rapport de la circonférence au diameétre,
est inférieure A o0,002.

82. Transformée de la section. Concevons, comme pré-
cédemment, qu'un prisme soit inscrit au cylindre. La
section faite dans ce polyédre, par le plan afy, est un po-
lygone dont les sommets (a, a,), (m, m), (¢, ¢,)sees
viendront, quand nous développerons la surface prisma-
tique, se placer en A, M, C,..., sur les transformées
des arétes. De plus, les distances Aa, Mm, Cc,... sont
égales, respectivement, & a'a,, m'm,,... ¢'c,,... Enfin, le
polygone dont les sommets sont les points A, M, G,...
ainsi obtenus, a ses cOtés, ou ses éléments, égaux aux ¢élé-
ments correspondants du polygone tracé sur le prisme:
on peut donc le désigner sous le nom de transformé de
celui-ci. Cela posé, sile nombre des faces du prisme in-
scrit augmente indéfiniment, le développement du prisme
tend sans cesse a se confondre avec le développement du
cylindre ; et, en méme temps, la transformée de la sec-
tion prismatique s’approche de plusen plus d'une cer-
taine courbe-limite AMCB..., laquelle est dite transformée
de la section cylindrique (*).

On trouvera cette transformée avec toute I'approxima-
tion que la question comporte si, aprés avoir construit,
comme il a été indiqué plus haut, le développement du
cylindre, et aprés avoir rapporté sur ce développement

(*) Pour ne pas compliquer I’épure, nous avons désigné par les mémes
lettres A, M, C, B,..., les sommets d’un polygone obtenu en développant
le prisme, et les limites de ces sommets, situées sur la courbe avec la-
quelle le polygone tend 4 se confondre. Mais il est bien entendu que, ri-
goureusement parlant, les premiers points ne eoincident jamais avec les
seconds.
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les points (a, a,), (m, m,), (¢, ¢,),.... onfait passer, par
les points A, M, G,..., un trait continu AMCB... (*).

83. Remarque. Nous avons vu, tout & 'heure, que la
transformée de la section prismatique a ses éléments
égaux, respectivement, & ceux de la section. Par suite,
les périmétres de ces deux polygones sont égaux entre
eux. Or deux grandeurs constamment égales ont des li-

(*) On peut se proposer de trouver I'équation de la transformée AMCB.
Pour cela, supposons que I'on sache exprimer 'arc am =s de labase du
cylindre, en fonction de V'abscisse aP—=x du point m, et soit s=o (x)
la relation entre ces deux variables. Soient, en outre, 8 I'inclinaison du
plan sécant sur le plan horizontal, et % la hauteur a laquelle ce plan vient
couper la génératrice «'a”. On a, pour l'ordonnée du point (m,m, ),

z=h+xtgh.
Or, sur le développement, am =X=s, et Mm=Y=z. L’équation
cherchée est donc .
Y—~h
X= ¢ W .

Si la base du cylindre est un cercle de rayon R,

R —
s= R arc cos ®

Par conséquent, la transformeée sera representée par

X == R arc cos (1 Y—h)

T Rige)’
ou par
(_Y=h_ X
TRwgo R

.

Pour simplifier cette équation, transportous l'origine au point G, dont les

, 1
coordonnées sont 3 7R et 2+ R tg0; et nous aurons enfin :

z
R’

On voit que la transformée de la section plane d’un cylindre de révo-
lution est une variété de la SINUSOIDE.

y=Rtg Osin
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mites égales; donc la section plane d’un cylindre, et la
tranformée de celte section, sont deux lignes de méme lon-
gueur.

84. Le raisonnement qui précéde s'applique, soit &
une ligne quelconque tracée sur un cylindre, soit, plus gé-
néralement, & toute ligne tracée sur une surface dévelop-
pable quelconque. Nous énoncerons donc, dés a présent,
ce théoréme général : .

Toute ligne, tracée sur une surface développable, est de
méme longueur que sa transformée.

- 85. 11 existe, entre toute ligne tracée sur la surface
d’un cylindre et la transformée de cette ligne, une autre
relation remarquable, que I'on peut énoncer ainsi:

Si Uon considére, sur une surface cylindrique et sur son
développement, une ligne quelconque et sa transformée,
les tangentes a ces deux lignes, en deux points correspon-
dants, sont également inclinées sur les génératrices et sur
les tranformeées de celle-ci ;

Ou, en termes plus courts, mais moins exacts :

L angle que fait la tangente @ une courbe tracée sur la
surface d’'un cylindre, avec la génératrice passant par le
point de contact, reste invariable quand on développe la
surface.

Pour démontrer cette proposition, substituons encore
au cylindre un prisme qui y soit inscrit, et tracons, sur
la surface prismatique, un polygone dont les sommets
soient les points de rencontre des arétes avec la courbe
tracée sur le cylindre ; puis développons la surface. Dans
cette opération, les trapézes formés par les arétes, par les
cOtés de la base du prisme et par les c6tés du polygone,
viendront se placer, les uns & la suite des autres, sur le
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plan de développement. Conséquemment, l'angle formé
par un coté quelconque du polygone, avec les arétes du
prisme, reste invariable quand on développe celui-ci. Or
le prolongement d’un c6té MN du polygone tracé sur la
surface prismatique a pour limite la tangente en M & la
courbe tracée sur le cylindre. De méme, le prolongement
de I'élément M'N', appartenant & ia transformée du poly-
gone, a pour limite la tangente en M' & la transformée de
la courbe, etc.

88. Des raisonnements semblables prouvent que:

Si Uon considére, sur une surface développable et sur
son développement, une ligne quelconque et sa transformée,
les tangentes a ces deux lignes, en deux points correspon-
dants, sont également inclinées sur la génératrice passant
par le premier point et sur la transformée de celle-ci.

87. Construction de la tangente a la transformée de la
section cylindrique. Reporions-nous maintenant a la fi-
gure 31. La tangente au point M de I'espace, la projection
horizontale rm de cette droite, et lapartie Mm de la gé-
nératrice forment un triangle Mr, évidemment rectangle
en m, et égal, par conséquent, au triangle Mm, (fig. 32)
formé par la tangente Mr & la transformée de la section,
la transformée Mm de la génératrice, et la transformée de
la base du cylindre. En effet, ces deux triangles ont un
angle aigu égal et un coté égal. Donc la base mr du se-
cond est égale & ia base mr du premier. De la, cette régle :

Prenez sur le développement du cylindre, a partir du
point o la transformée de la génératrice passant par le
point decontact rencontre la transformée de la base, et dans
le sens convenable, une distance égale a Uintervalle compris
entre la trace horizontale de la tangente et la trace horizon-
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tale de la génératrice; joignez le point ainsi obtenu avec
le transformé (*) du point de contact; vous aurez la tan-
genle d la transformée de la courbe tracée sur le cylindre.

88. Remarque. Le point dinflexion C correspond au
maximum de I'angle Mrm (fig. 32), lequel est égal & Mrm
(fig. 31). Mais, d’aprés une propriété connue, ce der-
nier angle devient maximum lorsque la tangente Mr est
parallele & la ligne de plus grande pente du plan, c est-
a-dire perpendiculaire & la trace horizontale de celui-ci.

DE L'HELICE.

89. Parmi les courbes, en nombre infini, que ’on peut
supposer tracées sur la surface d'un cylindre quelconque,
I'une des plus importantes est I'mELice. On désigne, sous
ce nom, toule ligne dont la transformée est une droite. D’a-
prés cette définition, les sections faites dans un cylindre,
par des plans perpendiculaires aux génératrices, sont des
hélices. Les génératrices elles-mémes constituent un cas
particulier de ces courbes : ce sont des hélices rectilignes.

90. La droite, transformée d’'une hélice quelconque,
peut étre regardée comme une ligne dont la tangente a
une direction constante; et il est clair qu'une courbe ne
saurait jouir de cette propriété. Par conséquent, et d’aprés
ce que nous avons expliqué ci-dessus (85) : La tangente
en un point quelconque d’'une hélice fait, avec les généra-
trices, un angle constant. Cette propriété est souvent prise
pour définition.

(*) Puisque 'on dit : la transformée d’une ligne, pourquoi ne dirait-on
pas : le transformé d’un point? Par les progrés des sciences et des arts,
certains ndologismes s'introduisent nécessairement dans le langage.
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91. TutoREME. Les hélices, tracées sur un cylindre quel-
conque, sont des courbes a double courbure.

Supposons, s'il est possible, qu'un arc ABG d’hélice
soit situé dans un plan. Alors les tangentes AS, BR, CT
a cette ligne feront, avec les génératrices passant par les
points de contact, des angles égaux entre eux. En d’autres
termes : si, par un point de I’espace, on menait des pa-
ralléles aux tangentes et une paralléle aux génératrices, la
derniére droite serait également inclinée sur les trois
autres. Cette conclusion, admissible si I'hélice est droite,
ou si son plan est perpendiculaire aux génératrices, est
absurde dans tout autre cas. Ainsi, de toutes les hélices
tracées sur un cylindre quelconque, les seules qui soient
planes sont les génératrices, ou les sections perpendiculaires
a ces droites.

92. Remarque. La section obtenue en coupant un cy-
lindre par un plan perpendiculaire aux génératrices, est
appelée section orthogonale ou section droite.

93. TrtorEME. Dans Uhélice, la sous-tangente est égale
a Uabscisse curviligne.

Prenons pour origine de I'hélice AMB le point A ou elle
perce la section droite Amb du cylindre C. Soit ensuite MR
la tangente en un point quelconque de la premiére courbe :
cette droite a pour projection, sur le plan XY de la sec-
tion droite, la tangente mR & Amb. La distance Rm, com-
prise entre la trace R de RM et la projection m de M, est
ce qu'on appelle la sous-tangente; et I'arc Am est 'ab-
scisse curviligne du point M.

Le théoréme énoncé consiste donc en ce que

Rm==arc Am.
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Or, si I'on développe le triangle cylindrique AmM, on
obtient un triangle rectangle A'm'M’, dans lequel les cotés
M'm/, A'm’ de I'angle droit sont égaux, respectivement, a
Mm et & I'arc Am rectifié. D’un autre coté, I'hypoténuse
A'M' pouvant étre considérée comme se confondant avec
sa tangente en M/, il résulte, de la régle démontrée ci-
dessus (87), que le coté A'm’ est égal & la sous-tan-
gente Rm ; celle-ci est donc égale & 1’abscisse curviligne
Am.

94. TuroREME. Le lieu du point ou la tangente a U hé-
lice perce le plan d'une section droite du cylindre, est une
développante de la section droite.

D’aprés le théoréme précédent, il fauf, pour avoir ce
lieu, mener une tangente quelconque mR & la section
droite Amb, et prendre ensuite sur cette tangente, & par-
tir du point de contact, une longueur mR, égale a I'arc
Am reclifié. Cette construction est précisément celle qui
sert & définir la développante d’une courbe quelconque
Amb. Le théoréme est donc démontré.

95. THEOREME. Le plus court chemin entre deux points,
sur la surface d'un cylindre, est le plus petit des arcs
d’hélice terminés 6 deux points.

Remarquons d’abord que, par deux points A, B, pris sur
lasurface d’un cylindre ayant pourbase une courbe fermée,
on peut faire passer une infinité d’hélices. En effet, ima-
ginons un plan P, mené par le point A, perpendiculaire-
ment aux génératrices, et supposons, pour fixer les idées,
que le point B soit au-dessus de ce plan P. Si, par le point
A, nous menons une infinité d’hélices dont les inclinai-
sons avec les génératrices augmentent d’un maniére con-
tinue, en commencant par une inclinaison nulle, il y aura

Fie. 3A.
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une de ces courbes qui passera par le point B, sans avoir
rencontré toutes les génératrices; il y en aura une qui,
aprés les avoir coupées toutes, rencontrera de nouveau
une partie d’entre elles, et se terminera en B; et ainsi de
suite (*).

Cela posé, considérons, avec la premiere de ces hélices,
une courbe quelconque ACB, tracée sur la surface cylin-
drique, et terminée aux points A, B. Quand nous déve-
loppons le cylindre, ces deux lignes conservent leurs
longueurs (84). Or la droite, transformée de I'hélice, est
plus courte que la transformée de ABG, etc.

PROBLEME X1,

Trouver : 1° les projections de la section droite d’un eylindre quelconque; 2° le rahatle-
ment de cette courhe; 3° le développement du cylindre; 4° la transformée de la base;
b° les tangentes & la section droite et a la transformée de la hase.

96. Projections de la section droite. Supposons, comme
dans le Probléme X, que le cylindre soit donné par sa

(*) Lorsqu’une hélice est tracée sur un cylindre 4 base fermée, elle se
compose d’une infinité d’arcs, tous égaux entre eux, et déterminés par les
rencontres successives de la courbe avec une méme génératrice. Chacun
de ces ares est une spire. L’intervalle constant compris entre les extrémi-
tés d’'une méme spire est ce qu'on appelle pas de I’hélice, etc. Relative-
ment aux hélices dont il est question dans le texte, si I'on désigne par /
la longueur de la section faite par le plan P, par A la hauteur du point B
au-dessus de ce plan, par s arc compris entre le point A et la projec-
tion du point B, enfin par ¢ I'angle que fait, avec les génératrices, la tan-
gente A une quelconque de ces courbes, on aura)

s+l

"

Dans cette formule, » représente le nombre des spires contenues dans
P'arc AB.

tgi=
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trace horizontale abed et par la direction de ses généra-
trices. Aprés avoir déterminé, comme & l'endroit cité, les
projections des contours apparents, prenons un plan ofy,
dont les traces soient, respectivement, perpendiculaires
aux projections des génératrices : ce plan, par son inter-
section avec la surface du cylindre, donnera la section
droite de celui-ci.

Pour trouver les projections de cette courbe, il suffit,
évidemment, de chercher les points ou un certain nombre
de génératrices, convenablement choisies, percent le plan
ofy. Nous avons indiqué sur I'épure la construction qui
donne le point (m, m'), correspondant  la génératrice
quelconque (mp, m'p’). En renvoyant, pour I'explication
de ce tracé, au Probléme XII de la Premiére Partie, nous
mentionnerons cependant une circonstance particuliére
qui se présente dans cette épure et qui la simplifie consi-
dérablement.

Comme les plans auxiliaires, tel que mpde, sont tous
paralléles entre eux, les projections verticales de leurs in-
tersections avec le plan «@3y sont toutes paralléles & I'une
d’elles, par exemple, & ¢'m’. 1l suffit donc, pour obtenir
ces projections avec une grande exactitude, de construire
les points ou elles rencontrent la ligne de terre.

En faisant passer deux traits continus par les points dé-
terminés comme il vient d’étre dit, on aura les projections
de la section droite. Mais, pour que ces courbes soient
mieux construites, il convient d’y wener des tangentes,
d’abord en des points quelconques, et ensuite en des
poin(s remarquables.

97. Construction de la tangente. Considérons d’abord
un point quelconque M de la section, projeté en (m, m').

2° PART. 1
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La tangente en ce point est Iintersection du plan de la
courbe et du plan tangent au cylindre, en ce méme point
M (77)- Si donc nous construisons la trace horizontale
pr de ce dernier plan, et que nous joignions le point r, ol
elle rencontre la trace horizontale'sf, & la projection ho-
rizontale m du point de contact, nous aurons la projec-
tion horizontale de la tangente en M. On obtiendra aisé-
ment la projection verticale r'm' de la méme droite, si Fon
fait attention que le point (r, '), ot se coupent les traces
horizontales des-deux plans, est la trace horizontale de
leur intersection. :

98. Les points remarquables sont, dans I'épure qui nous
occupe, les points (f, ['), (h, k), (¢, ¢"), (k, k') situés sur
les contours apparents. Lies considérations exposées ci-
dessus (51), oul'application dela régle précédente, prou-
vent que les tangentes en f, h, sont les projections hori-
zontales df, bh des génératrices extrémes, et que les
tangentes en ¢', k' sont, semblablement, les projections
du contour apparent, relatif au plan vertical.

99. Pour éviter la multiplicité des constructions, nous
n’avons pas déterminé : 1° les points pour lesquels la tan-
gente est horizontale; 2° les points pour lesquels la tan-
gente est paralléle au plan vertical. Nous engageons le
lecteur & effectuer cette recherche, qui ne présente au-
cune difficulté.

100. Tout ce qui précéde subsisterait sans modification,
si le plan oPy, au lieu d’étre perpendiculaire aux généra-
trices du cylindre, avait une direction arbitraire. Ainsi,
nous pouvons regarder comme résolu.ce probléme géné-
ral : Construire les projections de la section d’'un cylindre
par un.plan guelcongqua.
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101. Rabattement de la section droite. On a vu, dans la
Premiére Partie (Problemes XVI et suivants), comment on
peut construire le rabattement d'une figure plane dont les
deux projectidns sont données. L’application du procédé
général, aux différents points (m, m'), (g, ¢'), etc., donne
les points M,, G,,.... En unissant ceux-ci par un trait
continu, on aura, avec une.approximation suffisante, non
plus les projections de la section droite, mais cette sec-
tion méme, en vraie grandeur. Il ne sera pas plus diffi-
cile de construire le rabattement rM, de la tangente rM.

Nous n’aurions donc rien & dire sur cette partie de I'é-
pure, si nous ne devions faire remarquer les simplifica-
tions suivantes, applicables & toutes les questions ayant
pour objet les rabattements des figures planes.

102. 1° Considérons, pour fixer les idées, le point M de
I'épure, projeté en m, m', et rabattu en M,. Pour trouver
ce dernier point, on deit (Premiére Partie, Probléme XVI)
canstruire I'hypoténuse du triangle Mme, rectangle en m,
et dans lequel le c6té vertical M est égal & pm'.

Au lieu de rabattre ce triangle autour de sa base me, et
de répéter la méme opération pour les triangles sembla-
bles & celui-14 (*), et relatifs aux points G, F,..., ce qui
introduirait de la confusion dans I'épure, transportons
tous ces triangles parallélement ¢ eux-mémes, jusqu’a ce
que leurs bases viennent se placer sur une droite a'y'. Si
maintenant le plan vertical qui les contient tous se rabat
sur le plan horizontal, les diverses hypoténuses viendront

(*) Ces triangles rectangles sont semblables, ,parce .qtie I'angle aigu
Mem mesure l'inclinaison du plan «fy sur le plan horizontal ( Premiére
Partie, Probléme XLI).
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se placer sur une méme droite e, A, dont nous construirons
un point m, en prenant sur mp,, perpendiculaire & 2y,
la distance p,m, égale & um'. Les perpendiculaires nn,,
99,,-.. donneront ensuite les hypoténuses cherchées e,n,,
€G- *

2° 1l n’est pas nécessaire, pour construire les points
m,, n,, §,,-.., d& connaitre les projections horizontales
correspondantes m, n, g,... : on peut méme, pour plus
d’exactitude et de simplicité, déterminer celles-ci au
moyen des rabattements m,, n,, g,.

En effet, I'angle aigu a'e}, est le complément de
I'angle aigu formé par une génératrice quelconque pM
et par sa projection horizontale pm. D’apres cela, pre-
nons sur la génératrice pM un point quelconque, par
exemple celui qui est projeté en e, ¢”; puis, aprés avoir
abaissé pp, perpendiculaire & x'y’ et avoir pris e e, égal
a ¢¢’, menons p.e, : cette droite sera la position oc-
cupée par la génératrice quand, aprés I'avoir transpor-
tée parallélement & elle-méme, nous I'aurons fait tourner
autour de z'y'.

Les autres génératrices viendront, semblablement, se
rabattre suivant des paralléles & p,e,. Nous trouverons un
point de chacune d’elles en abaissant bb,, dd,,.?. perpen-
diculaires & x'y'; et, en coupant tous ces rabattements par
la perpendiculaire commune e,),, nous obtiendrons, tout
d’un coup, les points m,,n,,¢,,... Nous pourrons ensuite,
comme nous venons de le dire, déterminer par leur moyen,
non-seulement la projection horizontale de la section,
mais encore sa projection verticale.

3° Les rabattements m,, n,, ¢,,..... ayant été con-
struits, par 'un ou par l'autre des deux procédés qui
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viennent d’étre indiqués, la recherche du rabattement
M,N.G,... dela section droite n’offrira plus de difficulté.

103. Remarque. Au lieu de regarder les droites p,m,,
b,h,,...., comme ayant été obtenues par une translalion
et une rolation des génératrices, on peut supposer que
ces derniéres lignes ont été projetées sur le plan vertical
ayant pour trace 2'y’, et que ce plan vertical a été rabattu
sur le plan horizontal de projection. Sous ce point de vue,
le plan vertical dont il s’agit est un nouveau plan vertical
de projection, la droite x'y' est une nouvelle ligne de terre,
et I'épure, modifiée comme nous venons de I'expliquer,
est une application du procédé connu sous le nom de
Méthode des changements de plans de projection (Premiere
Partie, Chapitre III).

104. Développement du cylindre. Nous savons que la
section droite d’un cylindre se transforme, quand on effec-
tue le développement, en une perpendiculaire aux trans-
formées des génératrices (g2). Si donc, sur une droite in-
définie UV, nous prenons les distances HM, MG, GF, FN,
NK, KH,, respectivement égales aux arcs H,M,, M,G,,.....
rectifiés (*), puis que, par les points H.M,G.., nous me-
nions des perpendiculaires & UV, ces droites pourront étre
regardées comme les transforthées des génératrices du
cylindre, dont UV représentera la section droite.

105. Transformée de la base. Une ligne quelconque,
tracée sur la surface du cylindre, est de méme longueur

(*) Pour rectifier approximativement les arcs HM,, M,G,..., on inscrit,
4 chacun d’eux, des cordes égales entre elles, assez petites pour qu’on
puisse, sans erreur sensible, les regarder comme se confondant avec les
petits arcs qu’elles sous-tendent.

Fie. 36.
Fic. 35.
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que sa transformée: (84). Par conséquent, pour construire
un certain nombre de points appartenant & la transformée
de la trace horizontale du cylindre, il suffit de. prendre les
longueurs Hb, Mp,.... respectivement égales aux vraies
grandeurs h,b,, mp,,.... des portions de génératrices,
comprises entre le plan de la section droite et le plan
horizontal. La courbe bpa...., qui unit tous les points
ainsi obtenus, est la transformée cherchée.

Quand & la partie de la surface située au-dessus de la
section droite, on peut la terminer par un simple arra-
chemend.

106. Tangente d la transformée de la base. Les explica-
tions données dans le n° 87 prouvent que, pour avoir la
tangente au point p de la transformée, correspondant au
point M de la section droite, il suffit de prendre, surla
droite indéfinie UV, la distance Mr égale & M,r, et de
joindre le point r au point p. On peut encore déterminer
le point r par la condition que la distance pr soit égale
a la partie pr de la tangente & la trace horizontale du cy-
lindre.

107. Si I'on voulait construire les points de la trans-
formée bpa... pour lesquels la tangente est perpendicu-
laire aux transformées des génératrices, il suffirait d’ob-
server qu’ils correspondent aux points de la base pour
lesquels, pareillement, la tangente est perpendiculaire
aux génératrices. Pour abréger, nous n’avons pas indiqué
ces points sur I'épure. Nous n’avons pas construit non
plus les points d’inflexion de la transformée (88).
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PROBELEME XEiI.

Trouver : 1° D'inlersection d’un cine de révolution et d'nn plan perpendiculaire au plan
vertical; 2° Jo-fangente en un point do I'intersection; 3° les rabatlements do celle courbe
¢t de sa langento; 4° le développement du cdue; §° la transformée do I'inferscetion;
6° la tangente a celte transformée.

108. Projection de Uintersection. Prenons le plan hori- Fie. 37.
zontal de projection perpendiculaire & I'axe du cone, et
faisons passer le plan vertical par cet axe, perpendicu-
lairement au plan donné. Alors les projections de I'axe
sont le point s, situé sur la ligne de terre, et la perpen-
diculaire ss’ & cette droite. En méme temps, la section mé-
ridienne du cone, ou le contour apparent, relatif au plan
vertical, est le triangle isocéle as'c. I est évident qu’il
n’y a pas de contour apparent, relatif au plan horizontal,
et que la base du cone est la circonférence décrite sur ac
comme diamétre. Pour plus de clarté dans I'épure, nous
avons seulement tracé la partie de cette base, située en
avant du plan vertical. Enfin, le plan séeant oy a sa trace
horizontale «f, perpendiculaire & la ligne de.terre.

109. Ges constructions préliminaires étant effectuées,
on observe que la projection verticale de I'intersection
est le segment ¢4’ de la trace verticale By, compris entre
les projections s'a, s'c des génératrices extrémes; en sorte
que la prejection horizontale seule est inconnue.

Pour la déterminer, on peut employer deux procédés
principaux, qui se déduisent des deux modes de généra-
tion de la surface (22, 3°).

En effet, soit M un point queleonque de la courbe d’in-
tersection, ayant m' pour projection verticale. Par ce point
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M, on peut faire passer, soit un méridien. soit un paralléle.

Le méridien, ¢’est-a-dire la génératrice rectiligne pas-
sant en M, a pour projection verticale s'm'd’ : sa projec-
tion horizontale s’obtient immédiatement, puisque cette
génératrice a sa trace horizontale sur celle du cone. Quant
au paralléle du point M, il a pour projection verticale la
droite k'’ paralléle & la ligne de terre; et il se projette
en vraie grandeur, sur le plan horizontal, suivant la cir-
conférence ghl. Chacune des deux méthodes donne ainsi,
trés-aisément, la projection horizontale m d'un point
quelconque- M de l'intersection. Cette ligne se projette
donc suivant une courbe gmi..., qui a pour axe la ligne
de terre, et pour sominets les points g, ¢.

110. Remarques. 1. Des deux procédés qui viennent
d’étre indiqués, le second, seul, estapplicable & la déter-
mination du point k, situé sur le méridien perpendicu-
laire au plan vertical de projection.

II. Afin de rendrg I'épure plus réguliére, et surtout en
vue des constructions ultérieures, on divise la demi-circon-
férance abc en un certain nombre de parties égales; et I'on
emploie les génératrices passant par les points de division.

114. Construction de la tangente. Elle ne differe pas de
celle qui a été expliquée ci-dessus (97), et donne mr pour
projection horizontale de cette ligne.

112. Rabattement de Uintersection. Pour cette partie de
I'épure, que nous n’avons pas effectuée, nous renverrons
le lecteur au Probléme XI (101).

113. Développement du cone. Concevons que I'on ait
inscrit & un coéne une série de pyramides dont les faces
latérales diminuent indéfiniment, et qu’on ait développé
les surfaces ainsi obtenues : la limite de ces développe-
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ments est ce qu'on appelie développement de la surface
conique {20). :

Dans le cas qui nous occupe, le cone est droit, & base
circulaire; par conséquent, il se développe suivant un
secteur circulaire ASA, A, dont le rayon SA est la généra-
trice as’, et dont I'arc ABA, a méme longueur que la cir-
conférence abc (84).

Pour trouver cet arc, on pourrait se contenter de por-
ter, sur la circonférence a laquelle il appartient, & partir
du point A, et les unes & la suite des autres, des cordes
égales & celles qui sous-tendent les arcs a1, 12, 23... de
la base du coéne; mais il vaut mieux construire d’abord,
au moyen d'un rapporteur, I'angle ASA, (*); aprés quoi
'on partage I'arc ABA, en autant de parties égales qu’il
yen a dans la circonférence abe.

En joignant le centre aux points de division obtenus
par I'une ou I'autre de ces deux méthodes, on aura les
transformées des génératrices du cone.

(*) En désignant par R le rayon de la base du céne, par / le rayon du
secteur, et par ¢ la mesure de I’angle ASA,, c’est-a dire 'arc qui cor-
respond a cet angle, dans le cercle dont le rayon est un, on a

2nR=¢./,
d’ou
©=2n -l}
D’un autre cdté,
i _ n
v 2 360°
n étant le nombre de degrés de I'arc ABA,. Donc
n = 360°. B .

l

Dans notre épure, R=46=~, /=79==; en sorte que 7=209,9. L’angle
ASA, est donc d’environ 210°.

Fic. 38.
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114. Transformée de Uintersection. Les distances com-
prises entre le sommet du cone et les points ot les géné-
ratrices sont rencontrées par le plan sécant restent inva-
riables, quand on développe la surface (84). Conséquem-
ment, pour trouver le transformé M du point (m, m'), il
suffit de prendre, sur le rayon SD, la distance SM égale a
celle qui sépare le point (m,m') du sommet (s, s'). Or cette
derniére distance est, évidemment, représentée par s'k'.

En répétant la méme construction, on obtient la courbe
GMHIG, . transformée de la section conique (*).

(*) On peut, de la maniére suivante, trouver l'équation de la courbe
GMHIG,.

Désignons par a I’angle s'g't’ que fait lg-plan sécant avec la génératrice
(as, as'), par B l'angle as's générateur du cdne, par d la distanee g's'.
Faisons, en outre,

sm=u, asm=0, SM=p, ASM=o.
Nous aurons d’abord, en exprimant que AD =ad, ct i cause de
as = ASsin f:
w
0= —,
sin . M

Le rayon vecteur sm est la projection horizontale de SM; donc

u=p sin B. @)

Exprimons maintenant que les distances kp, A'm’ sont égales. Or
kp =u (1 —cos0); et, dans le triangle k'g'm’,

k'm' _ g'F d—
d’ont

sina
cos (a1 )"
Nous aurons donc, A cause de I'équation (2):

Km' = (d —p)

sin a

p(1 —cos 6) sin p=(d—p) 03 (@t p)

3)
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115. Tangente a la transformée de la section conique.
Les considérations employées & propos du cylindre sont
applicables ici, et l'on trouve, par leur moyen, que la.
tangente MR est I'hypoténuse du triangle RDM, dans le-
quel DR = dr. )

116. Nature de la section. On peut démeontrer, soit
géométriquement, soit par le caleul, que la section faite
par un plan P, dans un coéne de révolution, est une
courbe du second degré, c’est-i-dire une ellipse, une
hyperbole, ou une parabole. Dans 'exemple traité ci-

puis
d sin a

P= .
cos (« + B) sin B 4 sin o.—cos (a4 @) sin f cos -S—I:%—p-
Pour simplifier le dénominateur, observons que
c0s (¢ + ) sin B + sin @=cos (a ++ B) sin 4 sin (x4-f—B)=sin(«+{)cos §;
et nous aurons enfin )
dsina
p= — — ®
sin (@ +B) cos f — cos (x4 B) sin B cos a
Telle est I'équation qui représente les fransformées des sections co-
niques. Elle peut étre mise sous la forme abrcgée :

P:L
1 — e cos mo’

Ajoutons que la projection horizontale ‘mg est représentée par

psin B
U = ———
1—ecost’

équation d’'une conique rapportée i son foyer comme péle. Conséquemn-
ment, si L'on coupe un cdne de révolution par un. plan, et que I'on pro-
Jette la figure sur un plan perpendiculaire & I’axe du cdne, I'un des foyers
de la projection est situé sur cette droite.

Cette remarque a été faite par M. Vieille.
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dessus, le plan P coupait toutes les génératrices; et la
courbe obtenue, située tout entiére sur une seule nappe
du cone, était une ellipse. Si, au contraire, le plan P
rencontre les deux nappes de la surface, ou, ce qui est
la méme chose, s’il est paralléle ¢ deux génératrices,
la courbe d’intersection, évidemment composée de deux
branches séparées et infinies, est une hyperbole. Enfin,
g’il arrive que le plan sécant soit paralléle a une seule
génératrice, cette courbe, ayant une seule branche infinie,
est une parabole.

Il est intéressant de considérer & part le second cas,
parce qu’il donne lieu & la construction des asymptotes de
I'hyperbole.

117. Cas o la section est une hyperbole. Supposons,
comme précédemment, que I'axe (0, 0z') du cone soit si-
tué dans le plan vertical de projection, perpendiculaire-
ment au plan horizontal; et, pour plus de régularité dans
Iépure, limitons les deux nappes aux plans horizon-
taux ab, a”b", symétriquement placés & I'égard du centre
(0, 0). En méme temps, prenons le plan P (toujours sup-
posé perpendiculaire au plan vertical) de maniére que les
points (e, €), (f, /'), ol il rencontre les génératrices ex-
trémes (ab, ab"), (ab, a"b), soient situés, I'un sur la nappe
inférieure du cone, et I'autre sur la nappe supérieure.

Au moyen de ces données, et en opérant comme dans
I'épure précédente, on trouve I'hyperbole eg, fh, projec-
tion horizontale de I'hyperbole H suivant laquelle le
plan P coupe le cone.

118. Construction des asymptotes. Généralement, on
peut considérer Uasymptole d'une courbe comme la limite
des positions d’une tangente dont le point de contact s éloi-
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gne indéfiniment swr la courbe (*). D’aprés cette remarque,
pour qu'une courbe ait une asymptote, il faut : 1°que la
courbe ait une branche infinie; 2° que, le point de contact
s'éloignant indéfiniment sur cetle branche, la tangente
s'approche sans cesse d'une position-limite.

I est facile de reconnaitre que la courbe dont nous ve-
nons de construire la projection horizontale satisfait a la
premiére condition. En effet, menons, par le centre du
cone, un plan kk'U' parallele & oy : il coupe la surface
suivant des génératrices (ko, k'l'), (lo, k'l') paralléles au
plan «3y. Remplagons, par la pensée, la droite (ko, KT
par une autre générairice G, qui fasse, avec la premiére,
un trés-petit angle : il est clair que le point M, ou cette
derniére ligne rencontre le plan ofy de la courbe H, peut
s’éloigner, autant que nous le voudrons, du point (e, ¢),
si angle dont il s’agit est rendu suffisamment petit. C’est
ce qu’il fallait prouver.

On voit, en méme temps, que les génératrices paralléles
au plan sécant sont les limites de celles qui rencontrent ce
plan. Les considérations générales sur les surfaces dé-
veloppables nous avaient déja conduit 4 cette conclusion

(44)-

Remarquons maintenant que la tangente 4 la courbe H,

() Soient M, M’ deux points pris sur une branche infinie AB, ayant
pour asymptote une droite CD. Abaissons MP, M'P’ perpendiculaires a
CD; puis supposons que les points M, M’ s’éloignent indéfiniment sur AB,
de maniére que la projection PP’ conserve une longueur constante: d’a-
prés la définition de I’asymptote, la corde MM’ tend a se confondre avec
CD. Ainsi l'asymptote est la limite des positions d'une sécante quelconque,
dont deux points consécutifs d'intersection avec la courbe s'éloignent in-
définiment sur celle-ci.

Cette proposition comprend, comme cas particulier, celle du texte.
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au point M, serait 'intersection du plan P avec le plan tan-
gent au cone, suivant la génératrice G. Si donc cette inter-
section s’approche indéfiniment d’'une droite fixe, quand
la génératrice G tend vers sa position-limite (ko, K1),
cette droite fixe sera I’asymptote. Or le plan tangent sui-
vant la génératrice G a pour limite le plan tangent suivant
(ko, K'l); donc la tangente en M tend sans cesse a se con-
fondre avec la droite suivant laquelle ce dernier plan coupe
le planP; et I'arcinfini projeté suivant eg a une asymp-
tote. La méme conclusion subsisterait pour I'arc projeté
en fh, et pour les deux arcs symétriques des premiers
par rapport au plan vertical. La courbe H est donc une
hyperbole, ainsi que I'avait indiqué la position du plan P.

119. Le plan tangent au cone, suivant (ke, k'l'), a pour
trace horizontale la tangente kp & la base du cone : le
point p, ol cette tangente rencontre la trace «3-du plan P,
est donc la trace horizontale de 'asymptote. Et comme
la génératrice (ko, k') est paralléle au plan P, I'asymp-
tote, intersection du plan P et du plan tangent, est pa-
rallele & la génératrice : sa projection horizontals ess
donc pi, paralléle a la projection horizontale ko de la gé-
nératrice-limite.

120. 1l résulte, du Théoréme général sur la projection
d’une tangente, que la projection pi de I'asymptote a I’ hy-
perbole H est asymptote a la projection eg de cette hyperbole.

121. Une construction semblable & la précédente don-
nerait 'asymptote gi & 'arc fh. Il faut, comme végifica-
tion, que les deux asymptotes se coupent au centre (i, i')
de Uhyperbole H. Cette remarque donne un moyen de
tracer les denx asymptotes, plus rapide et plus exact que
celui que nous venons d’employer.
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122. Si le plan P, toujours perpendiculaire au plan
vertical, était parallele & la génératrice extréme (ao,
ao'), auquel cas la section serait une parabole, la géné-
ratrice (ko, k'o’) se confondrait avec (a0, ao’). Par suite,
le plan tangent suivant cette derniére droite ne couperait
plus le plan P; donc la parabolen’a pas d’ asymptote.

123. Développement du céne; transformée de Uhyper-
bole. Les deux nappes du cone étant, par hypothése, li-
mitées aux plans ab, a"4", équidistantes du centre, elles
se développent suivant deux secteurs BAB,0, A"B"A", 0,
égaux entre eux, et que nous pouvons prendre dans un
méme cercle ayant pour rayon le c6té ao’ du cone. Nous
pouvons méme les placer symétriquement & I'égard du
centre O, ce qui revient & supposer que, la nappe infé-
rieure du cOne étant ouverte suivant la génératrice (bo,
o'}, la nappe supérieure soit ouverte suivant le prolon-
gement de cette droite. De cette maniére, la branche in-
férieure de I'hyperbole se transforme suivant GEG,, et la
transformée de la branche supérieure se compose des
deux arcs FH, F H,, symétriques par rapport a OB’, et
coupant orthogonalement les deux transformées OA”, 0A”,
de la génératrice (oa, oa").

Ces trois courbes GEG,, FH, F,H,, se construisent par
points, absolument comme la transformée de la section
elliptique (114).

12h. Asymptote a la transformée de Uhyperbole. On a

vu ci-dessus (115) que, pour obtenir la tangente en un
point M, dela transformée d'une section conique quelcon-
que, il faut construire un triangle égal & -celui dont les
cotés sant : 1° la tangente T au point M correspondant &
M,; 2° la-génératrice G passant-en M; 3* la trace hori-

Fic. 40.

Fie. 39.
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zontale du plan tangent le long de cette génératrice. Dans
le cas qui nous occupe, les limites de ces trois droites
sont respectivement, 'asymptote (pi, i), la génératrice
(ko, ko), et la tangente pk & la base du cdne. Si donc,
apres avoir construit la transformée KO de la génératrice
(ko, ko), nous prenons la tangente KP au cercle O égale
A kp, et que nous menions PI paralléle & KO, nous aurons
I'asymptote & 'arc EG de la transformée. Une construc-
tion semblable donnerait les asymptotes des autres arcs.

125. Remarque. Les asymptotes PI, R I des arcs EG,
FH,, forment une seule et méme droite. En effet, la
transformée OK de la génératrice (ok, o'K'), et la trans-
formée OL, du prolongement de cette méme génératrice,
sont deux segments d'une méme droite. De plus, les
asymptotes PI, R,I sont paralleles & cette ligne et elles
en sont également distantes, attendu que le foyer o est &
égales distances des asymptotes pi, ¢i; donc, etc.

On arrive & la méme conclusion en supposant que 'on
ait pris, pour plan de développement, celui qui touche le
cone suivant la génératrice (ok, o'k').

FPROBLEME X)L

Trouver : 4° les yrojections de la section faile dans un cine, parun plan quelconque; 2° le
développement du cbne; 3° la {ransformée de la section; 4° les tangentes a la transfor-
mée de la base el & la transformée de la section.

126. Projections dela section. Soient (s, s') le sommet
du cone, (abed, a'¢') 1a trace horizontale de cette surface,
«f3y le plan donné.

Nous déterminerons, comme dans les problémes pré-
cédents, les projections ehfg, ¢'h'f'¢' de la courbe d’inter-
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section, en construisant les points ot le plan est rencontré
par un certain nombre de génératrices du cone.

Soit, par exemple, la génératrice (sp, s'p'). Le plan qui
la projette horizontalement coupe le plan afy suivant une
droite dont la trace horizontale est (u, ), et dont un
autre point a s pour projection horizontale. La projection
verticale ¢ de ce dernier point se construit au moyen de
Ihorizontale (sl, ') du plan donné. Nous trouvons ainsi
la projection verticale u'm’ de la droite dont il s’agit; et,
par suite, (m, m') estle point ou la génératrice (sp, s'p')
perce afy.

127. Remarque. Les plans auxiliaires, menés par les
génératrices, se coupent tous suivant la verticale passant
par le sommet du cone; en sorte que leurs intersections
avec le plan donné viennent toutes concourir au point
(s, 7), ou ce dernier plan est rencontré par la verticale
dont il s’agit. Il nous a donc suffi, pour déterminer com-
plétement chaque intersection, d’en construire la trace
horizontale.

Cette importante simplification est tout & fait analogue &
celle que nousavons rencontrée dans le Probléme XI (95).

128. Deéveloppement du come. La construction de cette
partie de I’épure exige que I'on connaisse les vraies lon-
gueurs des génératrices projetées en s1, s2, sp, ... Nous
obtiendrons commodément ces diverses droites si nous
supposons que chacune d’elles tourne autour de la verti-
cale (s, s"s'), de maniére & se placer parallélement au plan
vertical.

Soit, par exemple, la génératrice (sp, sp’). Si, sur la
paralléle sv & xy, nous prenons sw égale & sp; sinous
abaissons wp,, perpendiculaire & xy, et que nous menions

2° PART. 5
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s'p,, cette derniére droite sera, évidemment, la vraie lon-
gueur de la génératrice.

Cela posé, pour trouver le développement du céne,
nous supposerons que cette surface est ouverfe suivant
la génératrice projetée en si, et nous construirons les
triangles 182, 2SP, PS4, ..., égaux, respectivement, aux
triangles composant les faces de la pyramide que nous
substituons au cone. En faisant passer un trait continu
par les points 1, 2, P, 4, D, ..., nous aurons, pour le
développement cherché, le secteur S12P4D...1. En méme
temps, la courbe 12P4D...1 sera la transformée de la base
du céne (*).

129. Transformée de la section. Sinous prenons, sur la
transformée SP de la génératrice (sp, s’p') une longueur
SM égale & la partie de cette droite comprise entre le
sommet du cone et le plan sécant, nous aurons un point M
de la transformée HMFGH,. Or, les distances SP, SM sont
proportionnelles aux projections verticales sp, s'm’; et,
de plus, SP =s'p,. Si donc, par le point m', nous menons

(*) On congoit que I'ensemble des triangles 182, 2SP,.... peut différer
beaucoup du veéritable développement, puisque celui-ci est la limite des
développements des pyramides inscrites au cone. D’un autre coté, si 'on
multiplie considérablement le nombre des points de division de la base
abef, on jette dela conlusion dans-P’épure. Pour €viter cet inconvénient,
et en méme temps pour avoir une approximation suffisante, on peut
opérer de cette maniére:

Aprés avoir pris S1 (fig. 42) égal & sl (fig. 41), on décrit, du point 8
comme centre, avee s'2 (fig. 41) pour rayon, un arc A; puis on coupe cet
arc par un autre arc, décrit du point 1 comme centre, et dontle rayon
Nru', plus grand que la corde 13 (fig. 41), soit plus petit que l'arc sous-
tendu par cette corde.

Quelle que soit, du reste, 1a construction qui donne le développement,
elle laisse toujours  désirer sous le rapport dela rigueur.
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m m, paralléle & la ligne de terre, cette droite m'm, gou-
pera s'p, en un point m,, qui donnera s'm, = SM.

130. Remarque. 11 est commode de faire passer une
courbe par les points e, g, m, h,, bien que cette ligne n’ait
aucune signification géométrique.

131. Tangentes a la transformée de la base et a la trans-
formée de la section. Aprés avoir déterminé, par la con-
struction ordinaire, la tangente (mr, m'r’) & la courbe
d’intersection, au point quelconque (m, m'), proposons-
nous d’obtenir la tangente MR & la transformée de cette
courbe ; et pour cela, cherchons d’abord la tangente en P,
3 la transformée de la base du cone. Or, si nous con-
struisons le triangle SPR égal & celui dont les cotés
seraient la génératrice (sp, s'p'), la tangente pr & la base,
et la droite (rs, r's"), le c6té PR de ce triangle touchera,
en P, la transformée de la base. De plus, la droite RM
est tangente, en M, & la transformée de la section co-
nique.

Fie. 41.

Fic. A1.

Fie. 42.
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CHAPITRE VI

Surfaces réglées.

132. Avant de discuter quelques surfaces particuliéres,
engendrées par le mouvement d'une droite, nous com-
pléterons, autant que le permet la nature de cet ouvrage,
la théorie générale des surfaces réglées, commencée dans
les chapitres précédents.

DES SURFACES DEVELOPPABLES.

# 133, Ona vu (19) qu'une surface développable est le
liew des tangentes a une courbe & double courbure. Cette
définition indique nettement la nature des surfaces dont
nous nous occupons, mais elle ne nous donne pas, d’'une
maniére compléte, la loi du mouvement de la génératrice
rectiligne. On congoit, en effet, qu'une droite indéfinie
EF, tangente & une courbe donnée ABC, pourrait glisser
sur celle-ci, de maniére que le point de contact, variable
sur la droite, fit constant sur la courbe. Dans ce cas, il
1’y aurait pas de surface engendrée. On pourrait encore
attribuer & la tangente un mouvement oscillatoire ; et alors
le lieu qu'elle décrirait se composerait de petites zones
superposées, etc. Pour que la surface développable existe,
et pour qu’elle ne soit pas brusquement terminée, il faut
donc que la tangente & la courbe donnée se meuve sui-
vant une certaine loi, que nous allons indiquer.

134. Considérons d’abord, comme dans le Chapitre I
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(16), un polygone ABC...FG dont trois cotés consécutifs
quelconques ne soient pas dans un méme plan.

Prolongeons indéfiniment, et dans les deux sens, chacun
des cotés de cette figure; nous aurons ainsi des droites
qui pourront étre regardées comme les arétes de deux
surfaces polyédrales, ou plutét de deuxnappes d’une méme
surface, s’appuyant sur le contour polygonal ABC...FG.

Pour engendrer cette surface parle moyen d’une droite
mobile D, imaginons que B"B' soit une position de cette
génératrice. Pour lui faire prendre la position G"C/, nous
la ferons tourrier autour d’un axe BB mené par le point B,
.perpendiculairement au plan ABC : pendant le mouve-
ment, les deux segments de la génératrice engendreront
les angles B'BC’, BBC'. De méme, cette droite passera
de la position G"C’ & la position DD’ en tournant autour
d’un axe Cy mené par le sommet C, perpendiculairement
au plan BCD. Et ainsi de suite.

Nous voyons ainsi que les deux nappes de la surface
polyédrale seront engendrées par les rotations successives
d’'une méme droite, autour des axes Bg, Cy, Dé...

135. Remarque. 1. Sinous prenons, sur BB, les seg-
ments BG,, C,D,,D,E,..., respectivement égaux aux cotés
BG, CD, DE... du polygone, ces segments viendront, suc-
cessivement, coincider avec les cotés correspondants du
polygone directeur.

II. Un point M, pris sur B'B, entre C, et D,, décrit d’a—
bord un arc de cercle MM, autour de B, puis un arc M;m
autour de G, puis un autre arc mM,autour de D, etc. Ainsi,
chaque point de la génératrice décrit une ligne composée
de deux séries d’ arcs de cercles, auxquels elle est toujours
normale.

Fie. A44.

Fic. AA.
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II. Les tangentes en m, aux arcs M,m, mM,, se-
raient perpendiculaires & l'intersection D"D' des plans
BCD, CDE, dans lesquels ces arcs sont respectivement
situés; elles ne se confondent donc pas, et leur angle me-
sure I'inclinaison des deux plans. Par suite, la ligne dé-
crite par un point quelconque de la génératrice D forme un
angle au point ou elle rencontre la directrice ABGD...FG.

IV. Le segment MN, déterminé par deux points quel-
conques M, N de la génératrice, est égal, en longueur, &
la partie mDEn de la directrice, comprise entre les posi-
tions m, n des premiers points. C’est cette derniére pro-
priété que nous exprimerons, d’'une maniére abrégéa, en
disant que la génératrice roule sur la directrice.

436, Revenons maintenant au cas de la surface en-
gendrée par une droite EF, continuellement tangente &
une courbe & double courbure ABC. Par le principe des
limites, que nous avons appliqué plusieurs fois, nous
pouvons établir immédiatement les propositions sui-
vantes :

4° Une surface développable est le liew des positions d’ une
droite qui roule, sans glisser, sur une courbe & double
courbure donnée;

2° Dans ce mouvement, chaque point de la génératrice
décrit une courbe a laquelle la génératrice est normale; en
sorte que cette courbe est une TRAYJECTOIRE ORTHOGONALE de
toutes les génératrices;

32 Cette trajectoire orthogonale des génératrices présents
un rebroussement au point ow elle coupe la directrice.

En effet, I'angle des tangentes en m, aux deux lignes
Pm, Qm, a une limite nulle. C’est parce que la directricé
est le lieu des points de rebroussement des courbes dé-
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crites par les points de la génératrice, qu’elle est appelée

aréte de rebroussement de la surface.

4° La directrice donnée, ou U'aréte de rebroussement de
la surface développable, partage cette surface en deux
nappes, tangentes lune al'aulre le long de cette aréte.

Les tangentes mT,‘ ms, & Pm, mQ, déterminent les
plans tangents aux deux nappes; donc, etc.

137. Si la surface polyédrale considérée ci-dessus est
développée sur un plan, le polygone ABC...EFG se trans-
forme en un autre polygone dont les angles et les cotés
sont, respectivement, égaux aux angles et aux cotés du
premier (82). Il résulte de 1A que les circonférences qui
passent, I'une par trois sommets consécutifs du premier
polygone, lautre par les trois sommets correspondants
du second, sont égales entre elles. Or, si nous remplacons
les deux figures polygonales par les courbes qui en sont
les limites, les deux circonférences seront osculatrices i
ces deux courbes. Ainsi, Uaréte de rebroussement & une
surface développable et la transformée de celte ligne ont,
en deux points correspondants, leurs cercles osculateurs
égaux.

138. Le plan du cercle osculateur, en un point M de-

I'aréte de rebroussement, est, évidemment, la limite du
plan conduit suivant les deux cordes Mm,, Mm, aboutis-
sant en ce point. En d’autres termes, le plan osculateur
en un point de Uaréte de rebroussement se confond avec le
plan tangent, en ce point, @ la surface développable. Gest
ce que nous avons annoncé précédemment (46).

139. Les axes de rotation BB, Gy, D3, ..., que nous
avons considérés plus haut, ont pour limites les normales
a Uaréte de rebroussement, perpendiculaires aux plans os-

Fic. AA.

Fic. 46.
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culateurs de cette ligne (*). En général, le lieu de ces nor-
males est une surface gauche.

140. Nous devrions maintenant, pour compléter ces gé-
néralités, indiquer les différents procédés au moyen des-
quels on peut engendrer une surface développable. Le
lecteur pourra consulter, sur ce sujet, le Traité de Géomé-
trie descriptive de Leroy, ou celui de M. de la Gournerie.

DES SURFACES GAUCHES.

141. Pour abréger, nous nous contenterons de donner
deux théorémes trés-simples, qui permettent souvent de
reconnaitre si une surface réglée est gauche. Ces théo-
rémes sont fondés sur le lemme suivant.

142. LEMME. St toutes les tangentes 6 une ligne plane
concourent en un méme point, cetle ligne est droite.

Si la ligne considérée est courbe, elle aura, au moins,
un arc convexe, tel que AMB. Cet arc, compris dans I'in-
térieur du triangle ATB formé par la corde AB et par les
tangentes AT, BT, sera coupé en un point M par une
droite TC menée du sommet T & un point quelconque G
de la base AB. Donc, contrairement & I'hypothese, la tan-
gente en M ne concourt pas en T.

143. TrtorkME. Toute surface réglée, qui admet une di-
rectrice rectiligne, est gauche.

Admettons, pour un instant, que sur une surface déve-
loppable S, ayant la courbe & double courbure ABC...
pour aréte de rebroussement, on puisse appliquer une

(*) M. de Saint-Venant a proposé, pour ces droites, la dénomination de
bi-normales a I'aréte de rebroussement.
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droite MN, non tangente & cette courbe. Projetons toute
la figure sur un plan P, perpendiculaire & MN.

L’aréte de rebroussement se projette suivant une
ligne abe... ayant pour tangentes les projections aa’, bb',
¢c’s... des génératrices AA', BB/, C(/,... De plus, la droite
MN se projette en un point m, par lequel viendront
passer les tangentes ad’, bb', ¢c,... Donc, d’aprés le lemme
précédent, abc... serait une ligne droite, et, contraire-
ment 3 I'hypothése, la courbe ABG serait plane.

144, Par le calcul, ou par la géométrie, on démontre
que Uhyperboloide a une nappe est une surface doublement
réglée, ou admettant deux systémes de génératrices rectili-
gnes (*). Le paraboloide hyperbolique jouit de la méme pro-
priété. D’apres le théoréme précédent, ces deux surfaces
sont gauches. La méme conclusion s’étend aux conoides,
c’est-a-dire aux surfaces engendrées par une droite qui
Sappuie sur une droite donnée, en restant parallele & un
plan directeur donné. A cause de cette derniére condition,
les conoides peuvent étre considérés comme appartenant
aux surfaces réglées, a plan directeur. Ges derniéres, quand
elles ne sont pas cylindriques, sont nécessairement gau-
ches, comme nous I'allons démontrer.

145. TrEOREME. Toute surface réglée, a plan directeur,
est gauche.

Supposons qu’une pareille surface soit développable.
Si nous effectuons une projection sur un plan perpendicu-
laire au plan directeur, les génératrices se projetteront
suivant des droites paralléles, tangentes & la projection
del'aréte de rebroussement. Or, d’aprés le lemme démon-

(*) Manuel des candidats a {'Ecole polytechnique, tome I, p. 60.
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tré plus haut, il est impossible qu'une courbe plane ait
toutes ses tangentes paralléles entre elles. Donc, etc.
146. Remarque. Cette démonstration suppose que I'a-
réte de rebroussement n’est pas transportée d Uinfini, ou,
en d’autres termes, que la surface n’est pas cylindrique.

HELIGOIDE DEVELOPPABLE.

147. L’ héligoide développuble est le lieu des tangentes
a une hélice. 1l résulte, de cette définition et des pro-
priétés de I'hélice (n* 93 et suivants), que tout plan per-
pendiculaire aux génératrices du cylindre sur lequel U hé-
lice est tracée, coupe U hélicoide suivant une développante
de la section faite par ce plan dans le cylindre.

148. On a vu que, dans Uhélice, la sous-tangente est
égale a Uabscisse curviligne (93). Conséquemment I'hélice
a méme longueur que sa tangente. La propriété précé-
dente peut donc étre énoncée ainsi :

Lorsqu’une droite roule sur une hélice, de maniére &
engendrer un hélicoide développable, chacun de ses points
décrit une développante de la section droite du cylindre sur
lequel Uhélice est tracée.

149. Au lieu de supposer que la tangente roule sur
I'hélice, on peut admettre qu’elle glisse le long de celle-
ci, mais de maniére que le point de contact, invariable
sur la tangente, parcoure la courbe. Dans ce second mode
de génération, la tangente passera par toutes les positions
qu’elle occupait dans le premier; et, comme elle est indé-
finie, les deux surfaces engendrées seront identiques. Gela
posé, si I'hélice est tracée sur un cylindre de révolution,
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tout point de la génératrice décrit une hélice dont le pas est
égal a celui de Uhélice primitive.

Pour démontrer cette proposition, projetons I'hélice sur
un plan perpendiculaire aux génératrices du cylindre.
Partageons la circonférence O en un certain nombre de
parties égales, par exemple en sept. Menons les cordes
AB, BG,... : il est clair que ces droites sont les projec-
tions de cordes égales, ayant leurs extrémités sur I'hélice.
Sinous prolongeons ces cordes de longueurs Aa, Bb, Cc,..,
arbitraires, mais toutes égales entre elles, les points a, b,
¢,... seront les projections de points situés sur les pro-
longements des c6tés du polygone inscrit a I'hélice, et
équidistants des sommets projetés en A, B, G,... Enfin,
menons les droites ab, bc,... Il est facile de voir que
ABC.... étant, par hypothése, un polygone régulier, il en
est de méme pour abe... On reconnait, en outre, que le
polygone dont abe... est la projection a ses cOtés égaux
entre eux et également inclinés sur le plan de projection;
si donc I'on développait le prisme dont abed... est la base,
le polygone dont il s’agit aurait une transformée rectili-
gne. Gette conclusion est indépendante du nombre des
divisions de la circonférence ABC...; donc, etc.

150. Remargue. Sile polygone ABC... n’est pas, a la
fois, équiangle et équilatéral, ¢’ est-a~dire si I hélice direc-
trice m’est pas tracée sur un cylindre de révolution, le

théoréme ne subsiste plus, et chacun des points de la gé-

nératrice décrit une courbe différente de U'hélice. Gette pro-
position, comme le lecteur pourra s'en assurer, résulte
de la démonstration précédente. .

151. Aprés ce rapide examen de la surface qui nous

occupe, nous pourrions faire voir comment on peut la -

Fiec. A8.
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construire en relief, et comment on peut en effectuer le
développement. Pour éviter un double emploi, nous trai-
terons ces deux questions dans le chapitre suivant.

HELICOiDE GAUCHE.

152. On donne, en général, ce nom a toute surface
gauche a directrice héligoidale. Mais on peut considérer
plus particuli¢rement, & cause de leurs applications, les
quatre hélicoides gauches suivantes :

1° Prenons, pour directrices, une hélice tracée sur un
cylindre de révolution, et I'axe de ce cylindre. Si une
droite mobile s’appuie sur ces deux lignes, en faisant avec
I'axe un angle constant, la surface ainsi engendrée est
U héligoide de la vis a filet triangulaire.

2° Conservons les mémes directrices, et supposons que
la droite mobile coupe I'axe & angle droit, ou, ce qui est
équivalent, qu’elle reste paralléle & un plan directeur,
perpendiculaire & cet axe. La surface est appelée héligoide
a plan directeur, ou hélicoide de la vis a filet carré (*).

3¢ Prenons encore pour directrice une hélice tracée sur
un cylindre de révolution, et supposons qu'une droite
mobile s’appuie sur cette courbe, en touchant la sur-
face du cylindre, et en faisant avec I'axe un angle con-
stant, différent de celui que fait, avec cet axe, la tangente
a I'hélice. Le mouvement de la génératrice sera complé-
tement déterminé. De plus, la surface n'a aucun point

(*) Si, conservant ’hélice donnée et le plan donné, on prenait pour di-
rectrice rectiligne une génératrice du cylindre, la surface serait encore
Y'héligoide de la vis a filet carré; ce qui est assez remarquable.
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dans Uintérieur du cylindre. On la désigne sous le nom
d’héligoide @ noyaw plein,

4° Admettant toujours que la génératrice rectiligne
rencontre I'hélice en demeurant tangente au cylindre sur
lequel cette courbe est tracée, Supposons, comme cas par-
ticulier, que la génératrice fasse un angle droit avecl’axe;
alors la surface engendrée sera un héligoide a noyau plein,
et a plan directeur,

D’aprés les deux théorémes généraux démontrés ci-
dessus (143 et 145), les deux premiers hélicoides, et le
quatri¢me, sont des surfaces gauches.

153. Une considération trés-simple permet de recon-
naitre que I'héligoide & noyau plein appartient, pareille-
ment, & cette catégorie. Projetons I'hélice et les généra-
trices sur un plan P, perpendiculaire & I'axe du cylindre.
Nous obtiendrons, pour projection de la courbe, la circonfé-
rence G suivant laquelle le plan P coupe le cylindre, et,
pour projections des génératrices, les tangentes i cette
circonférence. Si la surface réglée dont il s’agit avait une
aréte de rebroussement, la projection de cette ligne serait
Penveloppe de toutes nos tangentes, ¢’est-a-dire la circon-
férence C. Par suite, les points de contact des génératrices
avec l'aréte de rebroussement se confondraient avec les
points ot les génératrices rencontrent hélice. En d’autres
termes, si la surface était développable, son aréte de re-
broussement serait précisément 1'hélice directrice. Cette
conclusion est contraire & I'hypothése; donc I'hélicoide d
noyau plein est une surface gauche.

454, En général, si une droite se meut en coupant une
courbe donnée, de maniére que la projection de la généra-
trice, faite sur un certain plan, soit toujours tangente a
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da projection de la directrice, la surface engendrée est
gauche.

HYPERBOLOIDE DE REVOLUTION.

155, Supposons, comme dans le Probléme VII, qu'une
droite AB tourne autour d’'un axe fixe QZ, non situé dans
un méme plan avec elle. Nous avons dit que la surface
gauche de révolution, ainsi engendrée, est identique avec
I’hyperboloide de révolution, ¢ une nappe, ¢ est-a-dire avec
la surface qui serait décrite par une demi-hyperbole,
tournant autour de son axe non transverse.

Pour démontrer cette identité, menons la commune
perpendiculaire OC aux droites AB, OZ. Quand la généra-
trice AB tourne autoyr de 0Z, le point G décrit un paralléle
plus petit, évidemment, que les paralléles décrits par les
autres points de AB. Pour cette raison, le cercle OCD est
appelé cercle de gorge de la surface.

Soient ensuite ZOX un plan méridien quelconque et
M le point ou il est rencontré par la génératrice. Si nous
abaissons la perpendiculaire MP sur OX, et que nous me-
nions GP, cette derniére droite sera tangente en G au
cercle de gorge : en effet, la droite AB étant perpendicu-
laire & OC, sa projection CP est pareillement perpendicu-
laire & OC. Ainsi, les projections des génératrices, sur le

-plan du cercle de gorge, sont tangentes a ce cercle.

Ces préliminaires étant entendus, faisons

0C=3, MCP=«, OP =z, MP = z.

.Le triangle MPC, rectangle en P, donne z = CPtga. D’ail-
leurs,

(Tf'g:x’—.sq;
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donc I'équation du lieu des points M, ou de la section
méridienne, est

2 —x?tglo = — &’tg’a. (1)

Gette équation représente une hyperbole concentrique
avec le cercle de gorge, dont les sommets réels sont les
extrémités D, E d’'un diamétre de ce cercle, et dont OZ
est ’axe imaginaire.

156. L’équation (1) ne change pas quand « cliange de
signe. Conséquemment, si 'on imagine une droite A'B',
symétrique de AB relativement au plan du cercle de
gorge, cette seconde génératrice A'B', tournant autour
de OZ, reproduirait la surface engendrée par AB. Autre-
ment dit : Uhyperboloide de révolution, ¢ une nappe, ad-
met deux systémes de génératrices rectilignes. A chaqué
génératrice du premier systéme en correspond une du Se-
cond, symétrique de la premiére par rapport au plan du
cercle de gorge.

157. L'hyperboloide pouvant étre engendré, indifférem-
ment, par la droite AB ou par la droite A'B', il est clair
que : par tout point pris sur la surface; passent deux gé-
nératrices, U'une appartenant au premier systéme, Uautre
appartenant au second.

158. Deux génératrices d’un méme systéme ne sont pas
dans un méme plan.

Soient AB, A'B' deux positions quelconques d’une méme
génératrice. En général, les tangentes GT, C'T, suivant
lesquelles se projettent ces deux droites, se coupent-en
un point T. Si donc AB pouvait rencontrer A'B', ce ne
pourrait étre qu'en un point de la droite MTM', menée par
le point T, perpendiculairement au plan du cercle de

Fic. 50.
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gorge. Or, & l'inspection de la figure, on voit que cette
perpendiculaire rencontre AB au-dessus du plan, et qu’elle
rencontre A'B’ au-dessous de ce méme plan. Les deux
génératrices sont donc dans des plans différents.

159. Remarque. Si les deux droites AB, A’'B’ avaient
leurs projections paralleles, elles seraient antiparalléles.

160. Deux génératrices de systémes différents sont tou-
Jjours dans un méme plan.

Soit AB une génératrice quelconque du premier sys-
téme; je dis qu’elle rencontre la génératrice EF, prise
arbitrairement dans le second systéme.

Soient CT, C'T les tangentes au cercle de gorge, sui-
vant lesquelles se projettent ces droites. Par le point T,
élevons une perpendiculaire TR au plan de ce cercle :
il s’agit de démontrer qu'elle rencontre, en un méme
point, les deux génératrices. Or, les triangles rectangles
formés par cette perpendiculaire, par les génératrices
et par les projections CT, G'T, sont égaux; car les angles
aigus G, (' sont égaux par hypothése, et les tangentes
CT, C'T, issues d'un méme point T, sont égales entre
elles. Les points ou la perpendiculaire TR rencontre AB,
EF sont donc confondus en un seul. C'est ce qu’il fallait
démontrer. ' '

161. Remarque. Si les deux droites AB, EF avaient
leurs projections paralléles, elles seraient paralléles; ces
deux droites ne se couperaient donc pas; mais elles seraient
encore dans un méme plan.

162. On reconnait, sans difficulté, que le mouvement
d’une généra rice rectiligne est complétement déterminé,
lorsque cette droite est assujettie & s’appuyer sur trois di-
rectrices données. Gonséquemment, si nous prenons, sur
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I'hyberboloide de révolution, trois droites A, A’, A" d’un
meéme systéme, et si nous faisons mouvoir une droite G,
de maniére qu'elle rencontre constamment ces direc-
trices, nous engendrerons une surface qui ne différera pas
de I'hyperboloide. En effet, la génératrice G, dans ses di-
verses positions, coincide avec les droites B, B', B",B",....
du second systéme, attendu que chacune de celles-ci
rencontre A, A', A", Ainsi Uhyperboloide de révolution, a
une nappe, peut élre engendré par une droite mobile, assu-
Jettie a s’appuyer sur trois droites fixes (*).

163. La construction du plan tangent & 1'hyperboloide
de révolution a fait voir que cette surface est gauche (69).
Les théorémes des numéros 143 et 154 conduisent & la
méme conclusion.

164. On a vu plus haut (157) que, par tout point de la
surface, passent deux génératrices. Conséquemment (34) :

1° Le plan tangent en un point de I’ hyperboloide de révo-
lution est déterminé par les deux génératrices passant en
ce point; 2° quand le point de contact se déplace sur une
génératrice, le plan tangent tourne autour de celle-ci. Ce
dernier résultat était déja connu (43 et 69).

165. Reportons-nous a la figure 49, et menons, par le
centre O de I'hyperboloide, une paralléle OH & la géné-
ratrice AB. La droite OH, en tournant autour de I'axe 0Z,
engendre un cone de révolution identique avec celui que
décrirait I'asymptote de 'hyperbole méridienne MDM'. En
effet, pour obtenir la section méridienne du premier

(*) On verra, tout i I'heure, & quelles conditions doivent satisfaire les
trois directrices, pour que la surface engendrée soit un hyperbolcide de
révelution. -

2¢ PART. 6
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cone. il suffit de supposer, dans I'équation (1), § = 0. On
trouve ainsi

z—xttgta—o,

c’est-4-dire 1'équation méme des deux asymptotes.

166. La droite OH ayant été prise paralléle & AB, il est
clair que chacune des génératrices du cone est paralléle &
deuzx génératrices de Uhyperboloide ; et réciproquement.

De plus, d’aprés la remarque précédente, la surface de
Uhyperkoloide s’ approche indéfiniment de celle duw cone,
sans jamais Uatteindre. Pour cetteraison, la derniére sar-
face est dite cone asymptotique de I hyperboloide.

167. TutorkME L. Les sections faites par un méme plan,
dans un hyperboloide gauche de révolution et dans le cone
asymplotique, sont deux courbes semblabdles et semblable-
ment placées;

1. Si ces sections sont des ellipses ou des hyperboles,
elles sont concentriques.

Nous admettons ces deux théorémes, quel'on peut dé-
montrer géométriquement ou par le calcul.

168. Représentation graphique de Uhyperboloide. Pre-
nons le plan horizontal perpendiculaire & I'axe de révo-
lution, et supposons, pourintroduire plus de symétrie dans
I'épure, que la surface soit limitée & deux plans hori—
zontaux, également distants du centre (o, o'). Les pro-
jections horizontales des deux paralléles ainsi déterminés
se réduisent & une seule circonférence, décrite du point e
comme centre. De plus, il est visible que les génératrices
doivent se pr)jeter horizontalement suivant des cordes
égales. Sidonc I'on divise la circonférence en un certain
nombre n de parties égales, et quel’on construise les deus
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projections verticales répondant & chaque point de divi-
sion, il sera facile d’obtenir ensuite les projections de en
génératrices de la surface. Cette construction est effec-
tuée dans la figure 64.

169. Remarqgues. 1. Dans cette figure, n égale 24; en
sorte que les génératrices représentées sont au nombre
de 48.

il. A chaque projection horizontale correspondent deux
projections verticales. Par exemple, lacorde (1, 8), pro-
jection horizontale de la génératrice qui joint le point 1
de la base inférieure au point 8 de la base supérieure,
est, en méme temps, la projection de la génératrice pas-
sant par le point 1 de la base supérieure et par le point
8 de la base inférieure.

III. De méme, a chaque projection verticale correspon-
dent deux projections horizontales.

IV. Les projections horizontales des génératrices sont
(155) tangentes & la projection du cercle de gorge (non
représentée sur la figure). Cest ce qu'on exprime en di-
sant que les cordes égales (1, 8), (2, 9), (3, 10), en-
veloppent la projection horizontale du cercle de gorge.

V. Si, par une génératrice quelconque, onf ait passer
un plan perpendiculaire au plan vertical de projection,
il touche I'hyperboloide au point ou la géuératrice perce
le méridien principal (68). Par suite, I'enveloppe des pro-
Jje:tions verticales des génératrices est égale a I hyperbole
méridienne.
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HYPERBOLOIDE A UNE NAPPE.

170. L hyperboloide est une surface gauche. 1 est facile
de vérifier, soit par le calcul (*), soit en modifiant lége-
rement la méthode employée dans le n° 155 (**), que
Y hyperboloide @ une nappe, tel qu’il a été défini au com-
mencement de ce volume (7), est identique avec la surface
engendrée par une droite assujetlie a s appuyer sur trois
droites A, B, G, non paralléles ¢ un méme plan et telles,
en oulre, que deux quelconques d’'entre elles ne soient pas
dans un méme plan. Pour abréger, nous admettrons cette
identité, d’ou il résulte que Ihyperboloide est une surface
gauche; et nous nous contenterons de démontrer, géomé-
triquement, quelques propriétés résultant de la seconde
définition.

171. Paraliélipipéde dircctewr. Si par chacune des
trois directrices A, B, G, on fait passer deux plans respecti-
vement paralléles aux deux autres droites, ces six plans,
évidemment paraileles deux a deux, déterminent un pa-
rellélipipede DEFGD'EF'G’, dont A, B, C sont trois arétes,
et que I'on peut, par abréviation, appeler parallélipipéde
directeur de U hyperboloide.

172, Construction des génératrices. Par Paréle A, me-
nons un plan quelconque. Il coupe la face FG' suivant
FH, qui rencontre B en un point M ; et il coupe la face D'F’

(") Manuel des Condidats de I Ecole polytechnique, t. 11, p. 3.

(") Parexemple, on peut regarder I’Ayperbolvide & une nappe comme
un hyperboloide de révolution dont toutes les cordes, perpendiculaires &
un certain méridien, ont été multipliées par un nombre constant. Cette
simple remarque suffit pour établir la plupart des propriétés de la pre-
miére surface.
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suivant HN, égale et paralléle & ED. Conséquemment, la
droite MN rencontre A en un point L: cette droite est
donc une position de la génératrice.

173. Remarque. Les distances DL, EL, D'M, FM, EN,
G'N satisfont & diverses relations simples, parmi les-
quelles nous distinguerons celle-ci :

EL . EN = FF. FG. (1)

Pour la démontrer, il suffit d’observer que I'on a, d'une
part, :
DH__MH _HN_
EF — ME ~— EL’
et, d'un autre coté,

D'H = EN, HN = FG.

17h. Double génération de ! hyperboloide. Sil'on rem-
place les directrices A, B, G par les arétes respective-
ment opposées A’, B, C', ces derniéres droites, prises
comme directrices, déterminent un nouvel hyperboloide
dont on obtient une génératrice quelconque, telle que
L'M'N’, au moyen de la construction précédente. Quant &
la relation (1), elle devient

EL. EN' =EF. FG. . (2)
Par suite
EL. EN = EL'. EN/,
ou
EL EN ,
EL = BN @l

D’aprés cette proportion, et & cause de I'égalité des
angles FED, F'ED, les triangles LEN, L'EN sont sem-
blables; donc les droites LN', L'N, situées dans deux
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faces opposées du parallélipipede, sont paralléles; et les
deux génératrices LMN, LM'N' sont dans un méme plan;

-en sorte que le second hyperboloide coincide avec le pre-

mier. Nous pouvons donc énoncer les propositions sui-
vantes, qui ne différent pas de celles que nous avons dé-

" montrées relativement & I'’hyperboloide de révolution :

175. TuiorkMES. 1. L’hyperboloide ¢ une nappe admet
deux systémes de génératrices rectilignes ;

II. Par tout point de la surface passent deux généra-
trices;

111. Deux génératrices d’un méme systéme ne son! pas
dans un méme plan; ,

IV. Deux génératrices de systémes différents sont lou-
jours dans un méme plan;

V. Le plan tangent en un point de U'hyperboloide est dé-
terminé par les deux génératrices passant en ce point ;

Euc.

176. ProBLEME. Reconnaitre si un hyperboloide a une
nappe est de révolution. Supposons qu’avec les directrices
données (A), (B), (C), on construise le paralléllipipéde di-
recteur (171). Si 'hyperboloide est de révolution, les
droites PP', QQ’, RR’, menées par le centre O, perpen-
diculairement aux arétes (A), (B), (C), sont des diamétres
du cercle de gorge (155); c’est-a-dire que ces droites sont :
1° situées dans un méme plan passant par.le cenire O;
20 égales entre elles. De plus, en admettant toujours la
méme hypothése, la droite menée par le centre O, perpen-
diculairement au plan des trois perpendiculaires, est 'axe
de rotation; donc 3° chacune des droites OP, 0Q, OR est
ta plus courte distance entre cet axe et U'aréte correspon—
dante. 11 est manifeste que I'hyperboloide non de révolu-
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gion (*) ne jouit pas de ces trois propriétés. Elles constj-
tuent donc un critérium qui, dans chaque cas particulier,
permet de résoudre simplement la question (*¥),

PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE.

177. Le paraboloide est une surface gauche. En procé-
dant ¢ mme nous V'avons fait pour 'hyperboloide, nous
admettrons que le paraboloide hyperbolique, défini au
n° 13, est identique avec la surface engendrée par une droite
assujettie 6 s’appuyer sur deux droites A, A', non situées
dans un méme plan, en restant paralléle a un plan direc-
teur P. Conséquemment, le paraboloide hyperbolique est
une surface gauche (145).

178. Divers modes de génération de la surface. En par-
tant de la définition précédente, et en admettant les pro-

(*) Jemploie ce barbarisme pour éviter une périphrase.

(**) Si 'on représente par 2a, 2b, 2¢ les longueurs des arétes directrices,
et par «, 8, v leurs inclinaisons mutuelles, on trouve, en exprimant la
premiére condition :

be (b cos y — ¢ cos B) sin%a
=+ ca(c cos a — acos y) sin2B
+ ab(acos B — b cos «) sin?y = 0; (A)
-et, en exprimant la seconde :

82 =a?sin? B 4 b28in® « +- 2aé(cos a cos B — cos y),

& =52¢in?y + ¢ sin? B 4 2b¢(cos B cos y — cos a), B
" 8% = c?sin?a + 42 sin?y 4 2ca(cos y cos @ — cos B);

& étant le rayon du cercle de gorge.

Dans le cas du cube, les relations (A), (B) sont vérifiées, donc siz arétes
d’un cube appartiennent toujours & un hyperboloide de révolution. On
peut ajouter que : les milieux de trois arétes d’un parallélipipéde quel-
corque, et le centre du parallélipipéde, sont toujours dans un méme plan.
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priétés les plus simples du quadrilatére gauche (¥), on
conclut immédiatement les propositions suivantes :

1° Le paraboloide hyperbolique admet deux systémes de
génératrices rectilignes ;

2° Les génératrices d'un méme systéme sont paralléles a
un méme plan (**);

3° Deux génératrices d'un méme systéme ne sont pas
dans un méme plan ;

b° Deux génératrices de systémes d:ﬂerents sont tou-
jours dans un méme plan;

5° Par tout point de la surface passent deux généra-
trices;

6° Le paraboloide hyperbolique peut étre engendré par
une droile qui Sappuierait sur trois génératrices dun
méme systéme, prises comme directrices.

Etc.

179. Représentation graphique du paraboloide. Si 'on

* prend le plan horizontal perpendiculaire aux deux plans

directeurs, la projection horizontale du quadrilatére gau-
che ABBD qui détermine le paraboloide (177) se réduil &
un parallélogramme abcd. La projection verticale est un
quadrilatére quelconque a'b'c'd'. De ces données, on con-

(*) I. Tout plan, paralléle & deux cdtés opposés d’un quadrilatére
gauche, partage proportionnellement les deux autres cdtés.

11. S¢ une premiére droite partage proportionnellerent deux: cdtés op-
posés d'un quadrilatére gauche, et siune seconde droite partage propor-
tionnellement les deux autres cdtés du quadrilatére, ces deux droites sont
dans un méme plan.

Pour la démonstration de ces deux théorémes, qui renferment, pour
ainsi dire, toute la théorie du paraboloide hyperbolique, le lecteur pourra
consulter 1'ouvrage intitulé : Théorémes et Problémes de Géoméirie élé-
mentaire, quatriéme édition.

(™) Relativement aux génératrices du premier systéme, cette propriété a
été prise comme définition (17T).
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clut immédiatement les projections horizontales et verti-
cales d'un certain nombre de génératrices, telles qu’elles
‘sont représentées dans la figure 65 ().

EXERCICES.

L. Représenter [la surface engendrée par une droile de
longueur donnée, glissant sur deux directrices rectilignes,
non situées dans un méme plan.

II. Représenter la surface engendrée par une droite de
longueur donnée, glissant sur une droite et sur-une cir-
conférence donnée (**).

III. Une droite, paralléle aun plan donné, s’appute sur
une circonférence et sur une droite donnée. Représenter le
concide ainsi engendré.

IV. Représenter la surface engendrée par une droite
horizontale, s appuyant sur deux comes de révolution
dont les axes sont verticaux. Dans quel cas cette surface
est-elle un conoide?

V. Une droite, tangente @ une sphére donnée, rencontre
constamment deux droites rectangulaires données, non si-
tuées dans un méme plan. Représenterla surface engendrée
par la droite mobile. Examiner ce que devient cette sur-
face : 1° lorsque Uune des deux directrices passe par le
centre de la sphére; 2° lorsque le cenlre de la sphére est au
milieu de la plus courte distance des directrices ; 3° lorsque
la sphére touche celles-ci ; etc.

(*) On voit que le paraboloide hyperbolique, limité au quadrilatére
ABCD, ressemble assez exactement & un mouchoir a carreaux, suspendu
par deux coins opposés.

(") En modifiant encore la nature ou la position des directrices, on ob-
tient d’autres surfaces intéressantes.
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CHAPITRE VII.

Scctioms planes des surfaces régléces.

Dans le chapitre suivant, nous considérerons les cas
principaux de la section plane d’un hyperboloide de ré-
volution. Dans celui-ci, nous choisirons, comme exemples,
les sections faites dans I'hélicoide développable ou dans
I’hélicoide de la vis & filet triangulaire, par des plans tan-
gents & ces surfaces. '

PROBLEME XIV,

1° Représenter graphiquement I'héligoide développable; 2° constraire un plan tangent a cetfe
surface; 3° délerminer la section faile par le plan; 4° développer 1'héligoide; 5° con-
struire la fransformée de la section,

180. Représentation graphique de I'héligoide. Nous sup-
poserons la surface terminée & deux plans horizontaux
a2y, «'y', perpendiculaires & I'axe (o0, o' ') du cylindre sur
lequel est tracée I'hélice directrice. La distance de ces
plans sera, pour plus de simplicité, égale au pas de I'hé-
lice. De plus, nous limiterons la courbe aux deux plans ;
de sorte qu'elle se composera d’une seule spire.

Cela posé, si a8 est la trace horizontale du cylindre, et
que a soit 'origine de I'hélice, la trace horizontale de
I'hélicoide serala développante abed..,qr du cercle o (94).
Pour construire cette développante, on divise la circon-
férence en un certain nombre de parties égales, & partir
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de origine a; on méne des tangentes aux points de di-
vision; puis on porte sur ces droites les longueurs {3b,
Y¢, 8d,...ar, respectivement égales aux arcs af, ay, ad,
«.. ala, rectifiés. Les points b, ¢, d,...r, ainsi déterminés,
appartiennent & la développante (*).

181. Dans I'hélice, la sous-tangente est égale & l'ab-
scisse curviligne (93). Par conséquent, la tangente au
point (@, r), extrémité de la spire, est projetée suivant
la droite ar, égale & la circonférence o rectifiée. Par con-
séquent aussi, pour trouver les projections horizontales
des points ou les diverses génératrices percent le plan
supérieur x'y', il nous suffit de porter la longueur ar sur
les projections de ces géneratrices, & partir des points
a, b, ¢, d,,... Nous obtiendrons ainsi de nouveaux points
a,, b, c,..., lesquels, évidlemment, appartiennent & une
seconde développante a,b,c,...q,a du cercle o. Les traces
de T'hélicoide, sur les plans horizontaux qui le limi-
tent, sont donc une développante de la base inférieure du
cylindre, et une développante de sa base supérieure; ces
deux courbes étant, d’ailleurs, dirigées en sens contraires.

182. Si I'hélice donnée, au lieu d’étre terminée aux

(*) Pour détermjpner rigoureusement les points , ¢, d,..., on prend la
- 22
tangente ar égale aux T du diameétre a8; on la divise en autant de par-

ties égales qu'il y a de divisions dans la circonférence ; puis on prend, sur
les tangentes, Bb=al, yc=a2, 8d = a3, etc.

Ajoutons que, pour avoir les points de division §, v, §,..., et les tan-
gentes en ces points, on décrit, du point o comme centre, une circonfé-
rence beaucoup plus grande que atf)\; on partage cette grande circonfé-
rence en parties égales; on méne les rayons aux points de division, etc.

En général, quand on construit une épure, on doit, par toutes sortes de
procédés, rechercher I'exactitude dans la détermination des droites et des
points.
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plans x'y', xy, était prolongée au-dessous de zxy, les tan-
gentes & la spire qui suivrait celle que nous conservons
viendraient percer le plan horizontal oy, en des. points
situés sur la développante a,q,p,...b,a,. En effet, la nou-
velle spire serait,  I'égard du plan xy, ce qu'est la pre-
miére par rapport au plan x'yt.

De méme, si celle-ci était continuée au-dessus de ce
dernier plan, les tangentes & la nouvelle spire détermine-
raient, par leurs intersections avec x'y’, une développante
projetée, en vraie grandeur, suivant abc...qr.

Sidonc I'hélicoide, au lieu d’étre limité comme nousl’a-
vons supposé, était indéfini, ses traces sur chacun des deux
plans horizontaux xy, 2'y', se composeraient du systéme
des deux développantes abc...qr et aq,p,...q,.

183. Remarquons maintenant qu'une hélice, tracée sur
un cylindre de révolution, est partout identique avec elle-
méme (*), La conclusion & laquelle nous venons de par-
venir, relativement aux sections faites dans I'hélicoide
par les plans horizontaux xy, x'y', subsiste donc pour
tout plan horizontal. Ainsi :

1° La section faite dans Uhéligoide développable, par un
plan quelconque, perpendiculaire & Uaxe du cylindre sur
lequel I hélice directrice est tracée, se compose de deux déve-
loppantes de la section circulaire faite dans le cylindre par
ce méme plan; 2° lorigine commune des deux dévelop-
pantes est située sur Uhélice; 3° cette origine est, par rap-
port au systéme des deux développantes, un point de re-
broussement (**).

() Cette propriété appartient aussi 4 la ligne droite.
(**) On sait que la développante coupe, orthogonalement, les tangentes
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184. 11 est maintenant facile de se représenter la forme
de I'héligoide développable.

Supposons, en effet, que la courbe ab,...qab...qr,
toujours située dans un plan perpendiculaire & I'axe du
cylindre, tourne autour de cet axe, de maniére que le
point de rebroussement @ parcoure I'hélice directrice.
D’apres les explications précédentes, la surface ainsi en-
gendrée sera un hélicoide développable. Cette surface est
composée de deux nappes, respectivement engendrées
par les deux développantes : en se réunissant, elles for-
ment une sorte de lame (ranchante, ayant pour aréle
I'hélice directrice. Cette derniére courbe, étant le lieu dé-
crit par le point de rebroussement de la génératrice, est
donc une aréte de rebroussement {(136).

185. Nous pouvons ajouter, pour rendre encore plus
évidente la forme de I'hélicoide développable, que, d’a-
prés le dernier mode de génération, ce corps est une vé-
ritable vis, ayant, pour section perpendiculaire 41 axe, le
systéme des développantes a/h,...q,, ab...r (¥).

186. Revenons & lareprésentation graphique de I'hé-
licoide. Les points de la trace inférieure se projettent en
v, U, ¢,...q, sur la ligne de terre. De méme, les points
appartenant & la trace supérieure de I'hélicoide ont pour
projections verticales les points a',, V', ¢,,..q',, situés
sur a'y'. Par conséquent, en menant des droites par les

a lu développée. Donc les tangentes en a, aux deux développantes, sont
confondues suivant le prolongement du rayon oa; c’est-a-dire que, par
rapport au systéme de ces courbes, a est nn point de rebroussement.

(') Le filet de la vis serait la scction faite par un plan b, passant par
Paxe.
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points correspondants r et @', b’ et ¥,,... ¢' et ¢, nous
obtiendrons les projections verticales des génératrices.
Quant aux projections verticales §, ', &,... des points ou
ces génératrices touchent I'hélice, elles sont données par
les projections horizontales §, v, 3,... des mémes points.
La sinusoide r'3'y8’...a', est la projection verticale de cette
hélice (*).

187. Afin d’abréger, nous n’expliquerons pas ce qui
est relatif aux parties visibles ou invisibles. Avec un peu
d’attention, le lecteur qui aura notre épure sous les yeux.
comprendra pourquoi certaines lignes ou parties de li-
gnes sont en plein, tandis que le reste est en ponctué.

188. Pour construire le modéle en relief, on pourra
prendre deux feuilles de carton, assujetties par des mon-
tants verticaux, de maniére & tenir lieu, approximative-
ment, des plans horizontaux xy, x'y'. Aprés avoir évidé

(*) Rapportons Phélice aux trois axes of,03, (o, 0'z"). Désignons par R
le rayon du cylindre, et par s I'arc ade, répondant a un point quelconque:
(e, €'), dont les coordonnées sont x, y, z. Nous aurons

s s
= — R COS — = in —.
z R co v Y Rsml{
Mais
z—.z — L~ [ | . /l
s-ee_tgdidl—z-m’ .

z

7 nous trouvons les

h étant le pas de I'hélice. Remplacant % par 2w
équations : '

z
-

rz=—Rcos 2w il, y=Rsln 2 p

Chacune des projections de I'hélice est donc une variéfé de la sinusoide.
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ces deux feuilles, suivant deux cercles égaux & ad6), et
ayant un axe commun (o, 0'0',), on tracera, sur le carton
inférieur, la développante abe...r, et, sur le second car-
ton, 'autre développante, en ayant soin de placer dans
une méme verticale les origines de ces courbes. Ré-
unissant ensuite, par des fils tendus, les points corres-
pondants, on aura une représentation assez fidéle de
I’hélicoide développable, surtout si les points a, b, ¢,...1
sont suffisamment rapprochés. Ajoutons que, s’il en est
ainsi, les génératrices représentées par les fils n’étant
plus des droites mathématiques, elles pourront se couper
deux & deux, et qu'alorsl'aréte de rebroussement résul--
tera des intersections successives de ces droites.

189. Plan tangent suivant une généralrice. Proposons- Fig. 51.
nous de construire le plan tangent & I'hélicoide, le long
de lagénératrice (Il,, UT,). Ge plan doit avoir, pour trace
horizontale, la tangente en (I, I') 1a développante abe. ..r,
puisque cette courbe est la trace horizontale de la surface.

Or, cette tangente est perpendiculaire & I, (183, se-
conde Note) ; donc le plan tangent est déterminé.

Si, comme nous l'avons supposé sur I'épure, la géné-
ratrice de contact est parallele au plan vertical, le plan
tangent Ul'l, sera perpendiculaire & ce dernier plan, et il
aura pour trace verticale la projection I'V', de la généra-
trice. :

190. Section de Uhéligoide par le plan tangent. Pour
avoir des points de cette courbe, il suffit de chercher
ceux o le plan I I, est rencontré par les génératrices
projetées suivant aa,, bb,, cc,,... Les projections vertica-
les de ces points sont, évidemment, situées sur I/, ; en
sorte que I'on obtiendra, sans aucune difficulté, les pro-
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jections horizontales a,, b,, ¢,,... {*), lesquelles donne-
ront la courbe a,b,c,...A...r,, projection horizontale de
la section.

191. Il ne serait ni difficile ni i ntéressant de construire,
soit le rabattement de la section, soit la tangente & cette
ligne. Relativement au point (X, 1), la méthode générale
serait en défaut, car le plan tangent & la surface, en ce
point, se confond avec le plan de la courbe. Mais nous
savons que celle-ci touche, au point dont il s’agit, I'aréte
de rebroussement (45) (**).

(*) Observons, cependant, que le procédé général ne s’appliquerait pas
aux points a,, gs, 79, situés sur les droites aay, ggy, ar, perpendiculaires
4 la ligne de terre. Mais il est facile de voir que la projection verticale
9's partage g'¢’; en deux segments g'yg'y, 9'g’s, proportionnels a ggs, go9;-
On pourra done construire rigoureusement le point g,. De méme pour a,
et 7y,

(**) Tous les résultats auxquels nous venons de parvenir peuvent étre
vérifiés par le calcul.

Soient, comme ci-dessus, les équations de I’hélice :

z ’ z
z=—R r:os21:’—l, y=R sm21:z.
La tangente ea un point de cette courbe est représentée par
z-l:-Rcosh,—T:?(z—y)sinh ;. '
. y__ 2R T
y Rsm21:h_ 7 (z y)cos21t’—z,

v étant Vordonnée du point de contact.
h
Pour simplifier, posons R =" ce rapport est égal A la tangente tri-
gonométrique de I'angle que fait, avec le plan horizontal, la tangente a
I'hélice. Nous aurons aivsi, au lieu des équations précédentes :

Rm 1
R —_—— = (— i —Y—-
x4+ R cos v m(z y)san, (1)
Y 1 b
y-—Rsmm_;.(z—ﬂcosm. 2
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192. Dévéloppement de Uhéligoide. Du théoréme dé-
montré dans le n° 137, et de la remarque faite ci-dessus
(183), on conclut que, dans le développement de I'héli-

Il ne reste plus, pour avoir I'équation de I'hélicoide, qu'a éliminer y entre
les relations (1) et (2). Elles donnent, par des combinaisons simples,

.rcos-L—-ysm +B 0, 3) =z+y2—R2= pt ’ ()
Rm ¥ .m ]

Alors, sil’on prend, dans I'équation (4), la valeur de y, pour la substituer
dans 1'équation (3), on trouve

2 o) —ysin( 2oL 2_R? —0. (5
zcos (Rm;R\/z +y R) ysm(Rm_,.R\/z?+y R?)+R=10. (5)
Telle est I'équation de I'héligoide développable. On la simplifierait beau-

coup en remplagant z et y par des coordonnées polaires.
En faisant z=0, on trouve

zcos% Va3 4+ 32 —R2 =y sin % \/xﬂ-l—y‘-’—R’ + R=0, (6

équation qui représente les deux développantes situées dans le plan hori-
zontal.

L’ordonnée verticale du point (A, A\') est% h; done, par ce qui pré-

céde, ’équation du plan tangent en ee point est

z——%h:—mz;

) 3
s=m (§ ﬂR—w) .
En substituant cette valeur dans I'équation (5), on obtient, aprés quelqucs
réductions,

ot VTP o VP Ey—R

— @ 8in ———p=—— +y e ————— +R=0. (1)

ou

Cette équation, qui est vérifice par y=—R, représente donc 1a droite //,
ct 12 courbe @ghy.. A 1.

2° PART. Vi
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¢oide, I'hélice directrice se transforme en une circonfé-
rence égale & celle de son cercle osculateur. Gherchons
donc, d’abord, le rayon de ce cercle.

Pour cela, soient, sur une hélice, trois points M, P, N,
équidistants, P étant un point moyen. Faisons passer le
plan horizontal de projection par le point M, et prenons
le plan vertical, perpendiculairea celui qui passerait par
le point P et par I'axe du cylindre. Les cordes PM, PN
sont projetées, horizontalement, suivant deux cordes
égales de la section droite o, et, verticalement, suivant
une seule droite m'p'n’.

Cela posé, si I'on considére la circonférence passant
par M, N, P, on voit qu'elle a p'm'n’ pour projection ver-
ticale, et que son diameétre projeté en p’ est 'hypoténuse
d’un triangle ayant PN pour c6té de 'angle droit, et ip

pour segment adjacent. Si donc D est ce diameétre, on a

p_IN.
m

[»’ailleurs le triangle rectangle pnc donne, semblablement,
-2
=
P ="

Divisant membre & membre, et représentant par ﬁl angle

de PN avec le plan horizontal, on trouve
b _ 1
aR ~ cosB
Lorsque le point N s’approche indéfiniment de P, 8 tend

4 devenir égal al’anglea que fait, avec le plan horizontal,
la tangente & I'hélice. En méme temps, le diamétre D dif-
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fére, de moins en moins, du diameétre 2p du cercle oscu-
lateur o; la formule cherchée est donc
__ R
P = Costa’

193. Pour construire cette valeur, prenons,’sur la ligne Fic.

de terre, I's = ao = R ; élevons st perpendiculaire & xy ;
puis, par le point £, menons tu perpendiculaire & 71 : l'u
sera égal au rayon p. En effet, 'angle d'Ul' est égal da;
donc
= R , lu = R,.
Cos o cosa

194. Avec le rayon p, égal & l'u, décrivons une circon-
térence AO (fig. 53), sur laquelie nous prendrons, & partir
du point A, un arc A3 8 ) A, égal, en longueur, & la gé-
nératrice d'd’, (*): cet arc sera, dans le développement

(*) On aura cet arc avec une grande approximation, si I'on calcule
I'angle qui y correspond, Or, ¢ étant la mesure de cet angle (voyez la
Note de la page 57), on a p.p=d'd,, ou

1
p=27R.——.
prp=2<m cos a
A cause de
— R -
F= Costa’

celte équation se rédnit 4
¢ = 2m.CO8 a;

’oll, en représentant par = le nombre de degrés de I'angle cherché,
n = 360.cos a.

dd,
Le cosinus de l'angle a est —; donc
ad,
dd.
=360.--1'.
n = 360 @d',

Dans notre épure, dd; =88, d'd’;= 105™=; en sorte que l'angle AOA®
égale, & fort peu prés, 302°.

51.
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de la surface, la transformée de I'hélice directrice. En le
divisant en autant de parties égales que I'indique le nom-
bre des divisions de la circonférence oa, et en menant
des tangentes par les points de division 8,,v,,8,,..., nous
aurons les transformées des génératrices de I'héligoide.

Pour trouver la transformée de la développante
a,b,...q,a située sur le plan supérieur 'y, prenons, sur
la tangente en A, la distance AA, égale & d'd’,; divisons
AA,, comme TI'arc AA,, en douze parties égales; puis enfin,
sur les tangentes en B,, y,, 3,...., prenons les distances
8B, 1,C» 6,D,,..., respectivement égales & 1A,, 24 ,
3A,,.... La développante A,B.C....Q,A, du cercle O sera la
transformée cherchée. En méme temps, la partie de
plan AAB...AX,...,A sera le développement de la
nappe supérieure de I'héligoide.

" 495. Si, 2 partir des points B,,..., Q,,A,, on porte, sur
les tangentes, les distances B,B, C,G,..., Q,Q, AR, égales
a A,A, la développante passant par A, B, C...., Q, R, sera,
semblablement, la transformée de la trace horizontale
abc...qr, etc.

196. Transformée de la section. Nous avons trouvé,
pour projection horizontale de la courbe d’intersection de
I'hélicoide par son plan tangent 1,I't, laligne ab,...A...r,.
Si nous considérons les parties des génératrices pro-
jetées suivant a,a,, b,b,,..., elles sont proportionnelles
A ces projections, attendu que les génératrices sont éga-
lement inclinées sur le plan horizontal. Par suite, nous
déterminerons les vraies longueurs A A,, BB, CG,,...
de ces segments de génératrices, en cherchant les hypo-
ténuses d’une série de triangles rectangles ayant un angle
égal & V' lz, et dans lesquels les cOtés adjacents & cet
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angle seraient égaux, respectivement, a a,a,, b,,... Nous
avons, dans I'épure, supprimé cette construction auxi-
liaire, laquelle donne A,B,...A,...R, pour la transformée
cherchée.

PROBLEME XV,

1o Représenter graphiquement I'héligoide de la vis A flet triangulaire; 2° conslyuize le plin
langent & celle smface, en un point; 3° délerminer 1a section faite par le plan.

197. Représentation graphique de Uhéligoide. Aprés
avoir divisé en parties égales la circonférence ao, projec-
tion horizontale de I'hélice directrice, partageons, dans
le méme nombre de parties égales, le pas o'o” de cette

courbe ; puis, par les points de division, menons des pa-.

ralleles & la ligne de terre xy, et arrétons-les aux per-
pendiculaires & cette ligne, menées par les points de di-
vision §, v, &... : nous obtiendrons ainsi la sinusoide (*¥)
a'By'3'...d', projection verticale de I'hélice.

Gela posé, la génératrice rectiligne de I'héli¢oide, assu-
jettie & s’appuyer sur I'hélice dont nous venons de con-
struire les projections, doit couper, sous un angle constant,
Paxe (0, 0'0") du cylindre ao (152). D’aprés cette condi-
tion, on sereprésentera trés-exactement la surface, si I'on
imagine une équerre BAC, dont le c6té BA de I'angle droit
coincide avec I'axe, et dont Uautre cdté AG de l'angle
droit, égal au rayon du cylindre, tourne autour de 'axe,
de maniére que le sommet G parcoure I'hélice. Dans ce
mouvement, I'hypoténuse BG de I'équerre engendre la
partie de surface hélicoidale comprise entre les deux

(*) On a déja vu que a’f’y’s...a' n’est pas une sinusoide proprement
dite, mais seulement une variété de cette courbe.

Fiec. 54,
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directrices; et, si cette hypoténuse est indéfiniment pro-
longée, elle engendre tout I'héligoide.

198. La méme considération démontre que deux points
quelconques, pris sur 'hypoténuse de I'équerre, c’est-a-
dire sur la génératrice, s élévent a la fois, de grandeurs

" égales. En particulier, la différence de niveau entre les

points B, G est constante. Enfin, comme les arcs parcourus,
dans le méme temps, par les projections horizontales de
deux points quelconques de la génératrice, sont sembla-
bles, ces deux points décrivent, dans I'espace, deux hé-
lices de méme pas. En d’autres termes : quand la géné-
ratrice rectiligne engendre Uhéligoide, tout point de cette
droite décrit une hélice dont le pas est égal a celui de TUhé-
lice donnée.

199. Pour construire les projections verticales des gé-
nératrices passant par les points de division choisis sur
I'hélice, nous devrons porter sur o'o”, & partir des points
de division de cette droite, une longueur constante, égale
au coté BA de I'équerre, et joindre ensuite les points a,,
b,, ¢,,..., T, ainsi obtenus, avec les points o', §', v',..., o’

200. La trace horizontale de I'hélicoide est la courbe
abe...r, lieu des traces horizontales des génératrices. 11
est facile de voir que cette courbe est une spirale d’Ar-
chiméde. En effet, les différents rayons vecteurs oa, ob,
oc,... sont proportionnels aux distances verticales o'a,,
o'b,, o'c,.... Or celles-ci forment une progression par
différence ; donc il en est de méme des rayons. Et comme

(*) Si la démonstration de cette derniére proposition ne paraissait pas
suflisamment claire, on la compléterait au moyen du lemme suivant : une
courbe est une hélice si, & des accroissements égaux de I'abscisse curvi-
ligne, correspondent des accroissements égaux de I'ordonnée.
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les angles aob, boc... sont égaux, il sensuit que la courbe
abe,..r est telle, qu'a des accroissements égaux de I'am-
plitude, correspondent des accroissements égaux au rayon
vecteur. C’est ce qu'il fallait démontrer.

201. Construction du plan tangent. Pour plus de sim-
plicité, proposons-nous de mener le plan tangent en un
point (x, ') pris sur I'hélice directrice. Ce plan doit con-
tenir la génératrice (ok,k k'), et la tangente & I'hélice, au
point (x, x'). Pour déterminer cette derniére droite, rap-
pelons-nous que la sous-tangente x( est égale & 1’abscisse
curviligne of...x. La trace horizontale ¢ étant ainsi con-
struite, le plan tangent tksv sera connu, puisque sa trace
horizontale est tk, et qu'il passe par le point (o, k,).

202. Si le point de contact, au lieu d’étre situé sur
I'hélice directrice, était quelconque, onremplacerait cette
derniére courbe par I'hélice passant au point donné.

203. Section de la surface par son plan tangent. On
obtiendra les deux projections de cette courbe d’intersec-
tion, en construisant les points ou les génératrices (b8,
b8), (ey, €Y),... percent le plan vst. Cette recherche ne
présentant aucune difficulté, nous neI'avons pas effectuée
sur I'épure; mais nous engageons le lecteur & se proposer
cet exercice graphique. Il reconnaitra que la courbe dont
il s’agit a des asymptotes, et que la méthode générale des
tangentes (77) n'est pas applicable au point (x, x') (*).

(*) Si on voulait construire la tangente en ce point particulier, on de-
vrait, préalablement, remplacer I'héligoide par un paraboloide de raccor-
dement. Pour la théorie des surfaces de raccordement, théorie que nous
avons dd passer sous silence, le lecteur peut consulter la Géométrie des-
criplive de Leroy.
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EXERCICES.

11, IV, V. Construire les sections planes des sur-
faces définies d (a fin du Chapitre VI (p. 89g).

V1. Une droite, de longueur donnée, s'appuie, par ses

deux extrémités, sur une droite fize et sur un plan
fixe, en restant paralléle a unplan donné. Consiruire
les sections planes de la surface ainsi engendrée.
Comment doit-on prendre le plan sécant pour que la
courbe soit une ellipse?

Vil. Une droite mobile s’appuie sur une droite donnée et

VIIL

sur deux circonférences égales, situées dans des plans
perpendiculaires a la directrice rectiligne. Con-
struire les sections planes de la surface ainsi en-
gendrée (*).

Une circonférence, située dans le plan horizontal
de projection, roule sur la ligne de terre, de ma-
niére gwun de ses points, A, décrit une cycloide.
Une droite AB, inclinée a 45° sur le plan horizon-
tal, et constamment normale a la circonférence
mobile, est entrainée par celle-ci. Conslruire des
sections horizontales et la trace verticale de la sur-
face engendrée par AB. Cette surface est-elle déve-
loppable? S'il en est ainsi, quelle en est U'aréte de
rebroussement?

(*) Cette surface est connue sous le nom de biais passé.
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GHAPITRE VIIL

Sections plames des surfaces de révolution.

Dans ce chapitre, nous choisirons, comma'gzemples de
surfaces coupées par un plan, 'hyperboloide de révolu-
tion, et le tore, c’est-3-dire la surface engendrée par une
circonférence tournant autour d'un axe situé dans son
plan.

PROBLEME X VI

Construire la section faite, par un plan, dans un hyperboloide de révolution,
4 une mappe.

204. Au lieu de nous donner la section méridienne de
I'hyperboloide, nous pouvons, pour plus de simplicité,
déterminer cette surface par Iaxe (o, 0z'), et par une
position particuliére de la génératrice rectiligne : nous
pouvons méme prendre cette droite (ab, a'o’), paralléle
au plan vertical de projection. En outre, nous suppose-
rons que ce plan est perpendiculaire au plan sécant «f3y.
De cette manitre, la projection verticale de la courbe
d’intersection sera confondue avec la trace verticale fvy;
et il nous suffira de chercher la projection horizontale
unkmeu.

205. L’'axe de I'hyperboloide étant vertical, et la
génératrice (ab, a'0’) étant paralléle au plan vertical, la
plus courte distance de ces droites est, évidemment,
perpendiculaire au plan vertical. Elle a donc pour pro-

Fie. 75.
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jection verticale le point o', ou se coupent oz’ et a'o’, et
pour projection horizontale le prolongement ob de 00'.
Par suite, le cercle de gorge se projette en vraie grandeur
sur le plan horizontal, suivant la circonférence dbe : et sa
projection verticaleest la parallele d'e’ 4 la ligne de terre.
Enfin, si nous prolongeons ab d’une longueur égale be,
la droite (bc, o'c’) sera la seconde génératrice passant en
(b, 0"). L’hyperboloide est complétement déterminé.

206. Cela posé, soit m' la projectiou verticale d'un
point quelconque M dela courbe cherchée. Ce point M est
situé sur un parallele de la surface, dont la projection
verticale m'p’ est parallele a la ligne de terre, et qui ren-
contre, en (p', p), la génératrice (bc, 0'¢) supposée fixe. Si
donc, du point 0 comme centre, on décrit une circonfé-
rence passant en p, on trouvera la projection horizon-
tale m correspondant & m'.

La méme construction, répétée pour un certain nombre
de points, convenablement choisis, donne, avec I'ap-
proximation désirable, la projection horizontale unkmv de
Pintersection des surfaces données.

207. Nature de la section. Le plan afy coupe I'hyper-
boloide et le cone asymptotique suivant deux courbes
semblables et concentriques (167). Or, si 'onimagine que
la génératrice (ab, a'o’) soit transportée, parallélement &
elle-méme, en (o, 0'), sa projection verticalea'o'n’aura pas
changé, et sa projection horizontale sera devenue a'o. La
trace horizontale du cone est doncla circonférence décrite
sur a'c’ comme diameétre; et son méridien principal est
formé par les projections verticalesa'o’, o'c’ des deux géné-
ratrices principales. A cause de cette derniére propriété,
on peut, & l'inspection des données, prévoir quel est le
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genre de la section. Dans notre épure, le plan ofy coupe
une seule nappe du cone : la section faite dans 'hyper-
boloide est donc une ellipse.

208. Détermination du centre et des sommets. Le centre
de la section faite dans le cone est le milieu (i, i) du
segment g'h’ déterminé, sur la trace verticale By, par les
génératrices extrémes. Donc, d’aprés le théoréme rappelé
tout & I'heure, ce point (i, ') est aussi le centre de la sec-
tion faite dans I'hyperboloide. Et comme le plan vertical
de projection partage la figure en deux parties symétri-
ques, 'un des axes principaux de la courbe est 8y, lautre
étantla perpendiculaire au plan vertical, projetée en ¢’ (*).

209. Si cette derniere droite est un axe réel, ¢'est-a-dire
si la section a deux somme!s projetés en ¢, on obtiendra,
par la construction générale indiquée ci-dessus les projec-
tions horizontales de ces points. Dans notre épure, I'une
de ces projections est le point k.

La recherche des sommets situés sur la trace verticale
du plan sécant est un peu plus longue : elle repose sur les
considérations suivantes.

210. Supposons, pour un instant, que ces sommets
aient été déterminés, et soit (u, u') I'un d’eux. Ce point
appartient & I'hyperboloide; donc il est situé sur I'une
des positions que prend la génératrice principale (ab,a'o")
quand elle tourne autour de l'axe (o0, o'z"). Appelons A
cetle position inconnue. Si le systéme des droites A et
Py tourne autour de l'axe, jusqu'ad ce que A vienne re-

(*) Nous supposons ici que la courbe d’intersection est une ellipse
ou une hyperbole. Si elle dégénérait en Larahole, le second axe dispa-
raitrait.
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prendre sa position initiale (ab, a'0’), la droite Py en-
gendre un cone de révolution ayant pour trace la cir-
conférence P3¢; et le point (u, u'), toujours situé sur la
génératrice mobile, décrit un paralléle de ce cone. Par
conséquent, nous trouverons le sommet cherché, si nous
pouvons déterminer le point (s, s') ol la génératrice prin-
cipale (ab, ¢'0') perce le cone engendré par fBy. Or, cette
derniére recherche est facile.

En effet, par le sommet I du cdne auxiliaire, menons
une parallele I'q' & d'o', et tirons ¢'a : cette droite ¢'w
est la trace horizentale d’'un plan passant par le sommet
et par la génératrice principale. Ce plan coupe le cone
suivant deux droites dont les traces horizontales sont les
intersections des lignes ¢'a’et B3e. Soit r I'une de ces in—
tersections :la droite or est la projection horizontaled une
génératrice du cone, située dans le plan l'q'a. La ren-
contre (s, s') de cette génératrice et de la droite (ab, ao’).
donne enfin le sommet cherché (u, u').

L’autre sommet (v, v') s'obtiendrait de la méme ma-
niére; mais il est plus court de prendre i'v' égal & 7w,

211. Construction de la tangente. Pour trouver la tan-
gente en un point quelconque M de la section, commen-—
cons par construire le plan tangent, en ce point, & I'hy—
perboloide. Ce plan est déterminé par lesdeux génératrices.
rectilignes passant en M (164), lesquelles ont pour pro-
jections horizontales les tangentes tmf, mt,8, 1a projection.
du cercle de gorge (155). De plus, les traces horizontales
de ces droitessont situées sur la trace dacf de I'hyperbo-
loide. 11 est donc facile de trouver la trace horizontale 46,
du plan tangent en M, et la projection horizontale Tm de
la tangente cherchée. «
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212. Remarque. La droite 69, est, perpendiculaire a la
trace horizontale du méridien passant en M. La construc-
tion du plan tangent, employée tout & I'heure, ne differe
donc pas de celle quia été donnée au n° 68.

213. Cas ot la section est une hyperbole. 11 n’offre rien
de particulier, si ce n’est la déterminatioh des asymp-
totes, On pourrait effectuer directement cette recherche;
mais on la simplifie beaucoup en observant que les sec-
tions faites parle plan donné, dans I'hyperboloide etslans
le cone asymptotique, ont les mémes asymptotes : en effet,
«ces courbes sont semblables, semblablement placées et
concentriques (167). On a vu d’ailleurs, précédemment, &
«quoi se réduit la construction des asymptotes de la sec-
tion plane d’un cone de révolution (118).

PROBLEME XVII.

Délerminer 1a courbe d'interseckion d'un plan et d'un fore,

‘214, Comme d'habitude, faisons passer le plan vertical
de projection par I'axe oz’ de la surface de révolution,
perpeundiculairement au plan sécant. En outre, supposons
le tore posé sur le plan horizontal : sa section méridienne
se compose du systéme de deux cercles ¢l', 7 /',, égaux
-entre eux, symétriquement placés par rapport al'axe (¥),
et tangentsa la ligne de terre. Le contour apparent, re-
{atif au plan vertical, a pour projection, outre les deux
circonférences méridiennes, les tangentes conmunes ii,,
4. En eflet, le plan tangent en un point quelconque

(*) En architecture, cette section méridienne serait appelés coupe du
dare.

Fic.

a6,
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de la section méridienne principale est perpendiculaire &
cette section, c’est-d-dire perpendiculaire au plan verti-
cal; et, d’un autre c6té, le ptan tangent en un point quel-
conque du paralléle moyen (iefi, U'V')) est horizontal, etc.
Enfin, le contour apparent, relatif au plan horizontal, est
formé par les paralléles extrémes (bhb,, 0'd',) et (aga,,
a'a') (63). _

215. Suivant la position attribuée au plan sécant, on
obtient des courbes de formes trés-variées, dont la discus-
sion nous entrainerait au dela des limitesque nous nous
sommes prescrites. Afin d’obtenir un résultat intéressant,
nous prendrons, pour trace verticale du plan, la tangente
commune d'c', aux cercles ¥, ¢,l'. De cette maniére, le
plan sécant «fy passe par le centre de la surface, et il
touche celle-ci au point ¢/, d'.

216. En opérant comme dans le Probléme précédeﬁt,
c'est-a-dire en construisant les points ou le plan donné
rencontre un certain nombre de paralléles du tore, on
trouve, sans aucune difficulté, la projection horizontale
de I'intersection cherchée. Cette projection, dont I'épure
ne présente que la moitié, se compose de deux arcs cehfd,
cyd, et de deux autres arcs, symétriques de ceux-ci, par
rapport & la ligne de terre. L'arc cehfd se raccorde avec le
symétrique de cgd, et ce dernier arc cgd se raccorde avec
le symétrique de cehfd; en sorte que la projection hori-
zontale compléte parait composée de deux ellipses égales
qui se couperaient aux points ¢, d, projections des points
ot le plan donné touche le tore.

217. Rabattement de la section. Pour ne pas jeter de
confusion dans I'épure, faisons tourner le plan sécant au-
tour de la perpendiculaire au plan vertical de projection,
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passant par le centre (o, o') de la surface; puis, quand le
plan mobile sera devenu horizontal, transportons la ligne
de terre, parallelement a elle-méme, jusqu'en XY. La
construction employée dans le Probléme X (78) donne,
pour le rabattement cherché, le systéme de deux courbes
CEHFDGC, CG, DF, E,V,, placées symétriquement par
rapport & XY, et qui se coupent sur cette droite.

218. M. Yvon Villarceau a trouvé que ces courbes sont
deux circonférences, éqgales a celle qui est décrite par
le centre (i, i) du cercle générateur, et dont les centres
sont distants de I’axe d’'une longueur égale au rayon de ce
cercle (¥).

219. Remarques. 1. Le tore admet trois séries de seclions
planes, doublement circulaires.

En effet, tout plan passant par axe, ou tout plan per-
pendiculaire a U'axe, ou enfin, tout plan tangent, passant
par le centre, coupe le tore suivant deux circonférences.

II. Le tore admet trois séries de sections sphériques,
doublement circulaires.

En effet : 1° sil'on coupe la section méridienne du tore
par une circonférence ayant son centre sur l'axe, les
points communs aux deux courbes décriront, lors de la

(*) On démontre facilement le Théoréme de M. Villarceau en s’appuyant
sur la propriété suivante, remarquée par M. Darboux.

Si l'on appelle sphéres inscrites opposées les deux sphéres déterminées
par la section méridienne du tore, et distance d’un point & une sphére la
longueur de la tangente menée du point 4 la sphére, on peut dire que :

Le rectangle des distances d’un point quelconque de la surface du tore,
& deux sphéres inscrites opposées, est proportionnel & la distance de ce
point au plan méridien qu'il contient les centres des deux sphéres ( Nou-
velles Annales de Mathématiques, avril 1864).
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rotation, deux paralléles communs au tore et & la sphére
engendrée par cette circonférence.

2° Parle cercle générateur du tore on peut faire passer
une infinité de sphéres. Par le centre de 'une d’elles,
menons un plan méridien : il partage le systéme des deux
corps en deux parties symétriques. Donc la sphére coupe
le tore, de nouveau, suivant un cercle égal au premier.

3° De méme, par le cercle EF, situé sur le tore, on
peut faire passer une infinité de sphéres. Par le centre de
I'une d’elles, menons encore un plan méridien. Il partage
le systéme des deux corps en deux parties symétriques.
Donc, etc.

EXERCGICES.

1. Une circonférence, dont le centre est fixe, s’ appuic sur
une droile fixe, passant par le centre donné, et sur
une aulre directrice donnée. On demande de re-
présenter quelques-unes des surfaces ainsi engen-
drées ().

iI. Représenter la surface engendrée par une droite qui
rencontre trois circonférences données, paralléles G un
méme plan. Comment doit-on prendre les circonfi-
rences directrices, pour que la surface soit un hyper-
boloide & une nappe?

(*) Ces sarfaces, qui jouissent de propriétés curieuses, renferment évi-
demment, comme cas particylier, les surfaces de révelution. M. de Saint-
Venant, a qui j'avais demandé comment on pourrait les désigner, m’a
proposé la dénomination de surfaces cyclotomiques, qui me parait hien
choisie. . .
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L Le centre d'une circonférence horizontale décrit une
hélice donnée, située sur un cylindre vertical. On
propose de représenter la surface ainsi définie, el
de la couper par des plans verticaux (*).

IV. Représenter I’ hyperboloide 4 une nappe engendré par
une circonférence située dans un plan horizontal
mobile, rencontrant, aux extrémités d'un diameétre,
deux droites données, non siluées dans un méme

plan, et dont Vune est verticale. Trouver les lignes
de plus grande pente de cette surface (**).

V. On donne un cube dont lune des diagonales est
verticale, et Uon propose: 1° de représenter Uhy-
perboloide de révolution déterminé par trois dcs
aréles du cube; 2° de construire les traces de cette
surface; 3° de trouver les projections du cercle de
gorge.

(*) L’aspect de cette surface est & peu prés celui d’une colonne torse.

(**) En général, les lignes de plus grande pente d’une surface sont les
trajectoires orthogonales de ses [ignes de niveau (Manuel du Baccalauré.t
és sciences, 3¢ parlie, p. 220). Dans le cas actuel, les lignes de plus
grande pente de I’ hyperbolvide se projettent horizontalement suivant des
circonferences.

2¢ PART. 8
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CHAPITRE IX.

Intersection deé deux surfaces courbes,

220. Dans les Chapitres V, VII et VIII de cet ouvrage,
nous avons indiqué les méthodes que I'on doit employer
quand on veut construire la section plane d’une surface
réglée ou d’une surface de révolution. Si le lecteur a saisi
TI'esprit de ces méthodes, il a ‘@0 reconmaitre que, dans
chaque cas, -on coupe 1a surface et le plan donnés, par
une série ‘de ‘plans auxiliaires tellement choisis, que cha-
cun d’eux détermine, sur la surface une ligne facile &
construire; par exemple, une droite ou une circonférence.
La rencontre de cette ligne avec l'intersection du plan
donné et du plan auxiliaire appartient & la courbe cher-
chée, dont on obtient ainsi un certain nombre de points.
En unissant par un ou plusieurs traits continus les points
déterminés par tous les plans auxiliaires, on a enfin cette
courbe, avec une approximation plus ou moins grande (*).

221. En résumant ce procédé, on voit qu’il consiste
véritablement & remplacer le probléme proposé par une
série de problémes du méme genre, mais plus simples.
Par exemple, pour trouver I'intersection d'un hyperboloide
de révolution et d'un plan, on construit les sections de
cette surface par des plans paralltles 4 I'axe, et l'on

(*) Dans ce paragraphe et dans ceux qui suivent, le mot projection est
sous-entendu.
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combine ces lignes avec les droites suivant lesquellesle
plan donné coupe le plan auxiliaire.

222. Quand on veut construire 'intersection L de deux
surfaces courbes quelconques S et S', on ne fait que géné-
raliser la méthode dont nous venons de rappeler la partie
essentielle. Ainsi, aprés avoir examiné s'il existe une série
de surfaces 2. £, 3,,..., qui coupent S et §' suivant des
lignes faciles & déterminer, on construit les intersections
1, I de la surface auxiliaire T avec les surfaces données;
puis les intersections I, I', de Z,, avec ces mémes sur-
faces, etc. Ces deux séries de lignes étant trouvées, on
¢herche le point de rencontre m de { et de ! (*); puis le
point de rencontre m, de I, et del'; et ainsi de suite. En-
fin, on construit le lieu des points m, m,, m,... : ce lieu
est la courbe cherchée L.

223. Les surfaces auxiliaires %, 3, Z,.... seront, pres-
que toujours, des plans, sans quoi, la recherche des
courbes I, ', 1, I',,..., pourrait étre aussi difficile que
celle de la courbe L; et I'emploi de ces surfaces n’aurait pas
simplifié le probléme (**). En outre, saul les cas, trés-peu
nombreux, dans lesquels les surfaces proposées admettent
des sections rectilignes ou circulaires, cette détermination
des courbes U, ¥, ¥, I,,..., nécessite encore un si grand
nombre d’opérations graphigues, que I'on est en droit
de regarder la solution générale du probléme dont nous

(¥ Les courbes Z, I’ se couperont si la surface auxiliaire =, a laquelle
elles appartienuent, tombe enire certaines limites. — Voyez, pour les
surfaces-limites, les Problémes XVIII et suivants.

(**) Cependant, lorsque S, S’ sont des surfaces de révolution, dont les
axes se coupent, on adopte des sphéres pour surfaces auxiliaires, —
Yoyez le Probléme XX,
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nous occupons, sinon comme illusoire, du moins comme
fort peu satisfaisante (*).

924. Avant d’appliquer ces geénéralités a quelques
exemples trés-simples, nous ferons observer que la tan-
gente T, en un point quelconque M de la courbe L & inter-
section de deux surfaces S, S, est, en général, U'intersec—
tion des plans P, P’ respectivement tangents aux deux
surfaces, en ce point M.

En effet, d’aprés la propriété caractéristique du plan
tangent (27), la droite T, tangente en M a la courbe L
tracée sur la surface S, est située dans le plan P. De
méme, elle est dans le plan P'; donc, etc.

225. Quelquefois la construction de la tangente peut
étre simplifiée au moyen de la proposition suivante :

La tangente T, en un point quelconque M de la courbe
L d’intersection de deux surfaces S, S', est perpendiculaire
au plan des normales N, N', en ce point, aux deux sur-
faces. o
Pour démontrer cette proposition, il soffit d’ observer
que la normale N étant, par définition, perpendiculaire
au plan tangent P, est perpendiculaire & la tangente T.
De méme pour la normale N'. Or, une droite est dite per-
pendiculaire & un plan, lorsqu’elle est perpendiculaire &
deux droites menées, par son pied, dans ce plan; etc.
226, Remarque. Le plan des normales N, N' est dit
normal & la courbe L.

(*) Si I'en savait toujours éliminer une inconnue entre deux équations,
la solution algébrique du probléme I'emporterait de beaucoup sur la so-
lution géométrique. En effet, les projections de la courbe cherchée seraient
représentées par les équations obtenues en €liminant z, puis x, entre les
équations des deux surfaces données.
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PROBLEME XVIIL

Intersection de deux eylindres.

227. Recherche d'un point quelconque. Aprés avoir
construit les contours apparents des cylindres, que
nous supposons, pour plus de régularité dans I'épure,
limités & des plans horizontaux xy, «'y’, déterminons
les surfaces auxiliaires qui donneront lieu aux intersec-
tions les plus simples. Ces surfaces sont des plans paral-
léles, 3 la fois, aux génératrices des deux cylindres. II est
clair, en outre, que ces plans sont paralléles entre eux.

Pour déterminer leur direction commune, menons, par
un point arbitraire (i, i'), une paralléle (ik, 7'k') aux géné-
ratrices du cylindre G, et une paralléle (il, 1) aux géné-
ratrices du cylindre C'. La trace horizontale du plan de
ces lignes est la droite 14, & laquelle les traces hori-
zontales de tous les plans auxiliaires devront étre paral-
léles. Si donc nous menons une sécante pq, paralléle a

Ik, cette droite pq est la trace horizontale d'un plan qui

coupe les deux cylindres suivant des génératrices (pm,
p'm'), (gm, ¢'m’) ayant les points p, ¢ pour traces hori-
zontales; et le point (m, m'), ou ces lignes se rencon-
trent, appartient & la courbe cherchée. En répétant la
méme construction, on obtiendrait de nouveaux points,
aussi nombreux qu’on le voudrait ; mais, pour avoir une
idée nette de la nature de l'intersection, il vaut mieux
construire d’abord les points situés sur les plans-limites
et ensuite les points appartenant aux contours apparents.

228. Points situés sur les plans limiles. Menons, paral-
lélement & ki, une droite ofy qui, tangente & I'une des

FIG. 57-
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bases données, soit sécante & I'autre : cette droite est la
trace Lorizontale d’'un plan-limite, c’est-a-dire d'un plan
au dela duquel il n'y aura aucun point appartenant a I'in-
tersection des deux cylindres. De méme, 3¢ est la trace
d'un autre plan-limite (*). Chacun de ces plans est tan-
gent & I'un des cylindres et sécant & I'autre. De plus,
tandis qu’un plan auxiliaire quelconque, le plan pq, par
exemple, détermine quatre points de l'intersection, cha-
cun des plans-limites en donne seulement deux. C'est ce
que I'on reconnait & I'inspection de 1'épure.

229. On peut ajouter que, en chacun des points situés
sur un plan-limite, la tangente a Uintersection est la géné-
ratrice commune @ ce plan el au cy’indre qu'il coupe.

En effet, la tangente au point (j, j') est l'intersection
du plan «fy avec le plan tangent au cylindre C, suivant
la. génératrice (jy, j'Y'), laquelle est située dans le pre-
mier plan; donc la tangente ne differe pas de eette géné-
ratrice. .

230. Remarque. S'il arrivait que le plan-limite fat tan-
gent aux deux cylindres, la méthode générale serait en
défaut; et, pour déterminer la tangente au point (j, j'), il
faudrait recourir & d’autres théories, que nous ne pouvens
indiquer ici.

231. Distinction entre ¥arrachement et la pénétration.
Dans notre épure, le plan ofy est tangent au cylindre ¢/,

(*) Si les bases des cylindres étaient des courbes non convexes, on
pourrait trouver plusieurs plans-limites P, P’, P”, P'”,..., partageant
Yespace en régions telles que, de deux régions consécutives, 'une con-
tiendrait des points communs aux deux cylindres, et I'autre n’en renfer-
merait pas: Au reste, les plans-limites sont des cas particuliers des sur-
faces-limites dont il a été question ci-dessus.
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et le plan 8an est tangent au cylindre C. Il résulte, de cette
dispesition, que chacune des surfaces est rencontrée par
une partie seulement des génératrices appartenant & I'au-
tre surface, et vice versd. Dans ce cas, Uintersection est:com-
posée. d’une seule branche, et Fon. dit. quil ya avrache-
ment des deux cylindres..

Si les plans-limites sont tangents 4 un: méme: eylindre,
comme; l'indique la figure 58, il y a. pénétration : le cy-
lindre C' traverse le cylindre G de part en part; et, par
conséquent,l intersection se compose de deuxs branches. sé-
paxées, dont 'uneest la courbe d’ entrée, et I antre.Ia courbe
de sortie.

232. Points situés sur les contomrs apparents. Il est
avantageux de faire passer des plans auxiliaires par les
génératrices qui déterminent les contours apparents ;
parce que ces plans donnent des points pour lesquels les
tangentes sont immédiatement connues. Gonsidérons, par
exemple, leplan frr, mené parla génératrice-limite (ff,.f'f',),
et soient. (r, '), (s, §') les deux points ol cette génératrice
perce le cylindre C'. Le plantangent.en (r, '), au cylin-
dre G, est vertical ; done la, tangente & 'intersection, en
ce point (r, r), est. projetée suivant ff,.

Semblablement, les tangentes aux poimts situés sur les
génératrices qui ont b, d pour traces, sont projetées ho-
rizontalement suivant bb,, dd,.

La méme démonstration s’applique aux points situés
sur les génératrices dont les traces sont a, ¢, e, ¢ : les
projections verticales. des tangentes en. ces points sent
confondues avec les projections des génératrices.

En général, la tangente a l'intersection de deux surfaces,
en un point situé sur le contour apparent de Uune & elles,

Fie. 57.
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se projette, sur le plan qui détermine ce contour ap-
parent, suivant la tangente a la projection de ce méme
contour.

233. Construction de la tangente. La construction de
la tangente (mt, m't’), en un point quelconque (m, m)
de P'intersection, n’offre aucune difficulté, puisque cette
droite est I'intersection des plans dont les traces hori-

" zontales sont les tangentes ¢p, tg aux bases des cylindres

donnés.

234. Sil'on voulait déterminer les points pour lesquels
la tangente est horizontale, c’est-a-dire le point le plus
haut et le point le plus bas (*) de la courbe d’intersection,
on remarquerait que, pour chacun d’eux, les plans tan-
gents aux deux cylindres ont leurs traces horizontales
paralléles & la tangente, et, par conséquent, paralléles
entre elles. On devra donc, par tdtonnement, construire
un plan auxiliaire tel, que les tangentes aux extrémités X,
v de sa trace horizontale soient paralléles entre elles.

235. Nous n’avons pas encore indiqué comment on
doit s’y prendre pour réunir, par un trait continu, les
points obtenus isolément, et qui appartiennent, par exem-
ple, & la projection horizontale de I'intersection. La con-
sidération suivante indique un procédé assez commode.

Soient ABCD... la courbe d’intersection de deux cylin-
dres dont les bases sont abcdef et ofySe. Soient aa,
e, ¢3 les traces horizontales des plans auxiliaires, et

(*) En général, si la tangente en un point M d’une courbe C est paral-
léle & un plan P, la distance du point M & ce plan est un mazimum ou
un minimum. On peut démontrer cette proposition par le moyen employé
dans le n° 44. Cependant, si M est un point singulier, la propriété peut
ne plus subsister.
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Aa, Ax, Bb, BR..., les génératrices qu’elles déterminent.
. Nouspouvons regarder!’arc alcde comme une projection
de ABC..., faite parallélement & Aa. De méme l'arc yfxed
est une seconde projection de, cette ligne.

Gela posé, admettons qu'un mobile M décrive la courbe
ABC..., tandis que ses projections m, p. se meuvent sur
les bases des cylindres. Si, pour fizer les idées, on sup-
pose que M, parti du point A, marche dans le sens indi-
qué par les fleches F, il est clair que la projection m dé-
crira d’abord l'arc abed, et que la projection p décrira
I'arc ofy. Quand le mobile M est arrivé en G, le mobile m
continue & se mouvoir dans le méme sens que précédem-
ment, et il décrit I'arc cde; mais le mobile y rebrousse
chemin, et il parcourt 'arc yP2, dans un sens contraire
au sens primitif. La méme discussion pourrait étre con-
tinuée ; elle est suffisamment indiquée par les fléches f,
f’, %, CP’.

Supposons & présent que ABCD..., au lieu d’étre I'in-
tersection des deux cylindres, soit seulement la projection
horizontale de cette ligne, projection dont on a obtenu
des points, en combinant les projections horizontales aA,
B,... des génératrices du premier cylindre, avec les pro-
jections «A, BA,... des génératrices du second. Quand les
mobiles m, p décrivent les arcs abd, o, le mobile M se
transporte de A en B; donc ces deux points doivent étre
réunis par un arc continu; ete.

236. D’aprés les conventions adoptées, nous avons,
dans notre épure, tracé en plein les projections des par-
ties visibles, et en points ronds les projections des parties
invisibles. Relativement 3la courbe d’intersection, il im-
porte d’observer qu'un point quelconque de cette ligne
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étant toujours I'intersection des deux génératrices, iln’est
visible que s'il est situé sur deux génératrices visibles.

PROBEEME XIX.

Tntersection de deux cines.

237. Les surfaces auxiliaires qui déterminent, de la
maniére la plus simple, I'intersection NDMCP de deux
cones G, €' donnés, sont, évidemment, des plans menés
par les sommets S, T. Leurs traces horizontales passent
toutes par la trace horizontale R de cette droite. Sauf cette
légére modification, la construction de I'épure est identi-
que avec celle de I'épure précédente. Nous ne devrions
donc entrer dans aucune explication sur le probléme ac-
tuel, s’il ne donnait lieu & une recherche intéressante,
celle des branches infinies.

238. Le raisonnement dont nous avons fait usage &
propos de la section hyperbolique du céne (118) démon-
tre que Uintersection de deuw surfaces coniques G, C' a des
branches infinies, s'il existe, sur ces surfaces, deux généra-
trices (sa, s'd’), (lo, t'') paralléles entre elles.

En effet, remplacons le plan P de ces génératrices pa-
ralleles, par un autre plan auxiliaire P’ faisant un trés-
petit angle avec le premier : il détermine, dans les cones
donnés, deux droites dont I'inclinaison mutuelle peut étre
rendue aussi petite que nous le voudrons. Leur point de
rencontre peut donc s'éloigner des sommets S, T, au dela
de toute limite. C’est ce qu’il fallait démontrer (¥).

(*) Si l'on appliquait ce mode de démonstration au cas de deux cdnes
ou de deux cylindres dont les bases seraient indéfines; il pourrait con-
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239. Afin de reconnaitre si les cones G, C' admet-
tent des génératrices paralléles, transportons I'un deux,
parallélement & lui-méme, jusqu'a ce que som: sommet S
vienne coincider avec I'autre sommet T, c’est-d-dire, pre-
nons.ce dernier point pour sommet d'un.cdne ¢ dont les
génératrices soient paralltles A celles du céne: €. Si les
cones donnés admettent deux génératrices paralléles (sa,
s'a’), (a, to'), cette derniére droite sera commune au cone
fiwe C' et au cone auxiliaire c¢; en sorte que les traces de
ces derniéres surfaces se couperont en un point. o.. Foute
la. question se réduit donc & la construction de la.courbe
al., trace horizontale du cone ¢.

240. On reconnait facilement que cette courbe est
semblable & la trace du cone G, et que le contre de si-
militude des deux lignes est le point r, trace horizon-
tale de la droite menée par les sommets S, T. En effet,
soient sf, tp les projections horizontales de deux généra-
trices paralléles, respectivement situées sur les cénesG, c.
Le plan de ces génératrices passe en (r, »'); donc les
traces herizontales f, ¢, et.le peint r, sont sur une méme
droite ; etc.

La trace o) du cone auxiliaire étant semblable 4 celle
du cone G, on peul, au moyen du centre de similitude r,
et sans employer les projections verticales, censtruire par
points cette courbe o), et déterminer ses intersections
oh, avec latrace du cone C'. On obtient ainsi, dans I'exem-

duire i des conclusions fausses. Ainsi, avec une méme directrice para-
boligne, on peut construire deux cylindres: leur interseetion est imdéf-
nie; et cependant les génératrices de l'un ne sont pas paralléles aux
génératrices de I'autre; etc.
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ple proposé, deux couples de génératrices paralléles, sa-
voir : (sa, s'a’) et (t, to'); puis (Is, I's’) et (X, ¢N). L'in-
tersection des nappes inférieures des cones donnés est
donc une courbe projetée horizontalement suivant pemdn,
et qui s’étend indéfiniment dans les deux sens, de ¢ versp,
et de d vers n (¥).

241. Construction des asymptotes. En remontant 3 la
définition de ces droites (118) et & la construction géné-
rale de la tangente en-un point de U'intersection de deux
surfaces, on conclut immédiatement que I'asymptote de
I'arc indéfini mep... est I'intersection du plan tangent au
cone C, suivant la génératrice (Is, I's'), avec le plan tan-
gent au cone (', le long de la génératrice (¢, ')).

Ces plans tangents ont pour traces horizontales les
tangentes lu, Au aux bases des deux coOnes; d’ailleurs,
les génératrices de contact sont paralléles entre elles: la
projection horizontale de I'asymptote, ou I'asymptote a la
projection horizontale de U'intersection, est donc la droite
uv, paralléle a Is et 0.,

On construirait, de la méme maniére, I'asymptote a I'arc
indéfini mdn.

242. Remarque. Si les tangentes lu, Au étaient paral-
1¢les, I'asymptote uv serait transportée d Uinfini; ¢ est-a-
dire qu’elle n’existerait plus.

(*) Si les cones étaient prolongés au dela de leurs sommets, ils se
couperaient suivant une nouvelle branche infinie. Pour ne pas com-
pliquer inutilement I'épure, nous avons supprimé cette seconde partie de
I'intersection. Nous avons en méme temps essayé de représenter, en pro-
jection verticale, les nappes inférieures, en les supposant interrompues a
partir de leur intersection.
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PROBLEME X X.
Infersection de deux surfaces de révolution, dont les ares se renconirent.

243. Prenons le plan horizontal de projection, perpen-
diculaire & I'un des axes, et le plan vertical, passant par
ces deux droites. Les surfaces de révolution seront déter-
minées si I'on donne leurs axes (o, 0's), (wy, €'g) et
leurs sections méridiennes a't'c'd’, ¢'/'g'h'. Nous pourrons
construire, comme d'habitude, le cercle dnb, projection
du contour apparent de la surface dont I'axe est verti-
cal. Quant & la seconde surface, la construction du con-
tour apparent, relatif au plan horizontal, exigerait I'em-
ploi de méthodes que ncus ne pouvons indiquer ici (¥);
nous la regarderons donc comme suffisamment détermi-
née par la section méridienne et I'axe. D’ailleurs ces deux
éléments sont les seuls dont nous aurons besoin.

2hh. Les surfaces auxiliaires (222) par lesquelles il
convient de couper les surfaces données, sont des sphéres
ayant pour centre commun le point (0, 0') ot se coupent
les axes (**). L’emploi de ces sphéres est justifié par
les propriétés suivantes, qu’il suffit d’énoncer : 1° quand
deux surfaces de révolution ont niéme axe, elles se coupent
sutvant un paralléle commun : 2° la sphére est une surface
de révolution quia pour axe toute droile passant par le
centre.

(*) Si la section méridienne e'f'g’A’ est, comme dans notre épure, une
ligne du second degré, la projection du contour apparent est une ligue du
second degré, parce que la courbe de contact d'un cylindre et d’une sur-
face du second ordre est plane.

(**) Dans le cas trés-particulier od les deux axes seraient paralléles,
on couperait les deux surfaces par des plans horizontaux, ¢’est-a-dire per-
pendiculaires & ces droites.

Fic. 61.
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245. Soit donc k'p'l'q’ la section méridienne d’une
sphére quelconque ayant pour centre le point (o, o). Le
parallele commun & cette surface auxiliaire et & la pre-
miére des surfaces données est engendré par le point (k,
k'), ouse coupent les sections méridiennes; de plus, il
est situé dans un plan perpendiculaire 4 'axe conmmun
(0,0'z) ; donc ce paralléle-est projeté tout entier suivantla
ccorde commune k. De méme, le paralltle commun ala
sphére auxiliaire et & la seconde surface de révolution est
projeté verticalement suivant la corde p'q’, commune aux
‘deux sections méridiennes. Si donc les deux cordes k7,
p'q' se coupent en un point m, les circonférences dont
ces cordes sont les diametres se rencontrent, dans Ies-
pace, en deux points symétriquement placés & 1'égard
du plan vertical, et dont m'est la projection verticale
commune. Ces points appartiennent & I'intersection cher-
chée.

En répétant la construction, on obtient, pour projec-
tion verticale de cette intersection, la courbe Vm'n'k,
laquelle, évidemment, doit passer par les points ¢,#'
communs aux sections méridiennes données.

246. La projection horizontale imnh s€ construit sans
difficulté. En effet, le point (m, m'), par exemple, appar-
tient au paralléle projeté verticalement suivant ¥'i'. Ce
paralléle, étant horizontal, se projette, en vraie gran-
deur, suivant la circonférence kml; etc.

2h7. Remarque. Siles surfaces données sont du sccond
ordre, la projectionverticale deleur intersection appariient
d une ligne du second degré (*).

(") En effet, le plan vertical de projection est un plan principal par
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2h8. D’aprés ce qui précéde, si deux cordes, détermi-
nées par une circonférence auxiliaire, concourent-en un
point extérieur A la circonférence, ce point n*appartient
pas & la prcjection verticale de I'intersection des deux
surfaces. Néanmoins, il est situé sur la ligne dont cette
projection est un arc (*). - )

rapport & chacune des:deux surfaces. Or, U'infersection de deux surfaces
du second ordre, qui ont un plan principal commun, se projelte sur ce
plan, suivant une ligne du second ordre; done, etc.

Le cas ol les deux sections méridiennes du 'second degré auraient
un foyer commun mérite d’étre remarqué: la projection verticule de
lintersection se réduit alors a une ligne droite, ou au systéme de deux
droites.

Pour démontrer cette propriéte, rapportons les méridiennes a-des axes
rectangulaires passant par le foyer commun; nous pourrons représenter
ces deux courbes par

z?+yt=(my +nzx +p)?, (1)
2+ yP=(m'y+a'z+p). @
L’équation de la circonférence variable sera
2t 4y=p% @)
Retranchons membre & membre les équations (1) et (2) : 1a relation
(my +nz +p)*=p* (4)

.

représente deux cordes telles que 4'J', communes a la courbe (1) et 4 la
circonférence. De méme, la corde p'q’ est donnée par I’équation

(m'y +n'z+p')2=0p2% (5)

Actuellement, éliminons p entre les relations (4) et (5), afin d’obtenir
I'équation du lieu des points m'; nous trouvons

(my 4 nx + p)*=(m'y +n'z +p"?, (6)

équation qui représente deux droites.
(*) Si l'on cherchait I'équation du lien des points dont il s’agit, on
trouverait qu'elle ne difféere pas de celle qui représente la projection
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249. Construction de la tangente. On pourrait, pour
déterminer la tangente en un point quelconque (m, m')
de la courbe d’intersection, construire les plans tangents,
en ce point, aux deux surfaces. Mais il est plus simple de
recourir  la méthode du plan normal (225). En effet, la
trace verticale delanormale en (m, m'), pour la premiére
surface, est le point {0, ). Semblablement,la normale &
la seconde surface rencontre le plan vertical enun point
projeté en s'. La trace verticale du plan des deux nor-
nales est donc r's'. Par suite, la droite m't', menée per-
pendiculairement & cette trace, est la projection verticale
de la tangente demandée.

On trouve la projection horizontale de cette tangente en
cherchant d’abord, au moyen de la normale (mo, m'r'), la
trace horizontale of du plan normal, et en abaissant en-
suite une perpendiculaire m¢ sur cette trace.

verticale de l'intersection. Cette projection fait donc partie du premier
licu.

11 y a plus: ce méme lieu peul se terminer brusquement, parce que les
circonférences auxiliaires deviennent trop petites ou trop grandes. Daus
ce cas, la courbe obtenue en construisant les points déterminés par lcs
cirecnfé:ences, courbe dont une partie constitue la projection verticale
i'n'h!, n’est elle-méme qu’une partie du lieu représenté par I'équation.
Cest 12 un des nombreux exewmples dans lesquels I'emploi de I'Algébre
conduit & un résultat plus général que ne paraissaient le comporter les
données du probléme.
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EXERCICES.

L. Construire les traces d'un cylindre de révolution
tangent a deux plans donnés, connaissant le
rayon de la section droite.

II. Construire les projections de Uintersection d’une
sphére et d’'un cone.

III. Un cylindre de révolution, dont U'axe est vertical,
est coupé par une sphére qui a son centre sur la
surface du cylindre. On demande : 1° la projec-
tion verticale de Uintersection des deux surfaces;
2° le développement du cylindre et la transformée
de lintersection.

IV. Construire Uintersection de deuz paraboloides hy-
perboliques engendrés chacun par une droite
horizontale qui rencontre deux droites données,

V. Intersection de deux cones de révolution, dont les
axes se rencontrent.

VI. On donne un cone de révolution, dont Uaxe est
vertical. On donne ensuite deux droites, paral-
léles a deux génératrices opposées du cone, éga-
lement éloignées de U'axe, et dont la plus courte
distance passe par le sommet du come. Une
droite horizontale s’appuie sur ces deux direc-
trices, de maniére a engendrer un paraboloile
hyperbolique. On propose de construire I'inter-

section de cette surface et du cone.
2° PART. 9
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VII. Intersection de deux surfaces gauches de révolu-
tion, dont les axes se rencontrent.

VIII. Une circonférence donnée tourne successivement
aulour de deux droites situées dans son lan.
Construire Tintersection des deux tores ainsi
engendrés.

IX. Intersection de trois cylindres.

X. Intersection de trois cylindres de révolution, égaux
enire eux, et dont les axes soient des droites don-
nées, se coupant en un méme point.

XI. Une sphére, dont le rayon est connu, touche, en un
point donné, un plan donné P. A celte sphére,
on circonscrit un cone dont le sommet est donné,
et qui est terminé au plan P, On propose de con-
struire les projections de ce cone, les projections
de sa base, et les projections du cercle suivant
lequel il touche la sphére (*)-

XII. On donne une hélice, tracée sur un cylindre de ré-
volution vertical, et U'on propose de construire
les projections de cette courbe sur deux plans
perpendiculaires entre eux, et perpendiculaires
au plan vertical.

XIIl. On donne une hélice tracée sur un cylindre de
révolution vertical, et U'on propose de construire
la trace horizontale d'un second cylindre ayant

(") Cette question appartient & la Théorie des ombres, ainsi que les
six questions suivantes.
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pour directrice cette hélice, et dont les généra-
trices seraient paralléles a Uune des tangentes
de cette courbe. Démontrer que celte trace est une
cycloide (*).

Construire la courbe dintersection: d'une sphére
avec un cylindre ayant pour base le grand cercle
horizontal de la sphére, et dont les génératrices
sont paralléles a une droite donnée. Démontrer
que celte courbe est une circonférence de grand
cercle.

A une sphére. donnée , circonscrire un cylindre
dont les génératrices aient une direction donnée,
et trouver Uintersection de ce cylindre avec un
cone ou avec un cylindre donné.

Construire la courbe de contact d'un tore dont U axe
est vertical, avec wn cylindre circonscrit a cetie
surface, et dont les génératrices sont paralléles
a une droite dennée. On construira aussi la trace
horizontale du cylindre.

Un tore, dont les dimensions sont downdes, et dont
Uaxe passe par un point donné, repose sur un
plan donné. On demande : 1° les dewx projec-
tions de cetie surface; 2° les projections de la
courbe suivant laquelle le tore est louché par
un come circonscrit, dont le sommet est donné.

Avec un méme cube directeur on peut déterminer
plusieurs hyperboloides de révolution (p. 87).

(*) Ce thicorénre est attriliug & ¥. Guillery,
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Quel est le nombre de ces surfaces? Comment se
coupent-elles deux a deux? Ont-elles des points
communs (*)?

XIX. On suppose que des anneaux, d section rectangu--
laire, et tous égaux entre eux, soient assemblés
de maniére a former une chaine pesante, libre-
ment suspendue par une de ses extrémités. Dans
cet état, deux anneaux conséculifs se rencontrent
en quatre points, apparienant @ quatre arétes
intérieures. De plus, les axes de tous les anneaux
sont horizontaux, et deux axes successifs sont
perpendiculaires entre eux. On propose de pro-
Jeter la chaine sur un plan donné.

XX. Le centre d'une sphére, de rayon donné, parcourt
une hélice donnée, tracée sur un cylindre de ré-
volution, dont Uaxe est vertical. Dans son mou-
vement, la sphére est enveloppée par une sur-
face-canal dont on demande les deux projections.

XXI. Construire Uintersection d'un plan vertical quel-
conque, avec la surface-canal définie dans la
question précédente.

XXII. Une droite mobile s appuie sur une horizontale et
sur une verticale données, en faisant un angle
constant avec la verticale. Représenter la surface
ainsi engendrée (**).

(*) Pour construire l'épure qui répond & ces diverses questions, on
pourra supposer les faces du cube donné paralléles ou perpendiculaires
aux plans de projection.

(**) Cette surface, dont le modéle a été construit par M. Bardin, admet
des sections conchoidales et des sections hyperboliques : pour cette raison,
j*ai cru pouvoir la désigner sous le nom d’hyperboloide conchoidal.
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XXIIL. On donne, comme seconde directrice de la circon-
férence qui engendre une surface cyclotomique
(p. 112), une droite perpendiculaire a la pre-
miére directrice, et Uon suppose que ces deux
droites sont horizontales. Représenter : 1° les
lignes de niveau et les lignes de plus grande pente
de la surface; 2° les sections faites par des sphé-
res concentriques avec la circonférence généra-
trice (*).

XXIV. Représenter la surface engendrée par une circon-
férence tournant autour d’une droite non située
dans son plan, cas ou la droite est paralléle au
plan,

XXV. Une circonférence, dont le rayon est a, se meut de
maniére que son plan reste horizontal et que son
centre décrive une circonférence fixe, ayant pour
rayon b, située dans un plan vertical. Repré-
senter la surface ainsi engendrée. Faire voir
qu’elle admet une seconde série de sections circu-
laires. Examiner le cas o a =b.

(¥ Les projections horizontales de ces diverses courbes sont des coni-
ques ayant les mémes foyers.
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QUESTIONS PROPOSEES DANS LES CONCOURS D' ADMISSION

A L'ECOLE POLYTECHNIQUE (*).

1. Trois droites indéfinies sont données, savo'r : une
droite « située dans le plan horizontal et perpendicu-
laire & la ligne de terre LL; une deuxiéme droite {2
située dans le plan vertical et perpendiculaire aussi a
LL; enfin, une troisiéme droite y parallele & LI/, mais
qui n’est ni dans le plan horizontal, ni dans le plan ver-
tical.

Imaginons qu'une surface soit engendrée par une
droite mobile ., qui glisse sur ces trois droites fixes.

On coupe cette surface par un plan vertical V, et I'on
veut connaitre I'intersection en vraie grandeur, dans un
rabattement qui devra étre fait sur le plan vertical (1852).

2. Un cylindre est donné : il est droit, sa base est un
cercle, et il est tangent aux deux plans de projection.
Sur le plan horizontal un cercle est donné, lequel est
tangent & la ligne de terre et égal & la base du cylindre.

Prenez un point quelconque dans le plan vertical, et
supposez que ce point soit le sommet d’un cone engendré
par une droite qui s'appuie sur le cercle : on demande
I'intersection de ce cone avec le cylindre, et la tangente
en un point quelconque de cette intersection (id.).

(*) Ces énoncés sont extraits, textuellement, des Nouvelles Annales de
Mathématiques.
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3. Données. Un cylindre droit, vertical, d'unrayon de
2 centimétres, et dont I'axe est distant de 10 centimetres
du plan vertical ; deux droites D et d, inclinées sur cha-
cun des plans de projection, et situées d'un méme c6té
par rapport au cylindre.

Il s’agit: 1° de construire le lieu de toutés les dro'tes
assujetties & toucher le cylindre et & s’appuyer & la fois
sur les deux droites D et d; 2° de tracer la courbe, liem
des points ou ces droites reneontrent le planvertical (id.).

k. Doances. Deux cones droits a base circulaire dont
les axes se rencontrent; I'axe de I'un est perpendiculaire
au plan horizontal, et I'axe de I'autre est perpendiculaire
au plan vertical.

1l s’agit : 1° de construire l'intersection des deux sur-
faces; 2° de tracer le développement du premier cone ;
3° de construire la tangente en un point de la transfor-
mée (id. ).

5. Données. Sur le plan horizontal, une ellipse et un
cercle touchant I'ellipse intérieurement et la coupant en
deux points. Le grand axe de I'ellipse = g centimétres,
le petit axe = 6 centimétres: ces axes ne sont ni per-
pendiculaires ni paralléles & la ligne de terre ;

Un point dont la projection horizontale s tombe dans
le cercle et dans I'ellipse, et dont la projection verticale
s' est élevée de 10 centimetres environ au-dessus du plan
horizontal ;

Deux cénes indéfiniment prolongés, ayant le point
(s,s) pour sommet commun, et pour bases respectives
Iellipse et le cercle ;

Une droite indéfinie passant par le point (s,s') et ren-
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contrant le plan horizontal en un point (z, z) plus éloi-
gné de la ligne de terre que ne l'est le point s.

11 s’agit de déplacer le cone circulaire parallélement a
lui-méme, en faisant monter ou descendre son sommet
sur la droite (sz, s'z'), d’arréter ce cone dans une certaine
position, et de construire le résultat (sic) de son inter-
section avec le cone elliptique. On arrétera le sommet du
cone auxiliaire au-dessus du point (s,s), au tiers de la
longueur de la droite (sz, s'z') (1853).

6. Données. Un point (0,0'), situé & 10 centimétres de
chacun des plans de projection, est le centre commun
d’une sphére S de 4 centimétres de rayon, et d’un cercle
horizontal ¢ de 2 centimétres de rayon ;

Dans le plan horizontal, le point o est le centre d'un
cercle G de 8 centimétres de rayon;

Une droite (D,D’) part d'un point de la circonférence
du cercle G et touche le cercle ¢ de maniére & avoir sa
projection horizontale tangente & celle du cercle (on ne
prendra pas cette droite paralléle au plan vertical).

1l s’agit: 1° de percer dans la sphére S le trou qu'y
ferait un cylindre de révolution ayant pour axe la droite
(D,D') et 2 centimetres de rayon; 2° de faire une coupe
de la sphére et de son trou cylindrique par un plan ver-
tical passant par I'axe du cylindre (id.).

7. Données. Un point (0,0'), situé & 10 centimétres
de chacun des plans de projection, est le centre d’une
sphére S de 4 centimetres de rayon et d’un cercle hori-
zontal ¢, dont le rayon a 1 centimétre % ;

Dans leplan horizontal, le point O est le centre d'un
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cercle G de 8 centimétres de rayon, sur la circonférence
duquel trois points m, n, p forment un triangle équila-
téral : par ces points passent trois génératrices M, N, P
de I'hyperboloide & une nappe qui aurait le cercle G pour
trace et ¢ pour cercle de gorge ;

L'axe de tout le systéme est le diamétre vertical de la
sphére S.

Il Sagit de construire les courbes de pénétration de la
sphére par trois cylindres de révolution de méme rayon
que le cercle de gorge de I'hyperbole (sic), et ayant pour
axe une des trois génératrices M, N, P.

Nota. Chaque cylindre sera limité, en bas par le plan
horizontal de projection, en haut par un plan perpendi-
culaire & son axe et distant de 6 centimétres du centre
(0, 0") de la sphere S. Le triangle mnp n’aura pas de coté
paralléle ou perpendiculaire au plan vertical (id.).

8. Données. Un triangle équilatéral abe, de 5 centi-
metres de cOté, situé dans un plan horizontal élevé de
5 centimeétres au- dessus de la ligne de terre;

Trois sphéres ayant leurs centres aux points a, b, ¢, et
un rayon commun de 5 centimétres.

Il sagit : 1° de construire l'intersection des trois
sphéres; 2° de détacher par un mouvement de transport:
paralléle le solide commun & ces trois sphéres, et d’en
faire séparément les projections (ib.).

9. Données. Un hyperboloide & une nappe dont I'axe
est vertical ; sa tracea 5 centimeétres de rayon; le cercle
de gorge, de A centimétres de rayon, est élevé de 5
centimétres au-dessus du plan horizontal ;I'hyperboloide
est limité dans sa partie supérieure par un plan horizontal
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¢levé de g centimétres au-dessus de la ligne de terre.

Une droite (D, D') qui fait avec le plan horizontal un
angle plus grand que celui de la génératrice rectiligne de
I'hyperboloide avec le méme plan.

1l s’agit; 1° de construire le contour de la projection
verticale de I'hyperboloide; 2° de mener une suite de
plans paralléles & la droite (D, D’ et tangents & la sur-
face, et de tracer le lieu des points de contact de tous
ces plans (id.).

10. Un hyperboloide de révolution dont I'axe est ver-
tical a ses génératrices inclinées de 45° sur le plan ho-
rizontal, et un cercle de gorge de 2 centimetres derayon;
il est supposé limité & deux plans horizontaux distants
chacun de 5 centimeétres du cercle de gorge.

On propose de trouver son intersection avec un cy-
lindre oblique ayant pour directrice la circonférence qui
limite I’hyperboloide & sa partie supérieure, ‘dont les
génératrices seraient inclinées sur le plan horizontal
comme celles de I'hyperboloide, et dont les projections
horizontales feraient avec la ligne de terre un angle de
45 degrés.

On construira la tangente en un point quelconque de
cette intersection (1854).

11. Une calotte de sphére creuse repose par sa base
sur le plan horizontal ; le rayon extérieur de cette base
est de 10 centimétres, le rayon intérieur de 3 centimeéires
et demi. La hauteur de la calotte, mesurée jusqu’a la
surface extérieure, est de 3 centimétres.

Par le centre de la base on méne une droite dont la
projection horizontale fait um angle de 45° avec la
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ligne de terre et la projection verticale un angle de 6o°,
puis on prend cette droite pour I'axe d'un cone dont le
sommet est & 8 centimétres du cenire de la base de la
calotte et dont la section, faite perpendiculairement &
'axe et & trois centimétres du sommet, est un cercle de
1 centimétre de rayon. ‘

Cela posé, on veut connaitre I'intersection de ce céne
droit avec les deux surfaces sphériques qui limitent la
calotte creuse, ainsi que la tangente au point quel-
conque de I'une de ces courbes. On fera une coupe par
le plan des deux axes, et cette coupe devra étre dégagée
de toute ligne de construction, afin de représenter plus
nettement I’ouverture faite par le cone dans la calotte (id.).

12. Données: 1° Un tétraédre régulier de o™,12 de coté
reposant sur une de ses faces sur le plan horizontal de
projection. Aucun des cotés de la base n’est paralléle ni
perpendiculaire & la ligne de terre; le tétraédre est placé
de maniére que les projections de ses trois arétes soient
visibles sur le plan vertical de projection.

2° Une (sic) ellipsoide de révolution : L’axe de révo-
lution est vertical et porté & une distance de o™,025 du
sommet du tétraédre dans un plan faisant un angle de
45 degrés avec celui de projection. Le centre de I'ellipsoide
est & o™,6 au-dessus du plan horizontal. Les deux demi-
axes de la méridienne ont respectivement o™,05 et 0,03
de longueur; le grand axe est vertical.

1l faut : 1° construire la projection du corps formé par
I'ensemble de ces deux solides sur chacun des plans de
projection horizontale et verticale placé comme il est in-
diqué ci-dessus; 2° construire la tangente au point ou
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se rencontrent deux des coupes (*) d'intersection déter-
minées dans 'ellipsoide par les faces du tétraédre, puis
les tangentes horizontales de ces mémes courbes (1835).

13. Un cylindre horizontal plein terminé d’un c6té au
plan vertical de projection, et de I'autre & un plan ver-
tical paralléle, rencontre un cone dont la base est posée
sur le plan horizontal. On demande :

1° De construire les projections de I'intersection des
surfaces ;

2° De faire le développement de la surface du cylindre
avec les transformnées des bases et de l'intersection;

3> De construire les projections d’une tangente de
Iintersection, et la tangente au point correspondant de
la transformée de cette courbe.

On suppose que le cone est enlevé, et en conséquence
sa trace et toutes les lignes qui le concernent seront
pointillées.

Les bases du cylindre seront des cercles; celle du
cone un (sic) ellipse.

Le cylindre ne sera pas perpendiculaire au plan ver-
tical. . . . . . . . . . . . . . (1860).

14. On donne un ellipsoide de révolution dont I'axe
est perpendiculaire au plan vertical de projection. On
coupe cette surface par un plan, et 'on prend la courbe
résultant de cette intersection pour directrice d’'un cone
ayant pour sommet le point le plus élevé de I'ellipsoide
au-dessus du plan horizontal. Trouver la trace de ce cone

(*) Probablement: des courbes.
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sur le plan horizontal passant par I'axe de révolution de
Iellipsoide.

Données. Le centre de I'ellipsoide est & go millimétres
des deux plans de projection. Le demi grand axe de
Iellipse méridienne est parallele au plan vertical et a
70 millimétres de longueur; le demi petit axe a 5o milli-
métres. . . o . . . o« .« .+ . . . (1863).

15. Le probléme consiste & représenter la surface en-
gendrée par la révolution d’'une ellipse autour d'une
droite située hors du plan de cette courbe.

L’axe de révolution est la droite verticale (0,0Z).
L'ellipse génératrice est donnée dans sa position initiale
par les projections (ABCD, M'N') et par les traces LG, GH
de son plan : ce plan est perpendiculaire au plan vertical.
Le grand axe de l'ellipse ABCD passe par la trace hori-
zontale O de I'axe de révolution.

On tracera le contour apparent de la surface sur chacun
des plans de projection. Les deux courbes méridiennes
situées dans le plan vertical OL seront entiérement con-
struites, et I'on distinguera par la ponctuation celles de
leurs parties qui sont vues de celles qui sont cachées.

. grand axe AG = go™™
Ellipse ABCD petit axe BD = A4,

00'= 72, OL=68=», OI (¥) =15,
PN N
AOL =45, YGH =50
La droite OL est paralléle & la ligne de terre. (1864).

16. On demande de représenter par ses contours ap-

(*) Le point I est le centre de I'ellipse ABCD.
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parents un solide terminé par un hyperboloide de révolu-
tion et par deux plans : I'hyperboloide a pour axe de ré-
volution T'horizontale (AB, A'B') et pour génératrice la
droite (CD, G'D') paralléle & la ligne de terre XY ; les plans
sont perpendiculaires a 'axe (AB, A'B') et également dis-
tants du centre de I'hyperboloide. On supposera tracées
sur ce solide douze génératrices d'un méme systéme, la
génératrice donnée (CD, (D) est I'une de ces douze
droites. Ces génératrices, également espacées, seront re-
présentées en tenant compte (sic) des parties vues et des
parties cachées.

Les arcs d'hyperbole qui appartiennent aux contours
apparents du solide seront simplement tracés tangen-
tiellement aux proportions de ces génératrices.

On achévera de déterminer le contour apparent du so-
lide sur le plan vertical de projection en construisant
quelques génératrices du systéme qui ne renferme pas la
génératrice donnée; ces droites seront tracées comme
lignes de construction.

A'B' et CD sont & 100 millimétres dela ligne de terre XY.
G'D’ est & 25 millimétres de A'B'.
AB et CD comprennent un angle de 4o degrés.

Les plans qui terminent le solide sont I'un et I'autre
70 millimétres du centre de '’hyperboloide. XY est pa-
ralléle aux petits cotés de la feuille de dessin et a égale
distance de ces ¢otés. . + . . . + . . (1865).

17. Own donne une sphére pleine; on la coupe par un
cone. On enléve de la sphere la partie qui est dans I'in-
térieur du cone. On demande de représenter par ses pro-
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jections la sphére solide dans laquelle on a pratiqué
ainsi une entaille conique... (¥) (1866).

18. Deux cones sont circonscrits 2 une sphére ; ilsse
coupent par conséquent suivant deux courbes planes.
L'un de ces cones est solide. On demande de représenter
par ses projections la portion de ce cone solide qui est
renfermée dans I'autre.

Le reste de la sphére est projeté en (0', 0); les points
0" et O sont & 120 millimetres de la ligne de terre. Le
rayon de la sphére a 60 millimetres de longueur.

Les cones touchent la sphére suivant de petits cercles
projetés verticalement en A'B’, G'D"... (1867).

(*y D’aprés les données, le cone et la sphére sont deux surfaces de ré-
volution dont les axes se rencontrent, et le plan des deux axes est paral-
{éle au plan vertical de projection.

FIN.
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