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ALGEBRE.

———

SERIES ET LOGARITHMES.

CHAPITRE 1.

NOTIONS SUR LES SERIES.

Préliminalres.

1. On appelle série une suite indéfinie de termes procé-
dant suivant une loi déterminée.

Draprés cette définition, I'on doit toujours pouvoir cal-
culer un terme de rang domné, soit directement, soit au
moyen de ceux qui le précédent (*). Autrement dit, si les
termes d’une série sont désignés par

Uy, Ugy Usy +ove s Upy onne.
le terme général u, est fonction de n.
(*) Par exemple, le vingt-neuviéme terme de la progression

3,7, 11,18, .....

peut étre oblenu, soit direclement, au moyen de la formule u,,=a+4(n— 1),
soil par des additions successives.
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Diverses espéces de. séries. — Désignons par S, la
somme des n premiers termes d'une série; savoir :

S"=’u‘+u2+u5+ Bl /o

Cette somme, aussi bien que u,, est une fonction de n.
Cela posé, il peut se présenter trois cas :

1° Si la somme S, des n premiers termes tend vers une
limite finie et déterminée S, lorsque le nombre n croit indé-
finiment, la série est dite convergente;

2° Dans le cas contraire, c'est-2-dire quand la sommeS
peut croitre (en valeur absolue) aw deld de toute limite, on
dit que la série est divergente;

3° Enfin, s’ arrive que la somme S,, sans croitre au
dela de toute limite, n’ait pas de limite déterminée, la série
n'est ni convergente ni divergente : on lui- donne le nom de
série indéterminée (*).

Par conséquent : 1° une progression par quotient, illi-
milée et décroissante, est une série convergente; 2° une
progression par quotient, jllimitée et croissante, est une
série divergente; 3° la progression

ol =, A, —1, 1, ..,

-
dont le terme général est (— 1)"™, constitue une série
indéterminde ; car S, égale 1 ou 0, suivant que n est im-

n

pair ou pair.
Les séries convergentes sont les seules qu’il soit utile de

(*) La plupart des auteurs font rentrer celle troisiéme espéce de série
dans la catégorie des séries divergentes. Celle classification nous parait
contraire i I'étymologie et a la signification habituelle du mot divergent.
La dénomination de série indélerminée a été proposée par M. L. Olivier.
(Journal de Crelle, t.11.) -
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considérer (*). En conséquence, nous allons indiquer quel-
ques-uns des caractéres au moyen desquels on peut, dans
cerlains cas, reconnailre qu’une série proposée est ou n’est
pas convergente.

(*) Ny a plus; les expressions : limite d'une série, somme d'une série,
reste d'une série, n’ont aucun sens, lorsque la série n’est pas convergente.
On peut donc s’élonner que de savants géomeélres aient énoncé les propo-
sitions suivantes :

1 (Lacmlx, Calcul intégral, v.III,

1 — 141 —14+1—-14+.

2 p 546);
o 10
1 —24+3—44+5—6+. . =I(1bzd.);
1 —12+1.23—1.23.4+ = 0,403 628 36 (/bid., p. 390);
! (Poisson, Journal de PEcole
€0s ¢ — C032p + €08 3P —COS4P o0 = =3 polytechnique, 1. XI, p. 313);

1—|+1—1+i'—i+. (Prehn, J. de Crelle, t. XLI);

ouw

o 024 %3 42 82 G2 — ¢ (Simonof , Mémoire sur les sé-
P-4 PP B ries des nombres aux puis-
etc. sances harmoniques);

A propos de la premiére formule, on peut faire les remarques sui~
vantes :
x ¢tant une fraction proprement dite, on a
1

‘—-=i+x+m’+m5+---+w”—‘+---;
-z

el, par le changement de z en — x :

1
—=1l—z+ -+ -l
1+2
Ainsi, x étant moindre que l'unité, la somme S,, des n premiers termes
du second membre, a pour limite — e
Mais, si 'on suppose & =1, la série devient
1 —14+1—14...:

la somme S,,, alternativement égale a 1 et a 0, ne tend vers aucune limite;
et, en conséquence, la formule dout il s’agit est absurde.
Laplace rapporte (Introduction a la théorie des Probabililés) que le
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Théorémes sur la convergence.

8. TntorenMe I. — Dans toule série convergente, le terme
général a pour limite zéro.

Désignons par S la limite vers laquelle tend la somme S,
des n premiers termes, et par R, le reste de la série; en
sorte que

S, +R,=S5.

Changeant n en n — 1, nous aurons
S"_‘ -+ R,,,_,‘ == S-
On conclut, de ces deux équations,

S“ - Sn—l -+ Rn - Rtn;l = 07
ou
u, +R,—R,_,=0.

Dans cette égalité, faisons croitre indéfiniment la va-
riable n : par hypothése, chacun des termes R, R,_, tend
vers zéro ; done

limw, =0 (*).

P. Grand: en avait conclu la possibilité de la Création! Ces réveries étaient
excusables dans le siécle dernier. Aujourd’hui, les auteurs qui admettent
I'équation

=1—14+1—1+...

[

ne possédent pas les premiéres notions de I’Analyse.

(*) Il est bon d'observer, a propos de cette proposition fondamentale,
que la convergence ne dépend pas des premiers lermes : la série
10  10® 103
—_——— -
1 1.2 123

dont les termes, abstraction faite du signe, vont d’abord en augmentant,
est convergente.
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4. TatoreMe II. — Dans loute série convergente, la
somme d’un nombre quelconque, mais déterminé, de termes
consécutifs a pour limite zéro.

Conservant les notations du numéro précédent, représen-
tons par S,,, la somme des n + p premiers termes; nous
aurons

S,+R, =S, S,,,+R,,=S.

Ces deux équations donnent JTM};S + KM};— SM)Q— c

T T
Uppy + Upgz + oovvn + Uy, + Ry — R, =03

puis, si le nombre » croit indéfiniment,
lim (s + Upge + ... .. + Upyy) =0.

3. Remarques. — 1. L’énoncé et la démonstration du
dernier théoréme supposent que le nombre p des lermes
consécutifs est constant : il peut, d*ailidurs, éwre aussi grand
qu’on le veut (*).

II. Les théorémes précédents expriment deux conditions
auxquelles satisfont toutes les séries convergentes. Consé-
quemment, toule série qui n’y salisfait pas ne saurait éire
convergente. _

Ajoutons que ces deux conditions, nécessaires, sont loin
d’étre suffisantes : on verra bientdt qu'une série dont tous
les termes, supposés de méme. signe, décroissent indéfini-
ment, peut étre divergente.

Ill. Le second théoréme est une conséquence du pre-
mier; car si des quantités, en nombre limité, tendent cha-

(*) Moyennant une certaine condition, le nombre p peut étre variable
el indéfiniment croissant. (Voir plus loin, p. 7.)
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cune vers zéro, lewr somme a pour limite zéro (*). Il résulte
de 1a que si les termes d’une série, convergente ou diver-
gente, ont pour limite zéro, on en peut toujours trouver p
consécutifs dont la somme soil inférienre a un nombre
donné 0.

En effet, pour satisfaire 4 I'inégalité

Uppy + Upgg + eonen + Uy, < 0

dans laquelle tous les termes sont supposés positifs, il suffit
de rendre chacune des parties du premier membre moindre
que 1),

IV. Il y a cette différence entre les séries convergentes
et les séries divergentes, que, dans foute série convergente,
la somme de p lermes consécutifs tend vers une limite, quand
le nombre p augmente indéfiniment, et que, dans les séries
divergentes, cette somme croit indéfiniment avec p, quel que
soit le rang du premier des termes considérés. Ces deux

(*) Si ce nombre augmentait indéfiniment, la proposition pourrait étre
en défaul. Soit I'identité

n n n

dans laquelle n désigne le nombre des parties de I'unité. Appliquant le
théoréme énoucé, on est conduit A celte absurdité :

1=0+Q+0+0+ ......

(**) Dans la plupart des cas, les termes de la série vont en décroissant,
du moins & partir de I'un d’eux. Sl en est ainsi, I'inégalilé ci-dessus
sera vérifice dés que I'on aura :

< )
Un4-1 -
p

Exemple :
’ 1 1
+—
n+1 n+2 n+p

Cette condition est remplie dés que n + 1 surpasse ;-
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propriétés, que 'on pourrait regarder comme évidentes,
résultent trés-simplement des principes précédents.
En effet, si la série est convergente, on a (4)

Susp—S, + Ry — R, =0;
puis, en supposant n constant et p variable,

. lim (S,, —8,) —R, =0,
ou
lim (S, — S,)=S—8,.

Au contraire, la série étant divergente, la somme S,
peut dépasser toute limite; et il en est évidemment de
méme pour (S,,, —S,) ().

6. TutoriMe 11I. — Dans toute série convergente, la
somme d'un nombre indéfiniment grand (**) de termes con-
sécutifs tend vers zéro, lorsque le rang du premier de ces
termes avgmente indéfiniment.

Dans I'équation

(“n+l + Upype + .onn -+ un+ﬁ) -+ Rll+p — R, =0,

supposons que p soit une fonction de n, qui devienne infinie
avec cette variable. Nous aurons, en passant a la limite,

lim (v, + Uype + on. .. + Upy,) =0;

comme dans le cas ol p était supposé constant (4).

¥. Remarque. — Cette proposition, beaucoup plus gé-
nérale que le Théoréme II, n’exprime pourtant pas une
propriété quiappartienne exclusivement aux séries conver-
gentes : la somme d’un mombre indéfiniment grand de
termes conséculifs peut avoir pour limite zéro, sans que la.
série soit convergente (***). '

(*) Toujours en supposant 7 constant.
(**) Indéfiniment grand signifie ici : qui croft indéfiniment.
(***) Voir p. 13.
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8. Tatonime IV. — Si les termes d’une série sont, en
valeur absolue, respectivement moindres que ceux d’une série
convergente dont tous les termes ont méme signe, la pre-
miére série est convergente. :

Décomposons la somme S, des n premiers termes de la
série convergente en deux partics a,, b,; a, représentant
I'cnsemble des termes correspondant aux termes positifs
de la premiére série, et b, la somme de ceux qui corres-
pondent aux termes négatifs de celle-ci. Désignons par S,,
a,, b, les quantités analogues, relatives a la premiére série.
Nous aurons

S,=a,—b,, S,=a,+0b,.

La seconde série ¢tant convergente, les sommes positives
croissantes a,, b, ont des limites «, 3; donc les sommes
positives croissantes a,, b, , respectivement moindres que
les premiéres, ont des limites o', 3'; et la somme S, a
pareillement une limite, égale a o' — 3.

9. Remarques. — 1. 1l est visible que le méme théoréme
subsiste si les termes de la premiére série sont égaux a
ceux de la seconde, respectivement multipliés par des
quantités positives ou négatives quelconques, mais finies.

IL. Si la série convergente donnée n’avait pas ses termes
de méme signe, la proposition pourrait étre en défaut : en
effet, la différence @, — b, peut avoir une limite, bien que
les sommes a,, b, croissent indéfiniment (7).

(*) Par exemple, ainsi qu'on le verra plus loin, la série

1 1 1+1 i+1 i+
e = o e e = e eaes
2 3 4 3 6 7 8

est convergente, et la série
1 1 1 11 1

e m e — e m e m o — e
stsrivstetits

{ —

est divergenle.
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10. Applications. — 1. La série

-]‘ A ! -+ + ! “+
112125 1.2.5...(n—1)

dont les termes, & partir du quatriéme, sont respectivement
moindres que ceux de la progression

1 1 1
? -+ ‘:2._5. D -+ .:')'T; ..... ,
est convergente.
II. La série
A 1 1 1 + 1
IR A T
est convergente.
IIl. La série
a+c (a+c)(2a+c) (@a+c)....n—la+c)
b+c  (b+c)(2b+c) tb+c)...(n—1b+c) ’

dans laquelle a, b, ¢ sont des quantités positives, est con-
vergente st a est inférieure a b. Dans le cas contraire, elle
est divergente.

En effet, dans le premier cas, les termes sont, a partir
du troisiéme, respectivement moindres que ceux de la pro-
gression décroissante

y a—+¢ <a+c)g . (a+c)" .
-...m+ e 4 eeee -+ e +.....(),

ete.

(*) A cause de
na-+c _a-+c¢

nb+-¢ b+c¢
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De la séric harmonique.

14. Cette série a pour termes les inverses des nombres
naturels, c’est-a-dire
111 1 1

—9 — — g ey — gy e

|
"2 5 & n n+1

On lui donne le nom de série harmonique , parce que trois
termes conséculifs quelconques, ou, plus généralement,
trois termes équidistants quelconques sont en proportz'on
harmonique (*).

Il est facile de prouver que cette scrie, dont les termes
diminuent indéfiniment, est divergente. En effet, groupons-
les, & partir du troisiéme, de la maniére suivante :

BRI

-+ - 4= = -y - — —

5% 57678 9710 16
1 1 1
Dy R T

(*) Trois nombres a, b, ¢, sont en proportion harmonique, quand
lexcés du premier sur le deuxiéme, est a lexcés du deuziéme sur le
troisiéme, comme le premier est au troisiéme; c’est-a-dire lorsque

a—b a

b—c¢ c

.y s . 1t 1 . ;

Il est aisé de reconnaitre que les fractions — , —» — satisfont a cette

. n—k n u-+k
relation.

La dénomination de proportion harmonique se rattache a un phéno-
méne d’acoustique: quand on veut faire rendre a une corde les sons com-
posant I'accord parfait majeur, on fait vibrer la corde entiére, puis les £,
puis les 2 de la corde. Or

I
CINS
-

L9 -

SR
|
[ ¥ T
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nous aurons

| 1 2 1 1 1 1 4
-+ => - = — — — —9 ’
5 A - B 6 7 8 8
1 1 1 ak
I T e R “_.’7‘>?’
ou bien )
1 1 > 1 1 1 1 1 1
S = D> — e e = > —g ey
571725 6T 87 %

—
-—
—
—

+ + e —
P 1 2 42 2
Donc, en supposant n = 2*:

k
Sn> ll+;'

L’expression % pouvant croitre au dela de toute limite, il en
est de méme, & plus forte raison, pour S, (*).

12. La série dont nous nous occupons est excessivement
peu divergente; c’est-a-dire que la somme S, croit trés-len-
tement avec 7. Pour le faire voir, groupons ainsi les 2*
premiers termes :

111 11
1, -+ = - — 4— "+ =2
2 5 15767
1 1 1 1
D I Ty T T

(*) On peut encore employer la démonstration suivante :

Evidemment _
1 1 1

Son=8,+|——4+—— -+ —]}-
n+1 n+ 2n

La somme entre parenthéses surpasse 21“= % Donc le reste (s’il'y en

avait un), serait toujours supérieur  3; et, contrairement 2 la définition (3),

il ne tendrait pas vers zéro. ' '
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nous aurons

2 4 2kt 1
Sn<‘l+§+z+"‘+27_-1+§-k’
ou
1
Sn</c+?‘;

et méme, dés que I'exposant k surpasse 2 (*),

S, < k.

Ainsi, la somme des n premiers lermes de la série har-
monique est inférieure a Uexposant de la puissance de 2
égale @ n.

Si, par exemple, k =12, on aura n = 4 096,

Sius < 12,
et, en méme temps,
Sios < T
de sorte que la somme des 4 096 premiers termes est

comprise entre 7 et 12 (**).
De méme, k=20, ou n =1 048 576, donne

1 <S8, < 2.
48. Remarque. — 1l est facile de véritier I'identité

1 1 1 1 1 1
- e e — =] — — g ——
n+1 n+2 2n 2 3 4%

1
e eee — — (A
an
Le second membre représente la somme des 2n premiers

(*) k> 2 donne
1 1 1

(**) Par d’autres considérations, on trouve S; oos = 8,89....
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termes d'une série convergente , dont la limite, comme on
le verra, est le logarithme népérien de 2. Done

1 1 1
lim( “+ +---+—)=l:2.
n+41 n+2 2n
14. Dans la série harmonique, prenons p termes 4 par-
tir du »*™; puis, supposant n = p?, faisons croitre p indé-
finiment : je dis que les sommes ainsi formées ont pour
limite zéro. En effet, chacune des fractions

1 1 1

.o

P+l pr2  pap

est inférieure & z%' Done
P
Sn+p — 85, <L ;‘2 ’
ou
S s, <1
wrp — On <3
’ P
et, par conséquent,
lim (S,y, — S,) =0.
Ainsi, comme nous I'avons déja dit (%) : la somme d’un

nombre indéfiniment grand de termes consécutifs peut avoir
pour limite zéro, sans que la série soit convergente.

Suite des théorémes sur la cenvergence.

5. TukoriMe V. — Dans toute série convergente, com-
posée de termes positifs, le produit du terme général, par le
rang de ce terme, a pour limite zéro.

Si, & partir d'une certaine valeur de »,on avait constam-

ment
nun > &%,
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a élant unc constante positive, on aurait aussi

%

24
? u”+ﬂ> —
n+p

n—+ 2

‘@
’ un—H > ° u’n+2 >
n+ /'

puis

S,,+,,—S,,>a( ! -+ ! “+ e+ ! )
n+1  n4+2 n+p

La quantité entre parenthéses est la somme de p termes
consécutifs de la série harmonique : en prenant p suffisam-
ment grand, on rendra cette somme, et son produit par e,
supérieurs a tout nombre donné (8. Rem. 1V). La série
considérée serait donc divergente.

16. TueoremMe VI. — Une série est convergente si, G par-
tir d'un certain rang, le rapport d'un terme aw lerime pré-
cédent, pris en valeur absolue, est constamment inférieur a
un nombre donné, moindre que lunité. -

Draprés le Théoréme 1V, il suffit de considérer le cas
ou tous les termes sont positifs. Or, sil'on a

yfi‘(a, u"_fg<a,...., &p—<a, ..... ,

U, Uy Unyp—t
a étant une constante positive, inférieure a l'unité, il en
résulte que

Unaty Upg2y eves Unipy ceens

sont respectivement moindres que les termes de la pro-
gression décroissante

2, 2
o,y LU,y ey U,

Et comme cette progression forme une série convergente,
il en est de méme pour la série proposée (8).

13. Remarques. — 1. Ordinairement ce théoréme peut
étre énoncé ainsi : Une série est convergenle, si le rapport
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d’un terme au lerme précédent, pris en valewr absolue, tend
vers une limile inférieure q Punité.

IL. Cependant la premiére proposition est plus générale
que la seconde : il peut arriver, en effet, que le rapport
! n'ait pas de limite déterminée. C'est ce qui a lieu, par
exemple, pour la série

sin®p sin? psin? 2,

1+ lcc052?+l(l+/ccos ?)(I+kcos")?)

sin® p sin® 25 ... sin ny

n—1 i I
+k ('I+/ccos’;;)...(l-f—kcosg1z(p)+ ’

dans laquelle on suppose
0Lk, 0Lp <L
Celte série est convergente, car le rapport

Upyy sin? (n + 1) »

) 1+ kcos®(n + 1)y

n

est inférieur a k (*).
1. Si tous les termes ont méme signe, et que le rapport
“'“" ait pour limite Punité, la série peut étre divergente.
Dans la série harmonique, quc nous savons étre diver-
gente (11), le rapport

Uppy n 1

u, n+ 1 n+1’
donc
lim 2y
u,
(*) Excepté pour les valeurs de n qui donneraicnt sin? (n+1) p=1.
Mais, dans ce cas, I'arc ¢ serait commensurable avec la circonférence;
et, 2 cause de sin (°7n +2) ¢ =0, la séric se réduirait a un polyndme.
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IV. En conservant les notations précédentes, et en sup-
posant tous les termes positifs, on a

o
R, L-—u,.
1—«
En effet, les inégalités
Uppy K AUy Upys < Py, Upps L Uy onee.

donnent
R, Cau,(1 +a+a* 4 ----- )3

et, a plus forte raison,

a
R, <L U,

{—«a

18. Applications. — 1. La série exponentielle

x x‘) xn+l
1+ -+ Ao A ————
1712 1.2.3. (n—1)

est convergente, quel que soit x.

En effet,

1 . X
= lim—=0.
n

Lou
lim =+
U

‘n

Il. La série logarithmique

est convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre
+ 1et—1.

Effectivement,
u"+‘ ‘n

=z lim
u, n+1

lim

=x;
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done, en valeur absolue,

u

lim ”f‘ <!

u
IIl. La série du bindme

qom, o mm=l) o m ) )
1 1.2 1.2.3...(n—1)

est convergente lorsque la variable x est comprise enire + 1
et —1.
Dans ce cas,

Upyy M—n-+1 n—m—1
u, n n
done
u’n-}-l .
1 = —ux;
u,

et, en valeur absolue,

L Uy
lim

<A ()

n

19. Tuioreme VII. — Si les termes décroissent indefi-
niment, et qu’ils soient alternativement positifs et négalifs,
la série est convergente.

Soit la série

T Uy — Ug - U — Uy e A Upy — Uy = Uy =— ooy
dans laquelle nous supposons

Up D> Uy D> Ug > ooee D Uy g D> Uy D Upyg D oooee D> 0 (‘" )

(*) La série logarithmique, divergente pour £ = -+ 1 (1 1), est conver-
gente pour £ = — 1 (49).

(**) Cette série, développement de (1 + x)™, est encore convergente
lorsque x===1, m étant positif, ou lorsque &= 1, m étant compris entre
0 et — 1. (Comptes rendus dé I’ Académie des sciences, 26 oclobre 1857.)

(***) Si les premiers termes ne satisfaisaient pas a ces condilions, on

2
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et, en outre,
limu,=0.
Si, pour fixer les idées, nous supposons n pair, nous
aurons

S,=u4,
Sg =1y — us,
S5 = (g — Ug) + us =1, — (Ug — Uz),

S = (u; — ug) + (us — u;) = uy — (U — U3) — u,,

Sn —_ (,u1 — uz) 4+ ('us— u‘) e (uu—-i - ’ll"),

=y — (Ug—Us) — (Ug—Uy) — o — (Up_g— Upy) — U,

On voit que les sommes de rang impair vont en dimi-
nuant, et les autres, en augmentant. En outre, chaque
somme, a indice impair, surpasse la somme d indice pair,
qui la suit immeédiatement. On a done

82> 852> 8 >« > Sui
Sp K8 K8 L over K8,
Si > 825 SS > SL: Ss > SG’ creee Sn—i > Sn'

Ainsi : 1° les premiéres sommes ont une limite; 2° les
secondes sommes ont une limite.
Drailleurs, la différence

Sn—l - Sn =1u,

représenterait par u, le terme a partir duquel, la série devenant régu-
li¢re, elles sonl vérifiées. Par exemple, dans le cas de la série
10 - 102 103
— — — e S— + ......
1 1.2 123 ’
citée plus haut (8), on ferait
1010 101 10 102
= ) Uy = e
1.23.10 77 1.25.11 11

Uy
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a pour limite zéro; done ces deux limites ont une valewr
commune S, comprise entre deux sommes consécutives quel-
conques.

20. Remarques. — 1. Le raisonnement précédent peut
étre rendu encore plus clair au moyen d’une construction
géomeétrique.

I
x O A, A, A, A, A, A, y

Sur une droite indéfinie axy portons, & partir d’un point
fixe O, et de gauche a droite, la distance OA; proportion-
nelle  wy; puis, & partir de A, et de droile d gauche, la
distance A,A, proportionnelle & u,; puis, & partir de A,,
et de gauche a droite, la distance A;A; proportionnelle &
us; ete. A cause de ug < uy, le point A, tombe entre O et A,.
De méme, a cause de uz < uy, le point Az tombe entre A,
et A,; ete. De la résulte, pour ainsi dire, que les points &
indice impair marchent de droite @ gauche, et que les points
a indice pair, toujours situés a la gauche des premiers,
marchent de gauche d droite. D’ailleurs I'intervalle A,_,A ,
proportionnel a u,, a pour limite zéro. Donc les points A,
Aj, Ay, ... A,_,, d’'une part, et les points Ay, A,, Ag, ... A,,
de I'autre, tendent vers un point-limite L, compris entre A,
et A,, entre Aget A,,...entre A,_, et A ; ou, ce qui est
équivalent : les sommes décroissantes S, S5, Sy,...S,_,, et
les sommes croissantes Sy, Sy, Sg, ... S,,, convergent vers une
limite commune S, représentée par OL.

IL. Si les termes, alternativement positifs et négatifs, et
décroissants, tendaient vers une limite X différente de zéro,
la série scrait indéterminée. En effet, les sommes S,, S;,
Sy, ... S,_, iraient encore en diminuant, et les sommes
Se, Si, e, 8, respectivement moindres que les premiéres,
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iraient encore en augmentant; en sorte que les unes et les
autres auraient des limites. Mais, & cause de

limu,=Ilim (S,_, — S,) =1,
on aurait

limS,_, — lim S, = 1.

Aiusi, la limite des sommes de rang impair serait égale a
la limite des sommes de rang pair, augmentée de A (*).

(*) Exemple :

Si I'on prend un nombre pair de termes,

o (2.3 (4 B\ [ 2 et
n= T“?»)"" 3—4) T e —1 “.’n)

b1

N I B
=12"51 " 56 @n—1)2n
b1 1 1
=Tt ittt T T
donc (28) limS,=1.2.

Si I'on en prend un nombre impair,

S —2 (3 4) (5 6) (2n+i 2n+9.)
=2 (-— ) — (=] — . — - -

2 3 4 3B o 2n +1
., 1 K
=‘_;?;_Z._E';_m~2n(‘2n+l)
S . S S L S
2 3 4 5 2n  2n+1

imS, =1+1.2,
Du reste, la construction indiquée conduit 2 la méme conclusion : les
points A,, Ag, Ay, ..
L, &
z 0 A, A A, A, A, A, ¥

teudent vers un point-limite L,, tandis que les points A,, A, Ag, ... tendent

vers un autre point-limite L,. De plus, la distance L,L; est proportion-
nelle a ). :
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II1. Une série a termes alternativement positifs el néga-
tifs, dont le terme général a powr limite zéro, peut étre
divergente. .

Pour justifier cette proposition, il suffit de considérer la
série

1 1 1 1 1 1
— — + — et
V2 V2 B el e et

la somme des 2n premiers termes est

done la série est divergente.

Cette conclusion n’est pas contradictoire avec le Théo-
réme VII. En effet, I'énoncé de ce théoréme suppose
Uy > Ug > Us > Uy...; et, dans la derniére série, les termes
sont tanlol croissants, tantot décroissants.

IV. En général, on ne peut pas grouper, arbitrairement,
les termes d’une série (*). Soit

w
QI ==
>~
(&4
=2}
~
(=]
©
-
[~

1 1 1 1 g 1 1
F——— e —— — 4 — — — 4 —

M- 12713 1% "5 16 T17

d'ot A
. 9 {
25=2_,4_,.__1 Z 1 2 4_ 2_1
5 28 57 47973
L2 1 2 12 19
—_ —_—— e — — _—
M 6713 7 15 87717

(*) Voir, plus loin, le Théoréme de Dirichlet.
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Si I'on réduit, on trouve

s 2 5 5 7 6 9 8
ou
25 =S§;
conclusion absurde, attendu que la limite S est comprise
entre 1 et 3 (19).

24. Tuioreme VIII.— Les mémes choses étant posées que
dans le Théoréme VII, Uerreur e que 'on commel en pre-
nant la somme S,, au liew de sa limite S, est inférieure au
terme u,,, qui suit celui auquel on s’arréte.

1° Sin est pair, ona

Sn < S < Sfl+l;
S - Su < S"+1 - Sll ?

d’ou
c'est-a-dire
e < Upyy-

2 n élant impair, on a

Su > s > Sn+l;

puis
S,—S <S8, —S8,.:
et enfin
e < Upyy
22. Remarque. — L’erreur ¢, prise positivement ou

négativement, suivant que n est pair ou impair, est égale
au reste R, de la série.

Exemples de séries.

23. Premier exempLe. — Considérons d’abord la série

1 1 1
I - — 4 —— e ey
1 12 123



SERIES. 25

dont le terme général
1

=125 (n—1)

)

Nous savons que cette série est convergente (48, I). On
désigne ordinairement par la lettre e la limite de la somme
de ses termes; en sorte que :

1 1 1 1

o+
1 1.2 125 1.23..(n—1)

24. 1° Le nombre e est compris entre 2 et 3. La pre-
miére partie de la proposition est évidente. Pour démon-
trer la seconde, observons que les fractions

11 1 1
2, , yeee y e
12 1.23 1.23.4 1.23..(n —1)

sont (la premiére exceptée) respectivement moindres que
les termes de la progression

11 1 1

La limite de la somme des termes de cette progression est
I'unité; donc e < 5. _
2° Le nombre e est incommensurable. — S'il était égal
a une fraction irréductible £, on aurait, en mettant en évi-
dence le terme dont le dénominateur se termine par le
facteur ¢ :
1 1 1

1
£=1+_+——+...+ + —+ e
q 1 1.2 1.23..¢ 1.23..q(q + 1)

(*) Le premier terme échappe 2 cette loi.
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puis, en multipliant les deux membres par 1.2.3...q :

1 1 1
= ) T g2 g g

(g+1
E et E’ désignant des nombres entiers.
Cette derniére égalité est impossible, car elle donne

1 1 1
g+1 +(q+1)’+(q+1)3+.

E<E+

ou
1
E<KE+ -
q .

ce qui est absurde, & cause de E > E'.

25. Calcul de e. Limite de Verreur commise. — La
méthode au moyen de laquelle nous venons de prouver
I'incommensurabilité du nombre e donne aussi la limite de
I'erreur ¢ que I'on commet quand on prend seulement les
n premiers termes de la série. On a

1 1
= -+ +
1.25.n  1.23.0n(n-+1)

&

donc, par le calcul précédent,

1 1 1
“<125.n [1 MY (n+1)’+ ]’

ou
n—+1
< Tes. (i
ou .encore
n+1
e —5— U,
: n

En faisant usage de cette formule, et en observant que
les termes de la série se déduisent, les uns des autres, par
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des divisions successives trés-simples, on peut calculer
rapidement, avec une grande approximation, la valeur de e.
Par exemple, si I'on se borne a neuf décimales, on aura

1+1=2

:lé = 0,500 000 000

=

— 0,166 666 666

2.3
1 _ 0,041 666 666
9234
1
— _— 0,008 333 335
9.3.4.5
1 _ 0001388888
25..6
! 0,000198 412
2.5..7
1 0,000024 801
23..8
' _ 0,000 002 755
25.9
1
——— — 7
575 g — 000 000 275
— 0,000 000 025
25.11
1
—— = 0,000 000 002
25..12

2,718 281 823

Si nous n’avions pas négligé les décimales qui devraient
suivre la neuviéme, nous aurions, d'aprés la formule pré-
cédente,

1%
¢ < 0,000 000 002 . —;;
132
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et, & plus forte raison, ¢ < 0,000 000 000 2. Ainsi les neuf
décimales obtenues seraient exactes. Pour tenir compte
des retenues, calculons une décimale de plus: en la prenant
par défaut, nous devrons ajouter, au résultat précédent,

6+6+3+8+6+5+7-+5+0+0-1 unités du 10¢ordre décimal,

ou
0,000 000 004 7.

En prenant par excés la dixiéme décimale, nous avons, pour
nouvelle somme,
0,000 000 0035 8.
Ainsi '
Sz > 2,718 281 825 + 0,000 000 004 7,

Sz < 2,718 281 823 + 0,000 000 005 8
ou

Sis > 2,718 281 8277, S,; < 2,718 281 828 8.

D'un autre coté, le dernier terme calculé, w3, est certai-
nement inférieur 4 0,000 000 002 2; done

¢ < 0,000 000 000 2.
Par suite, la valeur de ¢ est comprise entre
2,718 281 8277 et 2,718 281 829 0.

En cffet,
e=2,718 281 828 459 045 ... *):
26. Les détails dans lesquels nous venons d’entrer a

propos de I'incommensurable e sont justifiés par I'inpor-
tance de ce nombre, que I'on rencontre dans une foule de

(*) En écrivant 1828 deux fois de suite a la droite de 27, on a la valeur
de e avec neuf décimales.
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recherches; nous verrons bientot qu’il sert de base au sys-
téme des logarithmes népériens.
2%. Deuxiime EXEMPLE. — Soit la série
1 1 1

) +— e —— ..,

1
—
1.2 3.4 n(n+1)

N\

dans laquelle I o

Uy =—
n(n +1)

I est évident que lim u, = 0 et que lim nw, — 0. Ainsi, la

série est peut-éfre convergente.
Pour reconnaitre si elle I'est réellement, cherchons Ia

.o . U,
limite du rapport = : 4
1 ——
u, n—1 n
Uy n+1 1’
! 1+ —
. n
done
. un
lim =1.
Upy

D’aprés I'une des remarques du n° 17, on ne peut encore
rien affirmer sur la convergence ou la divergence de la série
proposée. Mais, si I'on fait attention que
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ct, conséquemment,
limS, =S =1.

La série proposée est donc convergente; et la somme de
ses n premiers termes, égale a 1 "'Z-:-_a’ a pour limite
T'unité. :

®8. Remarque. — Le procédé que nous venons d’em-
ployer est souvent applicable.

29. Troisieme exexpLe. — Considérons la série

1 1 1 1 1 1 1 1 1
I+ -—— 4+ -+ -+ ——— ek —e, (4
2 37478 6 778 9 p ¥ )
dont les termes, abstraction faite des signes, sont égaux a
ceux de la série harmonique. Afin de reconnaitre plus aisé-
ment si elle est convergente ou divergente, écrivons-la
ainsi :

(1 . 1 ‘l) (‘l 1 1) (1 1 4) @)
2 5/ Tty e/ T\t s Ty
Il est maintenant visible que le n*™
de (1), ou le n*™ terme de (2), est
1 1 1

u, = + —(")s

3n— 2 5n—1 n

groupe de trois termes

ou, aprés la réduction au dénominateur commun,

9t —2
T (3n—2)(3n —1) 3n

Cette fraction est positive & partir de n=1; donc la série (1)

(*) Pour justifier cette transformation de série, il suffit d'observer que,
le terme général de la séric (1) ayant pour limile zéro, les séries (1) et (2)
sont, en méme temps, convergentes, divergentes ou indéterminées. En
effet, 3 cause de p=>3n, ou 3n + 1, ou 3n+- 2, S,, ne peut différer, de Sy,
que d’une quantité dont la limite est zéro. ’
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=
a tous ses termes positifs. De plus, ils .diminuent indéfini-
ment & mesure que » augmente. Mais comme

9 2
In?— 2 _ ud
= Bn—2) (3n —1)3 (5 _g) (, _}) 5,
n n

le produit nu, a pour limite 3 (*). Ainsi la série (2) est
divergente (24); et la série (1) I'est aussi.
30. QuaTriiMe EXEMPLE. — Soit enfin la série
1 -2 1 2 1 1 2

1
e e S oD 3
I+ o—=3% i 5 s 77 s 9™+ 3)

Opérant comme dans I'exemple précédent, nous aurons

1 1 2 n—4
= 3n_9 " 5n—1 31  (3n—2)(3n—1)3n

Cette fraction, qui est positive , diminue indéfiniment &
mesure que n augmente. De plus, le produit nu, a pour
limite zéro (**). Ainsi, il est trés-probable que la série pro-
posée est convergente. Une transformation fort simple va
changer cette probabilité en certitude. Eerivons

( 1 4) ( 1 4)
U, =\g0—/™ | + ——
3n—2 3n 3In—1 3n

(*) En général, soit une fraction

Az? +BxPt 4 ... T 4+ U
ANap +Bar— oo + Tz U’

dont les termes sont des polyndmes entiers, et dans laquelle on fait croitre
indéfiniment la variable . 1° Si p=p’, la fraction tend vers {-,; 20 Sip
surpasse ', la fraction croit au deld de toute limite; 30 Si p' surpasse p,
la fraction tend vers zéro. 11 suffit, pour démontrer cette proposition, de
diviser les deux termes par z”.

(**) Voir la note précédente.
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et posons .
, 1 1 5 1 1
—_—— — Uy =— ———— — ~=!
=30 _2 5n n—1_ 3a

d’ott résulte

U, =1y + U,
puis, en désignant par S, S,, S;, les sommes correspon-
dantes :

S,—§, + S
Les séries ayant u,, u, pour termes généraux sont conver-
gentes (19); donc la série (3) est convergente. De plus,

limS,=Iim S, + lim S, (*).
Exercices.

I. TutoriME. — La série

1 1 1

— - — o+

1»1 Qm. 5-;1.

est convergente quand m surpasse Punité.
II. TukoreME. — La série

Uy 4 U+ Uz + o+ U,y 4 ooey

dont tous les termes sont positifs, est convergente ou diver-
gente suivant que \7?,, tend vers une limite inférieure ou
supérieure a Punité,
II1. TuEoREME. — En représentant par a un nombre plus
grand que Punité, on a
1 1.2 1.2.5 a

I (c¢+l)(ii_433 * (a+1)(a+2)(a~+35) -

(*) Les valeurs de ces diverses limites seront données plus loin.



1V. Les séries

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
‘*%*E_E—Z+?+9+—41_

1 1 1 1 1 1 1

SERIES.

déduites de la série convergente

1 1 1
14— +—- —
2 3 4

1 1 11
¢ 1515 8
11

6 8 "7
11 1
18 10 12
+ = ——

sont-elles convergentes? Si elles le sont, ont-elles méme
somme que cette derniére série?
V. Sommer la série dont le terme général est

u

n—n 1

n

VI. Prouver que
1 1

1

o+ + -+
1.2.5 2.3.4 35.4.3

n(n+ 2)(n+ 3)(n + 4)

1
4

VII. TutoriME DE GoLpBACH. — S% on donne aux entiers
m et p toutes les valeurs possibles, supérieures a lunité, on

aura

lim 2

mP— 1|

pourvu que, dans cette somme, on ne comple qu’une seule
fois une méme fraction (*).

(*) Ainsi le théoréme consiste en ce que

1 1 1 1

1
T e
80

(Voir Journal de Liouville, tome VII, p. 1.)

3 7 18 8 26

+—

233

=1
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VIIL. 1° Quel et le n'*" terme de la série

(1 1 1) ('l 1 1) (1 + 1 -I) 9
+-o— =+ |+ —= ]+ | = —— =] 40
3 1 5 7 3 9 11 5
2° Cette série est convergente.
3° La somme S, de ses n premiers termes est comprise
n n
entre Im_—-i- et Eyarargl ‘
& SiTon représente par A, la somme des n termes qui,
dans la série harmonique, suivent les n premiers, on a
1
Sn = A, — 5 A

p

n*

5° D’aprés cela, en admettant que lim A, = (.2 (*):

1 1 1
+ e
1.2.5  5.6.7  9.10.11 =

1
-l.2=
¢

IX. Trouver la somme des n premiers termes de la série

1.2.3 2.5.4% 3.4.5
-- + = “+ e
4.5.6.7 5.6.7.8 6.7.8.9

et, sila série est convergente, déterminer la limite de cette
somme.
X. Démontrer la convergence de

(L+L)_(L+L>+<L+L)_(L+_‘_)+...
viovel \Ww3 v \WwB o vel \WwT o8 ’
et la divergence de

(4 EAEINEEAEE (4 EREEES
W"’\/S/“W*(%*Vﬂ_ﬂ* ZMZ 4)_%+"'

(*) Voir ci-dessus (13).
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XI. Démontrer les relations suivantes, dans lesquelles a
est un nombre entier donné :

- 1 1ol
E, n(n+a)=;24;,
O 1 1 & 1

2, n(n—+ a)(n+2 )=_‘2—azin(~n+a)

- 1 1 1 .

1 'n(n+a)...(n+i:l-a) h (p—1)a <,y (n+a)...(n+]§)a

XII. De quelles natures sont les séries ayant pour termes

P

généraux :

1 1
U = u, = ’
"+ 1+ cosnr " (n + 1 + cos nm)*
| 1

u,= ’ U, = ’?

. nmw nw . nw . nr

n sin — — n? cos — n sin — — n? cos —

p 2 2

XIII. Evaluer la somme des n premiers termes de la
série
(1 4+ x) 4+ (2® + 2 + 2°) + (2 + 2® + ¥ + &%) + ...

Vers quelle limite tend cette somme, lorsque x2 est infé-
rieur a I'unité ?

(*) Dans ces diverses égalités, la lettre 3 (sigma) désigne une somme;
.les indices de cette lettre sont les valeurs extrémes du nombre entier n.
Si, par exemple,a =3 et p =5, la derniére relation exprime que la série
!, -+
1471013 258114 ' 569.1245

a pour somme :

11 1 1 1
IE) |_1.4.7.|o 25841 T56042 37 10.15]'
3
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XIV. Admettant que

| l+ 1 n?
9T T
trouver
] 1 1
S=l—+=——+
4L 9 16

XV. 8 désignant la somme de la série

1 1 1
e

2 3 4
prouver que

1 1 1\ 1 1 1 1 1 1 1 s?
—— = === —— [l = o= | o= —
2 3 2/ k 2 3/ 3

XVI. TatoreMe. — St Pon @

Oy Cup < vve Lty KUy K Uy Kooy
el
limu, =1,

X étant une quantité finie; la série est indéterminée (*).
XVII. Tutorime. — Si a + 1 surpasse b, et que 2b soit
un nombre entier, on a

- 1 T
2 - 2 2=_2 —( )
y (n +a)—b 26%, p+a—b

(*) On peut comparer ce théoréme avec celui que nous avons démontré
ci-dessus (2@, Rem. II). ’
(**) Par exemple,
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XVIII. TueoreME. — Soit une série @ termes positifs et
décroissants : :

—_— - — e — = e (1)

Ay moyen des différences positives
Ar—A=a, As—Ay=uay,...A —A, =q,
on forme une seconde série

R o)
a, @y ag a,

Cela posé :

1° Si la série (2) est convergente, ou si elle n’est pas
plus divergente que la série harmonique, la série (1) est
convergente ;

2° Si la série (2) est plus divergente que la série harmo-
nique, et que le dénominateur a, tende vers une limite, la
série (1) est divergente.

XIX. Tutorine pe DiricaLET. — La somme d’une série
convergente n’est pas allérée par un changement dans Pordre
des termes lorsque ceux-ci, pris positivement, forment
encore une série convergente.

XX. TutoriMe DE RiEMANN. — Soit une série conver-

gente
Uy — Ug + Uz — Uy + vy

qui cesse de U'étre quand les termes sont pris positivement.
St Pon change Uordre de ces termes, la série peut : 1° rester
convergente; 2° devenir divergente ou indéterminée. En
outre, dans le premier cas, la somme .de la nouvelle série
peut étre prise arbilrairement.

XXI. Tutoreme. — Si la série

Uy — Uy + Uy — Uy ~+ oo
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est convergente, les séries

(uy + t5) — (g + ug) + (Us + Ug) — (Ug + Ug) + -+,
(y-usuug) — (Ugttyttg) + (Ug+UgHtlyy) — (Ug+Upg+Uyg) & oo,

. . . . . . . . . . . . . . . . .

ont méme somme que la premiére.

CHAPITRE 1L
ARRANGEMENTS ET COMBINAISONS.

Définitions.

84. 1° On appelle arrangements de n lettres, p a p, les
mots composés de p lettres prises parms les n lettres don-
nées ().

D’aprés cette définition, deux arrangements quelconques
différent, soit par les lettres qui y entrent, soit par Pordre
de ces lettres.

Ainsi les arrangements, trois a trois, des cinq lettres a,
b, c, d, e, sont

abc, bac, beca, bde, eda, dbe....

2 Les permutations de n lettres sont les arrangements
formés avec ces lettres prises toutes ensemble (**). Par

(*) Cette définition, assez différente des définitions ordinaires, nous a
semblé propre 2 empécher les éléves de confondre les arrangements et les
combinaisons. Il est peut-étre superflu d’ajouter que les assemblages de
lettres , auxquels nous donnons le nom de mots, peuvent n’avoir aucune
signification; ils peuvent méme n’étre pas pronongableés.

(**) Les permulations sont donc un cas particulier des arrangements.
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exemple, les lettres a, b, ¢ donnent les six permutations
abc, acb, bac, bca, cab, cbha.

5° Enfin, on appelle combinaisons, les arrangements
dont la composition est différente, c’est-a-dire les arrange--
ments tels, que deux quelconques d’entre eux différent au
moins par une lettre. .

Les combinaisons des lettres a, b, ¢, d, e, prises trois a
trois, sont donc

abe, abd, abe, acd, ace, ade, bed, bee, bde, cde.

82. Remarques. — 1. L’ordre des lettres, dans une
combinaison donnée, est indifférent : pour plus de simpli-
cité, on choisit ordinairement, comme nous venons de le
faire,, I'ordre alphabétique.

I1. Tant de lettres que 'on voudra, prises toutes ensem-
ble, donnent lieu & une seule combinaison.

III. Pour effectuer les arrangements p a p de = lettres,
on peut combiner d’abord ces lcttres p a p, et permuter
ensuite les p lettres entrant dans chaque combinaison. Il
est visible, en effet, que si I'on opére ainsi, il n'y aura ni
arrangement omis, ni arrangement répéte.

Les combinaisons écrites ci-dessus donneraient, de cette
maniére, les soixante arrangements, trois a trois, des cing
lettresa, b, ¢, d, e; savoir :

abe, abd, abe, ... cde,
achb, adb, aeb, ... ced,
bac, bad, bae, ... dce,

bea, bda, bea, .... dec,
cab, dab, eab, ... ecd,
cba, dba, eba, ... edc.
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Problémes principaux.

33. Prosrene 1. — Trouver le nombre des arrangements,
p @ p, de n lettres.

Soit A, , ce nombre. Pour le déterminer, observons que
si I'on connaissait les arrangements p —1 a4 p —1 des
n lettres données, arrangements dont le nombre sera dési-
gné par A, ,,, on formerait aisément les arrangements
p a p des mémes lettres. En effet, ¢ la droite de chacun
des arrangements composés de p— 1 letires, inscrivons,
successivement, chacune des n— (p— 1) lettres qui n'y
entrent pas : nous obtiendrons, sans omission et sans
répétition, les arrangements cherchés. D'ailleurs, chaque
arrangement de p — 1 lettres a produit n — p + 1 arran-
gements de p lettres; done

A, ,=@m—p+1)A, ..

Cette relation générale donne, par le changement de p en
p—1,p—2,..,3,2:

An, p—1 = (n —p+ 2) An, p—2

A, e=m—p+3)A, s,
'An, 3= (n - 2) An, 2)
ALe=m—1)A, .

Drailleurs, A, ,, ou le nombre des arrangements de n

lettres prises 1 & 1, est évidemment n. Par suite,

A,,=nn—1)..(n—p-+1). (A)

Telle est la formule cherchée. Elle exprime que le nombre
des arrangements p d p, de n lettres,est égal au produit de p
nombres entiers, consécutifs et décroissants, dont le premier
est n.
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34. Prosine II. — Trouver le nombre P, des permuta-
tions de n lettres.

Si, dans la formule (A), on suppose p=nmn, on trouve

Apa=n(m—1).A,
ou
P,=1.2.3...0 (B)
Ainsi, le nombre des permutations de n. lettres est égal au
produit des n premiers nombres naturels.

85. Propuene HI. — Trouver le nombre des combinai-
sons, p @ p, de n lettres. D’aprés la Remarque 111 (82), cha-
cune de ces combinaisons donne autant d’arrangements que
I'indique le nombre P, des permutations de p lettres; done
le nombre A, , des arrangements de n letires, p @ p, est égal
au nombre C, , des combinaisons de ces n letires, multiplié
par le nombre P, des permutations de p lettres; donc aussi

A,
Cpp= —2- (€)
Pl’

86. La formule (C) peut étre écrite de différentes ma-
niéres. D’abord, si l'on remplace le numérateur et le déno-
minateur par leurs valeurs tirées des formules (A) et (B),
on aura ‘ :
nn—1)..(n—p+1)

1.2.3...p ’

(D)

Cp=

ou, en observant que les deux termes contiennent le méme

nombre de facteurs,

C nn—1l n—2 n—p-+1
P2 3 P

(E)

Ainsi, le nombre des combinaisons de n lettres, p & p, est
égal au produit des p fractions

n n—1 n—2
—) 3 eeey

n—p+1
’ .
1 2 5 P
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Enfin, si I'on multiplie les deux termes de la fraction (D)
par 1.2.3 ... (n — p), on obtient

1.2.3..n
" 1.2.3..0.1.2.3 ... (n — p)

c (F)

8%. Remarques.— 1. Les combinaisons de n lettres sont
nécessairement en nombre entier; donc la fraction (D) doit
étre réductible & un nombre cntier, ou, ce qui est équi-
valent : '

Le produit de p nombres entiers conséculifs est divisible
par le produit des p premiers nombres naturels (*).

II. Le second membre de la formule (F) ne change pas
quand on y remplace p par n — p; donc

Cn,p == Cn,n—p 5 (G)

ou, en d’autres termes : _

Le nombre des combinaisons de n lettres, prises p a p, est
égal au nombre des combinaisons de ces lettres, prises n —p
in—p (™). |

88. Applications. — 1. Combien les 10 letires du mot
LOGARITHME , prises 1 a 1,2 a 2, ..., 10 ¢ 10, peuvent-elles
former d’arrangements?

'La formule (A) donne, successivement :

A1=10, Au;=10.9=90, A,;=90.8="720,
A s=T720.7=15040, A, s=5040.6= 30240,

Ay 6 =750240.5 = 151 200, A, ;=151 200.4 = 604 800,
Ayo,s = 60% 800.3 — 1 814 400,

Aos = A, 10 = Pio = 1 814 400.2 = 3 628 800.

(*) On peut démontrer ce théoréme par des considérations purement
arithmétiques.

(**) Cette propriété est presque évidente : @ chaque combinaison ren-
fermant p des n lettres données, correspond une combinaison formée des
n — p autres lettres ; donc le nombre des premiéres combinaisons est égal
au nombre des derniéres.
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Ainsi, avec les 10 lettres données, on peut former 10
mots d’une lettre, 90 mots de deux lettres, ..., 3 628 800
mots de dix lettres : en tout, 9 864 100 mots. Il est évident
que ces nombres seraient considérablement réduits si 'on
rejetait, par exemple, tous les mots renfermant trois con-
sonnes consécutives (*), tous ceux qui ne contiennent pas
de voyelles, etc. ‘

1I. De combien de maniéres 12 personnes pewvent-elles
occuper 12 places autour d’une table ?

Ce nombre est

Pp= 4.9.5.4.5.6.7.8.9.10.11.1‘2 = 479 001 600 (**).

III. De combien de maniéres peut-on choisir 5 cartes dans
un jeu de piquel ?

L'ordre dans lequel les B cartes choisies ou tirées étant
indifférent, le nombre cherché est celui des combinaisons
de 32 lettres B 4 B, c’est-a-dire

52.51.50.29.28 )

Gy g o o0D90-29-29 29 51.29.7 — 201 576.
. 1.25.45 °

Permutations et combinalsons avec répétition.

89. Dans ce qui précéde, les letires arrangées ou com-
binées étaient essentiellement différentes. Quand cette con-
dition est supprimée, on a des arrangements ou des combi-
naisons avec répétition. Par exemple, on peut se proposer
la question suivante :

(*) Ordinairement, ces mols ne sont pas pronongables : le mot loga-
rithme fait exception.

(**) Si les 12 personnes effectuaient une permutation par minute, el si
elles consacraient A ce {ravail 12 heures par jour et 360 jours par année,
il leur faudrait 1848 ans pour venir a bout de leur tiche!
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Quel est le nombre N des permutations de nlettres, parmi
lesquelles se trouvent o fois la lettre a, (3 fois la lettre b, ...,
0 fois la lettre t?

Pour effectuer ces permutations, il suffirait de faire occu-
per, par les n lettres, n places données. De ces n places,
o peuvent étre occupées par les « lettres a, d’autant de
maniéres que l'indique le nombre C, , des combinaisons
de n lettres, o & «. De méme, 3 des n—a places restantes,
peuvent étre remplies par les (3 lettres 6, d’'un nombre de
maniéres égal & C,_,, g; ete. Enfin, quand toutes les lettres,
autres que ¢, auront été employées, il restera 6 places, dont
la répartition entre les 6 lettres ¢ se fera d'une seule
maniére, ou d’'un nombre de maniéres égal & Cq o (32, 1I).
Par suite,

N=G(C,,. C,._a,p . C,,_o,_ﬂ,.y ... Co, 0,
ou
1.23..n

N= .
123..aX1.23...X..X1.23..96

(H)

40. Remarque. — La formule (H) est la généralisation
de la formule (F). Elle montre que si un nombre entier n
est égal a la somme des nombres entiers o, 3,7, ..., 0, le
produit 1.2.3 ... n est divisible par le produit

1.2..0.1.2...8..1.2...0.

a4. Application. — De combien de maniéres peut-on
permuter les 21 lettres du mot CONSTITUTIONNELLEMENT ?
Ce mot contient 2 fois la lettre o, 4 fois la lettre =, ete.;
donce ‘
1.2.5.4.5.6.7.8.9...21
1.2.1.2.3.4.1.2.5.4.1.2.1.2.3.1.2

—5.7.9.10.11.7.15.16.17.18.19.20.11,
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ou
N =142 146 718 560 000 (*).

a2. Combinaisons avec répétition (**). — Supposons,

pour fixer les idées, que trois lettres a, b, ¢ aient été com-
binées 7 4 7, de la maniére suivante :

aaabbbb, abbbbcc, bbecccec, aaaaace, ..... (1)

Dans chacune de ces combinaisons, substituons, & chaque
lettre répétée, le rang qu’elle occupe dans la combinaison :
la suite (1) sera remplacée par

a23b867, ab345c7, b2c4B67, a2343c7, ...  (2)

Cette nouvelle suite contient toutes les combinaisons
simples des trois lettres a, b, ¢ et des six chiffres 2, 3, 4, B,
6, 7. Le nombre des termes de la suite (1), égal a celui
des termes de la suite (2), est donc Cs,,, ou 36. Le méme
raisonnement subsiste dans le cas de n lettres combinées
p 4 p. Done la formule des combinaisons complétes est

Nu, = Carp-t.p = Corps,nr- (1

(*) Quand une permutation offre un sens, elle prend le nom d'ana-
gramme. Quelques anagrammes sont célébres : dans frére Jacques Clé-
ment, on trouve : ¢'est l'enfer qui m'a créé; un poéle composa cette ana-
gramme pour Marguerite de Valois : Salve, Virgo, Mater Dei. Enfin,
Révolution frangaise donne lieu a deux curieuses permutations : Un
Corse la finira; Veto. — La France veut son roi.

Au lieu de permuter des leltres, on peut faire des permutations de mots :
une scéne du Bourgeois gentilhomine contient un exemple de ces jeux
d’esprit. En voici un autre, moins connu :

Saint Honoré
Dans sa chapelle,
Avec sa pelle,
Est honoré.

Ce quatrain en produit vingt-qnatre, exprimant tous la méme idée.
(**) On dit aussi combinaisons complétes.
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43. Application. — Quel est le nombre des termes d’un
polynéme homogéne complet, du degré p, renfermant n let-
tresa,b,c, ..t?

Si I'on fait abstraction des coefficients, un terme quel-
conque du polynéme a la forme a®b?c? ... %, pourvu que

A+ B4y 4= 0=p.
Drailleurs I'expression
a®bBc?...1" = aaa... bbb ... ccc ... 1t ...

peut étre regardée comme une combinaison renfermant
o fois la lettre a, B fois la lettre b, etc. Donc le nombre
cherché est N, .

Par exemple, le développement de (@ + b + ¢)” contient
36 termes. De méme, le nombre des termes du développe-
ment de (a+b+c+d+e+ f+¢g)® est Cg,,_, ,—84.

Triangle arithmétique.
44. La formule
n—1 n—p+1
2 P

C

-_—;. (E)

", p

peut étre écrite ainsi :

— 1 + 1
z p * == ~ Cn,p—l - Cn, p—1°

p p

C
Mais,

=C”

n, P yp—1 "

n+1

—-C

Y4

ny p—1 = Cn+l,p H

done
C'I-H,p = Cn,p—l -+ Cn, p;

ou, si I'on remplace n par n — 1 :

Chp=0Cuy 1+ Ciyp- (K)
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Ainsi, le nombre des combinaisons de n letires, p a p, est
égal @ la somme du nombre des combinaisons de n— 1 let-
tres, p—1a p—1, et du nombre des combinaisons de n — 1
lettres, p @ p-

Ce théoréme, qui permet évidemment d’obtenir les nom-
bres de combinaisons, par des additions successives, parait
en défaut dans le cas de p =1. Mais, comme la relation
C,,,—C.,,., devien, siT'on suppose p=0, C, ,=C,,,=1,
on peut convenir que Uexpression C, o égale Punité.

Cela posé, si I'on part de C, ;=1 et de C, ,=1, et que
I'on applique la formule (K), on formera le tableau suivant,
connu sous le nom de Triangle arithmétique, de Pascal.
Dans ce tableau, le p*™ terme d'une ligne horizontale de
rang n, égal 4 C, ,, s'obtient en ajoutant le terme de méme
rang, dans la ligne précédente, avec le lerme qui précéde
celui-ci.

1 3 3 1 .
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

45. Remarques. — D’aprés la maniére dont le triangle
arithmétique est formé :

1° Dans une ligne horizontale quelconque, les termes &
égales distances des extrémes sont égaux ; et, conséquem-
ment, la somme des termes de rang pair est égale ¢ la
somme des termes de rang impair ;

2° Chacune de ces sommes égale la somme des termes
contenus dans la colonne précédente;

8° La somme des termes de la n*™ colonne est 2°;
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4° Le p*™ terme, de la n*™ colonne, est égal d la somme
des termes de rang p — 1 dans toutes les colonnes précé-
dentes;

5e D’aprés cela, la somme des nombres de combinaisons,
p ap, de p lettres, de p + 1 lettres, ..., den lettres, égale le
nombre des combinaisons den + 1 lettres,p+1ap+1 (*).

Par exemple,

Cs,t = Cg3 + C7,5 + Cg5 + Cy5 + Cy 5 + Css,
ou
9.8.7.6 8.7.6 7.6. 6.5.4 5.4
= + + “+ — 4+
1.2.3.4 1.2.3 1.2.3 1.2.3 1.2

b+ 1,

ou
126 =56 + 35 + 20 + 10 + 4 + 1.

Eaxercices.

I. Quelle serait la hauteur d’une pile formée par le papier
nécessaire pour écrire toutes les permutations des lettres
domposant ce vers :

Qui n’a pas ce qu'il veut, doit vouloir ce qu’il a?
L’épaisseur des rames empilées les unes sur les autres est
de B centimétres; chaque rame contient 600 feuilles; chaque
feuille, 4 pages; chaque page, 45 lignes; et chaque ligne,
2 permutations.

Réponse :

10 549 548 739 409 515 303 116 800 métres (**). ’
(*) Nous laissons au lecteur le soin de démontrer- ces propriétés inté-
ressantes. La derniére, que I'on peut formuler ainsi
n—p
2 Cp+i,p = Cnps, p1,

est une conséquence de I'équation (K).
(**) 68930 120 433 250 fois la distance de la Terre au Soleil!
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I1. Combien y a-t-il de parties de domino essentiellement
différentes? Le jeu se compose de 28 dés, et chacun des
deux joueurs en prend 7.

Réponse : 137 680 171 200.

III. Combien y a-t-il de parties d’écarté essentiellement
différentes?
Réponse : 354 883 858 560.

IV. Combien y a-t-il de mots formés de trois voyelles et
de six consonnes?

Réponse : 98 456 601 600.

V. Les deux faces d'un jeton de forme hexagonale sont
partagées chacune, par trois diamétres, en six- triangles
équilatéraux égaux entre eux. On applique, sur chaque
triangle, une des sept couleurs primitives, de maniére que
deux triangles appartenant & la méme face ne soient pas de
la méme couleur. Combien peut-on former de jetons, essen-
tiellement inégaux, satisfaisant a ces conditions ?

Réponse : 2 116 800.

VI. De combien de maniéres peut-on appliquer quatre
des sept couleurs primitives sur les quatre faces d’un té-
traédre régulier?

Réponse : 70.

VII. Ayant pris sur un plan # points a, b, c, ..., tels, que
trois d’entre eux ne soient pas en ligne droite, on les joint
deux & deux par des droites ab, ac, bc, ..., qui se coupent
en de nouveaux points A, B, G, ... Quel est le nombre N
de ces points?

Réponse : 1
N———-gn(n —1)(n —2) (n— 3).
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VIIIL. Quel temps faudrait-il pour ranger dans une boite
a4 dominos, de toutes les maniéres possibles, les vingt-huit
dés composant le jeu? On suppose que chaque rangement
puisse s’effectuer en une minute et que les dés soient tou-
jours tournés dans le méme sens.

Réponse :

304 888 444 611 713 860 501 504 000 000 minutes,

ou environ 5 800 quintillions de siécles!

IX.
4_ﬁ+m(m—/l)_m m(m—1)...(m—p+1)
1 1.2 1.2...p
(m—1)(m—2)...(m —p)
=+ 1.2 p)()'
L2...p
X. Tutorime. — 1° Les combinaisons de 2n lettres,

prises n @ n, sont toujours en nombre pair ;
2° Ce nombre pair est divisible par n+ 1 et par 2n—1.
XI. Trkorise. — 1°3 étant la fraction irréductible équi-

D
valente a
1.2.5...(a+b—1)

1.2.3...4X1.2.3...b

=C,

le dénominateur D divise a et b ;

20 C se réduit ¢ un nombre entier, si a et b sont premiers
entre eux.

XII. Si a et b sont premiers entre eux,

1.2.5...(2a) X 1.2.5...(2D)
1.23..a%1.2.5..bX1.2.3...(a+b)

= enlier (**).

(*) Formule de M. Genocchi. (Nouvelles Annales, 1869, p. 132.)
(**) Les trois derniéres questions appartiennent plutdt 2 la théorie des
nombres qu’a la théorie des combinaisons.
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CHAPITRE IIL
FORMULE DU BINOME.

46. Afin de découvrir la formule qui donne le dévelop-
pement de la puissance m*" d'un binéme x +a, m étant
supposé entier et positif, cherchons d’abord a ordonner,
suivant les puissances descendantes de x, le produit P des
m bindmes

x+a, x+b, x4+c¢,...,x+k, x+1L

A cet effet, observons que si 'on multipliait x + @ par
x -+ b, puis le produit par x+c, etc., et.qu’on ne fit aucune
réduction, un terme quelconque de P serait égal au produit
de m facteurs, pris respectivement dans les m bindémes
donnés.

Conséquemment :

1° Le premier terme de P est x™;

2° Pour former un terme contenant x™~*, on doit prendre
le premier terme x dans m — 1 des bindmes; et, dans le
hindme restant, prendre. le second terme : le coefficient
de x™* est donc la somme S; des seconds termes des
binomes;

3° Pour obtenir un terme contenant x™ 2, on doit, dans
m — 2 des binémes, prendre le premier terme x; et, dans
les deux binémes restants, prendre le second terme : le
coefficient de a™* égale donc la somme S, des produits
deux a deux des seconds termes des binémes ; ete.

4° En général, le coefficient de x™* est égal a la somme
S, des produits p a p des seconds termes;
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5° Enfin, le dernier terme de P est le produit abc ... kl
des seconds termes, produit que nous représenterons par S,
On a done

(x+a)(@+b)(x+c)...(x + k) (x+ 1]

)

=™ 4 S;g™ ! 4 Spa™ % 4 oo 4+ S a"™ P 4. - S
4%. Dans la formule (1), supposons
b=c=---=k=Il=a:

le premier membre deviendra (x + a)”. En méme temps :
1° 8y =a + b + ¢ + ... + k =+ [ se réduit au produit
de a par le nombre m des seconds termes :

-

. n
b‘ = "1— a;
2° Sp=ab + ac + ... bc + ... + kI se réduit au pro-
duit de a2 par le nombre des combinaisons deux a deux
des lettres a, b, c, ..., k, ! :
m(m—1
S2 p— __g aﬂ;
1.2

etc.
3° En général, S, se réduit au produit de a” par le
nombre des produits p & p ou par le nombre des combi-
naisons, p a p, des lettres a, b, ¢, ..., k, L :
S,=0Cn,,- 0%
4° Enfin,
S,.,=a™
Par suite :

m
(x + a)y" =x™ + Taz’”“ 4o+ Gy 0PL™P o+ @™, (2)
Telle est la formule du binome, due & Newton (*).

(*) Ou plutdt a Pascal (Nouvelles Annales de Mathém. ; juin 1869).
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48. Remarques. — 1. Le développement de (x + @)™ est
homogeéne et du degré m : ce résultat est du a I'homogé-
néité du binome (x + a) (*).

II. Le développement contient m + 1 termes.

1. Le terme qui en a p avant lui, que I'on appelle terme
général, a pour expression

m(m—1)(m—2)...(m—p-+1)
1.2.3...p

Tp1 = Cp 02" P =

aPx™ ", (5)

1V. Les coefficients des termes également éloignés des
exirémes sont égaux.

Le coefficient de T,,, est C, ,. Mais, le nombre des
termes étant m + 1, le terme qui en a p aprés lui en a
m—p avant lui; son coefficient a donc pour valeur C,, ,,_,,
ouC, , (34, ID).

V. Pour les applications, il est commode de rendre le
premier terme du bindme égal a I'unité. Or

(x + a)" = 2" (4 —+ ‘—;) =" (1 + 2)",

pourvu que

Drailleurs, comme une puissance quelconque de I'unité
est égale a I'unité,

2

m m(m—l)z . %)

1+z)"=14+—2z+ -
( ) 1 1.2
Cette nouvelle formule subsiste quel que soit m, pourvu

(*) i n'y a pas lieu d'ajouter, comme on le fait quelquefois, que les
exposants de x vont en diminuant, et ceux de a, en augmentant; car on
s'était proposé de développer (z + a)™ suivant les puissances décrois-
sanles de .
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que la variable z soit comprise entre + 1 et —1. Cette pro-
position, dont on verra plus tard la démonstration, doit
étre entendue ainsi : _

Le second membre de Péquation (&), composé d’un nom-
bre limité de termes quand m est entier positif, devient
une série dans tous les autres cas. Si z est compris entre
+ 1 et — 1, cette série est convergente et a pour somme
A +2)m

49. Formation des termes. — La formule (3) donne

mm—1)...(m—p) ., m—pa
= m—p—1 =T —-.
Tows 1.2.3...(p+1) e " palx 5)

Par conséquent, pour passer d’un terme aw terme sui-
vant, on multiplie le coefficient par Pexposant de x; on le
divise par Uexposant de a augmenté d’une unité; on aug-
mente d’une unité Uexposant de a et Uon diminue d’une
unité Pexposant de x.

Appliquons cette régle au développement de (x + a)°.
Nous aurons, successivement,

9 8 7
%, —ax®, 9.-a*x’=36a%", 36. 3 *x® = 840",

6
84. 3 atx® = 126a'2%, elc.;

et enfin
(x + a)® = 2° + Yax® + 36a’x" + 84a’s® + 126a*x®
+ 126a%c* + 840°%® + 36a’x* + 9abx + o,
50. Rang du terme qui a le plus grand coefficient. —

Représentons par C,,, le coefficient du terme de rang
p + 1; nous aurons, & cause de la formule (3),
m—p '
p+2=—'~l 1 (6)

p -+



FORMULE DU BINOME. 53

Pour de petites valeurs de p, la fraction %surpasse
'unité; done C,., > G, : les coefficients vont d’abord en
augmentant. Cette augmentation cesse dés que le facteur
"'—:—’;—deviem égal ou inférieur a I'unité. Par conséquent, le
rang du plus grand coefficient est égal d la plus petite valeur

de p + 1 qui vérifie la relation =25 Z 1.
Elle donne
= m—+ 1
pr1S—

Done, 1° si m est impair, le rang du plus grand coeffi-
cient est

2° si m est pair, le rang du plus grand coefficient est

m
p+1=-§+1.

Dans le premier cas, le développement a un nombre pair

de termes; et comme p + 1 — "=~ suppose
m—
P_,
p+1

il y a deux termes du milieu, dont les coefficients, plus
grands que tous les autres, sont égaux entre eux.
Dans le second cas, le terme du milieu, de rang

. om
p+|=;+1,

a le plus grand coefficient.
54. Développement de (x——a)”.—Si, dans la formule (1),
on change a en — a, on obtient

(x— a)’"=x’"——’lf ax™ e (— 1) G, 0P X" P44 (— @), (7)
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52. Remarques. — 1. Dans les formules (1) et (5), fai-
sons x = a =1 ; nous aurons
m  m(m—1)
9" — | 4+ — 4 ———— ... +Cmp+""" 1,
1 1.2 ’
m  m(m—1)

0=1——+

o T (AP G ()

Par conséquent,

1° La somme des coefficients du développement de (x+a)
égale 2";

2° La somme des coefficients de rang pair est égale a la
somme des coefficients de rang impair (*).

II. Si T'on représente par P la somme des nombres de
combinaisons de m lettres prises en nombre pair, et par I
la somme des nombres de combinaisons de ces m lettres
prises en nombre tmpair, on aura, en se rappelant que
C... o= 1 n’est pas un nombre de combinaisons (40),

m

P+l=9"—1, [—P=1;
d’olt
[ J— Qm—l’ p J— 21»—1 —_ 'l (n)‘

Exercices.

I. Trouver le coefficient de &* dans le développement de
(| T T xm—l),,.

En conclure le nombre de maniére de former une somme s,
par le jet de p dés @ m faces. (On admettra la formule du
binéme pour le cas de I'exposant entier négatif.)

(*) Le triangle arithmétique conduit aux mémes conséquences.
(**) Ces derniéres valeurs donnent lieu a une remarque assez curieuse :
au jeu de pair ou non, il y a avantage a parier pour impair.
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11. Quel est le nombre des solutions entiéres, positives,
de 1'équation

Xy 4 Xy + Lz 4 Xy + Xy~ Lg= 37?7

Réponse : 376 992.
III. Vérifier la relation

. . . x x5 xs a:7 xll
r4+cirtrt = — = = — —
1—x 1—2° 4-28 1—27 1—x"
x(ﬂ a.l.‘i xﬂ xw xil m25 xﬁQ

_1*-'”‘3 IL‘]—C!?“ ,l_xn 'l*xlg_k‘[—x“_)]_x% 1—1294_... ( )

IV. Développer,en série ordonnée suivant les puissances
entiéres et positives de x, la fonction

x 22 3a® bt
+ +
—gx 1—2x* 1—3 1 —xof

Quel sera le coefficient de x"? La série est-elle conver-
gente? (1> x > 0).
V. Démontrer la formule

Cm+m'+n-—l,n =E (Cm+i—l,i X Cm'+n~-i—l,n—i)’
[

dans laquelle 7 est une variable qui recoit les valeurs 0, 1,
2,3,..,n.
VI. Démontrer la relation

P
E Cm,i X Cm', p-i = Cm+m',p-
0

(*) La variable x est comprise entre —{ et -+ 1. Le terme général, dans

. z . n .

le second membre, étant représenté par == - —» les facteurs premiers de n
sont impairs et inégaux : le signe +- répond au cas ou ces facteurs sont

en nombre pair.
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VII. Démontrer que les deux sommes

P
2 Cm—i, m—p X Cm’+i+l, '
0

»
E Cm'—i, m'—p' X Cm+i+1,p
. 0

sont équivalentes.
VIII. Démontrer la relation

2 C?i,.‘ X Cin_g,.'"_.. — Qin‘
0

IX. Démontrer que
Cp, n X Cp-n, g—n— Cq, n X CP, q°

X. TutoreMe. — La somme des carrés des coefficients du
développement de (x-+a)™ égale le nombre des combinaisons
de 2m lettres, prises m ¢ m.

X1. Dans le développement de (1 + x)*, la somme des
carrés des coefficients, pris avec des signes alternés, égale,
en valeur absolue, le plus grand de ces coefficients.

XII. Prouver que '

(ma-1) (m 4+ 2)... (2m) = 2.6.10.14... (4m — 2) (*).

XIII. Quelles sont les valeurs des inconnues a, b, ¢ qui
rendent identique 1'égalité

a(a+0b)..(a4+m—1b)=(c+m-+1)(c+m—+2)... (c+ 2m),

m élant un nombre entier quelconque ?
Réponse :

(*) La question suivante montre combien cette égalité est remarquable.
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XIV. Trouver la somme des produits deux & deux et la
somme des produits trois & trois des n premiers nombres
entiers. (On suppose que,dans chaque produit, les facteurs

sont inégaux.)

CHAPITRE 1V.

APPLICATIONS DE LA ‘FORMULE DU BINOME.

Quelques séries.
53. La formule

" m_ m(m—1) , m(m—1)(m—2) | ’
Mgy =1 par — o — 2t —— e (1)

subsiste, avons-nous dit (48, V), pour toute valeur de m,
pourvu que la variable z soit comprise entre + 1 et — 1.
Admettant ce théoréme, dont la démonstration sera donnée
dans le Calcul différentiel, appliquons-le & quelques cas
particuliers remarquables. : .
54. En premier lieu, si m =— p, p étant entier positif,
I'égalité (1) devient :
p_. pp+) . plp+1)p+2)

='1—— — ...‘2
Gy 1" 02 © 125 2@

(14-2)?=

et, par le changement de z en — z :

1
(1—2) "= 1 =1+Ez+P(P+ )~,+P(P+4)(P+9) z°
=2y 177 12 1.2.3

o (3)
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Par exemple :

1

. =1—z4+2'—28+ .., (%)

z )

] z=1+z+z’+z5+..., (8)
1

m=4—22+3x’—4z3+5z‘_..., (6)
1

“_—z),=’l+2z+5z2+4z’+5z‘+---, (7)
1 1 = 2 1023 8

m= — 3z + 62° —102° + .., (8)
1

(1_2)5=1+3z+622+10z5+--- (9)

cte.

55. Remarques. — I. Dans la formule (3), le coefficient
de z* est égal au nombre des combinaisons complétes de p
lettres, prises n ¢ n (39). '

II. Les formules (4), (8), démontrées dans les éléments,
donnent la lémite de la somme des termes d’une progression
par quotient, décroissante.

IIl. La série (7), convergente si z est une fraction pro-
prement dite, a pour coefficients les nombres naturels. La
comparaison avee la formule (5) prouve que

[M+2z24+ 224+ 2%+ =1+ 22 + 32% + 42° + Bz' + ... (10)

En effet, si I'on multiplie par elle-méme la progression (3),
en observant les régles de la multiplication des polynomes,
on trouve la série (7).

IV. Si, & I'exemple des anciens géométres, on admettait
les séries non convergentes, on arriverait & des résultats
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paradoxaux ou ahsurdes, parmi lesquels nous indiquerons

seulement ceux-ci :

1
§=1—4+'|—4+1—-~,
1

=1 —24+3—4%4+5—-
&

1
§=1—5+6—40+15—-~,

que T'on trouve en faisant z= 1 dans les relations (4),

(6), ®) (-

56. Quand I'exposant m est fractionnaire, il est com-
mode, pour appliquer la formule (53), de calculer les dif-

férences
m—1, m—2, m—3, ...

puis les rapports

m—1 m—2 m—3
2 ) 9 * -

2 3 4

Soient, par exemple,

1 3
1°* m=-> m—4=—§, m——2=——§aAm—5———gr
m—d_ 1 m—2 3 m—3 5
e 4 3 6 & 8

(*) Nous avons déja cité les deux premiers (2).
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donc
“+z)%=1+4§z—2i ’ 24456 - 21;5658z‘+“'(‘4)
2 m=—-r m—1=—= m—2=—-z-, m—5=—z, 5
m—1__3m—2 Em-3_ 7 .
2 4 3 6 4 8
(4+z)—%=1—1—z+4—'?1'/z’—4'iB 5+4 -8.5.7 zt—-.(12)

2 2.4 2.4.6 24—68

50 m— 1= 9—_2 5 oy
m—g’ m— —--—g’ m-— ———'g’ m—o= 5’
m—1 2 m—2 5 m—3 8
- =, —_— . 5
2 6 3 9 4 12’
2 . 25 . 238
A2 =1+ 5o+ 560" 56013  + 1
2q . 3
4 m=—£a m—1=—-£ﬂa m—2= —M, m—5=—m’---}
q q .9
m— _ p+q m—2  p+2q m-3 _ p+3q
2 2 3 3¢ &  4q
(1+z)—§=1_£i+7)(p+q) (f)’_ p(p+9)(p+2q) (f)a_‘_m.“ 4)
19 12 \q 1.2.3 \q ’
2 2 3
U—z) 5= pz p(p+q) (5)+p(p+q)(p+ q)(f) e (15)
q 1.2 \q 1.2.3 q

Extraction des racines numériques.

597. Les formules (11) et (13) se prétent facilement au
caleul des racines des nombres. Si, par exemple, on veut
calculer, avec une grande approximation, la racine carrée
d’'un nombre entier N, on commencera par chercher la partie
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entiére a de cette racine; de maniére queN=—a2+x, x étant
moindre que a2. On aura donc

VN=Vd+x x—a\//l+— (1+-x;>2;
puis, par la formule (11), dans laquelle z=73:

x x? o3 Bt
Ne—a+— L —
VN=a+ o 5 168 1280

+ (16)

Si la fraction I est fort petite, la série sera trés-convergente.
De plus, les termes étant alternativement positifs et néga-
lifs, les résultats sont, alternativement aussi, trop petits et
trop grands (21); et I'on connait, & chaque fois, une limite
de I'erreur commise (*).

88. Application. — Soit N =103; d’ou résulte « =10,
x==3, puis

9 27 405

20 8 000 1600000 1 280 000 000+

V103 =10 +—

Réduisant en décimales, on trouve

V103 £ 10,15, |/103 > 10,148 875, 1,/103 < 10,148 891 8,
V103 > 10,148 891 5;
(*) L’inégalité VR <ax n,i
“a

devient, si l'on y remplace & par N — a? :

a’+N

VYN <L

ou enfin
1 N
N & — g
| %4 <2(a+a)

Ainsi, la moyenne géométrique, entre a et g, est plus pelite que la
moyenne arithmétique entre ces nombres; theoreme connu. En outre, la

différence entre les deux moyennes est inférieure 2 m (=1).
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donc, 4 moins de 0,000 001,

103 = 10,148 891.

59. Lorsque N est un petit nombre, tel que 2, 3, 5, la
série (16) devient divergente ou peu convergente. Dans ce
cas, on multiplie N par un carré £2; et, au lieu de calculer
directement /N, on développe k V'N.

Par exemple,

- — 4
l/5=?\/5.49=;\/447.

Prenant ¢ =12, on ax=3; donc

1 11 1
5|12 — — __—._...],
4 7[ 8T 1556 T 147 436
ou

/3 =1,752049 7.

€0. Au lieu d’opérer comme nous venons de I'indiquer,
on peut réduire la série (16) & ses deux ou trois premiers
termes, et appliquer plusieurs fois la formule ainsi obtenue.
Si I'on conserve les trois premiers termes, on aura donc

N=a2+x=a’z+a}’=a”2+x”=...’ (17)
puis
, x )\
a =a o T o3’
2a 8a
, ml xli
W' =0 +———— -
2 8a® (18)
" "2 :
a'""=a"+ il i

%W 8
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et les quantités o', a”, @', ... approcheront indéfiniment
de ‘/N (*)

64. Application. — Soient, comme ci-dessus : N=103,
a =10, x =3. Les formules (17), (18) donnent

3 9
104 ——— 10,48 875, ='=0,0003
“ *+ 30 5000 10148875, «'= 0,000 356 234..
0,000556 254 0,000 000 115 053 ..
(= 10,048 875 4 2000 556 254 _ 0,000 000 115 053 .
20,297 750 8362,645 719.

— 10,148 875 + 0,000 016 565 0 — 0,000 000 000 0
— 10,148 891 565; ete.

62. Remarque.— La théorie des fractions continues (**),
combinée avec I'un des procédés ci-dessus (59), conduit &
un résultat remarquable.

Supposons que I'équation

Na? — y* =1

soit vérifiée par des valeurs entiéres de x et de y ; savoir :
x=a, y=>. Comme le développement de V62 + 1, en

fraction continue, est
1
b+

2b +

- 1
aVN=b+ ——r

(*) Ce procédé appartient a la méthode des approximations successives,
dont il sera question plus loin. Quand on 'applique en réduisant la sériea
ses deux premiers termes, on retombe sur la régle qui consiste a diviser
le reste par le double de la partie déja trouvée. .

(**) Voir, par exemple, nos Mélanges mathématiques.
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Si, de plus, N =22 + 1, on aura cette relation entre deux
fractions périodiques :

1
b+-———4-
24+ — 1
M 4 e =@ € + 1
2
c+20+ .......
Soit, par exemple, c=1: on trouve
7+ !
14 ! "
+14,+ ....... = 314+ —
2 + L ’
L QD = eereienen
1
4+ i
82 B 1
+82+ ....... =29 ’l+ '1
2 + ’
i YT
169 +~ —
338 + ——
B8 & e —239| 1 + :
' 2 + -1
R T

ete.

Limite de (l -+ _) .
m

63. Si, dans (1 +$)'", on fait croitre indéfiniment I’ex-
posant m, la quantité 1 + %diminue et tend vers I'unité.
On ne peut done, a priori, savoir si sa puissance m*™ aug-
mente ou diminue. Nous allons prouver que cette puissance,
c’est-a-dire (1+%)m, a pour limite le nombre incommen-
surable e (23).
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La démonstration de cet important théoréme est fondée
sur les propositions suivantes :

64. Lemve 1. — La limite d’une somme est égale d la
somme des limites des parties qui la composent (*).

Lemme L. — o, B, 7, ... A étant des fractions proprement
dites, le produit

(1— o) (1—B) (1 — ) (F— 1),

évidemment inférieur a 1, surpasse 1— (a+ B4y+...41).
Si le nombre des facteurs se réduit 4 deux, on a

—a)(l —p)=1—a—f+ap;
el, comme «f3 est une quantité positive :
A—«)(1—p) > 1—a—4

Pour passer au cas de trois facteurs, multiplions les deux
membres par la quantité positive 1 — y; nous aurons

A=t —PU—)>1—a—p—y+(@+f;
et, a plus forte raison,
1—a)(1—pH(1—9)>1—a—p—y.
A son (our, cette inégalité donnerait
(1—)(t—B) (A—) 1—8) > 1 —a—B—yy — I+ (a+-or-9) 03
puis, a plus forte raison,
M=) —PU—)A— N> 1—a—f—y — 3

ete.

(*) Ce lemme, ou plutdt ¢éette définition, suppose que le nombre des
parlies est constant. .
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Lenme III. — Le produit

I

dans lequel p est quelconque, mais constant, converge
vers 1, quand m croil indéfiniment (*).
D’aprés le Lemme II, le produit

2o b
m m m

est compris entre 1 et.

4+2+5+--~+p——'l__1 p(p—l_).

m 2m

1 —

Cette derniére fraction tend indéfiniment vers zéro lorsque
m augmente; donc lim P=1.

65. En supposant d'abord m entier positil, nous avons,
par la formule du binéme (48) :

1\ —1) 1

m 1m 1.2 m?
+m(m_1),..(m—p+4)_'1__._...4_ ! ’
12..p mP m"
ou
1 2
1 _1_ (’l—'—) (1__)
g\m A m m m
(4+_>=1+Z-+ rt2 125 7
m . ." oo
s o @
(-l
- m m 1
. 4 e 4 — ¢
.1.2.5.,.}) : m"

(*) Par exemple, le produit

(=202 (-222)

composé de dix mille facteurs, tend vers 1 si le dénominateur m, supposé
plus grand que 10 000, croit sans cesse.
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Prenons (23)

. 1 .1 1 1

e=1l4+—F — 4+ —— e ———— 4.

1 1.2  1.2.3 1.2.3..p

il résulte, de la démonstration précédente, que les termes
du premier développement, inférieurs & ceux quiy cor-
respondent dans le second, ont pour limites respectives
ceux-ci. '

Représentons par S,,, la somme des p + 1 premiers
termes de e, et par R le reste. De méme, soit S, la somme
des p + 1 premiers termes de (l—l— ;’1)"', R’ étant le reste.
Nous aurons

,1 m
= S,,_H -+ R, (l —+ —) = S;y-H -+ Rla
m

,1 m . ,
</‘+E) <e). Sp+l<sp+h RI<R;

puis, par la démonstration ci-dessus,
limS,,,=S,.,.
Ces diverses relations donnent
e —lim (‘l + %)m_——R—lim R (3)

Dans cette nouvelle égalité, dont le second membre est
indépendant de m, faisons croitre p. Le reste R diminuera
indéfiniment, et il en sera de méme, & plus forte raison,
pour la quantité lim R’, qui ne peut surpasser R. D’ail-
leurs, le premier membre est une constante (*); donc cette
conslante est nulle; et, finalement

] ,] m
lim <I +7¢) =ce. (%)

(*) En effet, ce premier membre est indépendant de m.
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66. Remarque. — D’aprés les égalités (3), (4), on a,
quel que soit p :

-3e-8)
yNm A
1.2.5..(p+1) - mm

1 1
Ti2sa(pal) 125 (pr2)

lim

6%. Dans ce qui précéde, nous avons supposé m entier
positif. Si ce nombre est fractionnaire positif, il sera com-
pris entre deux enticrs consécutifs n, n + 1; et I'on aura

l n ,lm ,1n+l
e — ) <t+—=) <(1+=] >
n+1 m n

,1 n41
(1 + ) ,
—L—i_ (l i)m <'1 + ‘I)n :1 -+ 1)
1 < - m < n ( A

n+1

ou

Mais, n étant un nombre entier,

1 1 1 n+1.
('1 + ) lim <1 + ——)
n+ 1 n+1

lim 1 = =2e,

lim ('1+ L )
n—+ 1 n+1

1\" 1\" 1
lim [(I +—) (1 —“+ 1)] = lim (‘1 “+ —) . lim ('l + —) =¢;
n n n \ n

done

1+

,‘ n
lim (1 -+ -—) =e.
m
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Enfin, si m=—m/, m' étant positif, entier ou fraction-
9 )

naire :

,l m l —m d
‘l + — = l it ==
m m 1\™
1——
m

(=l )
= | - = {1+
m' — 1 m —1

m'—1 ,1
= —_— 4 ’—_) .
(4 * m — 1) ( m — 1

Conséquemment

,] m l m'—1 . ‘1
lim (1 + —) = lim ('1 4+ — dim {1+ — .
m | m —1

m —

D’aprés les deux premiers cas,

,‘ m'—1
lim (1 +— ) =ce;
. m’ — 1

done enfin

. 1\"
Jdim (1 +—] =e. .
m

Sommation des pulssances semblables des termes
d'une progression par difiérence.

68. Soient # nombres en progression par différence :
aybye,.., k,l
Désignant par 0 la raison, on aura

b+ = (a + )+

+1 1 1
=a"+‘+p y a’'d + pT ga"”‘52+ . p_—;— ad? + ¢rt!,

-
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P gy gem,

FH=prt + l’_:—d b7 +

(P = fpr+! 4 p-;— ! k"6‘+---+p _;_ ! kd? 4+ gr+,

1 1
(6 + oY+t = [+t 4 % e+ + ?—_1:— o7 4- grtt;

puis, en faisant la somme des seconds membres, et ayant
égard a quelques réductions,
p+1

1
S,d + P :_ pS

(6 + )+ =@ + 107 +

p+1 (1)

+ ——l— S,0? + ndrH,

Dans cette relation générale, S, représente la somme des
puissances p des termes de la progression. De méme, S,_,
est la somme de leurs puissances p—1; ete. 1 est évident
que la formule donne S, quand on connait §,_,, S, ,, ... S,.

69. Considérons le cas particulier ou les termes de la
progression sont les nombres naturels 1, 2, 3, ..., n. Alors
I'égalité (1) se réduit &

1 1 1
P"‘ § P+ Pg P+ )

n+|)[n+l —'1]— » ot +—4—Sl (2

Si 'on suppose successivement p=1, 2, 3, 4, on (rouve

n(n+1) _
b= )
Sg=n(n+1)6(2n_+ ‘l)’ )
S, — n® (n + 1)’, ®)

4
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n{n+1)(2n + 1) (30* + 30 —1)

2

-

30
S _ ' (n+ 17 (20 + 21 -—1)
' 12 ’
.n(n+1)(6n"+15n‘+61;5'—671“—n+1) N
Se= - (),

42
ete. :

%0. Remarques. — 1. La formule (3), qui donne la
somme des n premiers nombres entiers, est connue par les
éléments d’algébre.

II. Dans la formule (4), qui donne la somme des carrés
des nombres naturels, le troisiéme facteur est égal a la
somme des deux premiers.

[II. La formule (3) nous apprend que la somme des
cubes des n prermiers nombres entiers est égale au carré de
la somme de ces nombres.

(*) Les calculs se compliquent si rapidement, qu’il est déja difficile de
déterminer, par cette voie, la valeur de S;. Au moyen d’autres considéra-
tions, on trouve, soit la formule

1 B, C,
S,, = m A1|+l,;1+l -+ ?pAu+l,p -+ P _" 1 An+l, p~1 -
L, 1
-+ 3 Apt1,3 +§ Anyi, e,

dans laquelle B,, C,, ..., L, sont des coefficients qui.suivent une loi fort
simple (Nouvelles Annales de Mathématiques, juin 1856); soit

Sy = Cptn, p+1 + ApCppn, ;1-{‘»1 + BypCptn-2, ppt =+ -+ = Cpps, pa;
Ay, By, Cp, ... étant des ﬁombres entiers. Par exemple,
S, = Cuy2,5 + Cnia, 35,
S5 ==Cn+3,4 + 4Cpy2, 4 + Cnta, s,

S; = Cuis, 8+ 11Cuy3, 5 + 11Cpye, 5 + Cagy, s,
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IV. De
S [n (n + '1)]9
Faat 9 ’
ou
. B n(n+ 1)7°
'l°+‘_>5+-~-+n°=|:—(l )]’
1.2
on conclut

" — [n (1: -;— 1)]*_ [(n 1_ 24) ,,]e.

Ainsi, tout cube est la différence de deux carrés. En outre,
un des carrés, au moins, est divisible par 9.

V. Chacune des quantités S, étant un nombre entier, le
dénominateur de la fraction qui représente S, doit diviser le
numérateur correspondant. Par exemple, le produit

n(n + 1) (6n° + 150" + 61> — 62— n + 1)

est toujours divisible par 42. Nous engageons le lectcur a
essayer la démonstration directe.

Sommation des piles de houlets.

1. Pile a base carrée. — Elle a la forme d’une pyra-
mide quadrangulaire réquliére. La base de la pyramide, ou
la premiére couche de la pile, se compose de boulets rangés
en carré. Si n est le nombre des boulets formant le eoté du
carré, cette premiére couche contient 22 boulets. Il est facile
de voir que les couches suivantes renferment (n—1)? bou-
lets, (n—2)? boulets, etc. Enfin, le sommet de la pyra-
mide est formé par un seul boulet. Conséquemment, le
nombre des boulets contenus dans la pile est

N=n*+mn—172+ -+ 22 +1,
ou '

N=n(n+ 4)6(”2n+ 1).
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w2. Pile triangulaire.— Sa forme est celle d'un tétraédre
régulier (*).Les couches successives sont des triangles équi-
latéraux, dont les cotés renferment n boulets,(n—1) bou-
lets, ... et, enfin, un seul boulet. Cela posé, le nombre des
boulets contenus dans la premiére couche étant
n+(1z—1)+---+2+fl=m+—“n,
1.2
]la somme cherchée sera

N =Cn+l,2+cn,-2+ Cn—l,2+ e Ci.i;

ou (45, B°
AL n(n-+1) (n+2)

1.2.5

N=

3. Remarque. — Ce résultat est une conséquence des
formules (3), (4). Observons d’abord que
et
i(t—1
N= 2 ¥ .
1.2
D’un autre coté, pour trouver la somme de plusieurs
polynomes , on peut ajouter les termes de méme degré, et
réunir les sommes partielles ; done

ln-H‘2 ,ln-H.
N=—2—2‘z _5242

4|:(n+'1)(n+ 2) (21 + 3) (n+1)(n+2)]

6 4

2
ou

N___n(n—kdﬁ?(n—f—ﬂ)-

(*) 11 existe un rapport, assez simple, entre la partie pleine et la partie
vide du tétraédre. (Voyez Théorémes et problémes de géométrie élémen-
laire, 4me édit., p. 396.)
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%4. Pile a base rectangulaire. — Les couches de cette
pile, qui a la forme d’un comble d quatre pentes, sont for-
mées par des boulets rangés en rectangle. Si n et n + p
sont les nombres de boulets contenus dans les cotés de la
base, le nombre total des boulets qui la constituent est
n (n+ p). La deuxiéme couche contient (n—1) (n—1-+p)
boulets ; et ainsi de suite. Enfin, la n* couche est une
simple file, contenant p + 1 boulets.

Par conséquent, -

N=a@m+p)+n—1)(n—1+p)+ - +1(1 +p)

=04+ n—1) 4+ + 1+ p[n+(n—1)+ - +1],

ou enfin
1
N="(L;_)[2n+5p+1].
5. Remarques. — 1. Cette derniére formule résulte,

immédiatement, de ce que la pile proposée est décompo-
sable en une pile a base carrée et en un prisme triangu-
laire.

II. La méthode employée dans le n° 73 est souvent
applicable. Proposons-nous, par exemple, de trouver la
somme S des valeurs de la fonction i (i—1) (2i+1), i deve-
nant égal a 1, 2, 3, ... n. Nous aurons

”

s=Yili—n@Ei+)=23 - -3 5
1 1 1 1
ou, par les formules (3), (4), (3) :

w*n+17F am+1)2n+1) n(@m+1)
2 6 2

S=

’

ou encore

S=%(n—1)n(n+1)(5n+ 4).
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I11. En observanf que
i (i—1) (26+1)=2(i+1)§ (i—1)— i (6—1)=12C,py,s—2C; 2,
on a, plus rapidement,
§=12 Eﬂc,%s— 2220,.,2
‘ (m+1)n(m—1),

(n+2)(n+1)n(n.—1) 9

— 9 —
=12 1.2.5.4 1.2.5

ele.

Exercices.

I. Quel est le 25° terme du développement de (1 —z)‘g?
Réponse :

5.10.17.24.31.58.45.52.59.66.73.80.87.94.101.108 ... 164 (z)“
1.2.5.4.5.6.7.8.9.1011.12.434%. 15 .16 ... 24 \7

24

= 31.59.73.29.47.101.5.61.43.17.13.25.157..41. %

II. Tutorime. — Si q est un nombre premier, supérieur
a p, l'on a, en série convergente :

,1 n=n A”
= —1)" .
\q/:z—p -, qn+£xn
Dans le second membre: 1° A, est un nombre entier;

2° a, est Pexposant de la plus haute puissance de q qui
divise 1.2.3...n ().

(*) Il n’est pas difficile de démontrer que

e s 3 enf

la notation E (5;) désignant, en général, le plus grand nombre entier con-
tenu dans 5.
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IIL. Quelle est la somme S des produits que I'on obtient
en multipliant, terme & terme, les progressions
a, a+d, a+28, .., a+(n—1)d,
o, a4+, a4+ 29, .., o+ (n—1)3?
IV. A quoi se réduit cette somme, lorsque les progres-
sions sont

1, 2, 3, s Ny
n, n—1, n—2, ... , 1?
Réponse :
S__(n+2)(n+4)n
T 125

V. En admettant la formule du binome pour le cas d’'un
exposant quelconque, démontrer la série exponentielle

x 3

x? x
=14+ +—+—+
1 1.2 1.23
VI. Caleuler, au moyen de cette série, la valeur de e‘;",
a moins de 0,01. :
VII. A quoi est égal le terme général u, de la série
récurrente

dans laquelle
Uy = Upy + Uy_g?
Réponse :

1
u, ='§; [Cot,1 + BCopy, 5 + 52C, 1,5 4 -]

VIII. Méme question pour la série

2, 5, 11, 33, 47, ..,
dans laquelle
w, = 3uU,_ — 2u, 4?
Réponse :
u, = 3.2"!' — 1.
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IX. Prouver que

1—xcosb
=1+ 05 0-+-2°c05204+2°08 304+ +L"COSTG~+ -+,

1—24 cos 6-+x*

pour les valeurs de x comprises entre — 1 et + 1 (exclusi-
vement).

X. Conclure, de la question précédente, que
€05 2608 6 ¢0S 36050 €08 40+ +-+-c08"~6c0S(n+1)8+4-+- .= —1,

excepté st cos 6 == 1.
XI. TutoriMe pE NicoMAQUE (*). — S, dans la série des
nombres impairs :

1, 5, 5, 7, 9, 141,..,

on prend le premier terme, puis la somme des deux termes
suivants, puis la somme des trois termes suivants, etc.,

chacun de ces termes est un cube.
XII. TutoreME. —Si, dans la suite des nombres naturels :

1, 9, 3, 4 5 6 7, 8 9, 10, 11, 12, ..,

on prend le premier terme; puis la somme des trois termes
commengant par 2, puis la somme des cing termes commen-
cant par 3, puis la somme des sept termes commencant par
4, etc. ; chacune de ces sommes est un carré.

XIII. Développer

142+ o

yﬁ—d—x+w"

La série est-elle convergente pour x=1?
XIV. Développer

_(1+x+x’+--~+x")’

1+ 2+ a4 oo 4 g%

(*) Nicomaque de Gérase, Géométre du premier siécle.
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XV. Vérifier que
x 1 '1(00)2 4.5<x)3
= + - +— + ey
Vieszs 1+2 2\ -+x 2.4\1+x
pour les valeurs de x comprises entre — 1 et + 1.
XVI. Vérifier que

—1
(n+ ‘l)"—;—a-n" + =7 (’Z 3 )(n— )+ =1=123..n

XVIL. Tutorime, — Si b — a est un nombre entier, et
que a sott positif,
(b—a)...5.2.1

_a
(@+1)a+2)..b b

b—a (b—a)(b—a—1)
— + — e
a+1 (a+1) (a+2)
. XVIII. Tutorenme bE M. LiovviLLE. — Le nombre e n’est
racine d’aucune équation du second degré, a coefficients

rationnels.
XIX. BiNnOME D’ABEL :

(x+a)"=x"+ % a (x-+b)y" '+ 31@_(1{12—_1) a (a—2b) (x+2b)"-*

P A el (m—I 12) (5m—2) a(a— 3b) (x+3b)" 34

XX. Prouver que

1+2x .
a x)5=1 + 42 + 9% 4+ 162° + ...

XXI. Déterminer A, B, G, ... G, de maniére que

1+Ax4+Bx’+ ... +Gxr! s . .,
1—ap™ =1 +2P2 4572 + 422 + ... ().

(*) Voir 1a note, p. 71.
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CHAPITRE V.

THEORIE DES LOGARITHMES.

Des fonctions.

6. Si deux quantités x, y sont liées par une équation,
la quantité x, a laquelle on donne des valeurs arbitraires,
est appelée variable indépendante : 'autre variable y est dite
fonction de x. Cette fonction est explicite ou implicite, sui-
vant que I'équation donnée a la forme y = f(x) ou la forme
F (x, y)==0, c’est-a-dire suivant que cette équation est ou
n’est pas résolue par rapport a y.

#%. On donne le nom de fonction algébrique a toute
fonction explicite dans laquelle les opérations a effectuer
sur la variable x sont des additions, des soustractions, des
multiplications, des divisions, des formations de puis-
sances et des extractions de racines, en nombre limité. Par
exemple,

2 5,—
Y =2z —x° + ;—\/ac

est une fonction algébrique.

%8. Toute fonction explicite qui n’est pas algébrique est
dite transcendante. Les fonctions transcendantes les plus
simples sont les fonctions trigonométriques ou circulaires,
et la fonction exponentielle a*.

¥9. Une variable x est continue lorsqu’elle ne peut
passer d'une valeur quelconque o & une autre valeur quel-
conque {3 sans passer par toutes les valeurs intermédiaires.
Une fonction y est continue depuis x= o jusqu’a x = [3,



80 ALGEBRE.

quand elle est réelle et finie pour toutes les valeurs de x
comprises entre « et 3, et que, dans cet intervalle, elle peut
varier par degrés aussi petits qu’on le veut (*).

- DDiscussion de la fonction expomentielle.

80. Dans l'équation exponentielle y= a*, supposons
d’abord la constante a plus grande que 1; faisons varier x
de — o0 & + o0, et cherchons comment varie y.

1° En donnant & x les valeurs entiéres 0, 1,2, 3, ...,
nous pourrons former le tableau suivant :

r=0, z=1, x=2, =3, .., x=+ ¢,

y=1, y=a, y=d’, y=0a°, .., y=-+oo.

En effet, a0=1, et les puissances successives d’un nom-
bre supérieur a Punité peuvent dépasser toute limite (**).
2° A toute valeur de x correspond une valeur de y. Il

1, . 4 1,
suffit de considérer le cas ou x a la forme 2. Or a7 =V"o?
a une valeur réelle et positive : cette valeur est ce que nous
désignons par y. ‘

(*) S’il est possible de rendre I'accroissement de  assez petit pour que
P’accroissement correspondant de y soit, en valeur absolue, inférieur a
une quantité quelconque J, y passera par toutes les valeurs intermédiaires
entre celles qui répondent aux valeurs extrémes de « : la seconde défini-
tion ne différe donc pas essentiellement de la premiére. Cependant, celle-
ci est préférable. Exemple : y=ao (1 — ). De =10 4 =1, y est finie
et continue; mais, comme les valeurs de y, qui répondent a ces valeurs
extrémes de x, sont égales entre elles, on ne peut pas dire que la fonction
a passé par des valeurs intermédiaires.

(**) L’exposant n étant supposé entier positif, on a

n n(n—1)

+a)r=14—a+

2 e
1 12 ©F

Si la quantité « est positive, tous les termes du second membre sont posi-
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3° Quand x augmente, y augmente. Soient o, o—+h deux
valeurs attribuées & x, o et h étant des quantités positives ;

on aura > o
En effet, cette inégalité équivaut & a* > 1, relation évi-
dente en vertu de ce principe : les puissances et les racines
d’un nombre plus grand que 1 sont plus.grandes que 1.
4° La fonction a* est continue. Pour le faire voir, il suffit,
en conservant les notations précédentes, d’assigner une
valeur de & vérifiant I'inégalité

ath — a% L 4. (1)

L’accroissement A étant nécessairement fort petit, si,
comme on le suppose, d est une fraction, on peut le repré-
senter par %, n étant un nombre entier inconnu. De cette
maniére, I'inégalité (1) devient, successivement,

a(Va—1) <9,
Va <1+ %,
: a
('l “+ i)n> a.
a®

tifs ; donc
4+ > 1+ ne.

D’aprés cette inégalité, pour satisfaire 4 la condition

(1+a)" >N,
N étant un nombre donné, il suffit de rendre
(1 +ne) > N;
d'or
"= N—1
1) — .
> o

Cette formule, qui démontre la proposition rappelée dans le texte, peut
dailleurs étre obtenue indépendamment de la théorie du bindme. (Manuel
du Baccalauréat és Sciences, ALg., 169.)
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Or, pour satisfaire & cette derniére relation, il suffit de
prendre (7)
—1)a*
n 2 (il—)f_;
- d.
d’ou
)
h = ek .
< (a — 1) a"‘( )

5 11 résulte, de cette discussion, que x variant d’une
maniére continue, de 0 ¢ + oo , y==a* varie d’une maniére
continue, de 1 @ + oo . '

84. Remarque. — Non-seulement la fonction a® finit par
dépasser toute limite, mais encore elle peut étre rendue
aussi grande qu'on le veut, relativement a l'exposant X.
Pour démontrer cette importante propriété, remplacons a
par 1 + «, et supposons x entier : nous aurons

: x(x-—1
a":(‘l+a)1=4+£a+__(;r—)ag+...;
1 1.2
et, par conséquent,
@ x(x—1)
a‘>l+Ia+Tae;
puis
a1 x—1
o,

—> —+a+
x” x

(*) Voyez la note précédente.
(**) Soient, par exemple, a =10, «=2,J=10,001. On pourra faire

h Par conséquent,

= S0 000"
900 000

100 V10 — 100 < 0,001.
Les Tables de logarithmes donneraient

1
h=
Y= 35026

valeur beaucoup plus satisfaisante que la premiére.
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Le raisonnement employé ci-dessus (80, nole) prouve
que, pour satisfaire & la condition

d >N,
x -
il suffit de prendre

2N

Soient, par exemple, a=1,1, N=2350. La formule (2)
donne

£ 50 001.
Ainsi

f ,l 50 001
(_lL > 250.

En effet, le premier membre est (*) exprimé par le
nombre 94 822 suivi de deux mille soixante chiffres. Ce
résultat montre avec quelle prodigieuse rapidité croissent
les puissances d'un nombre supérieur & l'unité, méme
quand ce nombre est moindre que 2; il peut servir & bien
faire comprendre la différence qui existe entre la fonction
exponentielle et les fonctions purement algébriques (**).

82. Revenant a la discussion de a%, donnons maintenant
a x des valeurs négatives, et soit, a cet effet, x— — x/,
la nouvelle variable x’ étant positive. Nous aurons

1
Y= ¢ =

a®
D’aprés ce qui précéde, cette fraction croit, d’'une maniére

(*) Voir plus loin, n° 107%.

(**) On démontre, de la méme maniére, que la fonction ax peut étre
rendue aussi grande quon le veut, relalivement ¢ une puissance quel-
conque de x.
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continue, de 0 & + 1, quand ' varie, d’'une maniére con-
tinue, entre + oo et 0. D’ailleurs, les valeurs de x, corres-
pondant aux valeurs extrémes de x’, sont — oo et 0. Nous
pouvons donc former ce nouveau tableau, contenant les
valeurs principales de x et de y :

x=—-—oc, x=0, :r=‘l, {L‘=+m’

y=0, - y=1, y=u, y=-+o0.

En résumé, la constante e étant plus grande que 1,
la fonction a* croit, d'une maniére continue, de 0 ¢ + oo,
quand la variable x croit, d’une maniére continue, de
—® 4+ ®©.

83. Si, dans y =207, on suppose la constante a posi-
tive et moindre que Punité, on peut la représenter parf,-
Alors, la fonction y étant Pinverse de a'®, cette fonction
passe, d’'une maniére continue, de + oo a 0, quand on fait
varier x entre — oo et + oo .

84. On arrive & des résultats complétement différents
de ceux qui précédent, si I'on discute I'équation y =(— a)®,
« étant positif. Le lecteur reconnaitra sans peine que (—a)®
est une fonction continuellement discontinue (*). On peut
attribuer & x des valeurs se succédant par degrés trés-rap-
prochés, et pour lesquelles, néanmoins, les valeurs corres-
pondantes de y sont alternativement positives, négatives et
imaginaires (**).

(*) Divers géométres, se fondant sur une difficulté a laquelle donne lieu
la définition de (— a)=, ont conlesté cette proposition.
(**) L’équation
y=(—a)
appartient i une infinité de points isolés, réparlis sur les deux logarith-

miques représentées par
y == (a®).
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Définition algébrique des logarithmes.

85. Dans I'équation y =a”, x peut étre regardé comime
une fonction de y: on dit alors que x est le logarithme du
nombre y, dans le systéme dont la base est a. Autrement
dit: le logarithme d’un nombre est exposant de la puissance
@ laquelle on doit élever une quantité constante, appelée
base, pour reproduire le nombre donné. Cette définition,
on le verra bientot, s’accorde avec celle qui est donndée
dans les éléments.

86. Supposons, comme on le fait ordinairement, la base
plus grande que 1. Alors nous conclurons, du tableau ci-
dessus (82):

log0=—, log1=0, loga=1, log(+ »)=+ .

Ainsi, dans tout systéme de logarithmes dont la base
surpasse l'unité :

1° Le logarithme de Uunité est zéro; 2° le logarithme de
la base est unité; 3° le logarithme de zéro est Uinfini néga-
tif; &° le logarithme de Uinfini positif est Uinfini positif (*).

En outre, d'aprés la discussion précédente (80, 82):

5° Tout nombre a un logarithme; 6° Les fractions pro-
prement dites ont pour logarithmes des quantités négatives;
7° les quantités négatives n’ont pas de logarithmes réels.

(*) On ne doit pas oublier que ces dénominations dinfini positif et
d'infini négatif sont employées pour éviler des périphrases. Par exemple,
la quatriéme remarque pourrail étre énoncée ainsi : on peul toujours
trouver un nombre dont le logarithme surpasse une quantité donnée
quelconque. On se tromperait étrangement si, de ce que le logarithme
de Vinfini positif est ’infini positif, on concluait que le logarithme tend
a devenir égal au nombre. On va voir, en effet, que le rapport d'un
logarithme aw mombre correspondant diminue indéfiniment quand le
nombre augmente, et a pour limite zéro.
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8%. Remarque. — Cette derniére propriété tient a ce
que la fonction a” est toujours positive. Elle subsiste pour
toutes les valeurs positives de la base a. Il n’y a pas lieu
d’examiner le cas ou cette constante serait négative, parce
qu’alors la fonction ¢* deviendrait discontinue (84).

88. Ajoutons, pour compléter la discussion précédente,
que le rapport d’un logarithme au nombre correspondant
diminue indéfiniment quand ce nombre augmenle, et a pour
limite zéro.

Soit, comme précédemment, a*=y, d’ot x =1log y, et

log y x
Y a*

On a vu que le second rapport, inverse de “{, tend vers
zéro quand x augmente indéfiniment (81). Ainsi, la seconde
partie de la proposition est démontrée. .
Pour la premiére, nous nous bornerons au cas ou
x=logy =2, 3, 4, ... Mais alors I'inégalité & véritier :

x x+1
:.E am—H ’
se réduit a
1 .
x> —
@ —

ect, conséquemment ,
. 1 .
A partir de x = —, les fractions

x @ -+ 1 r+ 2

=, -, -
aa:, =+ et ?

forment une suite décroissante. C'est ce qu'il fallait démon-
trer.
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Propriétés des logarithmes.

89. Ces propriétés résultent, immédiatement, de la défi-
nition ci-dessus (85), jointe aux régles du calcul des expo-
sants (*). En effet, soient x, x', x”, ... les logarithmes des
nombres y, ¢, ¥”, ... dans le systéme dont la base est a, de
sorte que

£l

y — az', yl___ aa;', yll= &
] n multipliant membre 4 membre ces diverses éga-
1°'E Itipliant memb bre diverses é
lités , nous aurons
yy/yu — a’”+"+""f'"',

ou
log (yy'y"..) =x + &' + &+ -,

ou encore
log (yy'y" ...) = log y + log y’ + log y"' + --
Ainsi, le logarithme d’un produit est égal & la somme
des logarithmes des facteurs.
2° La division de y par 3’ donne

— g2
a ’

Lf‘lug

ou

logl,= x—a'=logy—logy'.
Y
Donc, le logarithme d’un quotient est égal aw logarithme
du dividende, moins le logarithme du diviseur (**). _
3° Elevons les deux membres de I'égalité y = «* & une

(*) Manuel des Candidats a I'Ecole polytechnique, 1.1, p. 47.
(**) Cette propriété est comprise dans la premiére, attendu que diviser
par un nombdre dquivaul @ mulliplier par l'inverse de ce nombre.
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puissance quelconque #, entiére ou fractionnaire; nous

obtiendrons
yll — a"l.
dot ’
log (y") = n log (y).

Par conséquent : le logarithme d’une puissance est égal au
logarithme du nombre, multiplié par Pexposant de la puis-
sance ; le logarithme.d’une racine est égal aw logarithme du
nombre, divisé par Uindice de la racine.

Concordance des deux définitions.

90. Dans les éléments, on définit les logarithmes : les
termes d'une progression arithmétique commengant par
zéro, correspondant aux termes d’une progression géomé-
trique commencant par Punité (B., Alg., 176) (*). Cette
définition arithmétique des logarithmes s’accorde avec la
définition algébrique donnée ci-dessus. S

Pour le faire voir, considérons d’abord lequatlon expo-
nentielle y = @7, et donnons & x les valeurs

0, & 29, 39,.., nd, ..;
nous aurons, comme valeurs correspondantes de ¥y :

1, (@, (@), (@)% .., (@)r..,
ou
' 1, o, o &, .., @, ...
Ainsi, lorsque les logarithmes sont en progression par diffé-
rence, les nombres correspondants sont en progression par
quotient.

(*) Cerenvoi signifie : Manuel du Baccalauréal, Avc., 176.
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En second lieu, prenons les progressions
0, 4, 24, 34, .., nd, ..,
“’ q; qza ([3’ ety (]", e
et soit N un nombre donné, compris entre deux termes
consécutifs de la” seconde progression, ou égal & I'un
d’eux (*). ‘
Entre deux termes consécutifs de chacune des progres-
sions, insérons m moyens, m étant trés-grand; et soient
,)\ m-1 1

§= s g=Vq=¢"

m—+ 1

les raisons des progressions
0, ¢, 2, 3¢, .., 2, .,

2 3
Q% . Q"

1, ¢, 9%

qui remplacent les premiéres.

Nous pouvons toujours disposer du nombre entier m, de
maniére que l'unité soit un terme de la nouvelle progres-
sion par différence; car I’équation

)
=1

P — ==
m+ 1
admet une infinité de solutions entiéres (**).

(*) Le premier cas étant plus général que le second, nous négligerons
celui-ci.
(**) Ceci suppose, bien entendu, que J est commensurable. Soit alors
;—’Ia fraction irréductible équivalente a . De
7 1 q
]

m—+1 J p

on conclut (B. Arith.)
i=2, m+1=)p,
) étant un nombre entier quelconque.
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Soit ¢" = q';_'= a le terme de la progression par quotient
qui correspond a4 ©' =1 : a est la base du systéme de
logarithmes. Soient, en outre, ¢" et ¢"** les deux puis-
sances consécutives de ¢’ comprenant entre elles le nombre
donné N : leurs logamhmes sont 19" et (l+ 1) 0'; mais, &

cause de ¢' = af—=a®, ona

q . aza- qu+1 — a(1+1)8v_

Ainsi, les logarithmes des deux nombres entre lesquels.est
compris N sont les exposants des puissances auxquelles on
devrait élever a pour reproduire ces nombres. Et comme la
différence entre q* et ¢V peut étre rendue aussi petite

quon le veut, la propriété démontrée subsiste pour le
nombre N, limite commune de ¢" et de ¢"“*" (*).

Logarithmes népériens.

94. En partant de la définition arithmétique, supposons
¢ =1 + 0: c’est-a-dire, prenons les progressions

0, o, 29, 38, .., nd, .
1, 1+¢, (1+3d?% (A+d7 ..., (1+3d)" ..

Si nd =1, la base du systéme est (86)

=1+ = (1 + i)n-

n

Pour que la progression arithmétique puisse étre consi-
dérée comme renfermant tous les nombres, de 0 4 1, on
doit supposer n infini. Mais alors

. "
a=m |1+ -] =e.
n

(*) Plus exactement, cetle propriété est la définition méme de log N.
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Ainsi, les plus simples notions de I’Arithmétique peuvent
conduire au systéme de logarithmes dont la base est le
nombre incommensurable e (*).

Comment on passe d'um systeme & un autre.

92. Soient x, x' les logarithmes d’'un méme nombre v,
dans deux systémes dont les bases sont a, b. Par définition,

y=a° y=>"

Prenons les logarithmes des deux membres de la seconde
égalité, dans le premier systéme; nous aurons

log, y = " log, b,
ou
x=2x"log, b,
ou encore

Done, pour passer d’un systéme dont la base est a, & un
autre systéme dont la base est b, on multiplie tous les loga-
rithmés, calculés dans le premier systéme, par Pinverse du
logarithme de la seconde base, ce logarithme étant pris dans
le premier systéme.

Définition du module.

93. Quand on passe du systéme népérien, cest-a-dire
du systéme dont la base est le nombre e, 4 un autre systéme
: ! i 1 . 1
ayant pour base b, le facteur constant ogeb dev1ent—logeb, ou,

(*) C’est, parait-il, par des considérations de cetle nature que Napier
(ou Neper) est arrivé a I'invention des logarithmes népériens. Avant La-
croix, on les appelait logarithmes naturels, ou logarithmes hyperbo-
liques.
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plus simplement, %, Ce facteur constant, égal & linverse du
logarithme népérien de la base b, est le module du systéme
dont la base est b.

94. Remarque. — Le module, égal & %, est égal aussi
a log, e. En effet, de méme que &' —==x mgﬁ’ on a
. L
== K
~ logja
done
! log, @
= a,
log, b 8 45
et, en particulier,
! 1
—=1]og, e
b
Exercices.

I. Discuter les fonctions

1

1)* 1)° 1
Y =7, y=(1+;>, y=(w+—)s y=xl(i+—) )

II. Discuter les fonctions
cos (lx)

y=1.cosx, y=-cos(lx), y=

II. La série

X

1 1 1
— “+
2log2 3log3 nlog n

est divergente (**).

(*) La discussion compléte exige la théorie des dérivées.

(**) Elle P’est heaucoup moins que la série harmonique : la somme des
premiers termes, jusqu'au rang marqué par un nombre de trois cent
deux chiffres, est inférieure a 11. (Mélanges mathématiques, p. 167.)
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IV. La série

j 9
cos (1) . cos (12) g 808 (In)
1 2 n

est indéterminée.
V. Vers quelle limitc tend le produit nlnl ](”l','l'”, quand
n augmente indéfiniment ? .

Réponse : Vers 1.
VI. Prouver que la série

est divergente.
VII. Sommer

l ' : ( ) s ’ <4) l , (8‘)
.S€Cc. X . SEC. . Sec. . . “es
2 sec 9

a étant compris entre 0 et 2.,
VIII. TutoriME. — 2 étant une fraction proprement
dite, les séries

log(1 + x) + log (1 + 7 + + log (1 + o)+ .-+,
log(1 — x) + log(1 — &) + -+ + log (1 — a™) + ---
sont convergentes.

IX. TutoriMe. — x étant un nombre quelconque, la
série qui a pour terme général

’ 1 1
u,,=(x+n—-—) log (4-0— )—1,
2 X+ n

est convergente.
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CHAPITRE VI

APPLICATIONS DES LOGARITHMES.

Des logarithmes vulgaives.

95. Les logarithmes vulgaires, ou logarithmes de
Briggs (*), sont ceux que 'on trouve en partant des pro-
gressions

1, 10, 100, 1000, ...,
o, 1, 2, 3,

la base du systéme est 10. Indépendamment des propriétés
générales, ces logarithmes possédent celles-ci, qu'il snffit
d’énoncer :

1° Le logarithme d’un nombre entier quelconque a pour
partie entiére (**) un nombre formé d’autant dunilés moins
une qu’il y a de chiffres dans ce nombre entier;

2° Pour multiplier un nombre par 10, 100, 1000,..., il
suffit d’ajouter 1, 2, 3, ..., unités a la caractéristique de
son logarithme ;

3° Si deux nombres décimaux ne différent que par le
rang de la virgule, leurs logarithmes ne différent que par
la caractéristique.

(*) Henri Briggs calcula les logarithmes des nombres compris entre 1 et
20 000, et les logarithmes des nombres compris entre 90 000 et 100 000.
Son ouvrage, intitulé Arithmetica logarithmica, parut 4 Londres én 1624.

MM. Namur et Mansion viennent de publier des lables composées
('une vingtaine de pages, et qui, néanmoins, permettent d'écrire, avec
douze décimales, les logarithmes des nombres entiers, de 1 434 billions!

(**) On sait que cette partie entiére est appelée caractéristique.
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96. Logarithmes des fractions. — L’identité

a b .y
b — 1
donne @ b
log 3 -+ logz= 0,
ou

a
log — = — log—-
g7 0g—-

Ainsi, le logarithme d’une fraction proprement dite esi égal
aw logarithme de la fraction renversée, pris en signe con-
traire (86, 6°). '

Il résulte de la que les fractions 0,1, 0,01, 0,001,..., ont
pour logarithmes, respectivement, — 1, — 2, — 3, .... De
meéme

l
log (N) = —1logN.

Réciproquement, le nombre correspondant ¢ un loga-
rithme négatif a la forme é, N étant le nombre correspon-
dant au logarithme donné, pris positivement.

9%. Logarithmes a caractéristique négative et a partie
décimale positive. — Les fractions de la forme g étant peu
commodes dans les calculs, surtout quand le dénomina-
teur N est accompagné de décimales, on fait, sur les loga-
rithmes entiérement négatifs, une transformation qui équi-
vaut a la réduction de 1% en décimales.

Soit, pour fixer les idées,

257
Ay FYTY
On trouve, dans la Table de Callet &),
log 237 = 2,374748%
 log 87852= 49457517
Par suite, log x = — 2,5690053

(*) Pour la disposition des Tables de Callet, 1a proportion logarith-
mique, etc., voyez le Manuel du Baccalauréal, Aré., n° 20,
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Ajoutons, 4 log x, le nombre entier immédiatement su-
périeur & — log x, puis retranchons-le; nous aurons

log x =3 — 2,5690033 — 3 = 0,4509967 — 3.

Pour abréger, apportons la partie négative— 3 4 la place
de la caractéristique O; et, pour éviter toute ambiguité,
placons le signe — au-dessus du chiffre 3 : il vient

log & = 3,4309967.

La comparaison de ce nouveau logarithme avec celui qui
est écrit plus haut, donne cette régle générale :

Pour transformer un logarithme, entiérement négatif, en
un logarithme & caractéristique négative et a partie décimale
positive, placez le signe — au-dessus de la caractéristique,
aprés Pavoir augmentée d’une unité, et écrivez, dla suite de
cette nouvelle caractéristique, le complément (*) de la partie
décimale du logarithme donné.

98. Nous avons dit que cette transformation équivaut
a une réduction de fraction ordinaire en fraction décimale.
Pour le faire voir, reprenons la fraction %75—2 Si nous la
multiplions par une puissance de 10 qui rende le produit
plus grand que 1 et plus petit que 10, nous aurons, en
divisant en méme temps par celte puissance,

237 000
87 852
x =—,103—"
d’ou loa 2 — log 237 000
8% =108"g7852
Mais,
237 000
log ——— =1log 237 + 5 — log 87 852
87 852

=3 — (log 87 852 — log 237);

(*) Le complément d’une fraction décimale proprement dite est ce qu’il
y faut ajouter pour obtenir I'unité.
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done
log x == 3 — 2,5690033 — 3 = 04309967 — 53,

ou —
‘ log x = 5,4509967,

comme ci-dessus.
99. Remarque. — Le logarithme 3,4309967 correspond

257 000
a la fraction décimale -3'%3—5% , laquelle, d’aprés ce qui pré-
céde, est comprise entre 0,001 ct 0,01. Il résulte, de cette
observation, que le nombre correspondant a un logarithme
dont la caractéristique seule est négative est une fraction
décimale proprement dite, dans laquelle le premier chiffre
significatif occupe, & partir de la virgule, un rang marqué

par cette caractéristique.

Usage des Tables de Callet.

100. Propriye I. — Trouver le logarithme d’un nombre
donné.

Premier cas. — Le nombre est entier, et plus petit 'que
108 000. .

Le logarithme est inscrit dans la Table, sauf la caracté-
ristique, qui est connue & I'avance (95, 1°).

Deuxiéme cas. — Le nombre est entier, et plus grand
que 108 000.

Soit le nombre x =2 647 853. Séparons assez de chif-
fres, surla drdite de‘ce' nombre, pour que la partie restant a
gauche soit comprise entre 10 000 et 108 000 ; nous aurons

i .
L — 96 487 B3;
100 0 rolP9

et la partie décimale du logarithme de ce dernier nombre
égale celle du logarithme de x. On trouve, dans la Table,

log 26 478 = 4,4228852.
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Il ne s’agit done plus que de calculer la différence ¢ entre
ce dernier logarithme et celui de 26 478,53. Pour cela,
posons la proportion

26479 —26478  log 26 479 — log 26 478
96 478,55 — 26 478 log 26 478,55 — log 26 478
ou

Elle donne
¢ = diff. tab. X 0,53 = 164 X 0,53.

Pour épargner au calculateur la peine d’effectuer la
petite multiplication que nous rencontrons ici, on a inserit,
dans la Table, les produits de 164 par 0,1, 0,2, etc., ces
produits étant toujours exprimés en unités du septiéme ordre
décimal. D’apreés cela, nous aurons

5= 164 X (0,5 + 0,03) = 164 X 05 + -+ X 0, 6"4’; 03
49
— 82 + ——82 + 5—87.
10

Puis, en ajoutant cette différence au logarithme de 26 478 :

log 26 748,55 = 44228939 ,
et enfin
log 2 674 853 = 6,4228939.
Voici la disposition du caleul :

log 26 478 = 6,4228852 (*)
pour 05 .. 82
pour 0,03 ... 5

log 2 647 855 = 6,4228939

(*) 1l nest pas nécessaire de modifier la caractéristique : on en écrit tout
de suite ]a valeur définitive.
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Troisiéme cas. — Le nombre contient des décimales.

On fait abstraction de la virgule, et 'on retombe sur les
cas précédents.

Quatriéme cas. — Le nombre donné est une fraction.

On a vu, ci-dessus, comment le logarithme d’une frac-
tion se déduit des logarithmes des deux termes.

104. Prosrive II. — Un logarithme étant donné, trou-
ver le nombre correspondant:

Premier cas. — Le logarithme se trouve dans la Table.

Nous supposons que le lecteur connait la disposition des
Tables : ce premier cas n'exige donc aucune explication.

Deuxiéme cas. — Le logarithme donné tombe entre deux
logarithmes consécutifs de la Table.

Soit log & = 3,6774237.

En cherchant dans la Table, on trouve que le logarithme
qui approche le plus du log x, par défaut, est 6 774153 (*) ;
le nombre correspondant a ce dernier logarithme est 47 579 ;
done '

_ x=47579 + 7,
0 étant inférieur 4 I'unité.

Pour évaluer d, on suppose encore les différences entre
les nombres proportionnelles aux différences entre les loga-
rithmes, c’est-a-dire que l'on écrit

g 6774257 — 6774153

— 9

1 diff. tab.

ou
84

7]
- Si I'on réduisait cette fraction en décimales, on trouve-
(*) Dans la recherche du nombre correspondant 4 un logarithme donné,

on ne fait attention a la caractéristiqie que pour déterminer, en dernier
lieu, la place de la virgule. .
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rait 0 = 0,92; mais les Tables de Callet permettent encore
d’éviter ce calcul. En effet, en parcourant la petite colonne
des différences, on lit 9 en regard de 82; donc J se com-
pose d’abord de 0,9. Ensuite, si I'on place un zéro a la
droite de 84 — 82 =2, on a 20 pour produit. Or, dans la
méme petite Table, 18 répond & 2 dixiémes; donc 20 cor-
respond, & fort peu prés, & 2 centiémes. La seconde partie
de 9 est donc cette derniére fraction, en sorte que ¢ = 0,92,
comme ci-dessus.

En revenant 4 la recherche qui nous occupe, nous aurons
x==47 579,92. Mais la caractéristique donnée était 3; donc
enfin, ‘

o= 4 757,992,
a moins de 0,001.
Voici le type du calcul :

log x = 3,6774237
log 47579 = ,6774153

84
pour 82 9
pour 2 2
x =4 757,992.

Troisiéme cas. — Le logarithme donné est entierement
négatif.
Soit log x = — 4 724837 4.
Posons log N = 4,7248374; nous trouverons
N = 53 068,57;

donc (96)
1

X = o
53 068 57
Quatriéme cas. — La caractéristique seule est négative.

On a vu, ci-dessus (99), ce qu'il faut faire pour trouver
le nombre correspondant.
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Calculs numériques.

102. PREMIER EXEMPLE :
TVimings
log x = % log 52 §78,47 — :: log 923 744,18.

log 52678 — 47216293
04 53
0,07 6

log 52 678,47 = 47216332
1
= =1,5758777 +

log 923 740 = 5,9655497

k... 19
0,1 0
018 0

log 923 744,18 = 5,9655516
— =1,4913879 —
b
log x = 0,0824898

nombre corresp. 12 091 .... 4622

' 0,7 pour ... 276

' 253

0,06 pour .... ~_2—5
x=1,209176.

103. DEUXIEME EXEMPLE :

1
® /789748
0,000 384 74
w_\/ \/ 124 723

o 4 . [ ————
V724 674 /0,000 674 257 5
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1
log & =— [log 0,000 584 74 + — log 89 748 ]
124 725

— Z[log 794 674 -+ glog 0,000 674 257 5].

log 89 748 = 4,9530248
log 124 723 =5,0959466

89748  —
log =1,8570782
124 725
1 —
= () =1,952359% +
log 0,000 584 74 = %,5851673 +
45375267
% =1,3075053 +

—_—

log 0,000 674 237 5 = %,8288130

-

= =2,9429377 +

(S) ]

log 724 674 — 5,8601427 +
4,8030804

1
-=1,2007701 —
7 , 01

log x = 2,1067552;
% =0,012786 0.

(*) Pour prendre le  de 1,8570782, on observe que ce logarithme
=—1+0,8370782 = — 3 + 2,8370782,
en rendant la caractéristique divisible par 3. Par suite
1(1,8570782) = — 1 + £ 2,8570782 = 1,9523594,

On opére de méme dans tous les cas analogues a celui-la.
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104. TROISIEME EXEMPLE :
\/ (829)°°‘
- 828
36 1 829
457 8398

log 829 = 2,91855453
log 828 = 2,91803054%

log x =

829
log 328 0,00052%419

-

561
log & — 2= ¢ 0,000 524 19.
08 % =157 X ‘

Pour éviter la multiplication par 2 157, prenons les loga-
rithmes des deux membres; nous aurons

361
log log x = log T log 0,000 524 19.
log 561 = 2 5575072 +
log 157 = 2,1958996 —
log 0,000 524 19 = 47194887 +

log log x — 5,0810963
log x = 0,0012053;
% =1,002 78.
105. QuaTniiME EXEMPLE : Quelle est la plus petite valeur
entiére de n satisfaisant a Uinégalité

(400)" 200 000
99 5

En prenant les logarithmes, puis les logarithmes des
logarithmes, on a :



104 ALGEBRE.

000 . 100
%99

200
log n > log log 2

log 200 000 == 5,30103000
log 3=10,47712125

00 000
log 2 = 4,82590875
200 000
log log =0,6833991 +
log 100 =2,
log 99 =1,99563519
100
IOSE =0,00436481

100 -
log logw=5,6399655 —

log n > 3,0434338;
n>11051;
done ' n = 1106.

106. CiNQUIEME EXEMPLE : Résoudre U'inégalité

(400)" 2000, (_93)“0
99/ 7 3 100/ |

Commengons par caleuler, approximativement,

99 180
oy
100

log 99= 199563519
150 log 99 = 299 3452785 ~+
150 log 100 = 500

99\ _
log (—) = 153452785,
100
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99 \ 150
{— 0,221 45.
(100) e 22145

99 150
— (m) < 0,778 55.
Ce dernier nombre étant un peu supérieur a 1— 19:0)“0,
il s’ensuit que I'on vérifiera I'inégalité proposee si I'on
satisfait & celle-ci :

R

99 ) 2 000
—-0
(100 > ,788 B5.

On tire, de cette derniére,

log 2 000 + log 0,778 35 — log 3
log 100 — log 99
log 2 000 = 3,5010300 —+
log 0,778 55 =1,8912865 —+
log3 =0,4771212 —
2,7151953 +

log 100 =
log 99 —1,9956352
0,0043648 —
Done
27 151 953
_ 43 468
ou : v
n> 624,64
40'%. SIXIEME EXEMPLE :
(] ,1 50 001
50 001

log x = 50 001 log 1,1 — log 50 001.
log 1,1 = 0,041 592 69
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50 001 log 1,4 = 2069,675 892 69
log 50001 = 4,698 978 7 —

2 06%,976 914 0.
x = 94 822 suivi de deux mille soixante chiffres.

408. SepTiEME EXEMPLE : Quelle est la plus petite valeur
entiére de x qui vérifie inégalité

LAY 9502
x*

Si I'on essaie x =100 et x = 200, on trouve, a cause
de log 250 = 2,397 9400 :
1001og1,1—log 100=4,139 269 —2 =2,139 269 < log 250,
92001og1,1—log 200 =8,278 538 —2,501 030 =5,977 508 > log 250.
De plus, on voit que le nombre cherché est beaucoup .
plus prés de 100 que de 200. x — 110 donne
110log1 1—log110=4 553 1959—2 041 5927=2 511 8055 > log 250.
On trouve ensuite

(,l /1 )106 (,1’,1 )107

950 9250;
106 < 2% g7~ 250

done la valeur demandée est 107. En effet,

‘l ,1 107
(—4'3;—= 250,97 (*).

Résolution des équations exponentielles.

109. On appelle égquation exponentielle celle qui a la

forme
a*=b,

(*) On peut comparer celte solution a celle que nous avons donnée ci-
dessus (81).
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a étant I'inconnue. Lorsque, comme on le suppose habituel-
lement, a et b sont des quantités positives, cette équation
admet toujours une solution réelle (82). Pour la détermi-
ner, il suffit de prendre les logarithmes des deux membres, -
dans un systéme quelconque. En effet, on trouve ainsi

xloga=1logb,
ou .
log b
52 (i)‘

X =

loga

140. Remarque. — Quand les constantes a, b sont
toutes deux plus grandes ou toutes deux plus petites que
'unité, la valeur de x est positive; elle est négative dans le
cas contraire.

Des intéréts composés, et des annuités.

144. Unesomme est placée & intérét composé quand le
préteur, au lieu de recevoir, a la fin de chaque année, I'in-
térét simple qui lui est du, le laisse & la disposition de I'em-
prunteur, de maniére & augmenter le capital.

L’intérét composé, tel qu’il vient d’étre défini, donne
lieu aux problémes suivants :

142. Prosuime I. — Quelle est, au bout de n années, la
valeur A d’un capital a placé ¢ intérét composé, le taux
étant de r pour franc par an?

r étant l'intérét de 1 franc, ou, plus exactement ,  étant
le rapport entre cet intérét et 1 franc, il s’ensuit que 1 franc
vaut, A la fin de I'année, 1t x (1 + r). Par suite, un capi-
tal quelconque @ vaut, au bout d'un an,’a (1 +r) =a'.,

Si, & la fin de I'annce, 'emprunteur ne paie aucun inté-

(*) Les inégalités proposées dans les n>* 105 et 4106 ont été résolues
par ce moyen.
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rét au préteur, il jouit, pendant I'année suivante, de cet
intérét et du capital @ : les choses se passent comme si, au
lieu d'avoir regu primitivement @, I'emprunteur avait re¢u
la somme a’ au commencement de la deuxiéme année (*).
Conséquemment, et d’aprés la formule précédente, le capi-
tal @ vaut, apres deux ans,

ad(l+r)=a(l+r)}
En répétant le méme raisonnement, on trouve
A=a(1+7) (1)

113. Prosreime 1. — Aprés combien d’années un capital
a, placé a intérét composé, acquiert-il la valeur A?

Il est clair qu’il s’agit de résoudre I'équation (1), par
rapport & n. Cette résolution se fait commodément au moyen
des logarithmes; elle donne (109)

logA—1loga
" Tlog(w1)

444, Prosrive III. — Quelle valeur produira-t-on au
bout de n années, si on place , au commencement de cha-
cune, un méme capital a, et qu’on accumule, avec toutes ces
sommes, leurs intéréts composés ?

D’aprés la formule (1), cette valeur est la somme s des
termes de la progression par quotient :

a(l+7r", a(l+r" ., a(l+71);
donc
(A +r)r—1

s=a(l+r)
’

445. ProuiMe IV. — Quelle somme b doit-on payer

(*) On peut encore supposer que I'emprunteur rende, au préteur, le
capital a’, et qu'il le reprenne aussitot.
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annuellement, pour amortir, au. bout de n années, un capital
a et ses intéréls composés?

Cette somme b est ce qu'on appelle une annuité. Pour
la déterminer, il suffit d’exprimer que la valeur du capital
a, 4 la fin.de la n®™ année, est égale 4 la somme des valeurs
des n annuités, au bout de ce méme temps. On trouve
ainsi, en appelant r I'intérét de 1 franc,

a(l+r)=b(l+7r)+bM+r)2+ . +b(1+7)+ b,
A+ —1
r

on a(l+7r"=b

2)

Cette formule générale donne la solution de diverses
questions relatives aux annuités.

Si, par exemple, on veut trouver combien il faut d’an-
neées pour amortir un capital a, au moyen d’annuités égales
d b, on devra résoudre I'équation (2) par rapport a n. Or,
en faisant passer (1 + r)” dans le premier membre, on
obtient d’abord

" (1) (b —ar)=0b;

puis, en prenant les logarithmes des deux membres,

n=logb—log (b—ar). )
log (1 + )

446. Discussion. — 1° Si I'on suppose b > ar, c’est-a-
dire si Pannuité surpasse Uintérét simple du capital, la for-
mule (3) donne, pour n, une valeur finie et positive. Cette
valeur est d’autant plus grande, que I'excés de b sur ar est
petit. '

2° Si b= ar,

logb —log O
- log (1 +7). '

Or,log 0=— o0 ; done n =+ oo . Il est facile d'interpréter
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ce résultat : quand I'emprunteur ne paie, a la fin de chaque
année, que l'intérét simple du capital, il doit toujours le
capital ; on ne peut donc demander & quelle époque la dette
sera éteinte.

Ce cas est celui des rentes perpétuelles.

3° Enfin, si 'on suppose b < ar, c’est-a-dire si annuité
est moindre que Pintérét simple du capital, le second mem-
bre de la formule contient le logarithme d’une quantité
négative ; cette formule ne donne donc aucune valeur réelle
pour n (86, 7°). C’est ce qu'il est encore facile d’expliquer.

En effet, on vient de voir que la dette est constante si
I'annuité est égale a I'intérét simple; donc, quand elle est
inférieure & celui-ci, la dette, au liew de diminuer, augmente
sans cesse. Ce résultat, qui peut paraitre étrange, est une
conséquence naturelle du principe de I'intérét proportion-
nel au temps. ‘

Exercices.

l.. Pendant combien d’années doit-on laissei‘ un capital,
placé & 4 pour 100, pour que la valeur en soit décuplée?

Réponse : Pendant un peu plus de 52 ans.

II. Thomas Parr vécut 152 ans (*). Si, & partir de sa
vingt-cinquiéme année, il avait placé tous les ans, au taux
de 6 pour 100, une somme de 10 livres sterling, combien
ses héritiers auraient-ils du recevoir & sa mort?

Réponse : 28 900 livres.

III. Aprés combien d’années aura-t-on amorti un capital
de 100 francs, emprunté a 5 pour cent, si I'on paie, annuel-
lement, 5f,10? '

Réponse : Au bout d’environ 80 ans.

(*) I mourut en 1634.
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IV. Combien vaudra, 4 la fin de 1899, une somme de
1franc, placée, a B pour 100, au commencementde ’an 800?

Reéponse : 203 300 000 000 000 000 000 000 francs.
V. Discuter la formule .

1_29
n\"
y=p':e—(1+m6)‘ -

VI. Quelle est la'plus petite valeur entiére de ox satis-
faisant a I'inégalité
(1,01 > 1022
Réponse : x = 917.

VII. Une personne emprunte pour un an, ¢ éntérét com-
posé, un capital a. Elle convient de se libérer au moyen de
n paiements égaux, effectués & des intervalles de temps
égaux entre eux : le premier paiement sera fait%d’année
aprés le moment de I'emprunt. Le taux de I'intérét est de
Z pour franc, pour 1—1 d’année. On demande :

1° La valeur b de chacun des paiements ; :

2° Vers quelle limite tend le rapport ’f;b, lorsque » aug-
mente indéfiniment?

3°. Comment varie cette limite lorsque r diminue?

4° Quelle est la valeur de cette limite pour r =07?

VIII. On veut amortir, en n années, un capital « et ses
intéréts composés, an moyen d’annuités décroissant comme
les nombres n, n—1,n—2, ..., 3,2, 1. Le taux de I'in-

(*) Dans cette nouvelle formule Tintérét composé, y est Vintérét de
1L pour n anndes; p représente le quotient entier du fauz (intérét de
1%, pour un an), par

1 100
—(1+—) =0,013468..
e (1-.-1 00) 0,013 468

Quand n augmente indéfiniment, intérét y tend vers p (e—1).
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térét estr pour franc. Quelle est la valeur du premier paie-
ment? :
Réponse : nr? (1 + 7)? "
(ar — 1) (A7) 41

IX. Un nombre entier, inconnu, est représenté par n
chiffres dans le systéme de numération dont la base est b;
combien faut-il de chiffres pour I'écrire dans le systéme
dont la base est b’?

Réponse : x étant le nombre de chiffres cherché, on a

log . b
log. b/

b
(n—'l)n Lz <"1+72

log .
log
X. Les nombres a, b étant commensurables, dans quel
cas la valeur de x, donnée par I'équation a*=0b, est-elle
commensurable ?
XI. Résoudre I'équation

q=s et — ),

Les nombres a, b, p, g étant entiers, dans quel cas les
valeurs de x sont-elles commensurables?
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1I1.

DERIVEES.

CHAPITRE VII.

THEORIE DES DERIVEES.

Préliminaires.

44%. Si, dans I'équation & deux variables

y=1(x), )

on attribue & x un accroissement / (*), y prend un accrois-
sement correspondant k, déterminé par la relation

y+k=f(x+h).
La valeur de cet aceroissement est done
k={f(x+h)— [ ()

Par suite, le rapport entre Uaccroissement de la fonction et
Paccroissement de la variable a pour expression

k_farh)—f@) ‘
b @

Cela posé, si h diminue indéfiniment, il en est de méme

(*) Lraccroissement k peul étre positif ou négatif : ordinairement, on le
suppose posilif.



114 ALGEBRE.

pour k. Mais comme, & chaque instant, le rapport { a une
valeur déterminée, on congoit que cette valeur tend vers
une certaine limite, qu’elle atteint seulement lorsque 4, et
par suite k, sont devenus égaux a zéro. Cette limite, qui
dépend de la nature de la fonction f(x), est dite la dérivée
de f(x). Par conséquent,

On appelle dérivée d’une fonction la limite vers laquelle
tend le rapport entre Paccroissement de cette fonction et
Uaccroissement de la variable, lorsque celui-ci tend vers zéro.

148. Remarque. — Si, dans I'équation (2), on suppose
h==0, le second membre devient 3. Par suite, pour trouver
directement la dérivée d’une fonction, on devra, dans la
plupart des cas, mettre le rapport % sous une forme telle,
que la limite de ce rapport, cest-a-dire la dérivée, ne
semble plus indéterminée.

119. Soit, par exemple,

y=f(x)=2o"— 20+ 7;
alors
y+k=@+hf—2(x+h)+7,

puis ;
k 3x%h + 5xh®+ h®— 2h

e h

Si I'on faisait tout de suite A =0, le numérateur s’annu-
lerait en méme temps que le dénominateur ; mais, & étant
facteur commun aux deux termes, on a

%=5m’+5xh+h’——2.
h

Actuellement, si A tend vers zéro, les termes 3xh et h?
diminuent indéfiniment, tandis que les autres sont con-
stants. Done

lim %: [ (x) =3x*—2.

Nous venons de vérifier, dans un cas trés-simple, l'exis-
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tence de la dérivée; cette vérification a été faite sur toutes
les fonctions que considére I'Analyse. On peut d'ailleurs, de
la maniére suivante, rattacher la théorie des dérivées ala
théorie des tangentes.

120. Turorene. — Le coefficient angulaire de la tan-
gente G une courbe est égal ¢ la dérivée de ordonnée par
rapport a Uabscisse. ‘

On sait que la tangente MT
a une courbe AB, en un point
M, est la limite des posi-
tions d’une sécante MM'S qui
tourne autour du point M,
suppose fixe, jusqu’d ce que
X le second point M’ d’intersec-
tion vienne se confondre avec le premier.

Cela posé, et y={(x) étant I’équation de AB, menons MR
paralléle & Ox. Soient alors x, y les coordonnées du point
M, et x + h, y + k les coordonnées du point M'; de sorte
que h représente I'accroissement PP’ de I'abscisse OP, et k
'accroissement M'R de I'ordonnée PM. Lorsque le point M’
parcourt I'are BM, en se rapprochant de M, le coefficient
angulaire de la sécante MM’ est, & chaque instant, égal a
1:12, c’est-a-dire égal a . Si donc a est le coetﬁcnent angu-
laire de la tangente ] VIT, on a simultanément, & cause des
triangles semblables MM'R, S'MP :

S 0T P P’

MP MP . MP
0=_—= —=lim ——
TP lim.SP S'P
k. MP k MP
—=— lim-=Ilim—=>
h SP h S'P

puis, par la définition de la dérivée (14%),
(@)= ()

1214. Remarque. — Cette équation fondamentale est en
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défaut dans un seul cas : celui oi la tangente MT n’existe-
rait pas (*). En le laissant de coté, on conclut, du théo-
réme précédent, que foute fonctzon continue a une dérivée.

a22. Expressions du rapport 7+ — L. Ce rapport ayant
pour limite f’ (x), on peut le représenter par f (x) + 5,
¢ étant une quantité qui s’annule avec h. Ainsi,

k
T=F )+
ou k=h[f" (x)+ €]

I1. Si, comme le suppose
la figure, les fonctions f(x),
f' (x) restent continues de-
puis le point M, dont I'ab-
scisse est x, jusqu'au point
M’, dont I'abscisse est x—+h,
Parc convexe MEM' admet
au moins une tangente CD
parallele @ MM'. Soit « T'abscisse du pomt de contact E.
D’aprés I'équation (3),

7="I"(a)

La quantité «, intermédiaire entre x et x + h, peut ére
représentée par x -+ 0h, 0 étant une fraction proprement
dite. Donc

=" (% -+ oh).

S|

123. Dérivée de la variable indépendante. — Si 'équa-
tion (1) se réduit & y = x, I'accroissement k devient égal

(*) Les courbes représentées par
1
y = sin e y=uasin (17), etc.

n'ont pas de tangente a Porigine.
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a l'accroissement h. Donc%='l, lim%=J’= 1: la dérivée
de la variable indépendante est égale & Vunité (*).

124. Dérivée d’une constante. — Elle est évidemment
zéro ().

-

Dérivée d'une somme, d’'un produit, ete.

125. Dérivée d’'une somme. — Soient u, v, w, ... des
fonctions de x, dont les dérivées u', v',"w’, ... sont suppo-
sées connues, et soit y la fonction formée avec les pre-
miéres, par voie d'addition ou de soustraction, de sorte que

Y=U+V— W+ -

Donnons & x un accroissement quelconque Ax (***) : u;, v,
w, ..., ¥ prendront les accroissements correspondants Au,
Av, Aw, ..., Ay; et nous aurons

Y4+ AY=1U 4 AU+ V 4+ bV — W — AW 4 -+
puis, en retranchant membre & membre,
AY = AU + AV — AW + - ("),

Divisant tous les termes par Ax, et passant d la limite,
nous trouvons

Y Y Y . Aw
lim —‘/=hm—— + lim — — lim — + -
Ax ax Ax AZ

ou enfin, en désignant par y’ la dérivée de y,
Y=u'+v—w + . (%)

(*) Ceci revient & dire que la bissectrice de 'angle formé par les par-
ties positives des axes a, pour coefficient angulaire, Punité.

(**) En effet, toute paralléle a I'axe des abscisses est représentée par
y=2>. ’

(***) La caractéristique A indique la différence qui existe entre deux
valeurs d’une variable, ou I'accroissement qu’'elle subit en passant de la
premiére valeur a la seconde.

(****) Cette relation exprime que I'accroissement d'une somme est égal
a la somme des accroissements des parties, ce qui est assez évident.
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Ainsi, la dérivée d’une somme ou d’une différence de fonc-
tions est égale & la somme ou d la différence des dérivées de
ces fonctions.

426. Dérivée d’un produit de deux facteurs. — Soit

Y = uv, (5)

u et v étant des fonctions d’une variable indépendante x.
En opérant comme dans le numéro précédent, on a, suc-
cessivement,

Y+ Ay = (u + su) (v + Av),
Ay == uAV + VAU + AUAV,

, ; . [au
y' =uv’ + vu’ + lim [— av].
ax

Le facteur % tend vers la quantité finie «', tandis que le
facteur Av a pour limite zéro; done

Au
lim (— Av) =0,
A

et Yy =uv' + vu'. (6)

Ce résultat s'énonce ainsi : La dérivée d’un produit de
deux facteurs est égale au premier facteur multiplié par la
dérivée du second, plus au second facteur multiplié par la
dérivée du premier.

42%. Remarques. — I. Si 'un des deux facteurs est
constant, c¢’est-a-dire si le produit a la forme y = av, on a
simplement

y'=av'.

II. En divisant membre & membre les égalités (6) et (5),

on obtient

u
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Par conséquent, le rapport entre la dérivée d'un produit et
ce produit, est égal ¢ la somme des résultats que ’on obtient
en divisant la dérivée de chaque fucteur par ce facteur.

128, Dérivée d’un produit de plusieurs facteurs. —
Nous commencerons par faire voir que si la derniére pro-
position est vraie dans le cas de n — 1 facteurs, elle sub-
siste pour n facteurs : ce lemme étant démontré, la propo-
sition sera générale, puisqu’elle a lieu dans le cas de deux
facteurs.

Soit Y=y Ug. Us . Up_y .[U,,

ou
y="Pu,,
en posant
P=wu.uy. uz...u,_,.
Par hypothése,
P ouy  wy Uy
A e

. P Uy U Up_y
-

Dr’ailleurs
y—, = E + i";
1 P Uy

done

l’ % + e ST
Y U Uy Upy U,

ce qu’il fallait démontrer.
Actuellement, multiplions par y = wus ..... u, les deux
membres de la derniére égalité; nous aurons

Y' == Uglls... U, Uy ~+ Uyl .. U, Ug -+ + Ugthg ... Uy, (7)

Ainsi, la dérivée d’un produit est égale & la somme des résul-
tats que Pon obtient en multipliant la dérivée de chaque fac-
teur par le produit des autres facteurs.

129. Dérivée d’un quotient. — De

on conclut vy = u;
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puis, en appliquant la remarque ci-dessus,

! ’ 4
Coww
l: —_———
y u v
et enfin ,  vu —u'
Y _T

Donc, la dérivée d’une fraction est égale au dénominateur
multiplié par la dérivée du numérateur, moins le numéra-
teur multiplié par la dérivée du dénominateur, le tout divisé
par le carré du dénominateur (*).

130. Remarque. — Si la fraction a la forme y =2, a
étant une constante, a’'=—0 (12%), et

’
%,

»?

431. Dérivée d'une puissance. — Soit y = u", I'exposant
étant d’abord supposé entier positif. Cette fonction est le
produit de n facteurs égaux a u; done, par la formule (7),

Yy = nu"'u'.

s

Ainsi, pour trouver la dérivée d’une puissance de fonction,
on multiplie la puissance par son exposant, on diminue
dune unité cet exposant, et Uon multiplie le résultat par
la dérivée de la fonction.

Celtte régle subsiste, quelle que soit la forme de I'expo-
sant n.

1° Sin =%’, p et q étant entiers positifs,

y! =
puis qy*y’ = pwr~h ()3

(*) La notation algébrique est, on le voit, plus commode que le langage
ordinaire.

(**) En effet, si, dans y7=u?, on remplagait y et u par leurs valeurs,
on obtiendrait deux fonctions identiques, dont les dérivées seraient iden-
tiques.
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mais Yy’ —4.
yq_‘ = J—= u" %
)
done
»
y=Lu .
2° Soit n=—p, p étant entier ou fractionnaire , mais
. 1 .
positif. Alors y — —; puis (129)
—1,,7
, pur'u
Y= —"———=—pur
4 u¥ P ’

ou
y'=nu""u'.

132. Dérivée d’une racine carrée. — Dans le cas parti-
. i —
culier de y = u*=V"u, on a

, 1 __;_ , u’
y =?u U = —
2 2V u

Done, la dérivée d’une racine carrée est égale a la dérivée
de la fonction placée sous le radical, divisée par le double
du radical.

Dérivées des fonctions algébriques.

188. Au moyen des régles précédentes, on trouve aisé-
ment la dérivée d'une fonction algébrique et explicite quel-
conque. Voici quelques exemples simples :

L. Soit ‘

Y =A™ + Ax" "+ Agx™ + oo + A, _x+ A,

un polyndme entier par rapporta x. On a, par I'application
des régles (4), (6), etc.,

Y=mAx™ ! +(m—1) A 2™+ (m — 2) Agx™ P+ oo + Ay
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II. Plus généralement, soit
y = Ax™ + Bx" + Cx? + Dx? + ...,
les exposants étant quelconques : la dérivée est
y'=mAx™" + nBx"! + pCx?~! + qDx?* 4+ .

Ainsi, la dérivée d’un polyndéme, fonction d’une lettre x, est
égale d la somme des résultats que Uon obtient en multi-
pliant chaque terme par Pexposant de x, et en diminuant
d’une unité cet exposant.

111. y = (x* — 5z — B)* (x* + 2z — 1)
La fonction y est le produit de deux facteurs, lesquels sont
des puissances de polynomes. Donc (126)
y = (@®—3For — B3 (2 + 20 — 1) (2x + 2)
+ (2 + 22 — 1)* 2 (a® — 52 — B) (32* — 3)
=6 (x*— 35z — B) (2® + 206 —1)F (x + 1)
)

x[x5—5x——5+(x‘z+2x——1 (x—1)],
ou

y’=6(x3—-5x——5)(x2+2x—1)2(x+l)(‘.)acg—t—x?—ﬁx—lf).
Iv. Vialaes Vsl
"_l/= -+ : .
Veeal—x Ve+lagx
x
(\/x +1— m) (‘/ o 1)“(l/aci—&—1+ac) (\/ac"+1 “'1)
N (\/902+1-—w)2
x . x
— ) —(VET 1
Vi ) (l/x +1—x) (\/m+ )
(V acﬂ+1+ac)2

(Vi)

-+

2
Vel (Vari—a) Vel (Ve dsx)
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ou, aprés quelques réductions,
y =85 ().

142+ 2% 4+ .o 4 g
V. y=

1+ 2+ 2+ -0 4 gt

Si I'on multiplie par 1 — x les deux termes,

i1 —ar )
Yy = .
Y 1 — o
Done
, qmq—l (,1 J— a-ﬂ) I px?‘—’ (1 _ x'l)
- (1=
ou

Qx40 !) — pa? ! (a2’ )

(1—x) (1 4+ 2+ 2?4 )
On a, identiquement :

14+2+22 4+ 2P = (1—x) (1 + 200+ 302+ o- + paP ™) + pa?,

T+ + a0t =(1—2x) (1 +200+ 32+ -+ +-g2?™4) + gt
Par conséquent, I'expression précédente se réduit a

o qrr (1420043 pa~ ) —par (1 + 22434 4t ™)

(14242422~

Cette valeur est plus simple que celle que l'on aurait
trouvée en prenant, immédiatement, la dérivée de y (**).

(*) On arrive plus rapidement a ce résultat, si 'on commence par mettre

la fonction y sous la forme
y=2(22%+1).

(**) La comparaison des deux résultats donne cette identité :

qut— (142243224 - - ~+-paP—1) — pxP—t (142043224 --+qx1—1)
= (14042421~ ) [1 420432244 (p — 1) 2P—2]
— (14 2+ 2P~ ) [1 4204322+ (g — 1) 27-2].
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Dérivées des fonctions de fonctions.

134. Soient y = f(u), u="F (x) : y est fonction d’une
fonction de la variable indépendante x; et il s’agit d’expri-
mer la dérivée de y, relative a cette variable, au moyen des
dérivées [’ (u) et F' (x), et sans remplacer u par sa valeur
dans f(u).

Donnons & x I'accroissement Ax : y et u prendront des
accroissements correspondants, Ay, Au; et nous aurons

Ay Ay AU .

= su aalh
d’ot, en passant 4 la limite, et en désignant par y' la dérivée
de y par rapport a x,

y=/"(). F ),

y' =f (u).v.
185. Sil'on avait

ou encore

y=f), u=F(), v=y(),

on trouverait, avec la méme facilité,
yY=F(u).F().¢();

et ainsi de suite. Done, en général :

La dérivée d’une fonction de fonctions est égale au produit
des dérivées des fonctions qui la composent, chacune de ces
dérivées étant prise par rapport a la variable dont la fonc-
tion dépend immeédiatement.

(*) En général, A, B, C étant trois grandeurs de méme espéce, le rap-
port de la premiére grandeur a la deuxiéme, multiplié par le rapport de
la deuxiéme d la troisiéme, donne le rapport de la premiére d la troi-
siéme. (B., Arith., 208.)
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136. Remarque. — La régle qui nous a donné la déri-
vée de u” (181) peut étre regardée comme une application
de ce théoréme.

Dérivées des fonctions logarithmiques ou exponentielles.

137. Dérivée de log x. — La base du systéme de loga-
rithmes étant quelconque, on a, successivement,

y=Ilogx, y-+k=Ilog(x~+h),

L

] =

log (x +h)—logx 8 (1 +x)
h o h

Si I'on supposait h =0, le second membre prendrait la
forme 2, ainsi quon pouvait s’y attendre (118). Pour faire
cesser I'indétermination apparente, on remplace'g par %, n
étant un nombre que I'on fera croitre indéfiniment; et I'on
a, par les propriétés des logarithmes,

k
P=

Lorsque = croit, ( + ;1)' tend vers le nombre e (65). En
faisant attention que

. o(, Ay . 1\,
lim log[(d-f-;) :I_loa[llm (4-1—17) ](),

. (*) Généralement, si une variable « tend vers une limite a, et que f
désigne une fonction continue,

lim /() =/ (a),
lim /(z) = f (lim z).
11 suffit, pour démontrer cette proposition, de considérer la courbe repré-
sentée par y = f(x).

ou
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on a donc
ko
lim 5=y =;log e;
ou, en désignant par M le module, égal a log e (94),

, M
=z
S'il s’agit des logarithmes népériens, M =1; donc la
dérivée de

y=lx,
est
L1
Y = —-
Y=z

188. Remarque.— D’aprés le théoréme ci-dessus (134),
la fonction de fonction, y =1u, a pour dérivée

,
1/ _——
' u

139. Dérivée de a*. — Soit y = a®, ou
x=1log, y.

Prenant les dérivées des deux membres, et appliquant
le méme théoréme, nous avons

Par suite,

’

—J_
Y=

2|8

Drailleurs, le module M est égal & - (98); donc enfin

y'=ala:
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la dérivée de Uexponentielle a* est le produit de cette expo-
nentielle par le logarithme népérien de a.
140. Si y=¢,
y=e€=y:
la dérivée de la fonction e* est égale @ cette fonction.

141. Remarque. — Le théoréme relatif aux fonctions de
fonctions (134), donne encore, pour la dérivée de y—¢",

y ="
Dérivées des fonctions clirculaires.

142. Dérivée de sin x. — De y = sin x on déduit, en
suivant la marche ordinaire,

_ k  sin(x+h) —sinx,
R 3 ’
ou (%) ‘
i 1
2 sin 1h cos (x + 1 Iz) sin —.h
k 2 2 2 ( 1 )
- = = cos|x +—=nh)-
h h 1 S\ 2
—h
2
sindh
Le rapport —— a pour limite I'unité (**); donc
! .
lim-=y'= .
im - =y'=cos x

Ainsi, la dérivée du sinus est égale au cosinus.
148. Dérivée de cos x. — Pour former la dérivée de
. . Y 4 .
y == cos x, remplacons cette fonction par sin (E—w), nous

(*) (B., Trig., 24).
(**) (B., Trig., 30).
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aurons, d’aprés le théoréme relatifaux fonctions de fonctions,
T S TR
et en observant que 7 — x a pour dérivée (— 1),

y'=—sinx:

la dérivée du cosinus est égale @ moins le sinus.
144. Dérivée de tang x. — De
. sin x
=lang ¥ = ——
y="ng cos x
on conclut (229)

€0S X . COS X -+ sin x . sin &

’
— 2
Y cos® x

ou .
1
cos®

’

y:

Dérivées des fonctions circulaires inverses.

145. Dérivée de arc sin x. — Si la valeur de x, tirée
d’une équation y = f(x), est x=F (y), les fonctions f, F
sont dites inverses 'une de l'autre. Par exemple, la fone-
tion inverse de x = sin y est y = are sin x (*).

Cela posé, pour trouver la dérivée de cette derniére fonc-
tion, servons-nous de I'équation

o ==siny.

En prenant les dérivées de deux’ membres, par rapport
a x, nous avons

Mais

1=cosy.y'.
cosy =+ V1—sin*y=+ V1 —a* (*);

(*) Cette notation signifie que y est l'arc dont le sinus est x. Autrefons,
on écrivait y = arc (sin = z).
- (**) On suppose I'arc y compris dans le premier quadrans.
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done , 1

y=-———.

1— «?

146. Dérivée de arc cos x. — Un calcul semblable au

précédent donne, pour la dérivée de y = are cos x,
1

V1—g?

147. Remarque. — Lorsqu’un are o, compris entre 0
et%, va en croissant, son sinus (3 augmente, et son cosi-
nus y diminue. Par conséquent, le rappor -ﬁ—g est positif,
et le rapport 2—‘;‘/ est négatif. La limite du premier rapport,
ou la dérivée de arc sin {3, est donc positive; tandis que la
dérivée de arc cos y est négative. On arriverait & des résul-
tats différents si I'on faisait d’autres hypothéses sur I'arc o.
En général, la dérivée de y = arc sin x a le signe de cos y;
et la dérivée de y == arc cos x a le signe contraire a celui de
sin y.

148. Dérivée de arc tang x. — De y =arc tang x, on
déduit '

!

y=

.

x=tang y;

puis, en prenant les dérivées,

’

Y
.2
cos® y

=y {1+ x%,

ou g
y =

*
1+ xﬂ( )

149. Remarque.— Les dérivées des fonctions transcen-
dantes arc sin x, arc cos x, arc tang x sont algébriques ; la
troisieme dérivée est méme rationnelle.

(*) Nous engageons le lecteur a chercher, directement, les dérivées des
fonctions a*, cos x, tang &, arc sin x, arc cos &, arc tang .
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Dérivées des fonctions composées.

150. Soit y = F (u, v), u et v étant des fonctions de la
variable indépendante x : il s’agit, comme dans le cas d’une
fonction de fonctions (134), d’obtenir la dérivée de y, rela-
tive & x, sans remplacer u et v par leurs valeurs ¢(x) et ¢(x).

Donnons a x un accroissement Ax; mais, afin de mieux
.apercevoir la partie de la variation de y qui dépend de u et
celle qui dépend de v, supposons, pour un instant, que u soit
une constante, v étant variable : y deviendra F (u, v+ Av);
et son aceroissement partiel sera

F (u, v + av) —F (u, v).

En second lieu, dans F (u, v + Av), regardons v + Av
comme une constante, et faisons varier w; nous aurons,
pour la valeur finale de y,

F (u + Au, v + av) (%),
et, pour le second accroissement partiel,
F (u + Au, v + av) — F (u, v + av).

Du reste, la somme de ces deux accroissements partiels
ou virtuels est égale a 'accroissement total ou réel Ay; car

ay=F(u + au, v + av) — F (u, v)
= [F(u+ du, v + av) — F (u, v + 4v)] )
+ [F(u, v + av) —F (u, v)].

(*) 11 est assez visible qu’au lieu de substituer z -+ Az dans u et dans v
en méme temps, on peut faire cette substitution en deux fois. Par exemple,
si y=wu -+ v, on obtiendra d’abord, en supposaut u constante,

U-+v+ Av;
puis, en faisant varier u dans ce premier résultat,

U~ AU 4V 4 Av.
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Actuellement, d’aprés la formule
k= h[f (x) + €],
démontrée précédemment (122), on a

F(u, v + av) —F(u, v)=[F, (u, v) + p] av,
F(u+ au,v+8v) — F(u,v+ av) = [F, (1, v+ av) +a] au.

En outre,
F,(u, v + av)=TF, (v, v) + o :
B, «, 7y sont des quantités qui s’annulent avee Av, Au, Av;
I'indice désigne la quantité par rapport a laquelle on prend
la dérivée.
Si I'on substitue dans (1), on a

sy =|[F, (u, v) +» + o] au + [F. (u, v) + ] av,
puis
Ay

Aac=|:F.',(u,v) “+ ¥+ a]—i;—: + [F;,(u,v) + ﬁ]i—:;;

et, en passant a la limite,
y'=F,(u,v). v + F,(u,v). 0. (2)

Or, F, (u, v) .« est la valeur qu’on trouverait pour y' si,
supposant v constante, on appliquait.la régle relative aux
fonctions de fonctions (134) : c’est la dérivée partielle de y
considérée comme une fonction de la fonction ». De méme
F, (u, v). v est la seconde dérivée partielle de y. La for-
mule (2) exprime donc que: la dérivée compléte d’une fonc-
tion composée est égale @ la somme de ses dérivées partielles,
obtenues en appliquant le principe des fonctions de fonctions.
151. Remarque. — Les régles relatives a la dérivée d'une
somme, d’'un produit, d’'un quotient, ete., sont, comme on
devait s’y attendre, des conséquences de ce théoréme.



132 ALGEBRE.

152. Applications. — 1. y = u’. Sil'on suppose v con-
slante, y est une puissance, dont la dérivée a pour valeur
(131) vu~"u'. De méme, w étant constante, la dérivée de
I'exponentielle v’ serait (139) u*v'lu. La somme de ces deux
dérivées partielles est i

y' = vu'"u’ + u'v'lu. (3)
II. y =2°. La formule (3) devient, si I'on y fait

u=v=ur,
y' =2 (1 + Ix).

11l y=(1+ 1)’.

X

La méme formule donne, en supposant

1
w=414+—- v=u:
x

=i [ e 4o

are tang x
x‘A)e

Iv. y={1-+

En posant w=1 -+ a?, v= ¢utamss

(*) On arrive plus simplement 4 ces derniers résultats, en cherchant la
dérivée de ly. Par exemple, de

- 1+1)‘
=12,

on.conclut
ly=ual (l -+ —) )
puis
1
2 = z “+1 (1 -+ "") H
Y 1
14—
x

ete.
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on obtient, encore par la formule (3),

2
yl = earetangz ('l 4+ xi)e“"’ tangz  ~X

1+
arc tang r l('l -+ .’Ei)
1 2)e27¢ 1308 retangz .
.+( + x°) e T
ou L 2+ 1(1+ o?)

1 X et tang z (‘l + x?)e“" tang 1"
+ X .

Dérivées des fonctions Implicites.

153. Les régles précédentes donnent le moyen de for-
mer la dérivée d’une fonction explicite quelconque, algé-
brique ou transcendante, quelle qu’en soit la complication.
Avantde passer au cas des fonctions implicites, supposons
que I'on donne

z=F(r,y), y=y¢(x),
et que I'on demande la dérivée de z par rapport a la va-
riable indépendante x. On aura, en regardant z comme une
fonction composée (150), et en écrivant F,, F, au lieu de
F. (%, 9), F, (x, y) :
Z=F,+ y'F, ().
154. Soit actuellement
F(x,y)=0

une équation donnée, non résoluble par rapport a y. En
représentant par z le premier membre, nous aurons

2 =F, + yF,

(*) On voit qu'une méme fonction z peut avoir deux dérivées relatives
a une méme variable indépendante z; savoir : une dérivée partielle Fy,
et la dérivée totale z'. Pour éviler loute ambiguité, on désigne quelque-
fois la premiére sous le nom de dérivée par rapport a la lettre x. Du
reste, un peu d’habitude rend inutile cette dénomination.
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Mais, dans le cas actuel, la valeur de y = ¢ () est de telle
nature, que z est constamment zéro. Donc z' = 0, et

F,

F,

Ainsi, la dérivée de la fonction implicite y, déterminée par

Péquation F (x, y) =0, s’obtient en divisant la dérivée du

premier membre, relative a la lettre x, par la dérivée rela-

tive a la lettre y, et en changeant le signe du quotient.
155. Application. — De I'équation

o+ Yy —1=0,

qui n’est résoluble ni par rapport & ¥, ni par rapport 4 x,
on conclut
. ya ™+ y'ly
y= xy* !+ oVl

Dérivées successives.

156. La dérivée y' d’une fonction y, étant elle-méme
une fonction de la variable indépendante 2, a aussi une
dérivée, que I'on obtiendra, comme y', par I'application
des régles précédentes. Cette dérivée de la dérivée est dite
la dérivée deuxiéme de y: on la représente par y”. De
méme, la dérivée de y”, ou la dérivée troisiéme de y, est
désignée par y''’. Et ainsi de suite. _

157. Dérivées successives d’un polynome entier. — Soit

Y=Ax" + Ax" " + o+ A, A
On a, successivement :

Y =mA" ! 4 (m— 1) A" 4 oe + A,y
y'=m(m—1) A" "+ (m—1) (m—2) Aa™ oo +-1. 24,5,
y™=m{m—1)...5.2.1A,,
y(m-i-l) J— O.
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Ainsi, les m — 1 premiéres dérivées d’un polyndome
entier, de degré m, son! des polynomes entiers, dont les
degrés sont (m— 1), (m — 2),...,1; la dérivée m"™™ est
une conslante; et les dérivées suivantes sont nulles.

158. Dérivées successives de lx, €%, sin x, cos x. — Si
I'on prend

y =lx, y =e, y =sinx,, y =cosux,
on trouve :

D
y =z, y' =¢€, y' =cosx, y =—sinzx,
y'=—1.27% y'=e, y’'=—sinx, y'=—cosx,
y"'=1.2275, y'"'=¢, y''=—cosx, y''=sinux,
y'=—1.2.57% y"=e¢, y"=sinx, y" =cosx,

Théoréme de Taylor.

159. On donne ce nom & la formule suivante, qui
permet de développer une fonction quelconque de x + A,
suivant les puissances entiéres et positives de I'accrois-

sement A :
2

. h 3
o) = (@) 1 /(@) + 15 @)+

h?

1.2.3

" (@) (1)

Dans le cas d’une fonction entiére, le seul dont nous
ayons a nous occuper ici, le second membre se termine par

hm
1.2.3...m

" (@),

m étant le degré de f(x) : en effet, ™ (x) est une con-
stante (15%7).
Pour démontrer cette formule, remarquons d’abord que,
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si f(x) se réduit 4 Agx™, elle devient, aprés la suppression
du facteur commun Ay,

: h h?
(x + B)y" =a™ +]—mx"‘*" + —m(m—1)x"? 4 ...

1.2
h™
+—m(m—1)..3.2.1;
1.2.3...m
c'est-a-dire qu’elle ne différe pas de la formule du bindme

(a7).

En second lieu, il est facile de voir que si le théoréme de
Taylor est vrai dans le cas de deux fonctions ¢ (x) et y (x),
il subsiste pour la fonction F(x) formée par la somme de
ces fonctions. Soient, en effet,

h B kb

la+h)=p(e) 1 ¥ (2) + 5 () + gz )+ (@)

“h R K
$(x+h)=y(x)+ - 7 () +—¢” (ox) + 135 — "' (x) ++, (3)
Fx)=¢ (x) + ¢ (%). (4)
Ajoutant membre & membre les égalités (2),(3), et ayant
égard au théoréme sur la dérivée d’'une somme (125), on
trouve, & cause de I'équation (4),

I‘(a:+h)_F(x)+hF’(a.)+£F"( x) + 11;5 ) +

Cela posé, la formule (1) étant démontrée dans le cas ou
f(x) se réduit a Agx™ ou & A;x™, subsiste done si

[(x) = Agx™ + Ax™',
De méme, étant démontrée pour ce deuxiéme cas et pour

celui de
f(x) J— Aﬂxm-ﬂ’
elle I'est pour

f(x) =A™+ Ax™" + Ap™ 2

Et ainsi de suite.
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En résumé, si
[(%) =A™+ A™ ™ 4 Agx™? + . +- A, x + A,

le développement de f(x + k) est
h B,
f(x) +Tf’(ac) + E/ (x) 4 +or =+ Agh™.

160. Remarques. — 1. Si le polyndome f(x) a ses coeffi-
cients entiers, les fonctions

f’(x), f" (x) f"”(x),
1 12 123

sont aussi des polynomes & coefficients entiers. En effet,
ces fonctions sont les coefficients des puissances de &, dans
f(x + h). :

II. ’% est la moitié de la dérivées de f—im) De méme

[ (),
1.2.5 3\1.2/’
ete.

161. Application. — Soit

f(x) = Bx* + 22°* — 7o + 1.

On a
f'_(w) =202 + 62* — 7, [ = 302 + 6x,
r 1.2
fll’ (a‘.) f‘lv (x)
=20 + 2, =29
125 1254
puis

[(x 4+ h)=Bx* + 20® — Tx + 1 + (20x* + 62> — 7) A
~+ (302 4 6x) h? 4~ (20x + 2) h® + BAL.
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Exercices (*).
I. Former les dérivées des fonctions

y=|/x+\/4 T8, y=I1a+Vixas),
y=x\/1+x“+l(x+\/1+xa), y =llx,

z —1\°
—lllz, y=1lz("), y— ( )
Y x, Y x (**), y=arctang o

Résultats :

1 V1 + «? 1 -
y’:—wx—‘- +m’ y, —, y1=2\/1+x‘2,

2 1+ at T Viae
LI B 1
= — — P} —_—
Y =%z YT s YT alalr.r
2 1 2
y—p @1

(x—1)° 4+ (x + 1)

II. Méme recherche pour les fonctions

1— cosmx (sin ) . x
Y= » y==cos(sinx), y=—arcsin ———
1+ cos mx 1+
a+bcosx ) —
Y ==arccos ———> y=arctang(V 1+ —12),
b+ acosx _
. 1—e®sinx —_— a
y==arcsin ——— y=l(w+\/x“—a*)+arccos—;
1—ecosx x
l\/4+x‘+z\/2 . a2 . ec—e"
y=l———— — 4 arcsin » y=arctg——-
1 —x? 1+ x? Y ge"+e*T

(*) Quelques-uns sont lirés d’un intéressant Recueil publié par M. Léonce
Clarke.
(**) Cette expression , qui ne représente pas une puissance, est définie
par les deux équations.
="z, y=lz
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Résultats :
2m Qo 1
y'=§ﬁﬂ’ y'=— cos x sin (sin x), y'=4+ e
%= 4  Vise
Y =bracosz VT T 20+ Y =1 "ecosa
T 1o ot
e e

III. Appliquer, aux équations suivantes, le théoréme
sur les dérivées des fonctions implicites :

. . . 1 1—x
siny=ysinx, tangy=1+ xsiny, tang§y=\/1+x>
1 1—m 1 —_ —_
tang 5 y— \/1+m tang - x, V1 +y=yV 1+,
arc sin & +- arc sin y = c.
Résultats :
, Y Ccos X ,  sinycos’y , 1
= ——— = - Yy =— ————
y cosy——sinx’ 1—xcos’y Vi—a2
o Vi—m* 2+ 2) , \/4—_1/”
= —_—) _ —————— = — .
S T T meosa Y= 2+ 1—u®

IV. Trouver les dérivées des fonctions
y=arccos (1—x)—V 20 — a7,

3 3 R
y=§arccos(‘l——x)—<§+§)\/ﬂx—x*,

5.3 53 B 2
y=ﬁarccos(l—x)— (E-i- —5:2——1— %) V2x — o,

=3

783 7.5x T7x* o8\ —
+—>\/2x—x’,

108 (1— —(— 139 1=
2arccos( x) 4‘.5‘2+4.5.2+4‘5 %
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Résultats :
, x , x? , i
Y Vaee ' Va2 ' Va—a

V. D’aprés la question précédente, former une fonction
f(x) qui s’annule avec x, et dont la dérivée soit V—_n .
(m est entier positif.) : e

VI. Trouver les n®"* dérivées des fonctions

y = e"***cos (x sin a),
Y =€"cos X,
y =—arctang x,
y=ut.
Résultats :

y" (*) = e=*=** cos (x sin a + na),

z n
Yy =2%"cos |x +—m
4‘ H

n—1
Yy =1.2.3...(n — 1) cos”y cos <ny+ 3 1:),

nn—1 n
Y= o u' Ve — —— R — o ().
2 1

VII. Thtoréve. — La dérivée n*™ de (1 — x2)"+ est

(— 1.3.5..(2r + 1)

1 1) (ar .
) p—— sin (n + 1) (arc cos x)
(OLinbE RODRIGUES.)
VIIl THEORE‘\IE — 81 Pon fait x = cot 0, la dérivée n®™®
de y==

l-l-_mg est

yM =(—1)"1.2.3..n cos (n+ 1) 6 sin"*+ 4.

(*) y» représente la dérivée nitme de y.
(**) Dans cette formule, qui est due i Leibniz, v7, un, on—t

5 eeey TEPTé-
sentent également des dérivées.
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CHAPITRE VIII

APPLICATION DES DERIVEES A LA DISCUSSION
DES FONCTIONS.

.

162. TutoriMe. — Une fonction est croissante ou décrois-
sante, suivant que sa dérivée est positive ou négative.

Soit y = f(x) une fonction continue. Cette fonction est
dite croissante ou décroissante, selon que 'accroissement
de y, correspondant & un accroissement positif de x, suffi-
samment petit, est positif ou négatif. En d’autres termes,
si, pour toutes les valeurs de I'accroissement k, inférieures
a une limite donnée [/, on a

f(a+h)—f(a) >0,

la fonction proposée est croissante depuis x==a jusqu’a
x=a -+ | : elle serait décroissante si I'on avait constam-
ment

fla+h)—f(a) 0.
Cela posé, le théoréme résulte immédiatement de la
relation

k=h[f (x)+¢]
trouvée au n° 222. En effet, si on I'écrit ainsi :
fla-+h)— fla)=h[f"(a) +¢],
et si I'on se rappelle que ¢ s’annule avec A, on voit que,
pour des valeurs suffisamment petites de h, le premier
membre a le signe de f' (). Autrement dit, la fonction f (x)

est croissante ou décroissante pour x = a, selon que f' (a)
est positive ou négative.
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163. Remarque. — Si [’ (a) =0, f(a + k) — f(a) est
de méme signe que €. On va voir que ce cas particulier
est fort important.

164. Maximums et minimums. — Lorsqu’une fonction
continue cesse de croitre avec la variable pour décroitre
ensuite, on dit qu’elle atteint un maximum; de méme,
elle atteint un minimum quand elle cesse de décroitre pour
croitre ensuite. Ainsi, f(a) est un maximum ou un mini-
mum de (), suivant que I'on a, pour des valeurs positives
de h, suffisamment petites,

fl@) > f(a=+h),
f(@) <fla=h).

Ordinairement , les valeurs de x qui rendent f(x) maxi-
mum ou minimum, annulent f’ (x); et, en outre, f(«) est
maximum ou minimum, suivant que f” (a) et négative ou
positive (*).

165. Le théoréme qui précéde facilite beaucoup la dis-
cussion des fonctions; c’est ce dont on pourrd juger par les

exemples suivants :
1

I. Discuter y —x*, la variable x étant positive.
1° Quand x est trés-petit et de la forme }L’

ou

1
on a y=:z limy =0.

Aibsi, pour
r=0, y=0.

1
., -2
2° La valeur de la dérivée est y'=x* (1 —Ix) (152).
Cette dérivée reste positive tant que 'on a le < 1, ou  <e;
done la fonction y est croissante depuis x=0 jusqu’a

(*) Ces propositions seront démontrées dans le Calcul différenticl.
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x=-e. Pour cette derniére valeur de x, y atteint un maxi-
mum que l'on calcule aisément par la formule

loge M

3° A partir de x=r¢, la dérivée y' reste négative ; donc
la fonction y est décroissante depuis x==e jusqu'a x=-+00 .
Drailleurs, & cause de ly=’;’°, lim ly=0(88); d’olt lim y=1.
Ainsi, pour
rx=-+o, y=1().
II. Discuter y = (x + %)x, la variable x étant positive.
1° On voit d’abord, en remplagant x par 3, que pour

rx=0, y=1.

90 , < ’1)z x*—1 +1( 'l)
== -+ - _— —_ .
y ¥ @ 4x2+1 x+x

Pour x =0, y' = -+ oo ; donc la fonction y est d'abord
croissante.

3° Afin de reconnaitre plus aisément si la dérivée y'
reste positive quel que soit x, posons

x?—1

1
z=m2+4+1 x+;;
d’ou

;o xt b’ —1
T ox(a® + 1)

i o

(*) Si I'on se borne aux valeurs entiéres de x, on a
— 3 _ 53— 4 5
1<VagVs, puis Va>Vi> Vs> ..

n 3
Par conséquent, le maximum de Vaest V3.
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Cette valeur donne, aprés quelques réductions,
z —_-%[1 —VB+12VE+2)].

Ce résultat est positif; done la dérivée y' ne change pas
de signe, et la fonction y croit indéfiniment avec x.
III. Discuter y =xl (l + :-‘), la variable x étant positive.

1 1

1
o ! — _ 3 ”=._.,—_.
! Y 1(4+x) a—1 Y x(x + 1)

La seconde dérivée étant toujours négative, y' est une
fonction constamment décroissante. Cette fonction, infinie
pour x==0, s’annule pour x = —+ o . Par suite, la fonction
proposée est croissante depuis =0 jusqu'a x =+ .

2° Si 'on fait x =0, on trouve y=0 X oo , forme indé-
terminée. Mais, en écrivant ainsi la valeur générale de y :

3

1 ’
X

et en se rappelant (88) que

logn

lim =0,
n

on obtient y = 0.
3° La méme indétermination apparente se reproduit
quand on suppose x infini. Mais

,1::
y=1(1+3);
donc (13%)
ST
lim y =1lim (4+—) =le=1.
x
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Exercices.

I. Discuter les fonections

](4+1)
x lx 1(1 + x)
= 2\’ ‘1/=Jsinac’ y= x
1(4+—) .
x

la variable x étant supposée positive.

II. Discuter
e —e " 1 x
Yy=e +e", y= Y y=¢e, y= s
1+ ¢

III. La fonction x — £ sin x — % g x est-elle croissante
ou décroissante pour =107
IV. Discuter

142+ 2%+ o+ af

y=1+x+x2+---+ xt
en supposant p < q.
V. Discuter
(1 +2+ 2+ .+ g")

2n (')'

y:

1+2'+ 2t + . 4+

VI. Discuter les fonctions
y=(1—x)l(1+2)+(1+2)1(1—x),
y =6 cos x + 3 cos 2x — % cos 3.

VI1I. Trouver le maximum et le minimum de chacune
des fonctions

x x—1 x—a (@a+x)p (b+x)

? ? k]
B+zr+1 2*+3x+2 2*4+pr+q a—=x b—u

(*) Voyez p. 77, exercice XIV.
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VIII. Trouver, dans une ellipse donnée, la normale la
plus éloignée du centre.

IX. On joint 'une des extrémités B du petit axe d’une
ellipse, 4 un point queleconque M de la courbe, par le
rayon vecteur BM. Dans quel cas ce rayon vecteur est-il
maximum ou minimum ? A

X. A une sphére donnée, inscrire un cone droit dont
la surface totale soit un maximum.

XI. A une sphére donnée, circonscrire un cone droit
dont la surface totale soit un minimum.

XII. On donne les bases et la hauteur d’un trapéze.
Entre quelles limites peut varier la différence des cotés
latéraux (*)?

CHAPITRE IX.

DES FONCTIONS PRIMITIVES. .’

Préliminaires.

166. Etant donnée une fonetion f(x), on peut se pro-
poser de trouver une fonction ¢ (x) dont {(x) soit la dérivée,
ou qui soit telle que I'on ait

- ¢ (@) =[(x)
Cette fonction inconnue, ¢ (), est dite la fonction primitive

de f(x); en sorte que le probléme dont il s’agit peut encore

(*) Relativement a cette locution, voir ’opuscule intitulé : Réhabilita-
tion d'un pléonasme.
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s'énoncer ainsi : remonter de la dérivée ¢ la fonction pri-
mitive (*). _

167. Tutoréme. — Deux fonctions qui ont des dérivées
éqales ne peuvent différer que par une constante.

Soient p(x) et (x) deux fonctions ayant méme dérivée :
la différence ¢ (x) — ¢ (x) a une dérivée nulle. Par con-
séquent, pour démontrer le théoréme, il suffit de faire voir
que toute fonction donf la dérivée est nulle se réduit ¢ une
constante.

Soit f(x) cette fonction inconnue. Si elle ne se réduit pas
a une constante, elle sera croissante ou décroissante dans
un certain intervalle. Admettons, pour fixer les idées,
qu’elle soit croissante depuis x =a jusqu’a x = 0.

Si, de f(x), nous retranchons la quantité

f@+[O=10 0y,

qui devient f(a) pour x=ua, et f(b) pour x=>0 (**), nous
formons une fonction

by f

F@) =) — o) — =L

b—u (& —a),

dont la dérivée, a cause de f'(x)=0, se réduit a la quan-

tité négative :
[(0)—f(a)

F (x) serait donc décroissante, an moins depuis x=ua
jusqua x=1>. Or cette conclusion est inadmissible, car

(*) Dans le Calcul intégral, on verra que ce probléme, quand il est
possible, est presque toujours trés-difficile & résoudre.

(**) Pour former cette fonction, il suffit de prendre un hindme mz + n
dont les coeflicients salisfassent aux conditions

ma+ n=f(a), mb+n=f(b)



148 ALGEBRE.

F (¢) = F (b) = 0; ainsi, contrairement & I'hypothése, la
fonction f(x) n’est pas croissante. On verrait, de la méme
maniére, qu'elle ne saurait étre décroissante. Done f(x)
se réduit & une constante.

168. Remarques. — I. Le lemme que nous venons de
démontrer peut étre présenté sous cette forme géométri-
que : st le coefficient angulaire de la tangente @ une ligne est
constamment nul, cette ligne est une paralléle a Paxe des
abscisses.

II. Semblablement, le théoréme exprime que : si les tan-
, gentes MT, M'T', aux points
y Y % ¥ correspondants M, M', sont

constamment paralléles, la

P / %H différence MM' des ordonnées

- MP, M'P est une constante C;

et les courbes AB, A'B’' sont

£ égales : on cbtient la seconde

en faisant mouvoir la pre-

o P % miére parallélement & TI'axe
des ordonnées.

169. Il résulte, du théoréme précédent, que si I'on a
trouvé, par un procédé quelconque, une fonction ¢ (x) dont
la dérivée soit f(x), toutes les fonctions jouissant de la
méme propriété sont données par la formule

F(z)=9¢(x) + C,

C étant une constante arbitraire. .

La Géométrie conduit & la méme conclusion : si y=¢ ()
cst I'équation de AB, toutes les courbes, telles que A'B’,
paralléles ¢ AB (*), sont représentées par Y = ¢ (x) + C.

(*) Ordinairement, cetle dénomination a un sens différent de celui que
nous lui attribuons ici.
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Recherche des fonctions primitives.

170. En renversant les régles de la dérivation, on peut,
dans quelques cas trés-simples, remonter d’une dérivée a
la fonction primitive. Par exemple, comme les dérivées de

" lz, ¢, sinx, cosx,  arcsinx, arctangu,

sont, respectivement :

, 1 , 1 1
mx™t, —-» €, cosx, —sinx, ——> 5?
x Vi—g 1+x
il s’ensuit que si I'on donne
! ’ ‘I ’ 1
y=a", y=-» y=e, y=cosx,
x.
Yy =sinx y’——L—: y = ! )
’ Vg 1+ 2?
on aura, pour les fonctions primitives les plus générales :
xm-l-l
Y= +¢ y=lr+c, y=¢€+c¢
Y= ? Y o Y ’
y =sin x + ¢, Y=-—0COSX+C,

y=arcsin x + ¢, Y= arctlangx -+ c.

171. Remarques. —1. La premiére formule est en défaut
dans le cas dem=—1, c'est-a-dire, lorsque y'=1. C'est
ce qui devait arriver; cav cette fraction est la dérivée de lx.

Il. Le logarithme d’une constante est une constante. —
On peut done, au lieu de la deuxiéme formule, prendre

y=Ilx +Ic,
ou encore

Yy =] (C.’L‘)
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172. D’aprés la régle relative a la dérivée d'une somme,
la fonction primitive de

yr=A0xm 4+ A’xm—i pre Agxm—ﬂ 4 e o Am_,x + Am
est '

Ao - Al
" - — ™ e - A+
m —+ 1 m

y=

173. Les formules précédentes sont immédiatement
déduites des régles du calcul des dérivées. En voici quel-
ques autres, souvent employées, et dont la vérification est
facile :

st 1 , x , x
Y Y= Y

= —
Va? + a?
1 1
—_ y _——-—
. 2 2 —_—
(x +af+b Ve + bx — «°
1
I——-_a_—-————a_—_
S —
Va + bx + x°
on aura

x+a Ve +a? "
s y=l——— y=V2t+a’+c,

1
Xr — —
2

y c

1 x+a .
y=-arctg——+c¢, Yy=arcsin ————— +-,
b b 1
a + —b*
4

y=l(.'r +%b+l/a+bx+xﬁ) + ¢ (")

(*) Ces notions seront complétées dans le Calcul intégral.
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CHAPITRE X.

SERIES LOGARITHMIQUES OU CIRCULAIRES.

Développement de 1(1 + z).

174.
tuant la division, on trouve
1 x”
=]l—x+a*—a®+ .. "' .
14+ 1+2x

Done, en remontant des dérivées aux fonctions primitives,
rgmo—2r oD@ )
)= —— + —— — e — x).
23 % w T
Dans cette égalité, ¢ (x) est une fonction ineonnue, qui
. e xn *
s’annule avec X, et qui a pour dérivée m( )-
Il est aisé de voir que, si la variable x est comprise entre
0 et + 1, inclusivement, la valeur de ¢ (x) converge vers
zéro quand n augmente. En effet, pour toutes les valeurs
positives de ax, on a
mn mﬂ

>0, 14+x

<a”;

1+

(*) La fonction ¢ (z) est la différence entre 1 (1 4+ ) et le polyndme
w? wn
T—— A E=—
2 n’
donc elle existe. En second lieu, ¢ (0) =1(1) = 0. Enfin,
1 z"
)= —— — (| —p 4+ 22— e =) = —_—
Fr@= ) =F 17
donc la fonction ¢ () a pour dérivée

l+z



152 ALGEBRE.

c’est-a-dire
9’ (%) >0, )

¢’ (x) — 2" < 0. (3)
D’aprés I'inégalité (2), la fonction ¢ (x) est croissante
(162); et, comme elle s’annule avec x, on a

¢ (x) > 0. (4)

D’un autre ¢dté, le premier membre de I'inégalité (3) est

la dérivée de
xu-H

%) — .
9 (&) —
donc cette derniére fonction est décroissante. De plus, elle
s'annule avec x; conséquemment, pour toutes les valeurs
positives de x,

. le—l

p () <

' ®)
n—+1
. +1 a e e vagy s _ .
La fraction ;-" croitrait indéfiniment aveg'n, si x sur-
passait I'unité (814); mais si, comme ncus I’avons supposé,

. n+-4 .. y
x est compris entre 0 et + 1, -—— a pour limite zéro. A

>
cause des inégalités (4), (5), Ial_?olnction ¢ () tend aussi
vers zéro. Par suite, le développement de 1(1 + x), en
série convergente, est
2 2 xt b "
1(1 +x)=x—;+ g——z+g-—---:}:;q:m (6)
175. Remarque. — La fonction ¢ (x) représente le reste
de la série, ou 'erreur que I'on commet en s’arrétant au
terme %" (3). Draprés I'inégalité (B), cette erreur est infé-
rieure au premier des termes négligés : c'est ce qui a lieu
pour toutes les séries convergentes, a termes alternative-
ment positifs et négatifs (22). ‘
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Développement de 1 (1 — ).

176. La méthode précédente donne d’abord

] : xﬂ ma x"* ( )

— — )= +— 4+ —+ -+ —+¢(x
(1—a)=2+5+3 w Y

¢ (x) étant une fonction qui a pour dérivée .—;, el qui

s annule avec .
En second lieu, si x varie de 0 41 —a, « etant une
fraction aussi petite qu'on le veut, on aura

n

<=3
@

x" B ’ mn

>0, 5
1—x

i —x

ou

. xll
V@) >0, ¥@)—=<o.

Par suile, ar+
v (x 0 x _
¢(2) >0, Sb()<ac(n+‘l)
La variable x étant inférieure a 'unité, la fraction a::—:_‘“

diminue indéfiniment lorsque » augmente. Done y () jouit
de la méme propriété. Par conséquent, pour toutes les va-
leurs de x comprises entre 0 et 1 — a, inclusivement,
2 3 ‘ n
X X X X
—ll—2)=2 4+ —+ —+ —+- +—+ 7
177. Les formules (6), (7) peuvent servir a calculer les
logarithmes népériens des nombres compris entre 0 et 2.
Par exemple, si 'on suppose x=1 dans (6), on obticnt
1 1 1 1 1 1

l-2=’1——- — —— — —_——— — —_— - at;
2+5 4+5 6+7 s e (%)

(*) La formule (7), obtenue en supposant & < 1, subsiste pour z =1 ;
car cette derniére hypothése rend infinis les deux membres.
(**) On a vu (48) que
1 1 1 11 1
n+1+-n_+_‘.’+m 2n 2 3 2n
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seulement, les séries (6), (7), méme quand elles sont appli-
cables, sont peu convergentes; et, d’'un autre coté, il est
essentiel de trouver des formules qui permettent de calculer
les logarithmes des nombres entiers. C'est & quoi ’on par-
vient par les méthodes suivantes.

Calcul des logarithmes népériens.

178. Si l'on ajoute, membre & membre, les égalités (6),
(7), on trouve, a cause de

1+ x
1 +x)—1(1 — .—_~l(- )
(1 ra)—1(1—2) =1
1+ ¥ xb a7
]l —= [x+—+-f+—-+---]- (8)
1—x 5 ) 7
Posons
1+x n+p
1—x =n
nous aurons
2 P
—_—— = ;
2 2n +p

puis, au lieu de la formule (8),

3 5
l(n+P)=2 P +1( P )+1_( p )+
n 2n+p 3\2n+p 5\2n +p

ou .
s slat)
1(n _ 9 - U
(n + p) ln+2[2n+p+5 3+ p + (9)

Cette nouvelle formule sert & calculer le logarithme né-

donc, comme nous 'avons annoncé ,

1 1 1
um( + +---+—)=1.2.

n+1 n+2 2n
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périen d’un nombre entier # + p, quand on connait déja
le logarithme de . Si I'on suppose p =1, elle se réduit &

o+ t)=ln+2 l.Qni— 1 5(2nl+ 1)° * ] a0
179. A cause de 1. 1=20, la relation (10) donne, de
proche en proche, 1.2, 1.3, 1.4, ... ’
En particulier,
1 1 | 1
Le=2fzwsm v gmran )
ou
2 1 1 1

180. Il est facile de trouver une limite supérieure de
I'erreur E que 'on commet quand on réduit la série (10)
a ses ¢ premiers termes. En effet, on a d’abord

1 1
P—2 ‘ -
[(‘21' + 1) (2n + 1) " (2¢ + 3) (20 + 1)¥¥ T

et, par conséquent,

E< 2 [1 -+ ! !
+ 4 |
(20 + 1) (20 + 1)%+ (20 + 1) (20 + 1) ]’

ou, en sommant la progression,
2 1 .
(20 + 1) (20 + 1)¥H 1 ?
(2n + 1)

EL

ou enfin,
1
E
< 20 (n+1)(2¢ + 1) (2n + 1%

Par exemple, si I'on se borne aux quatre premiers termes,
dans la formule (11), on commet une erreur moindre que
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759355+ Pour avoir la méme approximation, au moyen du
premier développenient (17'%), on devrait-employer 78 731
termes.

181. Des formules (8), (9), (10), on en peut tirer
heaucoup d’autres, plus ou moins remarquables. Ainsi,
quand on change n en n?— 1, dans la relation (10), on
trouve, en supposant ‘

1 1

S=1+3@e—1p "5@r—1

i skt

1
l.n=§l(n*——/l)+-2n,—_-zs; (12)
ou, ce qui est équivalent,
1
l(n+‘l)=21n——l(n——1)——ms. .(15)

De ces deux nouvelles formules (*), la seconde sert a
calculer le logarithme d’un nombre entier, quand on con-
nait déja les logarithmes des deux nombres immédiatement
précédents. La relation (12) peut servir a -déterminer le
logarithme d’un nombre premier n, connaissant les loga-
rithmes des facteurs premiers de n2 — 1 : ces facteurs sont,
évidemment, moindres que n. De plus, la série S est, pour
une méme valeur de n, plus convergente que la série (10).

182. ProsLive. — Calculer directement le logarithme
d’un nombre donneé.

Si, dans la formule (8), on pose

142 n
=)

142 1

on a
n—1 1 /m—1\* 1 (n—1\*
In=2 = - IR
n—+1 3\n+1 S\n+1

(*) Elles sont attribuées 2 Thomas Lavernéde (Nouvelles Annales de
Mathématiques, tome X, p. 72).
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Par exemple,

15 4 1 1 (2)2_'_4 (

B==l1+=|= -
3 31\3 5

Ces séries sont de moins en moins convergentes.

Calcul du module.

183. Le module M des logarithmes vulgaires a pour va-
leur 5 (98). Pour le calculer, il est donc essentiel de con-
naitre le logarithme népérien de 10.Or,1.10=1.2+1.5;
et, d’aprés la formule (10) :

11 1
1.5=1.4+2[§+ +_+...],

1 1
l.4=21.2=4[§+—+ ! +~--];

3.5 5.5
done
1.10=6ri 1—+ ! + ]
5 5.3° 5.5
r1 1 1
+2L§+_5-—95+@+m]’
ou

B 1 1 1
1110 =2 4+——+——-+—+---]

2F1+ ! + ! + ! +
] A X TR Y TER X YT ]
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En effectuant les calculs, on trouve
1. 10 = 2,502 585 092 994 045, ...

et, par suite,
M = 0,454 294 481 903 251 ... (*).

Calcul des logarithmes vulgaires.
184. En multipliant par M les deux membres de 1'éga-
lit¢ (10), on obtient

1 i
. M [T B
log (n +1) =logn + 2 [2n+‘l - 5(°.)n+4)5+ :l (14)

Cette formule est I'une des plus commodes dont on
puisse faire usage pour construire une Table de loga-
rithmes de Briggs, analogue & la Table de Callet. La for-
mation d’une pareille table est bien plus rapide que celle
d'une table de logarithmes népériens. En effet, si I'on a
calculé les logarithmes vulgaires des nombres compris
entre 10" et 107, on aura, tout de suite (95), les loga-
rithmes des nombres entiers, inférieurs & 107!, En outre,
la convergence de la série (14) augmente si rapidement
avec n, qu'on peut souvent réduire cette série a son pre-
mier terme. En effet, si n surpasse 10 000, on trouve
(180), 4 cause de 2M < 1, et en supposant t =1 :

1
120 000 .10 001 .20 001

EL
ou, & plus forte raison,

EL

1
24 000 000 000 000

(*) M. Shanks, calculateur anglais, a déterminé, avec 205 décimales, les
nombres M et e.
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185. Remarque. — Si, au lieu d’employer la méthode
précédente, on applique, plusieurs fois de suite, la for-
mule (12), on parvient & décomposer le logarithme d’un
nombre premier n, en la somme de plusieurs séries, ordi-
nairement trés-convergentes. On a ainsi une seconde solu-
tion du probléme ci-dessus (482). Par exemple,

16 1 1
7——M P S
log 1 7 [l 4+ 529 + 5400 + ]

9 1 1
M — ..
7 [4 " 5280 " 5289 ]

1 ' 1
1 + .l
M [ T 3552929 5332 929° ]

186. Proportion logarithmique. — En général, on admet
(ue, passé une certaine limite, les différences entre les nom-
bres sont, a peu preés, proportionnelles aux différences entre
les logarithmes de ces nombres (100). Cette- proposition
résulte immédiatement de ce qui précéde. En effet, sil’on
ne prend qu'un terme dans la série (14), on a

1 1) — log n = 2M
og(n+ 1)—logn Mo

De méme, k étant une fraction proprement dite,
k

1 k) — log n = 2M .
0g (n -+ k) g 2+ k

Par suite,
log(n + k) —logn  2n+1

log(n+1)—logn  2n + k'
2n -1
2n-+k

Mais, le nombre n étant trés-grand, la fraction est

presque égale a I'unité; donc, & fort peu prés,

log (n + k) —logn . k 15)
log(n+ 1) —logn 1 (
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187. Limites de lerreur. — Soient

log (n+ k) —logn=27, log(n+1)—logn=a,
k’-\:—"'}, €=é‘—'31:

s est I'erreur que I'on commet sur log (n + k), quand on
fait usage de la proportion (15). Or (274) :

5= 1 (1 k)—’\l F_FLF
A Y [E"W"“%—"']’
1 ko k k
zT,—klog(l-o— ) w[n ﬁ.kg_ns-...],
donc
k — k? c—k’
c—M[ — +]

Les termes de la série, qui décroissent indéfiniment,
sont alternativement positifs et négatifs, donc (21)
Mk (1 — k)

2t

e >0, ¢ (16)

1° La premiére inégalité équivaut 4 & > ¢y, ou &
llog (n + k) > logn + dy;
ainsi, la valeur exacte du logarithme de n + k, est supe-
riewre & celle qui résulte de la proportion logarithmique.
2° La somme des facteurs k, 1 — k étant égale 4 1, le
maximum du produit est ; (*); donc

M 1

G<8_1’lfi‘<'1_6711; (17)

et, si n surpasse 10 000, ce que I'on peut toujours admettre,

1

¢ < 17600000000

(*) (B. Alg., 143).
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Conséquemment, quand on suppose
log (n + k) =logn + &, =log n + ka,

l'erreur € est moindre qu’une unité du neuviéme ordre dé-
cimal.

488. Si I'on veut trouver le nombre correspondant @ un
logarithme donné (101), et que I'on fasse usage de la pro-
portion logarithmique, on commet uné autre erreur ¢,
dont il est également facile d’avoir des limites. Remarquons
d’abord que, le nombre inconnu étant n + k, on le suppose
égal A n -+ %; donc

1° D'aprés la premiére des inégalités (16),on ae, < 0:
la valeur exacte du nombre correspondant a log (n + k), est
inférieure a celle qui résulte de la proportion.

2° Le développement de & = log (1 + %) donne

2n—1
22 i

a>M

done, a cause de I'inégalité (17) :
<' 1
k(@0 —1)
en valeur absolue; et, si n surpasse 10 000 :

1 2

%< 30000 < 700000

également en valeur absolue. Ainsi, quand on prend k = i )
Verreur ¢, est moindre que deuac unités du cinquiéme ordre
décimal.

1
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Développement de arc tang .

189. La fonction arc tg x a pour dérivée r-:—ac_ﬂ Or

1 2 4 6 2n—2 wi”
=1 —&’ 2t —a’
1+ x 1+

2;

done, en désignant par ¢ (ac) une fonction qui s’annule avec
x, et qui a pour dérivée ——;

1+w"

xa ws xin—l
are i, =r—— 4 —— v — x).
reRr=r—3"3 g1+ *®

On trouve ensuite, en raisonnant comme on I’a fait dans
les n>* 174 et 176 :

g(x) >0, <p(.’)0)<

x2n+l
2n + 1

Si donc x est compris entre + 1 et — 1, inclusivement,
lim ¢ (x) =0, ou
x®  x

g X =0 — —+ ——— 4+ ¢ 18
arctgx=uxa 5+5 7 (18)

Calcul du rapport de la circonférence au diameétre.

190. La série (18), et celles que I'on en déduit, servent
a calculer, avec une approximation indéfinie, le nombre
incommensurable m (*).

1° Si I'on suppose d’abord x=1, on a

e (19)
Cette série, trés-peu convergente, est attribuée a Leibniz.

(*) Lambert a démontré, le premier, cette incommensurabilité (Géomd-
trie de Legendre, Note IV),
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2° Soit

+Yy
1—ay

§=arctgw+arctgy=arctg 5

d'o, & cause de g7 =1,
1—xy=x+y;

équation indéterminée. Pour y salisfaire, on peut prendre

Par suite,

1 (1 T 1 )
=—(]l——4—— — —— 4 ...
54 B4 1.4
5.4 (20)
1 ( 1 1 1 1 )
_ 4 — — —— 4 .. ]
T3\ 59 5o 1
Cette nouvelle formule, due & Euler, donne le nombre = par
la somme de deux séries ; elle est déja beaucoup plus com-
mode que la formule (19). _
3° Désignons par « I'arc dont la tangente est 5. Nous

aurons

Cette derniére fraction étant fort petite, I'arc 4o surpasse—’f
d’un wés-petit arc 3, déterminé par
[
tg ba —1 119 1
120 259
-+
119

f' —— =
gF 1 + (g 4« ‘
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Mais ™ 1
: ho. — (3= arc g 5 arc 5259

‘donc, par la série (18),
4 5 3.5° BB 7.5
1 1 1
~ (g s + 5w )
ou

n % 1 4 . 42 ]
4 B [ T3.100  5.100°
1

1 1
—_— I:'] J— <+ - ...].
259 587121  5.57121°%

De cette derniére formule, trouvée par le Géométre anglais
Machin, on a conclu la valeur de = avee 100, 200 et enfin
707 chiffres décimaux (*).

Exercices.

L. Développer, suivant les puissances croi'ssantes de x,
—1l—x)—1(1—2})—11—a%) —-.,
el prouver que la série est convergente (0 < x < 1) (**).
IL. Développer

1+ ! 1+ 2x)?

1—x + o 1—x+ 22

(*) Le dernier calcul, plus pénible qu'utile, a été eftectué par M. W.
Shanks.
(**) Dans cette série, le coefficient de z~ est

7

/ n désignant, d’aprés Euler, la somme des diviseurs de n.
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I1I. Conclure, du premier de ces deux développements,

: 2_5(4 1, 1 1 )
2T o\e w78 doar 1344 )

IV. Vérifier les valeurs suivantes :

Y/ 1 1
1.10 = - <1+—+——+---)
3.

3 3.9  5.9°

) ( 1 1 )
+ -+ =+

3 3.95  5.25

9 (1 Lo )
-+ — |1 = e

19 5.361  5.361° ’

110—-2<-l+1+L+ )

- 39 5.9

9 ( 1 1 )
+—= e+ — -+ -

17 3.280 = 5.280°

2 ( 1 1 )
+— 4+ ——+ -
19 3.361  5.361%

V. Vérifier les formules

1 1 1 : 1
_l‘2=——+-———+.+ l ey,
4 1.23 5.6.7 (4n—3) (4n—2) (4n—1)

1r 1 1 1

5 235 3.5.9 n(2n —1) (4n — 3)

VI. En partant de la relation

1
arctg— =arct .+ are t
gp g d g

9
p+d
dans laquelle dd’'= p? + 1, vérifier les valeurs suivantes :

- t. ! arct 1+arct ‘l+ t !
—=—arctg -+ arctg - - r -
55 55 57 arc 88’

=3

1 1 1
= =+ 2arctg — — 2 —_—
5 arc tg7 + 2arc g% arc tg2 o057
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VII. Au moyen de la relation

=arclg Ew

1
are g 2n + 1

—arc t
20 — 1 §

démontrer que

T | 1
—=arctg—+ arctg— + .- +arctg— + .-
4 3 °8 ° on?

1 1
VIL = —are te — T S
L arc gs-v-arc g7+ arc g71,2+n+1

IX. Prouver la divergence de la série

sine 41sin2x 1sin 3z

+ Tt
€osx 2 cos'x 3 cos’x

X. Vérifier les relations

Vi—qo? . 1 2 2.4
— —arcsiner =1— _ o' ——a' — 2% —
3 3.5 5.5.7
arc sin x 2 . 24 2.4.6
=%+ -2 A — 2 ——a" 4+ ...

Vit 5 35 357

XI. Conclure, de la seconde,
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IIl.

IMAGINAIRES.

CHAPITRE XI.

CALCUL DES TMAGINAIRES.

Préliminalres.

191. On sait, par les éléments de I'Algébre (*), que I'on
appelle expression imaginaire (**), ou, simplement, imagi-
naire, toute expression de la forme « 4=/ — (32, dans la-
quelle le radical porte sur une quantité essentiellement
négative (— 32).

Si I'on convient d’étendre aux imaginaires les régles dé-
montrées pour les quantités réelles (***), on aura

VIE=V—_1IxVE=V"1xp=8V—1,
et aj—_-‘/:_.'ﬁﬂ——‘—-a:!:ﬁ\/——’]:

c'est & cette derniére forme que I'on essaie toujours de
ramener toute expression qui ne représente pas une quan-
tité réelle.

(*) (B. Alg., 119, 132),

(**) Nous n’avons pas cru devoir adopter la dénomination de quantité
imaginaire, bien qu’elle soit employée dans des ouvrages justement
estimés, Il nous semble qu'une expression purement symbolique, qui ne
peut représenter aucune grandeur, n’est pas une quantile.

(***) Daprés la note précédente, il suffirait de dire : les régles démon-
trées pour les quantités.
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192. Si, dans I'expression « + 3V'—1, on suppose
=0, elle se réduit a « (*). Par conséquent, les imagi-
naires comprennent, comme cas particulier, les quantités
réelles.

193. Deux imaginaires sont dites conjuguées lorsqu’elles
différent seulement par le signe du coefficient de V' —1 :
telles sont o + V' — 1 et a — BV —1.

194. On appelle module d’une expression imaginaire la
racine carrée de la somme des carrés de la partie réelle et
du coefficient de V' —1, cette racine étant prise positive-
ment. Par exemple, le module de B+ 12V — 1 est
m= + VB2 - 122 —13. Deux imaginaires conjuguées
ont méme module.

195. Lemue I. — Léquation a+ 3V — 1 =0 se décom-
pose en a =10 et $=0.

En effet, il ne peut s’opérer aucune réduction entre la
quantité « et le symbole BV —1.

196. Lenve II. — L’équation

a+ YV —l=da'+ V1

se décompose en a =, 3 =f'.
La démonstration est la méme que celle du premier
lemme (**).

(*) En effet, d’aprés la convention précédente, BV —1=V"_35%; et
— 3% s’annule en méme temps que 3.

(**) Tl serait peut-étre plus exact de considérer ces deux lemmes comme
de simples demandes. En efiet, 'explication relative au premier lemme
ne peut passer pour une véritable démonstration. Dans un ordre d’idées
que nous n’avons pas cru devoir adopter, on regarde le Lemme II (qui
comprend le Lemme I) comme une définition du symbole V1. Enfin,
depuis un certain nombre d'années, les imaginaires sont considérées , par
quelques Géométres, comme des quantités complexes, représentant des
distances compltées, a partir de 'origine, sur des droites inclinées a l'axe
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197. TuioreMEe I. — Pour qu’une expression imaginaire
soit nulle, il faut et il suffit que son module soit nul.
1o Si I'imaginaire « + 31— 1 est nulle, on a

«=0, p=0(198); donc m’=o* + g*=0, m =0.

2 Sile module est nul, a2+ 32=0; done¢ =0, f=0.

Addition et soustraction des Imaginaires.

198. En opérant sur les imaginaires comme sur des
quantités, c’est-3-dire en regardantV’— 1 comme un coef-
ficient , on obtient

(a+p\/——1) + (o +BV ) =(a+a') + (p+ﬁ’)V:T, )
(a+-BV —1)—(&'+pV —1)=(a—a') + (—p)V—1; (2) (")

et, en particulier :

e+ BV =1+ (e — 6V —1) =24, (3)
(a+BV=1)—(a—pV=1)=28V"1. (%)
199. Remarques. — 1. Si la soustraction conduit & un

reste nul, on a, d’aprés I'égalité (2) et le Lemme I : a =o',
B=@'. On vérifie donc que foute équation, de la forme
A+BV —1=A’+BV 1, se partage en A—A’, B=P".

II. Daprés les égalités (3), (4): 1° La somme de deux
tmaginaires conjuguées est toujours réelle ; 2° La différence
de deux imaginaires conjuguées a la forme BV — 1.

des abscisses. Le lecteur peul consulter, sur ce sujet, le savant ouvrage de
M. Hoiiel, intitulé : Théorie élémentaire des quantités complexes ; puis,
dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, de.remarquables articles
d’Abel Transon, ingénieux Géomeétre, récemment enlevé a la science.

(*) Les égalités (1), (2) pourraient étre regardées comme des définitions.
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Multiplication des imaginalres.

200. Continuant a étendre aux imaginaires les régles or-
dinaires du calcul, et faisant attention que (\/—1 )Q =—1;
on trouve

(at-BV —1)(o +B'V —1) =l — BB + (o' ') L —1. (8)

201. Sile second facteur est conjugué du premier, le
produit devient o2 — ((3\/——_1)2 =2 + (32; ainsi le pro-
duit de deux imaginaires conjuguées est égal au carré du
module commun.

202. Tutorime II. — Le module d’un produit est égal
au produit des modules des facteurs.

Considérons d’abord un produit de deux factems En
conservant les notations précédentes, et en appelant M le
module du produit, nous avons , par I'égalité (B) :

m=-+Vo+ , m'=+Va®+ g3

M=+ \/(aa' — @p')e + (off + «'B)%

Il faut prouver que mm' = M. Or, en effectuant et rédui-
sant, on trouve
(o + ) (a” + B7%) = (e’ — BB') + (f' + o'B)';  (6)

done, ete.

Au moyen du raisonnement connu, on étend la proposi-
tion au cas d’'un nombre quelconque de facteurs.

203. Remarques. — 1. L’égalité (6) démontre ce théo-
réme d’arithmétique :

Le produit de deux: nombres, égaux, chacun, a la somme
de deuix carrés, est éqal a la somme de deux carrés.

Par exemple,

(' +2) (5 + T)=(3.5—2.7) + (3.7 + 2.5,
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ot 13. 76 =1% + 312

II. Plus généralement, d'aprés le Théoréme 11 : le pro-
duit de plusieurs mombres, égaux, chacun, a la somme de
deux carres, est égal @ la somme de deux carrés.

Exemple :

(3% + 25 (B + 7)) (1* + 3%) = 4G* +- 172

IIL. Le second membre de I'égalité (6) peut étre écrit

ainsi :
(e’ + PB')* + (af — ')

Conséquemment, 2/ y a toujours au moins deux maniéres
de décomposer, en une somme de deux carrés, le produit de
deux nombres, égaux, chacun, a la somme de deux carrés (*).

204. Turoreme I1l. — Pour qu’un produit de facteurs
imaginaires soit nul, il faut et il suffit qu’un des facteurs
soit nul. _ ‘

Considérons , pour fixer les idées, le produit P = ff'f".

Soient m, m’, m” les modules des facteurs, M étant le
module de P.

1° Si ce produit est nul, M=0 (197); ou, par le théo-
réme précédent, mm'm”"=—0. Cette égalité, dans laquelle m,
m', m”, sont des facteurs réels, exige qu'un d’eux au moins
soit nul. Soit m ce facteur nul; alors f—a+ BV —1=0
(19%).

2° Si un facteur de P, fpar exemple, est nul, le module
correspondant, m, est nul. Done M = mm'm”"=0; puis
(197) P=0.

(*) De la résulte qu'un produit de (rois facteurs de la forme indiquée,
est décomposable, au moins de quatre maniéres, en deux carrés ; qu'un
produit de quatre facteurs de cette méme forme, est décomposable en
deux carrés, d'au moins huit maniéres; etc. Cette simple énumération
peut déja faire prévoir I'utilité des imaginaires.



172 ALGEBRE.

Division des imaginaires.

‘205, Soita diviser « + BV —1 par a’lﬁ’\/— 1:il
sagit de trouver une imaginaire x + yV'——1 qui, multi-
pliée par le diviseur, reproduise le dividende.

L’équation
@+ ﬁl/— 1 =(a'+ p’l/—_l)(x + y\/—_i)

se décompose (196) en

a=d'x— By,
Bp=pFx + a'y.
Ces deux équations ‘donnent
aa’ + Bp’ B’ — ap’
= al! + ﬁlﬂ ’_ y= alﬂ + pli.

Done

« + f V—1 e+ Bp’ @a'—ap"‘/__i.

o + By PP a4 gl

(7)

206. Remarques. — 1. On arrive plus rapidement a ce
résultat en multipliant les deux termes de la fraction

a +f V=1

o + B vV—1
par l'imaginaire o' — ' V-— 1, conjuguée du dénomina-
teur.

I1. Le quotient (7) est fini, excepté quand le diviseur
est nul. :

IlI. Ce quotient est réel si

/2

o«

_E.
7
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Puissances d’une imaginaire.

207. Par définition (291), les puissances successives
deV—1sontV'—1, —1, —V'—1, +1; donc, m étant
entier positif (47) :

—\m m — _:]
(a_'_p\/_,l) _,___am_'_Tam—lp\/__i_%_)am—ﬂpi
pu— " (”7/ —11_ ;) (5," _ 2) anl‘—5ﬁ3 ‘/____1
mm—1)(m—2)(m—3) .
—+ - a”'_p [ S
1.2.5.4 :
De méme,
, —\m m — m(m—1 .
\a— ﬁ\/— ’1) =" — -"—a""‘p‘/._ 1 _%am--.ﬁ.
m(m—1)(m—2 R
2 (m 4 2);1 )a"‘—5p3\/_'1
m(m—1)(m—2)(m —3)
* 1.2.3.4 an it —

208. Remarques. — 1. Si I'on pose, pour abréger :
A =" — Cm_gtlm —2@2 4+ Cm"am—lﬁl —
B p— Cm,i“m_‘p — Cm,sam—.’:pa + ey
ona :
(a4+-gV—=1)"=A+BV —1, (a—BV —1)"=A—BV'—1. (8)
II. Ces deux égalités, multipliées membre & membre,
donnent celle-ci :
(ae 4+ ﬁi)m — A2 + Bﬂ'
Ainsi, les puissances successives d’un nombre égal a la
somme de deux carrés sont égales, chacune, a la somme de
deux carrés (7).

(") Ce théoréme est un cas particulier de celui que nous avons démontré
ci-dessus (208).
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Racine carrée d’'une imaginaire.

209. Pour ramener I'expression Va:l:ﬁ‘/—j a la forme
«' &= B'V'—1, il suffit d’employer la relation connue

[/Ai\/§=\/A+‘/2’£__Bj: \/#_B,

et de supposer A = «, B = — {32. On obtient ainsi
— atV P — +l/ -5
l/«ﬂ:@\/_4=\/ VR, \/ _“;F’ V)
210. Remarque. — La somme des racines carrées de

deux imaginaires conjuguces est loujours réelle.

Développements de f(m +=B V—_l)

211. Si f(«) est un polynéme entier, d coefficients réels,
I'application du Théoréme de Taylor (159) donne, immé-
diatement,

(e bV =)= )+ ,Ef' wv=i—£

e
4 W1+
[ fe) =4 2f”(“‘ 3.4f'v(“)—

ou, si I'on représente par A, B des quantités réelles, ne
contenant aucune puissance impaire de {3 :

[(z+ BV =1)=A + BgV 1.

i

(™ (@) + -
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Le changement de 3 en — f3 n'altére ni A ni B; donc

fla—pV'—1)=A—BsV —1.

212. Remarques.—1. Les développements def (aciﬁ\/:ﬂ
sont des imaginaires conjuguees.

I1. f(a + BV — 1) + f(a—- Y — 1) est une quantité
réelle (199, 11), qui ne renferme aucune puissance impaire
de B. ‘

. Equations bicarrées.

218. Les racines de I'équation

x* + pa* + ¢=0, (10)

sont données par la formule

1 1
x=:i:\/—§p:l:\/[:p“—q. (1)
Si le bindme ; p2 — ¢ est négatif, les deux valeurs de x2
devenant imaginaires, il y a lieu d’appliquer la transforma-
tion donnée ci-dessus (209). Faisant

] , 1,
@ = '2_p’ —'ﬁ_zp—qa

on trouve, au lieu des valeurs (11):

x=:}:% (V=p+avg=Vp+2vg.V=i) (9

Par exemple, I'équation

2t + 20 +5=0
a pour racines

i%(l/—2+2\/§::: V2 + 250 =0).
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De méme, les racines de I'équation
@ +1=0,

. ‘ 4y— ’ -
c'est-a-dire les quatre valeurs de \/—1, sont données par
la formule

1, — _
x=:i:§(|/2 +V2.V 1),
que l'on peut réduire 4

=% \/12_(1 £V ).

214. Remarque. — La formule (12) étant assez com-
pliquée, il est utile, pour soulager la mémoire, de pouvoir.
la retrouver rapidement, dans chaque cas particulier. C'est
a quoi 'on parvient comme il suit :

Aprés avoir transposé le terme px2, ajoutons, aux deux
membres de I'équation (10), la quantité 2x2 Vg : le pre-
mier membre devient (ocQ + V&)ﬂ; en sorte que

(x* + \/&)2= a(—p + ‘2\/5);
ou, en extrayant les racines,
x® + V&::I:xl/—p+2\/a.

L’équation proposée est donc remplacée par les deux

équations du second degré :

x’—ml/—p+2\/(—]+\/;=0, ) (13)
- bJ
x* + :rl/—p 42V g+ Vg=0o. 5

La formule ordinaire, appliquée aux équations (13), repro-
duit les valeurs (12). '
215. Aulres remarques. — 1. En multipliant membre
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a membre ces derniéres équations, on retombe sur la pro-
posée (10), c’est-a-dire que
x* + px® + ¢
= (w*——x I/—P-'-?\/q_—!-\/a) (w2+x|/ —p+2\/'¢i+l/6).
Il est donc facile de décomposer le trinéme x*+- px2 + q
en dewx facteurs réels du second degré (*). Par exemple,
1= — 2V 2+1)(* + 2V 2+1).
II. L'artifice précédent est applicable & la Théorie des
nombres. Pour décomposer, en deux facteurs,
N = 2%+ 4 |,
il suffit d’observer que I'on a, identiquement,
Qlk-}-i -+ ,l — (22’(-{-1 + ,I)ﬂ - 22k+2.
Ainsi
N p— (QQH-! 4+ 2k+l + ’l) (22I:+l - 2A+l + ,1)
Soit, par exemple, k= 16. Alors
N=2% 4+ 1=173 786 976 294 858 206 465;
et ce nombre est décomposable en
4295 098 569 X 4 204 856 225 (**).

Exercices.

1. Le module de la somme de deux imaginaires est com-
pris entre la somme et la différence de leurs modules.

(*) A cause delp? — g < 0,onaq> 0,—p+2Vg>0.
(**) Conformément & la réciproque d’un théoréme démontré ci-dessus
(203), chacun des facteurs
22k+l -+ 2k+l -+ .1’ 22I:~H J— 02k+] +1
est une somme de deux carrés ; savoir
@)+ @+ 1% @)+ —1)
12
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II. Décomposer le produit 13.37.61 en une somme de

deux carrés.
III. Réduire, & la forme normale,

1 1
=+

Ve —baoaV =1 Ve—tr—2abV—1

1V. Trouver la n*" dérivée de y = arc tg x, en partant
de la formule

o1 1 1 .
y _ — — + — | ( )
2| 14+aV—1 1—axV—1 -
V. Si l'on convient d’appeler logarithme népérien de u

la fonction dont la dérivée est >, et qui s’annule pour
©==1, on a, par la formule précédente,

1 11—4-00\/——“1,
2V—1 1—xV/ =1
. 1 cosy + 1V —1siny

y_Ql/——! c05y—l/—_1$in‘y.

arctgx =

Cela posé, comment peut-on conclure, de la derniére
équation, d’abord I'équation d’Euler :
eV —cosy +V —1siny,
puis les formules

eVl eVt V=1 gv=1
Csy—————> siny——
2 ' ) g

ne= —yV—1
1 eV '—ey ? ()

Ve e I

gy =

(*) On pourra comparer la valeur de y(® avec celle qui est indiquée a
la page 140.

(**) La signification précise de ces diverses relations sera expliquée dans
le Calcul différientiel. Nous ne les donnons ici qu’afin d’habituer le lecteur
au calcul des imaginaires.
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CHAPITRE XII.

IMAGINAIRES TRIGONOMETRIQUES.

Preéliminaires.

216. Tutorine I. — Toute imaginaire est réductible ¢ la
forme p (cos ¢ +V —1sin cp), p étant le module, et ¢, un
arc moindre que la circonférence.

L’équation

«+ BV —1 =f(cos P +V —1sin 2) 1)
étant décomposée (196) en
a==pC0Sp, P=psinyp,

on conclut, de ces deux équations,
P =V/a® + &, ()
L B -
cos p=—> sin ¢ == (3)
P
Si I'on convient de prendre positivement le radical, de
maniére que p soit le module de I'imaginaire donnée, les
formules (3) détermineront, en grandeur et en signe, cos ¢
et sin . Or, entre 0 et 2, il n’existe pas deux arcs ayant,
4 la fois, méme cosinus et méme sinus. L’arc ¢, auquel on
donne le nom d’argument de I'imaginaire, est donc déter-
miné, si on le suppose compris entre ces deux limites.
217, Tuatoreme II. — L’arqument d’un produit est égal
@ la somme des arquments des facteurs.
Considérons d’abord le cas d’un produit de deux fac-
teurs; et, pour plus de simplicité, faisons abstraction des
modules, de maniére que ce produit soit

P =(cos  + V' — 1sin ¢)(cos ¢' + V"1 sin 4').



180 ALGEBRE.

En appliquant les régles indiquées précédemment, on
trouve

P = (co0s ¢ c0s ¢'— sin p sin ¢')+-(cos ¢ sin ¢’ +sin p cos ¢') V' —1;
ou, par des formules connues (*), '
P=rcos (s + ¢') + V' — 1 sin (5 + ¢).
Le théoréme énoncé est done démontré si le produit a
deux facteurs seulement. Pour passer au cas de trois fac-

teurs, il suffit de multiplier, par le troisiéme facteur, les
deux membres de I'égalité précédente. En effet,

(cosp+V —1sing)(cosy' +V —1siny')(coss” +V —Asing”)
=[cos (3 +¢) + V=1 sin (5 + ?')] (cos ¢+ V' —1 sin ¢")
= €05 (¢+ ¢’ +¢") + V' — 1 sin (p + ¢'+ ¢");
ete. '

218. CorortAiRe. — L’arqument d’un quotient est égal
@ Pargument du dividende, moins Parqument du diviseur.

Formule de Moivre.
219. Si, dans I'égalité
(cos ¢+V " —1sinp)(cos p'+\/—_45in ¢")(cos o"+V —1sing”)...
— cos (p+¢'+ ) + V' — 1 sin (¢4 ¢'+ -+2),

on suppose les arguments égaux entre eux, et en nombre m,
on a la relation

(cos ¢ + V' — 1 sin ¢)" = cos mg + V' —1 sin mg, (4)

connue sous le nom de Formule de Moivre (**). Elle sub-
siste, moyennant certaines restrictions, pour les valeurs
fractionnaires ou négatives de I'exposant m.

(*) (B., Trig.).
(**) Abraham Moivre, né a Vitry-le-Francois, en 1667 ; mort 4 Londres,
en 1754.
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Développements de sin my et de cos my.

220. L’exposant m étant supposé entier positif, dévelop-
pons le premier membre de I'équation (4); puis égalons
les parties réelles et les coefficients de¢ V1. 1l vient ainsi

—1
ﬂ1;12—)c()s"“f",osin"3<> + . (3)

. mo m(m—1) (m—2)
smm<,a=—1—cos osin T

€08 My ==C0s™ ¢ —
€0s™ % sin’p+.+(6)

On voit que cos mg et sin mg s’expriment, rationnelle-
ment, en fonction de cos ¢ et de sin ¢. Pour toute valeur en-
ticre de m, chacun des deux développements a un nombre
limité de termes. Par exemple,

08 7o = c0s’y — 21 cos® ¢sin® p+35 cos® p sin* p — Tcos ¢siny,
sin 7¢=="Tc0s%y sin p — 35 cos* ¢ sin® y+ 21 c0s® ¢ sin®y — sin’(*).

Séries imaginaires.

2212. Définition. — Une série dont le terme général a
lo forme a, + B,V —1 est dite convergente, lorsque les

deux séries
Ay oy Ao Ao, 4 s,

ﬁl"*‘ ﬁz 4 e lﬁu TR

sont convergentes.

On voit que les conditions de convergence d’'une série
imaginaire donnée se raménent, immédiatement, aux con-
ditions de convergence de deux séries réelles. La proposi-
tion suivante réduit souvent ’examen de la série proposée
a celui d’une seule série réelle.

222. Tutoreme III. — Une série imaginaire est conver-

(*) On peut aussi exprimer cos™ ¢ et sin™  en fonction des sinus et des
cosinus des multiples de ¢. Cetle seconde uestion, moins utile que la
premiére, conduit & des formules un peu compliquées. Le lecteur pourra
consulter, sur ce sujet, le Cours d’analyse de Sturm.
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gente si la série formée par les modules de ses termes est
converqgente.

Si I'on met le terme général, «, + B,1/—1, sous la
forme p, (eos w, + V' —1 sin w..) , les trois séries réelles
dont il s’agit deviennent '

Py COS @) —+ pg COS Wy —+ *++ —+ p, COS W, ~+ --+,
p1 SIN & ~+ 09 81N @y + +++ + p, SiN @, + -+
o1 + py g 4 e

Or, si cette derniére série, dont tous les termes sont posi-
tifs, est convergente, les deux autresle sont pareillement (8).

2238. Remarques.—I. Si le module p, n’a pas pour limite
zéro, la série proposée est divergente ou indéterminée.

En effet, & cause de

p,, = ot,, -+ ﬁ,,,
une au moins, des quantités o, 3, , n’a pas pour limite zéro.

11. Si le module p, a pour limite zéro, et que la série
des modules soit dz’vea‘-geme, la série proposée peut étre con-
vergente. -

Par exemple, la série dont le terme général est

1
u, = [cos — +V " 1sin —]
n 2 2
est convergente, bien que la série des modules

1 1 1 1

soit divergente (*).

(*) A cause de 1 1 1 1

—§+5_I+ =12,
el de 1 1 1 4
1—-_—+-—7+---=—;

la série proposée a pour somme

1 Ty, —
——124+ V7.
2 -]
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Exercices.

I. n désignant un nombre impair, non divisible par 3,
(x + 1)* — 2" — 1 s’annule pour

2r — 2
z=cos —=+ V' —1 sinT‘r~
5 5

II. Dans le développement de (1 + x)", on prend les
termes de p en p. Quelle est la somme de leurs coefficients ?
III. Démontrer les formules de Lagrange :

L] n.m (m—+2)m.m (m—2)
—1)? =1 — cos?y + cost e
(— 1) cosmg 12 o F 1.2.5.4 ?

m—+4)(m+2)m.m(m—2)(m—1i4
e mmn— )
1.2.3.4.5.6

%y sinm m m-+2)m(m—2 _

(—1 2+‘.—?=—cos?—(——¥cos“?
sin ¢ 1 1.2.5
(m-4) (m+-2)m (m—2)(m—4)
— COS" ¢ — -5
1.2.5.4.5
(m pair)

m—t m m-=+1)m(m —1

(-1? cosnw:—cos?—u(—)cosa?
1 1.2.5
m—+3)(m-+1)m(m—1)(m—3 i
L neBmet)mm—t) )
1.2.5.%.5 !

— " cos?y

sin ¢ 1.2
. (m+3)(m—+1)(m—1) (m—3)
1.2.5.4%

2-1sin me__, (m+1)(m—1)

(=1

costp— .-
(m impair)
IV. TutoriME. — Si aucune des séries

€OS ©; + COS Wy —+ +++ — COS ®, —+ -+,

sin @y + §in @ + «++ -+ 8in @, 4 -+
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n’est divergente, et que les modules

P15 P29 5 Pry e
décroissent indéfiniment, les dewx séries

p1 COS &5 = py COS g —+ «*+ =+ p, COS @, — -+

p1 SiN @) + pg Sl @ —+ -+ =+ p, SID @, + -

sont convergentes.
V. Simplifier, au moyen de la formule de Moivre, I'ex-

pression de la n*™ dérivée de y = arctg x (*), et vérifier que

—1,) e

y"=1.23..(n —1)cos™y cos (ny + 2
VI. De I'équation

p(cos ¢ +V —1sing)=1tg(y + 2V —1),
tirer
20 cos ¢ 1 p*+ 2psing + 1

z=-1
92—1 4 pz—ﬂpsin?—i-l

tg 2y —_ (-n)‘

(") (Page 177), Exercice IV.
(**) (Page 140).
(***) Les arcs y, 3 sont supposés réels. En outre , on admet les relations
entre les fonctions circulaires et les exponentielles imaginaires, indiquées
ci-dessus (page 178, Exercice V).
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1V.

THEORIE DES EQUATIONS.

CHAPITRE XIIIL
PRINCIPES SUR LES EQUATIONS ALGEBRIQUES.

Préliminaires.

224. Aprés la disparition des dénominateurs et des radi-
caux, toute équation algébrique, & une seule inconnue,
peut étre réduite a la forme

Agr™ 4+ Ayr™ ! - Apr™ 2 4+ e - A, X+ A, =0:

m est un nombre entier; Ag, Ay, Ag, ..., A, sont des coef-
ficients donnés, que nous supposerons réels ou de la forme
2+ PV 1. Ordinairement, on divise tous les termes par
le coefficient de x™, ce qui revient & prendre Ay = 1. Pour
abréger, nous représenterons, par f(x) =0, I'équation
ainsi simplifiée.

225. Lemme. — Le reste de la division d’un polynome
entier f (x), par un bindme x — a, est f (a).

Si 'on continue la division jusqu'a ce que I'on arrive a
un reste R indépendant de x, on aura identiquement, en
désignant par ¢ (x) le quotient,

f(@)=(e—a)s (x) + R.
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Dans cette égalité, remplacons x par a : le produit
(x —a) ¢(x) s’annule, car le facteur x — a devient zéro
pour x =ua, et la quantité cp(a) est finie. D'ailleurs, le
reste R n’a pas changé. Done

226. CoroLLalRe 1. — Suivant que a est ou w'est pas ra-
cine de f (x)=0, f(x) est on n’est pas divisible par x — a.

22%. CoroLrame II. — Si a, b, ¢, ... g sont racines de
f(x)=0, le polynome f (x) est divisible par le produit des
binémes x — a, x —b,..,x —g.

D’aprés le Corollaire I,

[(@)=(x—a)fi(z),

f1 () étant un polynéme entier. Dans cette egallte, rempla-
cons x par b; nous aurons

=(b—a)fi(0)

Pour qu’un produit soit nul, il faut qu’a;z des facteurs
soitnul (204). Si done, comme on le suppose, les racines
b, a sont différentes I'une de I'autre, on a f; (b)=0; d’ou
résulte (225) .

fi(x)=(z—0) £ (2),

f(x)=(z—a) (@ —b) fe (x).

En continuant ainsi, on trouve

[(@)=(z—a)(x—0b)..(x—9)Q,

Q étant un polynome entier , ou I'unité.

puis

(*) Cette démonstration, due & D'Alembert, a été I'objet de critiques
qui ne nous semblent pas fondées.
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228. TutoreMe pE D'ALEMBERT. —— T'oute équation algé-

brique, f () =0, dont les coefficients ont la forme
o —+ @\/——l,
admet aw moins une racine de cette forme.

Parmi les nombreuses démonstrations de ce théoréme
fondamental, la plus remarquable est celle qui a été donnéc
par M. Liouville (*), d’aprés Mourey (**). Nous allons la
reproduire, & quelques modifications pres.

Le théoréme a été¢ démontré pour I'équation du deuxiéme
degré; par conséquent, il suffit de faire voir que, s’ est
reconny vrai pour foute équation de degré inférieur a m,
il subsiste pour toute équation de degré m.

Cela posé, soit

f(z)=2z" + A"+ Az 2 e - A2+ A, =0 (1)

cette équation. Si nous égalons a zéro I'ensemble des termes
qui contiennent z, aprés les avoir divisés par cette vanable,
nous formons une équation auaxiliaire

¢(2) =2"" 4+ A"+ Az" P 4+ o 4+ A, =0, (2)
laquelle, par hypothése, @ au moins une racine, de la forme
o -+ ﬁ\/———d.

Soit @, -+ b,V — 1 cette racine : le polynome o (z) est
divisible par z — a; — b,V'— 1 (225); donc
p()=(2—a,—bV'— 1) (a),

91(2z) étant un polynome entier. L'équation ¢, (z)—O a au
moins une racine ; ainsi

e1(2) = (2 — a3 — bV — 1) 5 (2).
(*) Journal de Mathématiques, t. 1V, p. 301.

(") Vraie théorie des quantités négatives el des quantités prétendues
imaginaires.
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En continuant de la sorte, on voit que le polynéme (z)
est égal au produit des m — 1 bindmes

2—a—b,V 1, z—ay—bV 1, .y 2—ap— b,V —1;
et que I'équation (1) peut étre écrite ainsi :
2(z—a,— bV =1)(z —as — bV —1)...
(z — g — by \/:_1) =—A,. (3)

Il s’agit de savoir s'il existe une valeur de z qui rende
identique cette nouvelle équation.
Posons

z=x+yV —1=1u (cosw + V' —1sinw),
puis
x—a;+(y—b)V —1=u,(cosw, + V' —1sinaw,),

x— ag+(y— )V — 1 =1, (cos oy + V' —1sinw)

X — g+ (Y — 1) V1= u,,._((cos Oy + V1 sin,,,_,),
—A=R(cos« + V:Tsin )
I'équation (3) devient (217)
WU Uz eee Uy [cos (0w +0,) + V= sin (o4 + .- +w,,._.)]
=R (cosa + V' —1sin «);
et celle-ci, comme on le voit aisément, se partage en

ully...Up_y =R, (%)
© -k & e A 0 =a = 2k, (3)

Regardons x, y comme les coordonnées rectangulaires
d’un point mobile M, et les quantités

ay, b5 gy by e Gy Doy

comme les coordonnées de m—1 points fixes Ay, Ag,... A,,_;:
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les modules u, u,, ... u,_, représentent les distances MO,
MA,, MA,, ... MA, _,; et les arguments , &y , ... »,_, sont
les angles formés, par ces droites, avec la partie positive de
I'axe des abscisses.

Occupons-nous d’abord de I'équation (4); et, aprés avoir
donné & ® une valeur particuliére quelconque, faisons mou-
voir le point M sur la direction OC ainsi choisie : lorsque
M se confond avec I'origine; u==0, et le produit uw, ... u,,_,
s'annule; au contraire, quand le mobile s’éloigne indéfini-
ment de I'origine, ce produit croit au dela de toute limite.
D'ailleurs, les distances uy, Us, ..., Uy_, varient d’une ma-
niére conlinue (*), en méme temps que u; donc: 1° sur la
direction quelconque OC, il existe au moins un point M dont
les coordonnées u, u,, ... u,_, vérifient Péquation (4);2° le
liew du point M est une courbe C qui entoure, de toutes
parts , Vorigine O (**).

Considérons maintenant I’équation (3), et faisons mou-
voir le point M sur le contour fermé C. Pendant ce mouve-
ment, I'argument w, et le premier membre de I’équation,
augmentent ou diminuent de 2r, pendant que M fait un
tour entier, dans un sens ou dans I'autre. Donc ce premier
membre, qui varie d’'une maniére continue , devient, au
moins une fois, égal & « &= 2kn, k étant un nombre entier
quelconque.

De cette discussion il résulte que, dans le plan de la
figure, il y a au moins un point M dont les coordonnées
polaires vérifient les équations (4), (5), ou dont les coor-
données rectangulaires satisfont a I'équation (3), trans-
formée de I'équation (1). Donc cetle équation (1) admet au
moins une racine. C'est ce qu'il fallait démontrer.

(*) Ce postulatum nous parait incontestable.

(**) Ici, la démonstration n’est pas rigoureuse : M. Liouville I'a com-
plétée. (Journal de Mathématiques, 1. V, p. 31.)
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229, CoroLLAIRE. — Le premier membre d’une équation
algébrique, du degré m, dans laquelle le coefficient du pre-
mier terme est 1, est égal au produit de m fucteurs bindmes,
de la forme x—a, x —b, ..., x —k, (x —1).

La démonstration ne différe pas de celle qui a été donnée
ci-dessus (227%).

230. Tutorene II.—Toute équation algébrique, f(x)=0,
du degré m, admet précisément m racines.

En effet, le produit

f@)=(x—a) (x—0b)..(x —k)(x — )

s"annule si 'on donne a x une quelconque des valeurs a, b,
¢,... k, I, et ne s’annule pas si I'on attribue a x toute autre
valeur.

231. Remarque. — Si quelques-uns des facteurs x—a,
x —0, ..., x — [ sont égaux entre eux, on dit que I’équa-
tion f(x)==0 a des racines égales ou des racines multiples.
Par exemple, I'équation

(x— 1P (x+1)P(x—2) =0 .

a trois racines égales & 1, deux racines égales & — 1, et
quatre racines égales a 2.

232. Tutoreme HI.—Toule équation algébrique, a coef-
[icients réels, qui admet une racine imaginaire o+ ﬁ\/:l‘,
admet aussi la racine conjuguée o — BV —1.

Sio—+ @\/:—1_ est racine de I'équation f(x)=0, on a,
identiquement, f(oc+ 5\/——1) =0, o0u (21 I)A+B@\/:§f,
d’ou résulte, attendu que f3 n’est pas nul: A=0, B=0.

Mais f(«—pV —1) =A—BBV —1=0; donc,
o — BV —1 est racine de I'équation proposée.

283. Remarque. — Si f(x) avait des coefficients ima-
ginaires, les fonctions désignées par A, B cessant d’'étre
réelles, I'équation f (oz + (3\/——1) =0 ne se décompo-
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serait pas en A=0, B=0; et le théoréme pourrait n’avoir
plus liew (%).

234. CoroLLAIRE<——Les racines imaginaires d’une équa-
tion G coefficients réels sont en nombre pair. . -~ 4./ <«

285. TutoreMe 1V. — Le premier membre d’une équa-,
tion algébrique, d coefficients réels, est égal au produit d’au-
tant de facteurs réels du premier degré que l’équation « de:
racines réelles, et d’autant de facteurs réels du second degré
quwelle admet de couples de racines imaginaires. s

Nous savons que a, b,c, ..., k, I étant les racines de

I'équation f(x)=0,
(@)= (x —a)(x —b) . (x — k) (x — ) ().

Si @, b sont deux racines conjuguées, le produit corres-
pondant prend la forme

(@ —a—pV —1)(z—a+pV/—1),
¢n sorte qu’il se réduit au trinéme réel a?—2ux + o2+ (32;

ete.

Composition des cocflicients.
286. Turorene V. — Dans toute équation de la forme
" 4+ At 4 o+ A, =0:

le coefficient du deuxiéme terme est égal a la somme des
racines, prise en signe contraire; le coefficient du troi-

(*) On aurait tort d’affirmer qu’une équation 2 coefficients imaginaires
n’'a pas de racines conjuguées : I'équation

BV —23-V=1)z+24—-V"1)=0
est vérifiee par e=1+V_—1.

(**) Le coefficient du premier terme est toujours supposé égal a I'unité.
Celte observation est faite une fois pour toutes.
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siéme terme est égal & la somme de leurs produits deux
deux, etc.; enfin, le dernier terme est égal au produit des
racines, ou d ce produit pris en signe éontraire, suivant que
le degré m est pair ou impair. :

Les racines étant a, b, c, ..., k, I, le produit

P=(z—a)(x—0b)..(x—k)(z—1),

ordonné suivant les puissances décroissantes de x, doit étre
identique avec le premier membre de I'’équation. Or, si I'on
désigne par S, la somme des racines, par S, la somme de
leurs produits deux & deux, etc., on a (46)

P=gx" — Sia™ ! + Spr™? — Spa" 3 - ... S, _, =S

m)

et, par suite,
A=—8, A=S8;; Aj=—85;,.., A,==£S,. (6)

287. Remarque. — Les relations (6), étant symétriques
par rapport aux racines, ne peuvent servir 4 déterminer
une de ces racines en particulier. En effet, si 'on en pou-
vait conclure une équation donnant a, cette équation ne
différerait, que par un changement de lettre, de celle qui
donnerait b, de celle qui donnerait ¢, etc. Autrement dit,
toutes ces équations seraient, sauf le changement de x en
a, b, c, ..., 'équation proposée. Un calcul trés-simple con-
duit 4 la méme conclusion. Prenons, pour fixer les idées,

—(@+b+c+d)=A,,

ab + ac + ad + bc + bd 4 cd = A,,
— (abe + abd + acd + bed) = As,
abed = A;

puis, afin d’éliminer b, ¢, d, ajoutons membre & membre
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ces égalités, aprés avoir multiplié, successivement, par
a3, a2, @ : nous trouvons

—at=A0® + Ay’ + Aja + A,

ou
at + Ad® + Aya® + Aje + A, =0.

Continuité des fonctions entiéres.

288. Prosuinve I. — Etant donné un polynome
onm 4 A‘xm—l L o Aru’ =0

trouver une valeur positive de X, a partir de laquelle le poly-
néme conserve le signe de son premier terme, et croisse
indéfiniment avec X (en valeur absolue).

Représentons par f(x) ce polynéme; et, pour plus de
simplicité, supposons que le coefficient A, soit positif : s’il
était négatif, on appliquerait & — f(x) la solution suivante.

Cela posé, il peut se présenter deux cas :

1° Si f(x) a tous ses termes positifs, chacun d’eux, a
I'exception du dernier, croit indéfiniment avec x, & partir
de x==0. Cette valeur satisfait donc & la question.

2 Si f(x) a des coefficients négatifs, appelons — N le
plus grand d’entre eux, et remplacons tous les coefficients,
le premier excepté, par — N. Nous aurons, pour toute
valeur positive de x,

N

/‘(x) > onm_ N(xm—l 4 xm-i 4 e X+ ‘l). Do

Par conséquent, dans I'énoncé du probléme, nous pouvons
remplacer le premier polynome par le second.
Or, I'inégalité
A" — N (@™ 4+ a"? e 0+ 1) > 0 (7)

équivaut a ™ —1
' Aam —N——0r3> 0;

13
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™ [Ao(x— 1)—N|]+ N
x—1

ou encore, a

>0
On satisfait 4 celle-ci en prenant

e 1 .
xS 1+ ™
De plus, en mettant le premier membre de I'inégalité (7)
sous la forme

1 1 1
w'"[Ao——N(—+—2+--- +—m):|1
_ x x x

. . , N o
on voit que, a partir de x=1-+ 3, e premier membre

croit indéfiniment avec x. La quantité 1 + AEo résout donc le
probléme proposé.

289. Remarques. — 1. Pour rendre le résultat de la
substitution supérieur a4 un nombre donné A, il suffit de
remplacer f(x) par f(x)-— A, ou A, par A, — A. Consé-
quemment : _

Etant donné un polynéme f (x), on peut towjours assi-
gner une valeur positive de X assez grande pour que le résul-
lat de la substitution surpasse, en valeur absolue, un nombre
donné quelconque.

1. Un polynime f(x), de degré pair, prend le signe du
coefficient de son premier terme, quand on attribue d la
variable x des valeurs suffisamment grandes, positives ou
négatives. Mais si le polynome est de degré impair, il prend
le signe du coefficient de son premier terme, ou un signe
contraire, suivant que lUon attribue a x une trés-grande
valeur positive ou une trés-grande valeur négative.

240. En indiquant la solution précédente, nous voulions
principalement faire voir qu'il est possible de satisfaire, par
une valeur positive de x, a I'inégalité f(a) > 0. La théorie
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des dérivées permet de résoudre le probléme d’une maniére
beaucoup plus satisfaisante. En eflet, une fonction étant
croissante quand sa dérivée est positive (162), il s’ensuit
que si 'on peut trouver une valeur A de x, qui rende f(x)
positive, et a partir de laquelle la dérivée f' (x) reste positive,
la fonction f (X) restera positive a partir de x=12. De méme,
pour lrouver une valeur de x, & partir de laquelle la pre-
miére dérivée reste positive, il suffit den chercher une a
partir de laquelle la deuxiéme dérivée reste positive. Et
ainsi de suite. :

En résumé, si un nombre A, substitué a x, rend positives
f(x) et toutes ses dérivées, cetle fonction reste positive d
partir de x =A.

De plus, le polynome f (x) croit indéfiniment avec x, d
partir de cette méme valeur ).

En effet, remplagons x par A+ h, h étant positif; nous
aurons

h
FO+B=F0)+ [ () +

R
19 [ (}) 4 oo 4= Agh™.
Or, dans le second membre, tous les coefficients sont posi-
tifs : on retombe donc sur un cas déja examiné (238).
Pour trouver A, on part de /™~(zx), et I'on cherche le plus
petit nombre entier qui rende positive cette fonction (*). Si
ce nombre, substitué dans /"~'(x), donne un résultat néga-
tif, on I'augmente de 1, 2, 3, ... unités. On continue de la
méme maniére, en remontant jusqu'a f(x). Il est évident
que Pon n’a jamais besoin de revenir sur les essais déja
tentés.
241. Application. — Soit

[ (@) = 62® 4 2hx* — x® + Sx® — 16x — 60.

(*) On peut méme prendre, comme point de départ, la premiére des
dérivées qui présentent une seule variation de signes.
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La premiére méthode donne
A= 60 +1=1 |
= =1.

Pour appliquer la seconde, on forme les polynomes

[ (x) = 302* + 96x° — 32* + 16x — 16,

fd(:)=60x“+1ux’-—5x+8,
f (x)=60x’+96x—1.'
1.2.3

Ces trois dérivées sont positives pour x=1; mais, si I'on
remplace x par 1 dans f(x), on trouve un résultat négatif.
Au contraire, x=2 donne f(x) > 0.0n peut donc prendre
A=2.

242. Probuime 1. — Etant donné un polynéme

Agx™ 4+ A" 4 e - AR,

trouver une valeur positive de X telle, que le résultat de la
substilution ait le signe du premier terme, et soit, en valeur
absolue, inférieur & un nombre donné 0.

En posant x=—21, on devra, si Ay est positif, satisfaire

z?
aux inégalités

A A A
=+ 5> 0
z" zm-H zmtp

A, A, A,
g R Zm P <%

ou, puisque z est positif, & ces deux-ci :
AP + A+ o+ A, >0, (8)
dz" P — (Agz? + A2’ 4+ .o + A) > 0. 9)

C’est & quoi I'on parviendra, dans chaque cas particulier, en
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appliquant I'une ou T'autre des solutions du premier pro-
bléme. _

248. Applications. — 1. Trouver une valeur positive
de x satisfaisant aux conditions

@ + 8t — Ta® — 1228 + 2%a” — 150* > 0,
2° + 8x* — Tx® — 12x° + 242" — 1502° < 0,01.
Les inégalités (8), (9) deviennent
2% + 8z — 728 — 127% + 24z — 150 > 0, (10)
0,01.2° — (2° + 8z* — 72° — 122% + 24z — 150) > 0. (11)
On satisfait alarelation (10) par 253, eta larelation(11),
par z< 6. Conséquemment, pour résoudre la question pro-
posée, il suffit de prendre x Z3.

11. Trouver une valeur négative de x qui, substituée dans
le polynome

— 2t — T2’ + 122° + 4o’ — 24a®,

donne un résultat négatif inférieur, en valeur absolue, a

0,01.

Changeant x en — ', on devra satisfaire, par une valeur
positive de x', aux inégalités

— 2" 4 Tx'® 4 122" — 4x" — 2x'% L0,
— 2" - T - 122" — — 2428 > —0,01;

ou, ce qui est équivalent, a celles-ci :

2t — Tx'® — 122" + 4x'” 4+ 242 > 0,
2" — 7o' — 12x"% + 4o’ + 24x® > 0,01.

' 1 CoL
Remplacant &' par 2, on a ensuite :

22t — 725 — 122 + 4z + 24 > 0,
0,01.2% — (22 — 72° — 122 + 4z + 24) > 0.
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Opérant comme dans I'exemple précédent, on trouve enfin

= l=‘[ _. Il
2> 35, x<§’ x$—-5-

244. TutoreMe VI. — Toute fonction entiére et ration-
nelle, d’une variable x, est continue.

Soit -
y=[f(x) =A™ + Aa™' 4 . + A,

En premier lieu, a toute valeur réelle et finie de x, cor-
respond une valeur de y, réelle, finie et déterminée.

D’un autre coté, on peut toujours atiribuer @ x un accrois-

sement h assez petit pour que Uaccroissement correspondant
k de y soit, en valeur absolue, inférieur ¢ un nombre donné.

En effet,
f (x) hg + f (x) hz,

k=f(x)h + i9 125 YW %

Or, le second membre est une fonction entiére de &, or-
donnée suivant les puissances croissantes de cette variable
(242); donc, etc. ‘

245. Remarque. — Lorsque I'accroissement h est suf-
fisamment petit, k& prend le signe de f’(x). Ce résultat
s’accorde avec celui que l'on conclut de la théorie des
dérivées (162).

_ Ewercices.
I. Transformer I'équation
VA+ B+ C=0,
(A + B + Cy = 27ABC.

en

I1. Tutorene.—Sost f(x,X)==0 une équation du degré m,
par rapport @ x. St, pour A= a, Uéquation a n racines
réelles, et que, pour X=a’, elle ait n' racines réelles, la
somme n =+ n’ est un nombre pair.
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III. TuroreMe. — a, b, ¢, d, e désignant les racines de
Péquation
‘ ¥4 Agx® 4 A + Ax + Ay =0,
on a, identiquement,

a?(bc + be + de) + b*(cd + ca + ea) + ¢ (de + db + ab)
+ d*(ea + ec + be) + €*(ab + ad + cd) = — 24,

) (S. Reauss.)

IV. Former une équation du troisiéme degré, connais-
sant la somme S, des racines, la somme S, de leurs carrés
et la somme S; de leurs cubes.

Application :

S‘=26, Sg—‘—_—258, S5= 2 85"'.

Résultat :
x° — 26x? + 209x — 520 =0.

V. L’équation
(@ + 1" —a» — 2% —1=0

a pour racines, quel que soit le nombre entier n: 0, — 1,
—3 (*)- Quelle est I'équation qui donne les autres racines?
Résultat :

(1)

+x[(x+,l)Qn—t__x(x+,l)2n—5v+..._xﬂn—S(x_._,')+x‘ln—t] (A)

— W gttt 3+ 1=0.

P ()" - ()P S (1) -1

Si, par exemple, n=4, I'’équation réduite est
@+ 1)@+ 1P+ (1) +(c+1)+1
+ (1) — 2o+ 1) + 2% (@ 4+ 1) — 23 (@ + 1) +a]
— o+t —atrat—2x+1=0,

(*) On peut démontrer que ces quautités sont les seules racines réelles
de la proposée. :
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ou 4ot + 8x° + 14a* + 10x + 6 =0;

comme on le reconnait par le calcul direct.
VI. Vérifier que, si I'on fait 2x + 1=y, I’équation (A)
devient
Cy™* + (€ +C) y™° + (Cy + Cs + Cy) y™* + -
+ (G + G5+ - + Gy 5) y*=0.

(B)

Dans celle-ci :

¢, =2 ¢ HCr—9)
1 1.2.3

VILI. Soit f(z)=0, une équation algébrique, 4 coefficients
réels. Soit P + QV/—1 le résultat de la substitution de
x + yV' —1 a z:les racines de la proposée sont repré-
sentées, géométriquement (228), par les points ou se cou-
pent les lignes ayant pour équations

P=0, Q=0. (PRrouHET.)

Cela posé, on propose de démontrer qu'en ces poinis-
racines, les lignes dont il s’agit sont orthegonales.

VIII. La propriété précédente subsiste pour les lignes
représentées par

P=a, Q=0b,
a, b étant deux paramétres variables. Ainsi, ces lignes con-
stituent un systéme orthogonal. (ProuHET.)

IX. Dans le polynome
y = x* — 222° — 62® + Bx + 3,
on remplace x, successivement, par 10 et 10 + k. Com-

ment doit-on prendre I'accroissement positif h pour que
I'aceroissement k de y soit, en valeur absolue, inférieur a 55?

Réponse : = 1
b S s01




TRANSFORMATION DES EQUATIONS. 201

CHAPITRE XIV.

TRANSFORMATION DES EQUATIONS.—LIMITES DES RACINES.

‘.

Transformation des équations.

246. En général, transformer f(x)=0, c’est chercher
une autre équation, F (Y)=0, dont les racines aient, avec
les racines de la proposée, une relation donnée. Les ques-
tions suivantes éclairciront cette définition.

24%. Prosrene 1. — Multiplier, par un nombre donnék,
les racines d’une équation

Agr™ + Apx™ ! - Agt™ P+ oe + A, +A,=0. (1)

Ici, la relation donnée est y—rka, ou x="Y. Remplacant x
par cette valeur, on trouve

Agy™ + Ay™ !+ AglPy™ 2+ oo - A, k" 'y + Ak =0. (2)

On voit que les coefficients de la transformée sont égaux
@ ceux de la proposée, multipliés par les puissances succes-
sives de k. ,

248. Prosrine Il. — T'ransformer une équation, qui a
des coefficients fractionnaires, en une aulre dont les coeffi-
cients soient entiers, et dont le premier terme ait pour coef-
ficient Punité.

En chassant les dénominateurs, on mettra la proposée
sous la forme (1), les coefficients Ay, Ay, Ay, ..., A, étant
entiers. Cela étant fait, I'équation (2) sera la transformée
cherchée, si on peut disposer du nombre entier k, de
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maniére a rendre divisibles, par Ag, les produits Ak, Ak2,
Azk3, ..., A k™. Cest & quoi I'on parvient aisément, dans
chaque cas particulier.
Soit, par exemple, :

; 16 9 1
4ot — 28xt + 282 — —a’ +—x 4+—=0,

3 2 6

ou

2%x® — 150x* + 168x® — 32x% + 27x + 11 =0.
Posant 2 =%, on obtient

25k Lt
Y= ¥+ — =y +—y+5-=0

Les fractions 2%, %, 2, 1+ étant irréductibles, les coeffi-
cients seront entiers si les fractions f’ "3 ) ’:, :—4 se réduisent
4 des nombres entiers.

La premiére condition donne k — Mc’ k' étant un
nombre entier. La deuxiéme devient = — entier, ou (*)

= entier; d’ou résulte (**) k' = 5k”, k' étant aussi un
nombre entier; etc. On trouve enfin ‘que la plus petite
valeur admissible de k est 12. Par suite, la transformée

demandée est
y* — 78y + 1 008y> — 2 304y* + 21 528y + 114 048 = 0.

249. Proprine III.— Diminuer, d’une quantité donnée h,
les racines d’une équation f(x) =0.
Premiére solution. — De y==x—h, on conclut d’abord

flh+y)=0;

(*) Tout nombre qui divise un produit de deux facteurs, et qui est
premier avec l'un d'eux, divise lautre. (B., A., 89.)

(**) Tout nombre premier, qui divise un produit, divise au moins un
_des facteurs. (B., A., 91.)
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puis, par le Théoréme de Taylor,
o y ., y2 , ym )
h L (h =L_fr(h e—2 () =0. (3
FB) -+ 3 () + 2 () + e -2 () =0, (3)

Telle est la transformée.
Seconde solution. — Divisons f(x) par x — h, puis le
quotient par x — h; et ainsi de suite. Nous aurons

[(x)=(x—h)Q: + Ry,

Q =(x_h)Q2 + R,

Qm-l = (x - h‘) Qm -+ Bm :
les restes Ry, Ry, ..., R,,, et le dernier quotient Q, (*), sont
indépendants de x. Pour éliminer Q,, Q,, ..., Q, _,, multi-
plions les deux membres de la deuxiéme équation par

x— h, les deux membres de la troisiéme par (x—h)2, ete.,
puis ajoutons les résultats : il vient

f (@)=
R,+Ro(x—h) + Ry (x — b+ -+ R (x— h)"*+Q,,(x—h)™;

en sorte que la transformée, dont I'inconnue y égale x — h,
est
Ry + Ry + Ry’ + - +R,y" ' + Q,y" =0. (%)

250. Remarques. — 1. En comparant les développe-
ments (3), (%), on trouve, & cause de L-_—A —=Q_ :

1.2.3...m
F_ o 7h)_ fi=-0 (h)
1 212

R;, .., —————=R,,.

1.25...(m—1)

f(h) =R,
IL. Le calcul des restes Ry, Ry, R, ..., R, est trés-rapide,

(*) Ce dernier quotient est égal au coefficient A, du premier terme de

f ().
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au moins quand la quantité & est entiére, si 'on emploie un
procédé bien connu, mais que nous croyons cependant
devoir rappeler ici.
Soit a diviser
Agr™ - A"+ Agx™ e + A, + A,
par le bindme x — a; soient

Byx™* + B,x™ % 4+ Byx™® + .. + B, _ox + B,

le quotient et R le reste. :
En multipliant le quotient par x — a, ajoutant R au pro-
duit, puis identifiant avec le dividende, on trouve

B,—A,, B,—B,+A,, By—Ba + A, ...,
Bm—l = Bm—ia -+ Am—i’ R= Bm—la -+ Am‘

Ces formules démontrent la régle suivante :

Pour obtenir le coefficient d’un terme quelconque du quo-
tient (B, excepté), on multiplie par a le coefficient précé-
dent, et on ajoute, au produit, le coefficient du dividende,
de méme rang que le coefficient cherche.

III. Si la quantité h est fractionnaire, et égale a %’, on
pose

P ’ r”
y=a—rr @'=ga, =qy;
d’out
xl
& = ?, ¥'=x"+p, x'=qy. (5)

Ainsi : 1° on multiplie par q les racines de la proposée;
2° on diminue de p les racines de la premiére transformée;
3° on divise par q les racines de la deuxiéme transformée.

254. Applications.

1. 2t — 72 — 82 +~ B —1=0, h=3.
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Les divisions successives donnent

2 — 1 —11 —928 —85—R,,

2 5 4 —16—R,,
2 1 4+ 37—R,,
‘2 +l7=R‘.

La transformée est
29" + 17y° + 3Ty — 16y — 85— 0.
Il x*+ 82— 24" + 6x —4=0, h=_§.
Comparant avec les formules (8),on a

r=— x'=2x"—2, z'=3y.

La premiére transformée est (24'%)

T x4 2% — 182" + 162" — 324 =0.

205

On obtient la deuxiéme par les divisions suivantes, dans

lesquelles le diviseur est ' + 2 :

1 +92 — 62 + 928 —896—R,,
1 +20 —102 + 490 — R,,
1 +18 — 138 =R,
1 + 16 =R,

Elle est done
'’ 4+ 162"% — 138x""? + 490x" — 896 = 0.
Enfin, "= 3y donne

81y* + 452y° — 1 242y + 1 470y — 896 =0.

252. PropLiME IV.—Faire disparaitre le deuxiéme terme
d’une équation f(x)=0, cest-a-dire transformer cette
équation en une autre dont la somme des racines soit nulle.
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Posant y=—x—h, et désignant par a, b, c, ... les racines
de la proposée, on doit avoir

(a—h) + (b—h)+(c—bh)+...=0,
ou (236)

— A, —mh=0.
On tire, de cette équation,
A
h = — —-‘-
m

Par suite A
Yy=x+—
m
Ainsi, pour faire disparaitre le deuxiéme terme d’une
équation, on augmente les racines d’une quantité égale au
coefficient de ce deuxiéme terme, divisé par le degré de
Véquation (*).

Limites des racines.

253. On appelle limites des racines deux quantités entre
lesquelles sont comprises toutes les racines réelles d'une
équation f(x) =0.

254. Remarques.— 1. Ordinairement, ces quantités sont
de signes contraires; mais, si I’équation n’a pas de racines
négatives, zéro est une limite inférieure. De méme, si I'équa-
tion n’avait pas de racines positives, zéro serait une limite
supérieure.

II. Dans le cas général, 'si (— I) est une limite infé-
rieure, (= ') sera une limite supérieure des racines de la
ransformée en (— x). Par conséquent, la question peut

(*) On arrive au méme résullal en remplagant 2 par y-+h dans les deux
premiers termes de la proposée, et en développant suivant les puissances
décroissantes de y. Ce second procédé peut servir a faire disparailre un
terme de rang quelconque.
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sre réduite & la recherche d’une limite supérieure des
racines. _

111.  étant une limite supérieure des racines, toute quan-
tité plus grande est également une limite supérieure (*).

IV. Si le polynéme f (x) reste positif & partir de x=2,
la quantité A est une limite supérieure des racines de I'équa-
gion f(x) =0.

Cette derniére remarque sert de base aux méthodes sui-
vantes :

255. [ METHODE. — On obtient une limite supérieure des
racines en ajoutant Punité au plus grand coefficient néga-
tif, pris positivement (**). '

Représentons, comme dans le n° 288, par (— N) le plus
grand coefficient négatif de I'équation f(x) =0, et faisons
croitre o indéfiniment, & partir de 1 + N : le polynéme
f(x), positif pour cette valeur de x, croitra indéfini-
ment (238). Donc, etc.

256. II° nTHODE.— On obtient une limite supérieure des
racines en extrayant, du plus grand coefficient négatif pris
positivement, une racine dont Uindice égale excés du degré
de Véquation sur le degré du premier terme négatif, et en
ajoutant Punité @ cette racine.

Soit
f(x)=a" + Bx"* + ... — P + ... —Na" "+ ...+ U;

— Px™? étant le premier terme négatif, et — N le plus
grand coefficient négatif. Des raisonnements et des calculs
analogues a ceux dont nous avons déja fait usage (238)
donnent, successivement,

f(-'x) > ™ —N (wm—p 4 o™ L  + 'l),

(*) On ne doit donc pas dire : LA limite supérieure des racines, mais
bien : unE limite supérieure des racines. '

(**) 1 est sous-entendu ici, comme dans le Probléme 1V, que le pi'e-
mier terme de I'équation a pour coefficient 'unité,
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xm—p+i_ 1
" —N— >0,
x—1
.x”""“ [(x—x1)'.r1" — N] +N >,

(x—1y—N>0,
x=1=1+VN.

25%. III° méTHODE. — On obtient une limite supérieure
des racines en décomposant le premier membre de équation
en plusieurs polynomes présentant, chacun, aw plus une
variation (*), et en cherchant un nombre X qui les rende tous
positifs.

Remarquons d’abord que si un polynome ¢ (x), présen-
tant une seule variation, est positif pour une valeur posi-
tive de x, il reste positif & partir de cette valeur.

Soit, pour fixer les idées,

¢ (x) = 2" + 22* — 52* — 8x — 13.

L’inégalité ¢ (x) > 0, vérifiée pour x = 2, peut étre écrite
ainsi : ’

Si, dans la parenthése, on fait croitre x & partir de 2 (**),
la partie positive augmente et la partie négative diminue;
donc le polynéme o (x) est positif pour x > 2 (***).

(*) Lorsqu’un polyndme, ordonné suivant les puissances décroissantes
d’une variable z, a ses coefficients réels, on appelle variation la succes-
sion de deux termes de signes conlraires, et permanence, la succession
de deux termes de méme signe. Par exemple,

z° 4+ 28+ 22" — T2 — 3z +1
présente deux variations et trois permanences.
(**) Et méme a partirde 1.
(***) Gette démonstration, dont nous avons déja fait usage (238), prouve
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Soient maintenant @, (x), @, (x), ... les polynomes, de
méme forme que ¢ (x), dans lesquels on a décomposé
f(x) (*); soient Xy, Xy, ... des nombres, au moins égaux
a1, et tels que l'on ait

e (M) >0, 92(2) >0, ...

Si X est le plus grand de ces nombre, le polynome f(x)
reste donc positif & partir de x =2,

258. Remarque. — Quelquefois, la décomposition du
premier membre peut étre effectuée de plusieurs maniéres,
et alors on obtient différentes valeurs de A. Il est évident
que I'on doit toujours choisir la plus petite.

Si, par exemple,

[(x)=2a*+ x*—x* + x — 10 000,
el que I'on prenne
pr(x)=2a" + x* — &, ¢, (x)=2x— 10000,
on trouve A=10 000. Mais, en groupant les termes ainsi :

(x* + x* — x* — 10 000) + «x,
onali=7.

259. 1V° nitHoDE (méthode de Newton). — On obtient
une limite supérieure des racines en cherchant un nombre X
qui rende positives f(X) et ses dérivées.

En effet, le polynéme f(x) reste positif & partir de x =2
(240).

que tloute équation dont le premier membre présente une seule variation,
n'a pas plus d’une racine supérieure d l'unité. On verra, dans le cha-
pitre suivant, un théoréme plus précis.

(*) On peut, évidemment, faire abstraction de ceux qui seraient com-
posés de termes positifs.

14
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260. Application des méthodes précédentes. — Soit
f(x) = 6x° + 24x* — x* + 8x* — 16 — 60.

La premiére méthode conduit &

= -+ == .

r=1+ \/-’l—(-) =3}.
La troisiéme :

suivant que I'on décompose f(x) en

(6x® + 24ax* — ) + (82 — 162 — 60),
ou en
(6x® + 2%x* — x* — 60) + 82 — 16x.

Pour appliquer la derniére méthode, formons les poly-
nomes .
[’ (x) =30x* + 96x* — 32* 4 162 — 16,

@) _ 6ous + 144a? — 32 + 8,
1.2

I _ 60s* + 96z —1.

125

Ces trois dérivées sont positives pour x=1; mais, si
'on remplace x par 1 dans f(x), le résultat est négatif. On
doit done prendre A = 2.

Si I'on change x en — x, on trouve, pour limite supé-
rieure des racines de la transformée, A’= 4. Donc toutes
les racines de 1'équation proposée sont comprises entre
—het + 2
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Exercices.

I. Transformer I'équation
8x* — Bt + Fa® + U — Tx — 411 =0,

en une autre qui soit privée du deuxiéme terme, ei dans
laquelle les coefficients soient entiers,.le coefficient du
premier terme étant I'unité.

Résultat :

y* + Ay + 1 588y" — 458y — 47 084k = 0.

II. Transformer une équation dont les racines sont com-
prisés entre letl’, en une autre dont les racines soient
comprises entre A et X',

III. On obtient une limite supérieure des racines en
divisant chaque coefficient négatif, pris positivement, par
la somme des coefficients positifs qui le précédent, et en
ajoutant I'unité & la plus grande des fractions ainsi obte-
nues. (Régle de Bret.) _

1V. On a une limite supérieure des racines de I'équation

.. —Px™?..  —Qx™ ... —R""...=0,

en ajoutant les deux plus grandes des quantités V'P, \q/Q,
V'R, .... (Régle de Lagrange.)

V. Pour obtenir une limite supérieure des racines, on
peut diviser le plus grand coefficient négatif, pris positive-
ment, par le plus grand des coefficients qui précédent le
premier coefficient négatif; extraire, du quotient, une
racine dont I'indice égale I'excés du degré du terme dont
le coefficient a servi de diviseur, sur le degré du premier
terme négatif ; et ajouter I'unité & cette racine. (Régle de
Tillot.)
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CHAPITRE XV.

EXISTENCE DES RACINES REELLES.

Préliminaires.

264. Lemme. — Si deux quantités o, 3, substituées @ x
dans f(x), donnent des résultats de signes contraires,
Péquation f (x) =0 a au moins une racine réelle, comprise
entre o et 3.

Soit, pour fixer les idées, « < f3. Si I'on imagine que x
varie d’'une maniére continue, depuis « jusqu'a 3, f(x)
variera aussi d’'une maniére continue (244). Or, cette
fonction était négative pour x = o et positive pour x = 3,
ou inversement ; donc elle a di, au moins une fois, passer
par zéro (*). :

262. Remarque. — La démonstration précédente repose

(*) On peut modifier un peu la démonstration, de maniére 2 la rendre
encore plus évidente. Supposons 3 > 2> 0 : on raméne aisément les
autres cas a celui-la. Supposons en outre, pour fixer les idées, f(#) <0,
f(B) > 0. Enfin, soient P l'ensemble des termes positifs, — N I’en-
semble des termes négatifs de f(x), de maniére que f(z) =P — N. Si Pon
fait croitre & d’une maniére continue, depuis « jusqu'a 3, les polyndmes
P, N, dont tous les termes sont posilifs, croitront d’'une maniére conti-
nue. Or, pour z=a, P était moindre que N; et, pour =0, P est devenu
plus grand que N. Donc, pour une ou plusieurs valeurs de x, comprises
entre et 3, on a eu P=N, ou f (z) = 0. Aprés avoir fait ce raisonne-
ment, Lagrange ajoute : « Comme deux mobiles qu’on suppose parcourir
une méme ligne dans le méme sens, et qui, partant a la fois de deux points
différents, arrivent en méme temps a deux aultres poiuts, mais de maniére
(ue celui qui était d’abord en arriére se trouve ensuite plus avancé que
Pautre, doivent nécessairement se rencontrer dans leur chemin. »
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uniquement sur la continuité de la fonction considérée. Par
conséquent, la proposition subsiste pour toute équation
f(x) =0, algébrique ou transcendante, dont le premier
membre reste continu, quand x varie entre « et (3.

263. Tutoreme I. — Si devx quantités «, 3 compren-
nent enire elles un nombre impair de racines de équation
f(x)==0, ces quantités, substituées a x dtms f (x) donnent
des résullats de signes contraires.

Soient a, b, ¢, ..., g les racines comprises entre « et f3;
soit @ () le produit des facteurs du premier degré, corres-
pondant aux autres racines (229) ; on aura Car

/

[(x)=(x—a)(x—0b)..(x—g) ¢ (2);
puis fla)=(x—a)(a—0b) .. (a—g) ¢ (a),
f@)=(p—a)(E—0)..(B—g) ¢ (B)

Les quantités ¢(«), () ont méme signe, sans quoi
I'équation @(a) = 0 aurait au moins une racine comprise
entre a et 3 (261),eta,b, ¢, ..., g ne seraient pas les seules
racines de f(x) =0, comprises entre ces mémes limites.
D'un autre c6té, les deux produits

(e —a)(e—0b)... («—¢),
B—a)B—10)..(6—9)

composés chacun d’'un nombre impair de facteurs, sont de
signes contraires; car les facteurs du premier produit sont
positifs, et les autres sont négatifs. Done, ete.

264. Tutorime II. — Si devx quantités «, B compren-
nent entre elles un nombre pair de racines de U'équation
f(x) = 0, ou n’en comprennent aucune, ces quantités, sub-
stituées a x dans f(x), donnent des résultats de méme signe.

La démonstration est semblable a celle qui précéde.
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265. Turioreme III (réciproque des deux premiers). —
1° Si deux quantités «, 3, substituées & x dans f(x),
donnent des résultats de signes contraires, ces quantités
comprennent enlre elles un nombre impair de racines de
Péquation f(x) =0;

2° Si deux quantités «, (3, substituées ¢ x dans f(x),
donnent des résultats de méme signe, ces quantités com-
prennent entre elles un nombre pair de racines de Péquation
f(x) =0, ou elles n’en comprennent aucune.

266. TutoreMe 1V. — Toute équation algébrique, de
degré impair, a au moins une racine réelle, de signe con-
traire a son dernier terme.

Soit d’abord I'équation

flx)=2"+ Bz '+ .. + Sx — T=0,

dans laquelle le dernier terme est négatif.

" 8i I'on donne & x la valeur zéro et une valeur positive 4
suffisamment grande, le résultat de la substitution, d’abord
égal & — T, devient ensuite positif (288). Donc I'équation
a au moins une racine comprise entre 0 et A.

La démonstration s’applique au cas ou le dernier terme
est positif.

26%. TuioriMe V. — Toute équation algébrique, de
degré pair, dont le dernier terme est négatif, a au moins
deux racines réelles, une positive, ’autre négative.

Méme démonstration que pour le théoréme précédent.

268. Remarque. — Une équation de degré pair, dont
le dernier terme est positif, peut avoir toutes ses racines
imaginaires. Exemple : x* + 1 =0.

Théovréme de Descartes.

269. Lemme. — Quand on multiplie un polynome entier,
ordonné suivant les puissances décroissantes d’une lettre x,



EXISTENCE DES RACINES REELLES. 215

par un binéme x — a, a étant une quantité positive, le pro-
duit présente au moins une variation de plus que le multi-
plicande. '

Supposons que le premier terme du polyndéme soit x™. Ce
terme x™ commence un groupe de termes positifs, lequel
est suivi d’'un groupe de termes négatifs; celui-ci, a son
tour, est suivi d’'un groupe de termes positifs, etc. Enfin,
le polyndme se termine par un groupe de termes tous po-
sitifs ou tous négatifs. Chacun de ces groupes peut, dans
certains cas, étre remplacé par un terme unique.

Cela posé, la multiplication dont il s’agit peut étre indi-
quée comme on le voit ci-dessous :

e —P e 4 Q ee —R =S =T
x—a

@ P ot Q.. —R .ES . ET

........... —P" .4 Q" . —R” eS8 . xTa

. P+ Q7. —R".. =S =+ Ta.

1° Dans le multiplicande, la premiére série de termes
négatifs commence par — P; la deuxiéme série de termes
positifs commence par + Q, etc. Une derniére série de
termes, tous de méme signe, commence par == S et se ler-
mine par == T : ce dernier terme est supposé indépendant
de x.

2° La multiplication par x donne des produits partiels,
de méme signe que les multiplicandes correspondants.
Parmi ces produits partiels, ceux qui proviennent de —P,
+Q, ..., =8, =T, sont désignés par — P', + Q/, ...,
+8, +T.

3° La quantité a étant supposée positive, la multiplica-
tion par — a donne des produits partiels, de signes con-
traires aux multiplicandes. D’ailleurs, les degrés de ces
produits sont respectivement inférieurs, d’une unité, aux
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degrés des premiers produits. Par conséquent, si le terme
qui devrait précéder immédiatement (— P) ne manque pas,
ce terme, multiplié par — a, donne un produit négatif
(—P”), de méme degré que (—P"). Et si ce terme manque,
(—P") est remplacé par zéro. Semblablement, les termes
qui devraient précéder (+ Q), (—R), ..., (= 8S), donnent
des produits (+Q"), (—R"), ..., (8"), des mémes de-
grés que (+ Q"), (—R’), ..., (=S’) : ces produits peuvent
d’ailleurs, dans le cas d’un multiplicande incomplet, étre
remplacés par zéro.

4° 11 résulte, de cette discussion, que les termes du pro-
duit, désignés par (—P"""), (+Q""), (—R""), ..., (=8"),
ont les signes des termes (—P), (+ Q), (—R), ..., (= S),
qui leur correspondent dans le multiplicande. Quant aux
derniers termes de ces deux polynomes, ils ont évidemment&
des signes contraires.

B* Comparons actuellement le multiplicande et le pro-
duit : de x™ a (—P), il y a une seule variation, et il y en a
au moins une de x™' & (—P""); de (—P) a (+ Q), il y
a une seule variation, et il y en a au moins une de (— P'"")
a(+ Q"), etc. Enfin, de (=8) a (= T), il n’y a pas de
variation, et il y en a au moins une de (= S'"’) a (5= Ta).

6° Le produit présente donc au moins une variation de
plus que le multiplicande (*).

270. Remarque. — L’exceés du nombre des variations du
produit, sur le nombre des variations du multiplicande, est
un nombre impair. :

1~ Si le dernier terme du multiplicande est +T, le der-
nier terme du produit est (— Ta); mais alors le premier

(*) La démonstration suppose que le groupe qui termine le multipli-
cande contient au moins deu termes : si ce groupe était remplacé par un
seul terme, on ferait T==0, et le produit serait terminé par == S"* == Sa.
Les conclusions précédentes subsistent donc dans ce cas particulier.
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polynéme a un nombre pair de variations, et le second en
a un nombre ¢mpair : la différence entre ces deux nom-
bres, c’est-a-dire I'excés du second sur le premier, est done
un nombre impair.

2° Méme démonstration dans le cas ou le multiplicande
se termine par (— T).

2%4. TutoriMe pE DescArTEs. — Dans toute équation
compléte ou incompléte, le nombre des racines positives ne
surpasse pas le nombre des variations.

Soient a, b, c, ..., g les racines positives d'une équation
f(x) = 0. Représentons par o (x) le produit des facteurs
correspondant aux racines négatives et aux racines imagi-
naires : nous aurons

[@)= (@) @—a)&—b) (@ —0) ..t —g).

D’aprés le lemme précédent, la multiplication par les fac-
teurs successifs x —a, x—b, ..., x— g doit introduire, 3
chaque fois, au moins une variation : par conséquent, lors
méme que ¢ (x) aurait tous ses termes positifs, le nombre
des variations de f (x) serait au moins égal au nombre des
racines positives a, b, ¢, ..., g. Cest ce qu’il fallait dé-
montrer.

272, CoroLrAre I. — Toute équation dont le premier
membre présente une seule variation, a une seule racine
positive.

En effet, I'’équation a au moins une telle racine (266,
26%); et n'en a pas plus d’une (*).

2798. CororLAIRE II. — Si le nombre des variations sur-
passe le nombre des racines positives, Pexcés est un nombre
pair. '

Reprenons I'égalité

f@)=s@@—a@—b)..@—g),

(*) Voyez la troisiéme note de la page 208.
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et représentons par p le nombre des racines positives a, b,
Cy s e :

Le polynéome ¢ (x) se termine par un terme positif; car
I'équation ¢ (x) =0 n’a aucune racine positive; donc ce
polynéme présente un nombre pair de variations. De plus,
la multiplication par x—a, par x—b,... introduit, a chaque
fois, un nombre impair de variations (2%0). Le nombre v
des variations de f(x) se compose donc d'un nombre pair,
augmenté de p nombres impairs. Autrement dit,

v—p ==nombre pair + p nombres pairs = nombre pair.

274, CoroLraire IIl. — Le nombre des racines négatives
d’une équation f(x)=0 ne surpasse pas le nombre des
variations de la transformée en (— x) (*).

On appelle transformée en (— x), I'équation que I'on
obtient en changeant x en (—x) dans la proposée. Or, les
racines positives de la transformée étant, abstraction faite
du signe, égales aux racines négatives de la proposée, le
nombre des variations que présente f(— x) ne peut sur-
passer le nombre de ces derniéres racines.

2%5. CoroLLARE IV. — Quand une équation f(x)=0
toutes ses racines réelles, le nombre p des racines positives
est égal au mombre v des variations, et le nombre n des
racines négatives est égal au nombre v' des variations de
la transformée en (— x).

On peut d’abord observer que la somme v+ o' de ces
deux nombres de variations ne surpasse pas le degré m de
I'équation. En effet, si I'équation est compléte, c’est-a-dire
si f(x) renferme m + 1 termes, la somme du nombre des
variations et du nombre des permanences de f(x) est
égale a m; mais, quand on change x en (— x), les varia-

(*) Cette proposition compléte le Théoréme de Descartes.



EXISTENCE DES RACINES REELLES. 219

tions deviennent des permanences, et réciproquement (*) :
donc, dans ce cas, v+ v'=m. D'un autre coté, sil'on
supprime quelques termes de f(x), les nombres v, o'
pourront bien diminuer, mais ils n’augmenteront pas :
donc, en général, _

v+ v Z m. 1)

Supposons actuellement que toutes .les racines soient
réelles, auquel cas
P+ n=nm. ©2)

La comparaison des relations (1) et (2) donne
v+ Zp 4+ (3)
Or, p ne surpasse pas v, n ne surpasse pas v'; done

p=v, n=0v'
En outre,
v+ v =m.

276. Corortaire V. — Si la multiplication de f(x) par
x —a introduit 2k + 1 variations, f(x) =0 a, au moins,
2k racines imaginaires. (Sturm.)

Soient 2¢ le nombre .de ces racines, et v le nombre des
variations de f(x). On a, en conservant les notations pré-

cédentes,
p=m—n—27Z v;
done
nS m—uv— 2. 1)

(x —- a) f(x) ayant, par hypothése, v—+2k-+1 variations, la
transformée en —x en a, tout au plus, m—+1—(v+2k+1).

Ainsi
nZ m—v— 2k (2)

(*) En effet, de deux termes consécutifs, un seul change de signe :
¢’est celui qui contient une puissance impaire de x.
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Conséquemment,

m—v—2kSm—v—2i,
ou
%S 2k.

29%. Remarques.—1. Le Théoréme de Descartes, appli-
qué & une équation incompléte, indique presque toujours
I'existence d’un certain nombre de racines imaginaires (*).
Soit, par exemple,

[(@) =2+ a° + 22* —x + 1=0.

D’aprés le nombre des variations de f(x) et de f(—x),
on trouve que cette équation a, au plus, deux racines posi-
lives et une racine négative : elle a donc, au moins, six
racines imaginaires.

II. En particulier, s’il manque un terme entre deux
termes de méme signe, Uéqudtion a, aw moins, deux racines
imaginaires. ‘

Prenons

[(x) =a" + - == Gx? = Ha? % + ... 4 T.

Quel que soit le signe de x, il n’y a aucune variation
entre = Gx? et += Hx™*. Conséquemment, en employant
les relations précédentes :

v+ 2 (m—q)+q—2,
ou
vV ZTm—2;

et, a plus forte raison,

p+nTm—2.

(*) Cependant une équation tncompléte peut avoir loules ses racines
réelles : I'équation 2°* — 72 + 6 =0 a pour racines + 1, + 2, — 3.



EXISTENCE DES RACINES REELLES. 221

III. Ce n'est pas tout : Si, en multipliant f(x) par un
binome convenablement choisi, on peut faire disparaitre un
certain nombre de termes, Uéquation f (x)==0 a des racines
imaginaires.

Soit, par exemple, I'équation

a2t a® — o — a2 — 2t P +-1=0.

Lapplication du Théoréme de Descartes et du Corol-
laire I1I donne seulement

P2 nZHo
Mais, si I'on multiplie le premier membre par x — 1,
I'équation devient

o — g — (2" —zf) +2* —1=0,

ou

o — 2 — 2" 4t + 2 —1=0;

et, par le changement de x en —x :

% — 2 2"+t — o —1=0.
Ainsi,
nZs5.
La proposée a donc, au moins, huit racines imaginaires.

Autres théorémes.

298. TuroriME DE RoLLe (*). — Deusx racines consécu-
tives d’une équation algébrique comprennent entre elles un
nombre impair de racines de Uéquation dérivée.

Soient @, b deux racines consécutives de I'équation
f(x) =0; et, pour fixer les idées, supposons a < b. Si x

(*) Michel Rolle, membre de ’Académie des sciences, mort au com-
mencement du dix-huitiéme siecle.
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varie entre a et b, f(x) conserve le méme signe dans I'in-
tervalle : admettons que ce soit le signe +. Pour x =a,
la fonction f(x) est croissante (162); donc la dérivée est
positive. Au contraire, f(x) est décroissante pour x = b;
et la dérivée est négative (*). D’aprésle Théorémelll (265),
les quantités @, b comprennent donc entre elles un noinbre
impair de racines de I'équation " (x) = 0.

299, CoroLrAIRE I. — Entre deux racines consécutives de
' (x)=0, il ne peut y avoir plus d’une racine de f(x)=0.

Soient a4, b, ces deux racines consécutives. Si 'on pou-
vait avoir

a<la<lb<gb,,

il n’y aurait, entre a et b, aucune racine de I’équation
f' (x) = 0; contrairement au théoréme.

280. CoroLLAIRE II. — Les racines réelles de U'équa-
tion dérivée séparent les racines réelles de I’équation pri-
milive.

En effet, si a4, by, ¢, ... sont les racines réelles de
f' (x)==0, rangées par ordre de grandeur, il ne peut y
avoir, entre a, et by, plus d’'une racine de f(x) =0. De
méme pour by et ¢y ; ete. (**).

281. Cororraire II1.—Si Péquation f(x)==0 a toutes ses
racines réelles et inégales, chacune des équations f' (x)=0,
f"(x) =0, ... a aussi toutes ses racines réelles et inégales.

282. Turorime DE DE Gua (***). — Quand une équation
a toutes ses racines réelles, le carré d’un coefficient quel-
conque surpasse le produit des deux coefficients voisins.

(*) Ces propositions, évidentes a I’inspection de la courbe représentée
par y = f(x), supposent que a, b sont des racines simples.

(**) C'est sur cette remarque, bien simple, que Rolle avait établi la
Méthode des cascades.

(***) Académie des sciences, 1741,
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Considérons quatre termes consécutifs de I'équation
f)=0: |

----- + Ex** 4 Fa? + GaP~! 4+ Hu?? + .o

multiplions ce quadrinéme par x — h; puis disposons de &
de maniére a faire disparaitre, du produit, le terme en «* :
I'équation proposée ayant toutes ses racines réelles, les
coefficients de 27 et de x*~* devront avoir des signes con-
traires (297, II). On obtient, & cause de A =g-r

2 __ R — Q?
. eren +F EGm?+'+FH .(_;.xl’_‘+ .ee

Ainsi déja, les binomes
F*—EG, G*—FH, ..

ont méme signe.
Pour déterminer ce signe commun, il suffit d’appliquer
le caleul précédent au trinéme

A.’Em + me—l + me-—i,

en faisant h=§: on trouve C—%g- < 0. On a enfin, puis-
que A est positif : '

B*> AC, C*>BD, D*> CE, ..

283. CoroLLAIRE. — Si les coefficients ne satisfont pas
tous a la condition énoncée, I’équation a des racines imagi-
natres.

284. Remarque. — La réciproque du théoréme de
De Gua n’est pas exacte : I'équation

O+t —at—at et —ax—1=0,

qui satisfait & toutes les conditions énoncées, a des racines
imaginaires. En effet, le premier égale(x-+1)2 (x—1) (x*+1).
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Exercices.

I. TutoreME. — St trois termes consécutifs sont en pro-
gression par quotient, U'équation a des racines imaginaires.
1L TutoreME. — Si les coefficients de quatre termes con-
sécutifs sont en progression par différence, Péquation a des
racines imaginaires. (HEeRmITE.)

I1I. TutoreMe bE Fourier (*). — Soient X = 0 une équa-
tion donnée, et X', X", ..., X™ les dérivées successives du
premier membre : la différence entre le nombre des varia-
tions de la suite X, X', X", ..., X™, pour x=a, et le nombre
des variations de la méme suite pour x = 3, n’est pas
moindre que le nombre des racines réelles de léquation,
comprises entre o et 3.

IV. Tutorime. — S¢ Péquation f(x)=0 a toutes ses ra-
cines réelles et inégales, I’équation obtenue en égalant a zéro
la seconde dérivée de f(‘_x)’ a toutes ses racines tmaginaires.

V. TukoriMe. — L’équation

2 —)\2 - 2
™+ (ﬂ) "t 4 (M——)) R (ﬁ) x4+1=0
1 1.2 1

a toutes ses racines réelles et inégales. (H. LAurenT.)
VI. Tutoréme. — L’équation

2™ 4 Bx™* + Cx™ % 4+ .. 4+ Sx + T =0,

de degré impair, a au moins une racine réelle, comprise entre
T T .
mH I/; et — 2=+ l/; (TcHEBYCHEW.)
VII. TuioreMe. — S¢ Péquation

Ax™ 4 oo 4+ Da? 4+ Ex?' + Fa?? 4+ G 3 4+ .. + U =0

(*) Jean-Baptiste Fourier, membre de I'Institut; né & Auxerre, en 1768;
mort en 1830.
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a toutes ses racines réelles, les coefficients D, E, F, G, de
quatre termes consécutifs, vérifient U'inégalité
(DG — EF)* — 4 (E* — DF) (F* — EG) < 0.
VIII. Tutoreme. — Si Péquation
" — A"t 4 At — o A, =0
a toutes ses racines positives, les nombres Ay, A,, ... A
vérifient les inégalités :

a>mVE, A>T U0y,

m

m(mA——d)(m——Q)

A
> 1.2.3

CHAPITRE XVI

RECHERCHE DES RACINES COMMENSURABLES.

Conditions auxquelles satisfont les racines entiéres.

285. TatoriMe . — 1° Toute racine entiére, d’une équa-
lion
Agx™ 4+ Ax™ ! 4 A"+ oo + A =0 (1)

m

@ coefficients entiers, divise :

Le dernier terme,

Le coefficient de x augmenté du quotient de la premiére
division,

Le coefficient de x2 augmenté du quotient de la deuxiéme
division,
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Le coefficient de x™" augmenté du quotient de la (m—1 )"
division ;

2° Le quotient de la derniére division est égal au coeffi-
cient du premier terme, pris en signe coniraire;

3° Tout entier, qui jouit des propriétés précédentes, est
racine de U'équation.

Soit @ une racine entiére de I'équation (1). En repré-
sentant par

By ! + Bia™? + By ™% + ... + B, _sx + B, _,

le quotientdu premier membre par x—a, nous aurons (250):

A0=Bo, A‘=B‘-——Boa; Ag=Bg———B‘a, ey

2
Am—l - Bm—{ - Bm—ia) Am = — B,,._,a. ( )
Ces diverses égalités, dans lesquelles By, By, B,, ..., B,,_
sont évidemment entiers, donnent
Am Am—l - Bm—l
—a_=—_ m—1 ) _a—'-_:_ Bm--!) seey
A_B (3)
'—l—~l=—Bo’ —By=— A

a i
en sorte que les deux premiéres parties du théoréme sont

démontrées.
Dailleurs, I'élimination de B,, B,, B, ..., entre les équa-
tions (3), conduit &
A, + A8+ A, 50’ + o 4+ Aja™t 4+ A = 0;
donc tout entier, qui satisfait aux conditions énoncées, est
racine.

Recherche des racines entiéres.

286. La détermination des racines entiéres résulte, im-
médiatement, du théoréme précédent. En effet, aprés avoir
cherché une limite supérieure et une limite inférieure des
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racines (854), on formera tous les diviseurs du dernier
terme de I'équation, compris entre ces deux limites, et I'on
rejettera successivement ceux qui ne satisfont pas a toutes
les conditions indiquées ci-dessus : les diviseurs restants
seront les racines entiéres cherchées (*).

Les exemples suivants montrent suffisamment la marche
A suivre.

28%. Applications. — 1. Trouver les racines entiéres de
Péquation '

[(x) =2x* + 4a® — 592 — 61x + 30 = 0.

On peut prendre pour limites — 7 et + 6. Les diviseurs
de 30, compris entre ces deux quantités, sont, en excluant
+1lect—1:

5 5, 2, —2, —3, —5, —6.

Le calcul se dispose ainsi (**) :

Diviseurs . . . 5 3 2 — 2| — 3| — 8] — 6
Quotients . . . 6 10 B —18|—-10]— 6| — 8
Dividendes . .| — 88 | — 81 | — 46 | — 76 | — T4 | — 67T | — 66
Quotients . . .| — 11 | — 17 | — 23 | 4 38 » » 4+ 11
Dividendes . .| — 10 | — 76 | -- 82 | — 21 » » — 48
Quotients . . .| — 14 » — 4 » » » + 8
Dividendes . .| — 10 » » » » » + 12
Quotients . . .| — 2 » » » » »- | — 2

(*) On ne soumet pas 2 ces essais les diviseurs -1 et — 1 : il est plus
court, pour ceux-ci, d’employer la substitution directe.

(**) Les diviseurs, au lieu d'étre essayés simullanément, peuvent I'éire
successivement. Ce second procédé, souvent plus expéditif que le prem'ier'
est moins régulier que celui-ci.
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Les racines entiéres sont + 5 et — 6. Le quotient de
f(x) par x + 6 est, d’aprés les équations (3) (285),

22® — 8x® — 11z + B.
De plus, ce polynéme, divisé par x— 35, donne

2x? + 2x — 1.
Done

f(x) = (z + 6) (x — B) (22 + 2 —1).
II. Trowver les racines entiéres de Péquation
f(x) = x® — ha* — 1012° + 142 + 504x + 576 =0.

Les racines sont comprises entre — 9 et + 13. En opé-
rant comme dans I'exemple précédent (*), on trouve que
les racines entiéres sont — 8 et + 12. Par suite,

f (@)= (z + 8) (x — 12) (z* — Bx — 6). .

288. Remarques. — 1. On voit, par le second exemple,
que I'on peut faire beaucoup d’essais iputiles. Pour en di-
minuer le nombre, on s’appuie sur la proposition suivante,
dont la démonstration résulte, immédiatement, de la divi-
sibilité algébrique de f(x) par x—a (226) :

St a est racine entiére d’une équation f (x)==0, a coeffi-
cients entiers, a— 1 divise f(1), et a+1 divise f(—1).

Dans le dernier exemple :

)=+ 1—4&— 104 + 14 + 504 + 576 = 990,
f(—1)=—1—4 + 101 + 14 — 504 + 576 — 182.

(*) Voir, ci-contre, le tableau des calculs.
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Le premier nombre n'admet aucun des diviseurs
(—6—1), (—3—1), (8—1), (9—1).
Le second n’est divisible par aucune des quantités
(—&+1), 2+1), B+1), (4=+1)
Par conséquent, les seuls diviseurs a essayer sont
—8, —2, +6, +12
II. Quand on a reconnu que I'équation proposée admet
une racine entiére a, on doit examiner si cette racine est
multiple, c’est-a dire si I'équation a plusieurs racines égales
a a (231). Pour cela, aprés avoir divisé f(x) par x — a,

on cherche si ce quotient est encore divisible par x — a;
et ainsi de suite.

Limite du nombre des racines emtiéres.

289. TaeoreMe I (*). — Soit f(x) =0 une équation a
coefficients entiers. Soit o. un entier quelconque, positif ou
négatif. St le produit

f@fla+1)fle+2)u fa+n—1)

est divisible par 0%, k est une limite supérieure du nombre
des racines entiéres de Uéquation f (x).

Supposons, pour fixer les idées, que I'équation proposée
ait quatre racines entiéres a, b, ¢, d. Alors

f(@)=(x— a)(x—b)(x —¢)(x — d) ¢ (x),

(*) Dit A M. G. de Montebello (Nouvelles Annales de mathématiques,
L. XVIII). Ce théoréme, contenu en partie dans les Recherches arithméli-
ques de Gauss, renferme les propositions de Gauss et de M. Gerono, que
nous citerons plus loin.
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¢ (%) ¢lant un polynéme & coefficients entiers; puis

[(@) fa+1)...fla+n—1) = (e—a) (x+1—a)....(«+n—1—a)
X (e—b)(a+1—b)... (a~+n—1—b)
X (a—c¢) (e+1—c¢)... (a+n—1—c¢)
X (a—d)(z+-1—d)... (x+n—1—d)
X ¢(@) p(x+1).ccp(a4-n—1).

Les n facteurs contenus dans la premiére ligne du se-
cond membre sont entiers et consécutifs; donc un de ces
facteurs, et un seul, est divisible par n (*). De méme pour
les facteurs contenus dans les trois lignes suivantes. D'ail-
leurs @ (¢) p(a—+1)...¢(«+ n— 1) est un entier, positif ou
négatif. Donc le premier membre de Uégalité est divisible
par une puissance de n dont exposant est égal ou supé-
rieur ¢ quatre. C'est ce qu'il fallait démontrer.

290. CoroLLAre I. — 87 aucune des quantités f (o)
f(e+1), ... f(a+n— 1) nlest divisible par n, Péquation
f(x)=0 n’a pas de racine entiére.

294. CororLAire IL — Si (0) et [(1) sont impairs,
Péquation n’a aucune racine entiére (**).

292. CorortAre III. — Si aucune des quantités f(— 1),
f(0), f(+ 1) n’est divisible par 3, Péquation n’a pas de.
racine entiére (***).

293. Application. — Soit, comme ci-dessus,

f(x)=2* — 4a* — 1012° + 14a* + 504z + B76;
d'out
f(0)=576, f(1)=990, f(—1)=182.

(*) Si I'on ajoute a tous ces facteurs un méme multiple de n, conve-
nablement choisi, on les transforme en 7 nombres entiers consécutifs,
parmi lesquels, évidemment, se trouve un multiple de #, el un seul.

(**) Gauss (Nouvelles Annales, t. XVI).

(***) Gerono (Nouwvelles Annales, t. XVI). 11 est bon d’ohserver que f(0)
st le dernier terme de I'équation.
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Le produit de ces trois nombres est divisible par 3* et
non divisible par 3%; done I'équation f(x) =0 n’admet pas
plus de quatre racines entiéres.

294. Tueorenme III. — Soit {(x) =0 une équation a
coefficients entiers. Soit p un nombre premier, diviseur du
dernier terme. St f (p) est divisible par p*, k est une limite
supérieure du nombre des racines entiéres divisibles par p.

En effet, si a, b, ¢, d sont ces racines, on a

fp)={p@—a)(p—b)(p—0)(p—d)s(p);

et le second membre de cette égalité est divisible par p%.

Recherche des racines fractlonnaires.

295. TuioriMe 1V. — Toute équation a coefficients en-
tiers, dans laquelle le coefficient du premier terme est unité,
w’a aucune racine fractionnaire.

Soit, s'il est possible, i: une fraction irréductible qui

vérifie I’équation
" 4 A‘xm—l_*_ Agxm—ﬂ A e Am.=0, (/")

Ay, Ay, ..., A, étant entiers. Remplacant x par g, et mul-
tipliant tous les termes par 3", nous aurons

—+E=0,
p .

E désignant un nombre entier. Or, cette égalité est impos-
sible, car Z- est une fraction irréductible. (B.; Arith., 93
et 111).

296. Au moyen de ce théoréme, on raméne la recherche
des racines fractionnaires a la recherche des racines en-
tiéres. En effet, si I'équation f(x) =0 n’a pas la forme (%),
on peut toujours, en multipliant toutes les racines par un
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nombre entier k, choisi convenablement, trouver une trans-
formée F (y) =0, dont le premier terme ait pour coef-
ficient I'unité (248). Si a, b, ¢, ... sont les racines en-

tiéres de cette transformée, les racines de la proposée sont
(4 b ¢ cen
PR : . .

29%. Remarque. — On pourrait, de cette maniére, trou-

ver & la fois les racines entiéres et les racines fractionnaires
de I'équation f(x) = 0. Mais il vaut mieux la débarrasser
d’abord de ses racines entiéres : le calcul de la transformée
en devient plus simple.

298. Application.

f(x)=21x* — 412® + 4Bx® — 2kx + 4= 0.

Cette équation n’a pas de racines négatives. De plus, elle
p’a aucune racine entiére; car la méthode de Newton
donne 1 pour limite supérieure. Changeant x en 2, on
trouve

F(y) =y* — lly® + 945y* — 10 B48y + 57 04k = 0.

Les valeurs dc o étant plus petites que 1, 21 est une
limite supérieure des valeurs de y. 1l suffit done d’essayer
les diviseurs de 37 044, moindres que 21. Ces diviseurs
sont :

2, 3, 4, 6, 7, 9, 12, 1%, 18.

On peut méme rejeter 3, 4, 7, 9, 12, 18; car ces facteurs,
diminués d’une unité, ne divisent pas F (1) = 27 365. Le
calcul se réduit donc a ce qui suit : ’
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2 6 14
18 522 6 174 2646
“+ 7938 — 4 410 — 7938
+ 3969 — 133 — 56T
+ 4 94 + 210 + 318
» + 3 + 2
» — 6 — 14
» — 1 — 1

Les valeurs entiéres de y sont 6 et 14. Ainsi,

6 2 14 9
r=—=— L= ——— .
21 7 21 35
On trouve ensuite

299. Aulieu de chercher la transformée F (y)=0 (296),
on peut déterminer directement les racines fractionnaires
de la proposée. Cette recherche est fondée sur la proposi-
tion suivante, dont la démonstration ne saurait embar-
rasser le lecteur.

800. Tutorime V. — 8¢ la fraction irréductible g est
racine d’une équation f (x) =0, a coefficients entiers :
1° « divise le dernier terme; 2° (3 divise le coefficient du
premier terme; 3° le quotient de { (x), par Bx — o, est un
polyndme a coefficients entiers.

301. Application. — Soit, comme précédemment,

f(x)=21x* — 4l1a® + 4Bx® — 24x + 4 = 0.

[y

Les fractions a essayer sont 1, 3, 2 2 % [es coeffi-
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cients des quotients correspondants sont, par la régle con-
nue (250, II).

1
21—34 » » > 3 n’est pas racine.
-4 * ’1 .
29 —38 » »  » 7 n’est pas racine.
2 o
21 —27+27—6 0 gest racine (*).
2 .
21 —21+21 0 7 est racine.

Limite du nombhre des racines fractionnaires.

302. Le Théoréme II s’applique aux racines fraction-
ndires comme aux racines entiéres, pourvu que n soit pre-
mier avec le coefficient du premier terme de f(ax) (**).

Exercices.

I. Trouver les racines commensurables des équations

6zt — 192° + 982° — 18x + 4—0,
8x* — 38x° 4+ 492 — 22x + 5=0,

64xt — 528x° + B574x* — 5395x + 90 = 0.
1I. Résoudre complétement les équations

25— 2x'— 62+ 4’ +13x+6 =0,

1— 1225+ Bhat— 104’ + 45x* +1080— 108 =0,

18— 12x7+53x°—92x*—9x*+-2122° —1 552> —108x—108=0,
21 25— 85x5—2 393 x*+ 4 806x3-— 5 348x%+2 8720r— 480 = 0.

(*) Le quotient de f(x) par z—2 élant 212°— 2722+ 270 — 6, nous
avons divisé ce polyndme par £ —3 : le second quotient est 21 (x> —x+ 1).
(**) Nouwvelles Annales, t. XVIUIL.
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III. Trouver les valeurs entiéres de x et de y qui véri-
fient les équations

xt + yt + 2y + 22y = 946,
B4+y+ 2 4+ gy =186.
IV. Méme recherche pour
o+ y* =1343, 2°+ y*=116807.
V. Résoudre les équations
x+y+2=48, 2*+y’+2'=770, x*+ 1y’ +2*=12384.
VI. Décomposer le nombre 222 en quatre parties telles,
que le triple de la premiére, le tiers de la deuxiéme, le cube
de la troisiéme et la racine cubique de la quatriéme, soicnt

des nombres égaux entre eux.
VII. Résoudre complétement

P 1
+ 4’ (2 — 1) — 2 +1=0.

)

S(x—1)x
VIII. Résoudre I'équation

[(#* — 2a* — b*) (@ — a* — 2b%) + 9a%*]?
+ ha? (2" — a* — 26 + 4b* (2* — 2a° — b} — 108ab* = 0.

Racines :

r=a+b, x=a—b, x=0.

IX. Tutorine. — Dans toute équation d coefficients
entiers : 1° le dernier terme est divisible par le produit des
racines entiéres et par le produit des mumeérateurs des
racines fractionnaires; 2° le coefficient du premier terme
est divisible par le produit des dénominateurs de ces der-
niéres racines. '
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CHAPITRE XVII.

DES RACINES COMMUNES A DEUX EQUATIONS.

Prélilminaires.

303. La résolution des équations du premier degré est
fondée sur la proposition suivante : On peut remplacer le
systéme de deux équations, par un autre systéme formé
des proposées et de I’équation qu’on obtient en les ajoutant
membre & membre, aprés avoir multiplié l'une d’elles par
un_facteur constant A (B., Alg., 65). Ce principe, qui sub-
sfste pour les équations de degré quelconque, peut, étant
convenablement modifié, s’appliquer a la recherche des
racines communes d deux équations algébriques

F,(x)=0, Fy(a)=0. )

En effet, si ces équations ont une racine commune a,
celle-ci satisfait & I'équation

F, (x) + 2F,(x)=0.
Réciproquement, toute racine commune aux équations
F;(x)=0, F, (x)+ F;(x)=0, (2)
est une racine de I'équation F; () =0. Par conséquent, le
systéme (2) équivaut au systéme (1).
Plus grand commun diviseur de deux polynémes.

304. Avant d’aller plus loin, remarquons que si les équa-
tions (1) admettent plusieurs racines communes a, b, ¢, ...,
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k, leurs premiers membres sont divisibles par le produit
(x—a)(x—b)(x—c)...(x — k)

des facteurs correspondant a ces racines, et qu’il en est de
méme pour les premiers membres des équations (2). Si I'on
convient d’appeler plus grand commun diviseur de deux
polynémes entiers ¢ (x), ¢ (x), le produit des facteurs du
premier degré, de la forme x — «, communs 4 ces poly-
noémes, on voit que le plus grand commun diviseur des
polynomes F, () et Fy (), est égal au plus grand commun
diviseur des polynomes Fy (x) et Fy () + AF4 ().

805. Les conclusions précédentes subsistent si I'on rem-
place la constante 1 par une fonction de x, pourvu que cette
fonction ne devienne pas infinie pour une valeur de x satis-
faisant au systéme (1) ou au systéme (2) : en particulier,
A peut étre un polynéme entier, déterminé de facon que le
second systéme soit plus simple que le premier.

En effet, en supposant le degré de F, (x) égal ou supé-
rieur au degré de Fy (), divisons le premier polynome par
le second, de maniére  obtenir un quotient entier Q et un
reste Fy (), de degré moindre que le diviseur. A cause de

F,(x)=F;(x).Q + F; (),
si nous prenons A = — Q, le systéme (2) se réduit &
Fy(x)=0, F;(x)=0.
Conséquemment, les racines communes aux équations
F,(x)=0, F,(z)=0, (1)
sont les mémes que les racines communes aux équations
F;(x)=0, F;(x)=0, (3)

F; (x) étant le reste de la division de F, (x) par Fy(x); on,
ce qui est équivalent :
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Le plus grand commun diviseur de deux polynomes est le
méme que le plus grand commun diviseur entre Pun d’eux
et le reste de la division de Pautre par celui-ci.

306. Remarque. — Si F; (x) est exactement divisible
par Fy (), ce second polynéme est le plus grand commun
diviseur. En méme temps, toutes les racines de I'équation
Fo (x) =0 appartiennent a F, (x) =0.

30%. Les raisonnements précédents s'appliquent au sys-
téme (3), puis a celui qu'on en déduirait comme le sys-
téme (3) a été déduit de (1); etc. Done, aprés avoir divisé
F, (x) par Fq (x), on divise ce second polynéme par le reste
F; (x), puis ce premier reste par le deuxiéme, et ainsi de
suite, jusqu’a ce qu’on arrive & un reste F, (x) qui divise
exactement le reste précédent : ce dernier reste est le plus
grand commun diviseur des polynomes F (x), Fy(x); et les
racines de Péquation F,(x)=0 sont les racines communes
aux équations Fy (x)=0, Fy (x)=0.

308. Remarques. — 1. Si 'on arrive 4 un reste numé-
rique, les équations F, (x)=0, Fy(x)=0 n’ont aucune
racine commune; et leurs premiers membres sont dits
premiers entre euc.

II. Dans la recherche du plus grand commun diviseur
de deux polynomes, on peut, afin de simplifier les calculs,
multiplier par un facteur numérique arbitraire, soit un divi-
dende quelconque, soit méme un dividende partiel quel-
conque. En effet, I'introduction de ces quantités numériques
n’altére pas les facteurs de la forme x—a, communs aux
polynémes proposées.

III. Les explications précédentes suffisent lorsque, comme
nous I'avons supposé, les deux polynomes donnés sont
fonctions d’une seule letire. La recherche du plus grand
commun diviseur de deux polyndmes contenant deux ou
plusieurs lettres; et, a plus forte raison, la théorie com-
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pléte du plus grand commun diviseur exigerait-des dévelop-
pements dans lesquels nous croyons ne pas devoir entrer.
309. Application.
Fi(x)=22% + 0% — o — 22 + 2% + 20 — 1,
F; (x) = 2x* + 32° + 42* +~ 2 — 2.

Voici le tableau des caleuls :

25+ 3a® + 4 +x—2
22— x—1

204+ xb— 2t —2x%+ xP+-2x—1
— 28— Bab—hat— x¥+2?
— 9P —Bx*—5x°+ 5%+ 20—1
4+ 228+ 3ot + 4’ + 2’2
— 9t ota4-dat —1
+ 20+ B+ bt + x—2
. 453+ 82%+ x—3 = F;(x).

2t + 31+ 4xP+ x—2 | 4aP+ 82 +x—3

(") 4x*+6x°+ 82+ 20—4 | x—I
—bx*—8x*— '+ 3x
—2x%+ Tx*+ Bax—4
@) —4P+ 1422 +10x—8

+4x’+ 82+ x—35
(") 220 +112c—11
2%+ x—1 =F(x).
b*+ 8x*+ x—3 [ 2% +a—1
—4at— 204 2 2x +5
6x’+ 3x—35

La troisiéme division se faisant exactement, le plus grand
commun diviseur des polynomes donnés est

Fi(x) =22 +ox —1(").

(*) Le premier et le second dividende ont été multipliés par 2; le reste
a é1é divisé par 11. Le bindme & — 1 n’est donc pas le quotient de F, (z)
par Fy () : ce quotient serait o — }. .

(**) Ou plutdt z* + 32 — L.
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Par suite, les racines communes aux équations F, (x)=0,
F,(x) =0, sont données par 2x% + x— 1=10. On trouve
r=—1x=3

3140. Remarque. — La méthode des racines commensu-
rables (286, 295), appliquée aux équations F, (x) =0,
F, (x) =0, aurait fait découvrir que les premiers mem-
bres sont divisibles par (x + 1) (x — 3). Supprimant ce
facteur, on serait arrivé aux équations

—2x+1=0, x*+2x+2=0,

dont les premiers membres sont premiers entre eux. On
voit donc que, avant d’effectuer opération du plus grand
commun diviseur, sur les premiers membres de deux équa-
tions données, on doit chercher les racines commensurables
de ces équalions.

Exercices.

I. Trouver les racines communes aux équations

¥ + xf — 482 + 192% + 292 + 4 =0,

2t — 162° + 252 — 20 — 1 =0.
1. Méme recherche pour les équations

x® — 132" + 82 + 192° + 8x + 1 =0,

Bab — 26 + 122% + 192 + 4 =0.

III. Tutorime. — Soient Fy, Fy deux polynimes a coef-
ficients entiers, dont les degrés sont m, m — 1. Soit F, le
reste de la division de B;Fy par Fy, B, étant le coefficient
du premier terme de F,. Soit, semblablement, F5 le reste
de la division de C3F, par F,, C, élant le coefficient du
premier terme de Fg. Si les degrés des restes Fy, F5 sont,

16
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comme il arrive ordinairement, m —2, m — 3, le deuxiéme
reste, Fy, est divisible par B; (*).

IV. Appliquer le théoréme précédent a la recherche du
plus grand commun diviseur entre

Fo=at+at+ 2% +2x+1, F,=T7x+4a®+x+ 1.
Résultat :
F;=79x*+39x+ 46, F;——7*(426x—87), F,—=R—=7921665.

CHAPITRE XVIII.

THEORIE DES RACINES EGALES.

Préliminaires.

3114, Lemue. — Si une équation {(x)==0 n’a pas de ra-
cines égales, les polynomes {(x), f'(x) sont premiers entre eux.
Soit 3
f@=(@x—a)@@—>b)(x—c)..(@x—k)(x—1);
d'ou (128) '

A (x)=——-f(x) L f@) f(=)

4 ees
x—a. x—b x—1{

Le binéme x — a divise les polyniomes entiers x—ff)b, ey
f@) . i i
I=0; mais il ne divise pas

T@ @m0 — k) @ —):

xX—a

(*) Ce théoréme est dis, en partie, 2 M. Labatie (Méthode d'élimination
par le plus grand commun diviseur, 2¢ édition, p. 8). Mais la démon-
stration de I'auteur exige que les coefficients de F,, F,, soient des poly-
ndmes; ce qui n'est pas nécessaire (Mélanges mathématiques, p. 252).
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ce bindme n’est donc pas facteur de f' (x). Le méme raison-
nement est applicable aux bindmes x— b, x—c¢, ..., x — [;
done f(x) et f'(x) sont premiers entre eux.

312. Tuiorine. — Si une équation f(x)=0 a des ra-
cines égales, les polynomes f(x), f'(x) ont un plus grand
commun diviseur formé du produil des facteurs correspon-
dant aux racines égales, chacun d’eux étant pris une fois de
moins que dans f (x). .

Pour fixer les idées, supposons que I'équation f(x)=0
ait p racines égales & a, q racines égales & b, r racines
égales a ¢, et un certain nombre de racines simples. En
représentant par ¢ (x) (*) le produit des facteurs corres-
pondant a ces derniéres racines, nous aurons

f@)=(z—af (x—b) (x—c) ¢ (). 1)

Par suite,

@ p q r @ @

f(x)_x—a r—b x—c olx

f (@) =D[4(x) + (x —a) (@ —b) (x — ) ¢'(x)], (3)

si I'on fait, pour abréger :

~

et

sy = (L L ) )5 6) ) (),

r—a x—0b

D=(z—a)~*(x—b)"(x—c)

Cela posé, les polynomes f(x), f'(x) sont divisibles par D.
De plus, le raisonnement employé ci-dessus (344) montre
que les quotients 5~ =), =) (’) sont premiers entre eux; done
f(x) et f' () ont, pour plus grand commun diviseur, le
produit D.

(*) Sil'équation proposée n'a que des racines multiples, ¢ () se réduit
a l'unité.



244 ALGEBRE.

313. CoroLLAIRE. — Pour qu’une équation f(x)=0 ait
des racines égales, il faut et il suffit que les polyniomes f (x),
f' (x) aient un commun diviseur, ou, ce qui est équivalent,
que cette équation et I’équation dérivée, f' (x) =10, aient une
ou plusieurs racines communes.

Réduction d’'une équation qui a des racilnes égales.

314. Les explications précédentes montrent comment on
peut reconnaitre qu’une équation f(x)==0 a des racines
égales. On peut aller plus loin et ramener la résolution de
f(x)==0 a la résolution d’autres équations donnant, respec-
tivement, les racines simples, les racines doubles, les racines
triples, ..., de la proposée, abstraction faite des degrés de
multiplicité de ces racines.

Représentons par X, le produit des facteurs correspon-
dant aux racines simples, par X, le produit des facteurs
correspondant aux racines doubles, par X; le produit des
facteurs correspondant aux racines triples, ..., chaque fac-
teur étant pris une seule fois; et, pour fixer les idées, sup-
posons que la proposée n’ait aucune racine dont le degré
de multiplicité surpasse 4. Nous aurons

flx)=X,X{X3X.

Soit D le plus grand commun diviseur entre f(x) et f'(x) :
d’aprés le théoréme ci-dessus, D = X, X3X}.

De méme, le plus grand commun diviseur entre D et sa
dérivée est D, = X; X3

De méme encore, le plus grand commun diviseur entre
D, et sa dérivée est D, =X,.

D, ne contenant plus de facteurs multiples, le plus grand
commun diviseur D;, entre ce polynome et sa dérivée,
serait I'unité.
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Divisons f(x) par D, D par Dy, ete.; nous aurons :

X
[‘(D—)=Q =X‘X1X3x‘,
D
ﬁ" = Q= X, X;X|,
1
D
Fl = Qz == Xaxu
2 .
D
b‘: =Q3=X5-

En troisiéme lieu, divisons Q par Q,, Q, par Q,, etc.;
nous aurons enfin :

Q Q Q.
— = Ay, — =X, _'=X.'n 5=Xt'
o= q, Q ¢

Les équations cherchées sont done :

X,=—0, X,=0, X;—0, X,=0.

345. Remarques. — 1. L'équation Q=0 admet toutes
les racines de la proposée, mais chacune d’elles une fois
seulement.

Il. A cause des longs calculs qu'exige la méthode des
racines égales, on doit, avant de I'appliquer & une équation
proposée, sassurer que celle-ci n’admet aucune racine com-
mensurable.

III. La remarque précédente et les théorémes I et II,
énoncés ci-aprés, prouvent qu’il est inutile d’appliquer
la méthode des racines égales aux équations des cing pre-
miers degrés. '

316. Application.

f(@x)=a"— Tx* + 4x® + T2’ — 20 — 2=0.
Le plus grand commun diviseur entre f(x) et f' (x) est

D=ua'—1x—1.
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On a ensuite

. Dl=17
puis :
q)i)=Q=m‘+x‘-5x’+2, E=Q,=m’—x—l,
%—=X,=m*+2m-——2, Q=Xs=a2*—x—1;
1
donc

[(x)=(a* + 22 — 2)(x* —ox — 1)
Exercices.

I. TutoREME. — S% une équation a une seule racine mul-
tiple, cette racine est commensurable (*).

II. TuEoREME. — Si une équation a des racines dont les
degrés de multiplicité soient différents les uns des autres,
ces racines sont commensurables (*).

III. Tutorine. — Si f(x) est divisible par (x —a)", a est
racine des équations ' 4

f(.’l:)=0, f'(-'r)=0, f”(x):O, vy f"“(:x,‘):();

et réciproquement.

IV. Exprimer que I'équation =™+ px"+ q=0 a une
racine double.

V. Résoudre complétement 1'équation

4a® — 3228 + 121 2* — 2292° + 2512 — 152x + 44 =0O.

Reésultat :

x=%(5:l:\/7\/:—1-),_ x=%(5:i:\/ﬁ|/—-—_4).

(*) Il est sous-entendu que les coefficients de 1'équation sont commen-
surables.
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VI. Méme recherche pour I'équation

21— 2%% - ¥ — ha” 4 ¥ — 6a® — ot — 4a® — 2 —2x —1=0.

Résultat :
_ 1 o -
x=1£V'9, x=§(1:i:\/5\/—1), x=—%(1tl/5\/—l).

VII. Résoudre I'équation .

a'z® — 5a*z® + 4a* (1 + *) x® — Ga’x® — Ga’x®
+4(1+a)x* —3x+1=0.

Résultat :
r=—1, a*x*— 2a’%° + 20 —1=0.

VIII. Tusoréme. — Soit f (x)=[x (1— x)]" : Péquation
f® (x) =0 a toutes ses racines comprises entre 0 et 1.
(Gauss.)
IX. Tatoreme. — Soit f(x)=X, X:XG ...; soit D le plus
grand commun diviseur entre f(x) et f'(x); soit enfin D’
la dérivée de D : le plus grand commun diviseur entre

r(;)2 L f:)_x) est X,. (OsTROGRADSKI.)

CHAPITRE XIX.

THEOREME DE STURM (*).

314%. Le théoréme que nous allons exposer fait connaitre
exactement le nombre des racines d’'une équation proposée,
comprises entre deux quantités quelconques. Au point de

(*) Charles Sturm, géométre profond, professeur remarquable et homme
excellent; né a Genéve, le 29 septembre 1803; mort a Vanves, prés de
Paris, le 18 décembre 1855.
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vue de la théorie pure, il est beaucoup plus satisfaisant que
les Théorémes de Descartes, de Rolle, de Fourier (*), ... :
on pourrait dire qu’il est la perfection méme. Malheureu-
sement, les calculs qu’il exige en rendent I'application fort
difficile, dés que I'équation s’éléve au cinquiéme degré.

318. Soit V=0 une équation qui n’a pas de racines
égales. Soit V, la dérivée de V. Concevons que I'on cherche
le plus grand commun diviseur entre V et V,, en ayant
soin, aprés chaque division, de changer le signe du reste.
Soient Vg, V3, ..., V, (**) ces restes ainsi modifiés : V, est
numérique, attendu que V et V, sont premiers entre eux.
Cela posé, on a la proposition suivante :

319. TuatoreMe. — Si, dans la suite des fonctions

vV, Vi, Vg oy V,, (4)

on remplace x par des quantités quelconques o, (3; Uexces
du nombre de variations de signes que présente la suite
pour X—=oa, sur le nombre de variations qu’elle présente
pour x= 3, égale le nombre des racines de V=0, comprises
entre o et 3. (On suppose « £ 3.)

" Démonstration. — 1° Si I'on fait croitre x, d’'une maniére
continue, depuis « jusqu’a 3, les fonctions conservent leurs
signes respectifs, tant qu’aucune d’elles ne s’annule : le
nombre des variations de la suite (A) sera donc ce qu'il
était pour x=oa.

2° Deux fonctions consécutives ne peuvent s’annuler en
meéme temps.

La proposition est visible pour les fonctions V, V,, puis-
qu’elles n’ont aucun facteur commun. Soient donc trois

(*) Voir p. 224.
(**) Ces notations soat celles que Sturm a employées dans le célébre
Mémoire présenté, en 1829, a I'Académie des sciences de Paris.
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fonctions intermédiaires quelconques, V,_,, V, V... On

a, entre ces quantités, la relation

Vo= VnQ;z - Vn+4 ’ (1)

n?

Q, représentant le quotient de V,_, par V. Si les fonc-
tions V,, V.., s’annulaient pour une méme valeur de x,
x =17, cette valeur annulerait aussi V,_,; et, en remontant
dans la suite des égalités dont (1) est le type, on trouverait
que ‘ac=y annule, simultanément, V et V, (*).

3° 8¢ une valeur particuliére de x annule une fonction
intermédiaire, la fonction précédente et la fonction sui-
vante présentent une variation.

En effet, lorsque V,=0, I'égalité (1) devientV,_——V,,.

4° Tant que x ne devient pas égal @ une racine de V=0,
le nombre des variations de la suite (A) est constant.

Soit y une valeur de x qui annule V. Soit & une quan-
tité assez petite pour que, de x=y—Ah & x=y-+h, aucune
des fonctions V,_,, V,,, ne s’annule. Les signes des résul-
tats peuvent étre figurés ainsi (**) :

Vﬂ—‘ Vn Vn+l

=y —h + » —
= -+ 0 —
x=9 +h -+ » —

Or, quels que soient les signes que I'on attribue 4 V,,
dans la premiére ligne et dans la troisiéme, les trois fonc-
tions présentent et conservent une seule variation.

5° Lorsque x devient égal ¢ une racinea de V=20, la
suite (A) perd une variation.

(*) On peut aussi procéder par voie descendante; et alors on arrive a
cette conclusion absurde, que la quantité numérique V, s’annule pour z=1y.

(**) Pour fixer les idées, nous supposons que, des deux quantités V,_y,
Vatt, €gales et de signes contraires pour =1, la premiére soit positive
pour cette valeur de .
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Si, de x=a —h & x=a+- h, la fonction V, reste posi.
tive, la fonction V, qui a pour dérivée V,, est croissante
(162); donc elle passe du négalif au positif. Au contraire,
si la dérivée V, reste négative, la fonction V est décrois-
sante : elle passe du positif au négatif. Dans les deux cas, les
fonctions V, V, présentent une variation pour x=a—h,
et une permanence pour x==a -+ h.

6° Puisque la suite (A) perd une variation chaque fois
que x devient égal 4 une racine de I'équation V=0, com-
prise entre « et 3, autant il y a de ces racines, autant il y
a de variations perdues. C'est ce qu’il fallait démontrer.

320. Application. — Combien Véquation

ot — 2+ —1=0

a-t-elle de racines positives?
Voici le tableau des calculs :

V=o— 2"+ x—1 4’ —hx +1=V,
bt — 8x*+ dx — 4 x
— Vo= — 4x*+ 5x—14
ha® — bx +1 bx®—35x+4
+ 52— 8x + 1 x+3
12x% — 32x + 4
— V= — 255 —8
ha? — x4+ & 25x + 8
21162 — 1 587x + 2116 | 920 — 101
— 736
—23%25x + 2116
+ 808
—V,= 2 924.
Ainsi :
V= o—22'+0—1, V,=4x®—bx +1,

Vy—4a®— 56 + 4, Vi=23x+8, V,——292%.
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On a ensuite :
V V‘ Vi V3 v5

x=0 _ —+ -+ -+ —_—
r=-+ o -+ -+ -+ -+ —

L'équation a donc une seule racine positive.

g21. Remarques. — 1. Conformément 4 une remarque
Jéjé faite (309), nous avons multiplié certains dividendes
par & et par 232 = 529. Les facteurs que l'on introduit
ainsi, dans le dessein de simplifier le calcul, doivent étre
essentiellement positifs.

II. Le Théoréme de Sturm est applicable, moyennant
quelques modifications, & une équation qui a des racines
égales. Si, d’ailleurs, au lieu de trouver un reste numé-
rique — V,, on arrive & une fonction V,, qui divise exacte-
ment la fonction précédente, on remplacera la proposée
par ‘—X:=O (314); et, au lieu de la suite (A), on prendra

Conditions de réalité des raclines.

322. Le Théoréme de Sturm donne, de la maniére la
plus simple possible, les conditions nécessaires pour qu’une
équation

™+ At - A - e+ A, 4+ A, =0,

dont les coefficients sont inconnus, ait toutes ses racines
réelles. Pour qu'il en soit ainsi : 1° la suite (A) doit renfer-
mer m+ 1 fonctions; 2° les coefficients des premiers termes
de ces fonctions doivent étre positifs. En effet, si ces deux
conditions n’étaient pas remplies, la suite (A) ne pourrait
perdre m variations, de x=—o00 4 x =+ .

Le nombre des inégalités de condition semble done étre
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m + 1. Mais, comme les premiers termes des fonctions
V, V, sont z™, mx™, ce nombre se réduit & m — 1 (*).
823. Application au troisiéme degré. — Soit

V=2o%+ px + q;
d’ou résultent :

Vi=3x*+p, Vo=—2px—5q, Vy=—4p*—27¢"
Les conditions énoncées sont
—p>0, —Upt—27¢">0;
et celles-ci se réduisent a

4p* + 27¢° < 0.
Exercices.

I. Quelles sont les conditions de réalité des racines de
I'équation
xt 4+ Ax? 4+ Bx + C=0?
Réponse :

A <0, 2A(A*— 4C)+ 9B <.0,
16 (A®* — 4C)* — 4AB? (A® — 36C) — 27B* > 0.
II. Appliquer le Théoréme de Sturm a I'équation
V=1zx'+ 2*— 152 — 192 — 5 =0.
Reésultats :

- Vy=4x? 4+ 302 — 300 —19, V,=123x%+196x + 29,
V: =193 399x + 137 958, V,= 2851068 313 059.

L’équation a toutes ses racines réelles.

(*) Avant Sturm, le nombre des conditions dont il s’agit était supposé

. —1 . e . o e
égal a ﬂ("'T—)- Dans certains cas, ainsi qu'on va le voir, la limite m — 1

peut encore étre réduile,
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III. Méme question pour I'équation
V= +2f— ot — -’ —x + 1=0.
Résultats :
V, = 6x® + Bo* — 4o’ — 32* 4+ 20 — 1,
Vo= 112" + 142® — 352 + 310 — 37,
Vs =—10502°+ 1 683x> — 1 731x + 597,
V,=—10 200 645x* — 37 927 0492 + 58,788 115,
V=2 971 279 748 993 533x — 5 412 517 994 900 350 020,
Vs=—N; le nombre N a, au moins, quarante-quatre chif-

fres.
L’équation a toutes ses racines imaginaires (*).

CHAPITRE XX.
EQUATIONS DU TROISIEME DEGRE ET DU QUATRIEME DEGRE.

lnicusslon de 23+ pr+q=0.

324. En faisant disparaitre le deuxiéme terme (252)
d’une équation quelconque du troisiéme degré, 4 une seule
inconnue et a coefficients réels, on la réduit a la forme

'+ pxr +q=0, (1)

p et q étant des quantités réelles.
Sans rendre I'équation (1) moins générale, on peut
supposer le dernier terme positif. En effet, I'équation

2 +pr—q=0, @)

(*) Ces deux exemples sont tirés d’'un Mémoire de M. Midy, publié en
1836. lls justifient ce que nous avons dit ci-dessus (347). Remarquons
dailleurs que les longueurs de calcul, inhérentes a I'application du Théo-
réme de Sturm, sont précisément celles qui rendent presque illusoire la
Méthode des racines égales (345, II).
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a ses racines égales et de signes contraires aux racines de
I'équation (1).

Cela posé, si le coefficient p est positif, il résulte immeé-
diatement, du Théoréme de Descartes, que I'équation (1)
a une seule racine réelle, laquelle est négative (*). Par con-
séquent, pour que celte méme équation (1) puisse avoir ses
trois racines réelles, p doit étre négatif. Changeons donc
p en — p’, et discutons I'équation

a®—p'x +q=0, (3)

pP>0, ¢>0.

Désignant par y le premier membre, et faisant varier x,
de 02 +Vp' (**), on voit que la fonction v, égale a ¢ pour
ces valeurs extrémes de x, a un minimum, déterminé par
322 — p'=0 (264), ou =+ |/, Suivant que ce mini-
mum, égal & g—2p' /2, est positif, nul ou négatif, I'équa-
tion (3) a deux racines imaginaires, ou deux racines posi-
tives égales, ou deux racines positives inégales (***).

Draprés cela :

1° La condition de réalité et d’inégalité des trois racines
de I'équation (1) est g < 2p' |/, ou 27¢2 < 4p'3, ou enfin,
4 cause de p'=— p,

Ap*+27¢* L0 (4)

en supposant

ainsi qu’on pouvait s’y attendre, elle est indépendante du
signe de ¢ (****).

(*) A cause de g > 0.

(**) Cette derniére quantité est évidlemment une limite supérieure des
racines.

(***) Onrend cette discussion encore beaucoup-plus simple, si I'on con-
sidére la courbe dont y est 'ordonnée.

(****) Cette condition a é1é trouvée ci-dessus (32 3), au moyen du Théo-
réme de Sturm.
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2° Si 4p* 4 27¢° =0,
I'équation (1) a deux racines égales.

3° Enfin, la relation

P+ 27> 0

exprime que I'équation (1) a deux racines imaginaires.

825. Remarques. — I. La condition p < 0, que nous
avons trouvée en commencant, est comprise dans la rela-
tion (4).

II. Quand I'équation (1) a ses trois racines réelles, les
deux racines de méme signe sont comprises, 'une entre 0 et

+ I/_T%-, l'autre entre == |/ —2 et =1"—p.

Kquations binémes du troisi¢me degré.

326. Soit d’abord I'équation

qui donne )
z=V1. (6)

En la mettant sous la forme 23 — 1 =10, ou
(x—1) (2 + x + 1) =0,

on voit qu'elle a pour racines
1 S
x=1, x=-§(1:tV5Vfa). (7)

Par conséquent, lunité positive a trois racines cubiques;
Pune de ces racines est égale @ + 1, et les deux autres sont
imaginaires. ,

827. Remarques. — 1. Les trois valeurs de V=1 sont,
a cause des formules (7), '

o—1, x=%(1:t\/5\/—_1).
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I. Des deux racines cubiques imaginaires de l'unité,
lune est le carré de Uautre. En effet, «, 3 étant ces racines,
on a simultanément, 4 cause de 22 +~x + 1=20:

o a4+ 1=0,

B +a =—1;
donc =02
328. Considérons a présent I'équation
xt=A, (8)

ou, ce qui est équivalent, la formule
x=V'4; - (9)

et, pour abréger, supposons A > 0.

En représentant par a la valeur réelle de x, ou la valeur
arithmétique de VA, et posant x==ay, nous réduirons
I'équation (8) a

: yP=1. (10)

Par suite, toute quantité positive A a trois racines
cubiques, que Uon obtient en multipliant la valeur arithmé-
tique de VA par les trois racines cubiques de Punité.

329. Plus généralement, si a désigne une valeur quel-
conque de VA, et que 0 et 62 soient les racines cubiques
imaginaires de lunité (326), les deux derniéres valeurs de
VA sont ab et ab2, méme lorsque A est imaginaire.

Ce dernier cas donne lieu au probléme suivant.

330. ProBLENME. Tﬂzmener Pexpression [s/A-;-Bl/——-l—
d la forme e + BV —1.

De
VarBY “T—ua+pl/ =T,

on conclut, en élevant au cube,

A=d'—5uf, B=3B—f;
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el, par les propriétés des modules (208),
ey

Eliminant (32 ou o2 entre cette équation et une des deux
précédentes, on obtient, en représentant par y2 la valeur
positive du radical, soit

3 1
as~27’“—2A=0,' (11)
soit '
3 5 2 l
p—zyﬁ-i-ZB: . (12)

Pour fixer les idées, considérons I'équation (11). Elle a
au moins une racine réelle ; (*), dont on pourra trouver
la valeur exacte ou une valeur approchée (Chap. XVI et
XXII). Si 34 est laracine correspondante de I'équation (12),
donnée par la formule

B=V — o ("),

les trois valeurs de f/m seront
o+ BV —1, (e + BV =1), (e + gV —1).
331. Application. A=65, B=—142. On a d’abord
. »*=V24389 = 29,

puis

4o® — 870 — 65 = 0;
d’otr

Ainsi, I'une des valeurs de VG:‘i—— 142V — 1 est

(*) Les équations (11), (12) ont toutes leurs racines réelles; mais cette
circonstance est indifférente, quant a présent.
(**) L’équation B=3«%3 — 3% délermine le signe de 8,.

17
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5 -2V — 1. Les autres valeurs de ce radical sont
b} - ; . N
— (--.-l/s)— (-\/5-—4)\/—1
2 2
et
5 - s S S
— (-— \/5) + (-\/5 + 4) V—1.
2 2
Résolution de Péquation 7°—+ px +q=0.
332. Quand on cherche & réduire

3 — 3
a=VA+VB+VA—VE, (13)
on trouve (*) )
23 —3VA—B.x —2A4=0. (14)

D’aprés cette remarque, il est naturel d’essayer de satis-
faire a I'équation

2+ px + q¢=0, (1)

par une valeur de la forme (13).
Identifiant les équations (1) et (14), on a

p=—3VA"_B, ¢=—24;

d’our résultent

C
.

2
A=—1, B=qZ+ (15)

S

Par conséquent,

3 — 3 —_—
i ) 3 2 3
x=\/—g+\/q—+£+ \/—Z——\/‘I—+P—-(15)
2 4 27 2 4 27
Ce résultat est connu sous le nom de formule de Cardan,
bien qu’il soit du & Tartaglia (**).

(*) Manuel des Candidals d I'Ecole polytechnique, t. I, p. 44.
© (**) Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XV, Suivant Descartes,
Cardan n'aurait pas revendiqué, pour lui-méme, la découverte dont il
s’agit : « ... la régle dont Cardan attribué I'inuention ¢ vn nommé Scipio
Ferreus...» (Géométrie, édition de 1664, p. 104).
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833. Remarques.—1. Les deux radicaux cubiques, con-
tenus dans cette formule, admettent chacun trois valeurs.
Si on les associait arbitrairement, on obtiendrait neuf va-
leurs différentes pour x, tandis qu’on n’en doit trouver que
trois. Mais comme, en formant I'équation (14), on a supposé

Va+ V. |7A_\/§'=V/—Az_3=_§,

.

on ne doit associer, parmi les valeurs des radicaux dont il
s’agit, que celles dont le produit est (—%). Soient R,, R,
deux de ces valeurs; soient, comme précédemment, 0, 62
les racines cubiques imaginaires de I'unité : les racines de
I'équation (1) seront

Xy = R‘ -+ R,, Xg=— Rlo -+ Rgoi, X3 = R,ei -+ R,e. ('l 6)

I1. La formule (13), prise dans toute sa généralité, résout
les trois équations

'+ px + q=0, av“+6px‘+q=0, x° + 0%px 4+ ¢ =0 (*).

334. Applications.—I. 23+ 6x—7=0. La formule (15)
donne

On peut prendre Ry =2, Rg=—1. Donc
1 -
=1, 2,=20— 6"=—§(I +3V5V—1),
1 -
gy=20'—o=——(1—3V3—1).
(*) En multipliant les premiers membres, on obtient I’équation

° + 3qa® + (p*+ 3¢} ¥ + =0,

dont les neuf racines sout données par la formule (13).
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II. 3+ 152+ 20=0. On trouve, de la méme maniére,

— s — N —
a=V—10+V225 + V—10 — V235 — /5 — \V'35;

puis, en prenant seulement les valeurs arithmétiques de
ces deux derniers radicaux :

2, =\5—V'25, x,—oV/ 5 a5, a;=0'V5—ol25;
ou

=V'5—V95,

3, = 1 D v wryT LYo -
x,=%(l/25—\‘/5) — 5(\/46 875 + V675)V —1,
rmg (VB —VB) + %o‘/——m 875 + \/678) L/ 1.

HI. 23 + Bx — 18 = 0. Cette équation est vérifiée par
x=2:les deux autres racines sont imaginaires. Si I'on
applique la formule (15), et que I'on prenne les valeurs
arithmétiques des radicaux, on a

3
2512 42 2312
2.-.\/9-.- > \/ \/251 :

Ainsi, le nombre entier 2 est donné sous forme irration-
nelle.
IV. Plus généralement, si, dans I'équation

(x—a)(x®*+ ax + b)=0,

I'on suppose b=1(a?+ c?), on est conduit a cette idenlité :

s T3 3
2a=\/a(q’+cg)+c—(91:————”+\/a(a’+c’) c(9a +c)
Va7 Vet
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Discussion de la formulc de Cardan.

335. Premier cas : B> 0, ou 4p3 + 27¢2 > 0. Les
quantités A +V B, A—VB sont réelles et inégales ; donc
les valeurs Ry, R,, peuvent étre supposées réelles; de plus,
elles sont inégales. Il résulte alors, des formules (16), que

.Téquation (1) a deux racines imaginaires.

836. Deuxiéme cas : B=0, ou 4p3 + 27¢2=0. Les
valeur désignées par Ry, R, peuvent encore étre suppo-
sées réelles; mais elles sont égales; done

x‘=QR‘, x2=13=—R1 (*):

I'équation (1) a deux racines égales.

Ces résultats s’accordent avec ce que I'on a vu ci-des-
sus (324). A

83%. Troisiéme cas : B < 0, ou 4p® + 27¢%2 < 0. Les
binomes A + VB, A —V'B étant imaginaires, il en est
de méme pour R, et Ry; en sorte que les valeurs des
racines, données par les formules (16), se présentent sous
forme imaginaire, précisément quand ces trois racines sont
réelles. Cette sorte de paradoxe a fait donner, au cas dont il
s’agit, le nom de cas irréductible. On va voir comment, au
moyen des fonctions circulaires, on peut alors résoudre
I'équation (**).

(*) A cause de 02 4- 0= —1{.

3 — . —
(**) Si I'on conoit que I'on it mis V' A+ VB sous la forme a8V —1
(330), on aura, le produit R,R, étant réel,

Bl=m+ﬁv—-—_1, R,=a—pV 7.
Par suite,

@, =2, wn=—("‘+ﬁv~;’); z;=—(x—pV3);

valeurs réelles. Malheureusement, l'équation du troisiéme degré qui de-
vrait donner « ne différe pas, au fond, de I'équation proposée.
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Application de la Trigonométrie.

838. Quand I'équation
2+ pr+q=0 (1)

a ses trois racines réelles, on la réduit aisément & celle qui
donne le sinus du tiers d’un arc o dont le sinus est donné,
c'est-a-dire (*),

y"-—%y—&-%sina:O. (17)
En effet, posons x=="{ : I'équation (1) devient
y* + pk’y + qk*=0.
Identifiant avec (17), on trouve
-4 3
k —— —-?:, sina=(—l -—(i) . (18)
2 P
Cette derniére formule donne une valeur réelle pour I'are

auxiliaire o (**); car la relation

4p* + 27 <0
équivaut a

\/q

( ) <4 aaa)’ i
attendu que p est négatif.

(*) Manuel des Candidats, t. I, p. 262.

(**) Et méme une infinité de valeurs réelles : les Tables trigonométri-
ques font connaitre la plus petite.

(***) Dans cette formule, VE" représente + q ou — ¢, suivant que ¢
est positif ou négatif.
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L’arc o étant connu, on aura, pour valeurs des trois
racines :

x =2 \/—]—;-singa T =2 \/——;—)-sinﬂ;ayé
> (19)
. +o
x3=2\/—§-51nﬁ5a(>. 5

339. Autre méthode. — Le binome 4p3 + 27¢2 étant
supposé négatif, écrivons ainsi la formule (15) :

3
2 3
x=\/_z+ _e_ P
2 4 27
. 3 < -
+\/_1_\/_‘L~”_\/_-1.
2 4 27

Soient (216) :

T
p €OS ?=—‘—;’ pSiﬂ?=+\/——qz—-2p7;

et, par conséquent :

qi P’
- g ~i
p= +\/—§i, cOSq)=—2—qP-’ Sln;o=+-——9———-(20)

Le théoréme de Moivre (219) donne, comme premiére
valeur de x : '

%y =2Vp cos % . (21)
6 et 62 représentant toujours les racines cubiques, imagi-

(*) On peut vérifier que ces valeurs satisfont aux relations :
p q

Ty Ty 2y=0, T,Ty+ TT5+ T30, =D, T,TT3=—4(.
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naires, de I'unité (326), les deux autres valeurs-de x sont
données par les formules :

a, =V (cos§+\/—1sinz)6+(cosi—l/—4sin£)a’ ,
’ 5 3 5 3
—\V, o0s? V 1sinl) ¢ V' Asin?

x3=\V"p LOS%—G- —1 sing 6* + cosg— —1 sm-s- 0 1.

Mais, comme il est aisé de le vérifier :

— . 2 2 —_— 2
0=cosg75+\/—-1sin-—ﬂ, 6’=cos—1——l/—lsin—f;
3 3 3 3
donc (22%)
- 27 + s,—- 2 —
x, =2V cos e x5 =2V"p cos T (22)

340. Applications. — 1. Soit I'équation
x®— 41z + 39 =0.

La seconde formule (18) devient

) 39 \/(5)=.
Sin o0 = —_
2 4l

Le calcul prend ensuite la disposition suivante :

log5 =0,477 121 5 +
log 41 —=1,612783 9 —

3 -
log—=2,86% 337 4 +
4

1=T,4524687+

N

log 39 = 1,591 064 6 -
log 2 — 0,301 030 0 —

log sin « = 1,585 540 7
o= 22°42'11" 1.
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Vérification.
x,= 0,973 757 log &y = 1,988 441 9 +
x3= 5,860 480 log x,=0,767 933 4 +
s = — 6,834 215 log (— x5) = 0,834 688 6 +

0000002  log (— zayts) — 1,591 063 9
X4 Xedz =— — 58,999 4.

II. 3 —Tx + 7T=0.

En opérant comme dans le premier exemple, on trouve,
successivement,

. 1, /27
SID o = — 7 »  a=179°6'24"0,
§= 26022'8”, % 553752, T Z_ 86o22'8";
et enfin
o, =1,356 896, x,=1,692021, x;=— 3,048 917.
L’emploi de la seconde méthode donne
VG 7
= = €OS p = — — —
° 5/ T fT T3V
log 75 = 2,535 294 1 + log 27 = 1,451 363 8 +
log 5° = 1,431 363 8 — log 7 = 0,845 098 0 —
1,1039303 . 0,586 265 8
I 1
5=1,7013101 5=0,2931529 +

log 2=0,301 030 0 —

log (— cos ¢) =1,992 102 9
p = 169°6'24"".
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On a ensuite :

7

n= 2 \/;cos 8622 8"— 1,692 020,
7 oy

Ty=—2 \/g cos 3°37'52” = — 3,048 916,

7 ‘ '
g 2\/gcos63°37’52”= 1,356 896;

comme précédemment.

341. Dans le cas ou I'équation (1) a une seule racine
réelle, on peut aisément calculer, par logarithmes, les
valeurs de R,, R, (333) :

1° p étant positif, on prend

2° p étant négatif, on pose

. 2
valeur d’ou résultent

R R
R‘=—\/qsin’§¢, R,=—\/qcos’§?(').

(*) On peut aller plus loin, et rendre calculables, par logarithmes, R, +R,,
(R, —Ry,) V5; mais les transformations que l'on est obligé de faire subir
aux formules ci-dessus nous semblent peu utiles.
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342. Application. x* —2x — 5 =0.

2
sin‘,>=—-g (—) ’ l——\//Eism —9 R g—-\/Scos =9

log 2 =0,301 030 0 +
log3=0,477121 2 —

1,823 908 8 +
—=1,911 954 4 +

NO | ===

log 2 =0,301 050 0 +
log 5=10,698 970 0 —

log (— sin g) = 1,337 923 2.
o= 180° + 12°34'33" 2,
1
— ¢ =96°17'16",6.
2

L1 - 1 -
log sin§ ¢=1,9973794 |log (— cos qu) =1,039 5140

X 2=1,994 758 8 + X 2=2,079028 0 +
log 8 = 0,698 970 0 + log 5 = 0,698 970 0 +
0,693 728 8 2,777 998 0
%=1ogm=o,23_4 2%2 9 %: log Ry = 1,592 666 0
R, =1,703 110, R, = 0,391 441.
R, + R, = 2,094 551, R, — Ry=1,311 669.
x, = 2,094 851, x,=— 1,047 275 + 0,655 834V 3V —1,

x5 = — 1,047 275 — 0,655 83413V —1.
Equation du quatrieme degré.

343. Pour résoudre I'équation

z* + Az’ + Bx + C=0, 1



EQUATION DU QUATRIEME DEGRE. 269

a coefficients réels, posons

t+ Az’ + Bx + C= (2" + px + q) (x* — px + ¢):
nous devrons trouver, pour les inconnues p, ¢q, ¢', au
moins un systéme de valeurs réelles (283).

En égalant les coefficients des mémes puissances de x,
dans les deux membres, nous obtenons

¢+q=A+p, ¢— q=% 9=

puis, en éliminant q et ¢/, \

(A + p*) —==4C. 2

Soit : I) .

A4 pl=z; (3)
I'équation (2) devient

2% — Az — 4Cz — (B* — 4AC)=0. (4)

Cette équation auxiliaire, du troisiéme degré, est ce que
'on appelle la réduite de la proposée.

344. D’aprés la relation (3), Péquation (4) a au moins
une racine plus grande que A (*). Si I'on désigne par y cette
racine, on trouve

e =

345. Application. — Soit
x+a2'+ 8x— 15=0.
La réduite est
2t — 2 4+ 60z — 124 =0.
Celle-ci donne y=2. Done, par les formules (5) :

p=1, ql=5a qg=—3;

(*) En général, elle en a un nombre impair.
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et enfin
2+ 8x — 15 = (2 + x — 3) (x* — x + B).

346. Remarque. — Lorsque la réduite (4) a trois
racines réelles, plus grandes que A, la proposée (1) a
toutes ses racines réelles. Mais alors la formule de Car-
dan devient illusoire (38%); et les valeurs de p, ¢, ¢' ne
peuvent étre exprimées, sous forme réelle, en fonction des
‘coefficients A, B, C. Il en est de méme si la réduite a ses
racines réelles, mais non supérieures, toutes trois, a A.
C’est donc seulement quand I'équation (4) a une seule
racine réelle que la formule de Cardan peut étre appliquée
utilement 4 la résolution de I'équation (1). Ce cas est celui
ou les coefficients A, B, C satisfont 4 la condition

— 16 (A* — 4C)*C + 4AB* (A® — 36C) + 27B* > 0 (*).
Exercices.

I. Résoudre complétement
2° 4+ a7 + 32° 4+ a® 4+ 20t + 42® + &' + 2+ 1 =0.

11. Dans quel cas les racines de I’équation a3+ px—+q==0
ont-elles la forme V'A + ls/B, A et B étant rationnels?

, 3 ’ .
Réponse : Lorsque g=_ —m, m étant rationnel.

III. A une sphére donnée, inscrire un cone dont la sur-
face totale soit la moitié de celle de la sphére. Calculer,
avec six décimales exactes, le rayon de la base et la hau-
teur du cone, le rayon de la sphére étant pris pour unité.

IV. a, b, ¢ étant les racines de I'équation %3+ px+q=—0,
former I'équation qui a pour racines a + %, b+ %, ¢+ }

(*) Il est sous-entendu que P’équation (1) n’a pas de racines égales.
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Résultat : ‘

9y +py+(p—3)gy+(p—1)+¢=0.

V. A quoi est égale la somme des valeurs que prend la
fraction -ny"'_._—:, quanfi ony remplace la variable y, successi-
vement, par les trois racines de I'équation a3+ px+q=10?

VI. a, b, c étant les racines de 23+ px+g =0, former
I'équation qui aurait pour racines,

a+1 b+1 c+1
s .
1 b ¢+ 1

VII. Résoudre complétement I'équation
209x* — 232x% + 9322 — 16x + 1=0.

Résultat :
9+ T3
r=—r L=
38 22
VIII. Décomposer, en facteurs réels du second degré,
y=(x* + 20x + b)® + Lc'x®.

Résultat : Si I'on fait

\/a’—c’—b+m5—cz——b)’+4a’c’
a = 2
Py

-

p \/—-a’+c’+b+V(a’—c"—b)"+4a’c’
= 2
2

on a
y=[@—a+ a+(B— 0] [(@+«+a)+ B+ 0]
IX. Comment doit-on prendre B, pour que I'équation
x* + x* + Bx + 1=0.

ait deux racines égales?

Réponse : 9 35 + 151/13
BP=%3V — %
b )
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La valeur de la racine double est
ey prary 0
FV—7F—0

Celle-ci suggére le probléme suivant :
Décomposer (A+\1/B)? en (x+y\/B) (x'+y'V/B).
X. Tutkoriéme. — St 3pa? + 9qa — p?2 =0, les racines
de Péquation x3 + px + q=0 sont données par la formule

—\/2\/E
=V 9a
(Le Bescue.)

XI. TreorEME. — Si les quantités rationnelles a2, b2, 2ab
sont racines d’une équation du troisiéme degreé, I’équation
dérivée a ses racines rationnelles. (ProugET.)

CHAPITRE XXI.

EQUATIONS RECIPROQUES 1(**).

Conditions pour qu'une équation solt¢ réciproque.

347. On dit qu’une équation f(x)==0 est réciproque,
lorsqu'elle a ses racines réciproques ou inverses deux 4
deux : I'équation

(x— 2) (x—%) (a +3)(m +%)=0

est réciproque.

(*) En calculant B de deux maniéres, on trouve 1'identité :
(11 + V13)? = (35 + 15 1/15) (— 1 + V13).
(**) La théorie des équations réciproques est attribuée 4 Reynaud (An-
toine-André,, éléve, répétiteur el enfin examinateur a I'Ecole polytech-
nigue; n¢ en 1777, décédé vers 1852.
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!
A 4 @
admet les mémes racines que la proposée. Ces deux équa-
tions, étant ramenées a la forme

D’aprés la définition, la transformée en :—D, [ ( )=0,

2™ 4+ At - Agx™ e - A =0,

leurs premiers membres doivent étre des polynomes iden-
tiques, c’est-a-dire dans lesquels les coefficients des mémes
puissances de x soient respectivement égaux. Cette simple
remarque permet, comme on va le voir, de trouver les
conditions cherchées. ’

848. Supposons d'abord que I'équation soit de degré
impair; et, pour fixer les idées, prenons

[(x) =x* + Ax* + Bx® + Ca® + Dx +~E=0.

La transformée en . devient, aprés multiplication par
x5 et division par E :
C B A 1

w‘+Ex‘+Ex5+Ex’+Ex+E=O.

On doit avoir
D C

— =D, =E;

A
E > E
relations d’ou I'on tire :
E==+1, D—+A, C—==+B;

1
E

= >

B
=B, -—C,
E

en sorte que I'équation donnée a I'une ou l'autre des deux
formes suivantes :

x® + Ax* + Box® + Bx? + Ax + 1=0, (1)
o -+ Ax* 4+ Bx® — B2 — Ax —1=0. 2)

Ainsi, une équation de degré impair est réciproque, si les
coefficients des termes a égale distance des extrémes sont
égaux et de méme signe, ou égaucx et de signes contraires (*).

(*) Les conditions trouvées, nécessaires, sont évidemment suffisantes.

18
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349. Le méme caleul, appliqué 4 une équation de degré
pair : ‘
x® + Ax® + Bx* + Cx® + Da® + Ex + F=0,
prouve qu’elle doit se réduire 4 une des deux formes :

2° + Ax® + Bx* + Cx® + Ba? +Am‘+4=0, (3)
x® + Ax® + Bx* — Ba® — Ax — 1 =0. (%)

Conséquemment, une équation de degré pair est réci-
proque, si les coefficients des termes également éloignés des
extrémes sont égaux et de méme signe, ou égaux et de signes
contraires ; mais, dans ce second cas, il n’y a pas de terme
du miliew (*).

350. Les premiers membres des équations (1), (2), (4)
sont respectivement divisibles par x+1, x —1, 22 — 1.
Supprimant ces facteurs, on trouve

+r(A—1)2+ (B—A+Da*+A—1)z+1=0,
+A+1)r*+B+A+1)a’+(A+1)x+1=0,
2+ Az + (B+1)2* + Ax +1=0;
équations de méme forme que (3). Par conséquent, foute
équation réciproque est réductible a une équation réciproque
de degré pair, dans laquelle les coefficients des termes éga-

lement éloignés des extrémes sont égaux et de méme signe.
La forme normale des équations réciproques est done

¥+ A Agar® b e+ A X" e - A+ A+ 1=0. ()

Abaissement des équations réciproques.

351. Quand on raméne la résolution d’une équation, a la
résolution d’une équation de degré inférieur au sien, on

(*) En effet, la condition G = — G doune C = 0.
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dit que 'on opére I'abaissement de la proposée (*). On a vu,
dans la théorie des racines égales, et dans la résolution de
I'équation du quatriéme degré, des exemples d’abaissement
d’équations. ,

En général, une équation f(x) =0 est susceptible d’abais-
sement, quand on connait quelque relation particuliére
entre deux ou plusieurs de ses racines. Soit, par exemple,
¢(a, b)=0 cette relation. Comme on a aussi f(a)=0, si
I'on peut éliminer b, on trouvera une équation telle que
F (a)=0. Autrement dit, on détermine la racine désignée
par a en égalant & zéro le plus grand commun diviseur
entre f(x) et F (x) (80%); etc. Appliquons ces généralités
a I'équation (3).

352. Le produit de deux racines conjuguées étant 1, il
est naturel de prendre, pour inconnue auxiliaire, la somme
correspondante. Soit done

L 4+—=2: ‘ (6)

le nombre des valeurs de z doit étre moitié de celui des
valeurs de x, c’est-d-dire n. Par conséquent, la réduite de
I'équation (8), ou la transformée en z, sera du degré x.
On forme assez simplement cette transformée, si I'on écrit
ainsi la proposée :
(2" + 2+ Az ) - A2 P ) - - A =0 (7)

353. Soit en effet

o+t =1, (8)

Z, élant une fonction de z, qu’il s’agit de calculer.

Les égalités (6), (8) donnent, par multiplication,

(xr+! + 77 4+ (2P ) =725

(*) Ou plutdt, I'abaissement du degré de cette équation.
H
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ou plutot -
Zw=2z—1,, (9)

Les polynomes Zoy=2,Zy=1,2y, ... Z,_\,Z,, Ly, ...
forment donc une suite récurrente, dans lagquelle un terme
quelconque est égal a la somme des deux précédents, res-
pectivement multipliés par z et par (— 1) (*). De plus, &
cause du multiplicateur z et des valeurs de Z,, Z,, le po-
lynome Z,,, est du degré p+ 1 : en particulier, Z, renferme
z"; ce qui devait éwre (352).

Si I'on peut résoudre la transformée en z, laquelle a la

forme
2"+ Bz + Bz 4.+ B, =0,

on trouvera les valeurs de x, correspondant a celles de z,

au moyen de 1'équation (6). Celle-ci donne, en effet,

1 R
x=§[z:l:\/z’—4]. (10)
'354. Application : '
a® — 307 + 9x® — 4152% 4 182* — 152° +'9x® — 3x + 1 =0;

ou
Z,— 3Zy + 9Z, — 13Z, + 18 — 0.

La formule (9) donne, successivement :
Zy=2'—2, Zy=2"—3z, Z,=2z'— 42>+ 2.
La transformée en z est donc

— 424+ 2—3(2"—352) +9(z*—2) — 152+ 18 =0,

ou
2 — 528 4+ 82 — bz + 2=0.

(*) Cette loi est celle qui régit les cosinus des multiples du plus petit
arc de la Table. (B., Tri6., 33.)
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Par un procédé analogue a celui qui a été exposé ci-
dessus (348), on décompose le premier membre en

(F—z+1)(z*— 2z + 2).
Ainsi

=g (1£VEV ), 2=tV

puis, en vertu de la formule (10) :~ .

x=%[l +V3V 1=/ 182V 5V 1),

x;%[q V1=V e+ =0);

ete.
Exercices.

I. Résoudre I'équation
 70x* — 140x° + 902 — 20 + 1=—0,

sachant que si « est racine, 1 — o I'est également.
II. Méme question pour

1 716x°— B 148x%+5 724x* — 2 9042+ 648x* — Bhax+ 1=0.
III. Résoudre complétement
[(a* + 2) + 2"]° = 8x* (x + 2) ().

IV. Discuter I’équation

14+ 2?4+ xt+ . +x”“—(n+ 1)z" =0.
V. Résoudre complétement

@t 2 —62® 4zt 2t 4 1 =0,
(*) Sil'on pose z -+ 1 =y, on est conduit a Péquation réciproque

(Y+y =+ y =2 Y +y —2).
(Nouvelles Annales de Mathémaliques, t. XXV, p. 279.)
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CHAPITRE XXIL

EQUATIONS BINOMES.

Racines d’une quantité quelconque.

355. Les équations bindmes sont celles qui ont la forme
y"+=A=0, 1)

A étant une quantité donnée, positive pour plus de sim-
plicité (*). Les m racines, ou les m valeurs de \m/—:I:_K, sont
inégales; car le premier membre et sa dérivée sont pre-
miers entre eux.

356. Si I'on remplace y par ax, a désignant la valeur
arithmétique de VA, I’équation (1) devient

™ +1=0. (2)

Par conséquent, toute quantilé réelle, = A, a m racines
m*™, que U'on obtient en multipliant, par la valewr arith-
métique de VA, les m racines m*™ de + 1 (328).

35%. Avant d’aller plus loin, il convient de distinguer
les cas de m pair et de m impair :

1° Si m est pair, I'équation x™ — 1 =0 se décompose
en aﬁ——1=0, ac,f+ 1=0;

2° Si m est impair, I'équation ™+ 1=0 a, pour trans-
formée en —x, x"—1=0.

(*) On pent méme supposer que A soit imaginaire (329). Pour abréger,
nous faisons abstraction de ce cas.
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Ainsi, I'équation (2) est réductible aux deux formes
suivantes : ‘
' " +1=0, mpair; (3)

" —1=0, mimpair. (4)

m

De plus, I'équation (3) est réductible au degré 3 (352);
et I'équation (4), au degré "> (350).

.

Racines de l'unité.

358. Considérons spécialement I'équation (4). L’appli-
cation du Théoréme de Descaries montre qu'elle a une
seule racine réelle, laquelle est 1; résultat évident a priori.
Les m — 1 racines imaginaires jouissent de propriétés re-
marquables : nous allons en indiquer quelques-unes.

359. Turorive [. — Toute puissance d’une racine de
Punité est aussi racine de lunite. ,

Soit « une racine imaginaire de I'équation (4); de ma-
niere que o™ — 1. Elevant les deux membres 4 une puis-
sance quelconque, on a («™)'=1, ou («*)"=1; donc &* cst
une valeur de V1. En particulier, tous les termes de la
progression . e ‘

oy a’ o’ b ... (5)
sont des valeurs de ce radical.

360. Remarque. — A cause de o™ =o".a=ua, la
série est périodique : la période contient, au plus, m termes;
ce qui devait étre. ' o

362. Lemme. — Le plus grand commun diviseur des bi-
nomes x™ — 1, x™ —1, est x* —1, A étant le plus grand
commun diviseur des exposants m, m'.

.Si l'on divise le premier binome par le second (*), on

(*) En supposant m > m’.
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trouve, pour quotient, & ™ 4x™ "+ ... ~-x™~"™; qm’ dési-
gnant, bicn entendu, le plus grand multiple de m’ contenu
dans m. Le reste de la division est donc «" ™ — 1, ou,
pour plus de simplicité, x™"— 1. Sans qu'il soit nécessaire
daller plus loin, on voit que si m”, m"’, ..., A sont les
restes successifs provenant de la recherche du plus grand
commun diviseur entre m et m’, I'opération analogue,
effectuée sur x™— 1, ™ — 1, donne les restes x™" — 1,
x™'"—1, ..., x4 — 1. Ce dernier bindme est donc le plus
grand commun diviseur demandé.

862. Turorene II. — Si Pindice m est premier, les puis-
sances successives d’une racine imaginaire quelconque de
Punité sont égales a toutes les racines de Punité; ou, ce qui
est équivalent : si m est un nombre premier, et que o. soit
une racine imaginaire de Uéquation x* —1=0, les m ra-
cines de cette équation sont e, o, a3, ... a™.

. Soit, s'il est possible, a’ =20, g et h étant plus petits
que m. Cette égalité devient o — 1 =0; ou, en faisant
g—h=m':a"" —1=0. Par suile, « serait une racine
commune aux équations x" —1=0, " —1=20. Et
comme le plus grand commun diviseur entre m et m’ est 1,
on aurait, par le lemme précédent, x =1.

363. Racines primitives. — On donne ce nom aux
racines qui, par leurs puissances successives, reproduisent
toutes les racines. Le Théoréme II consiste en ce que, m
étant premier, toutes les racines m*™* de Punité (excepté 1)
sont primitives. Quand m est quelconque, certaines racines
sont primitives, et les autres sont non primitives (*).

(*) Le lecteur peut consulter, pour cette théorie, la Résolution des
équations numériques, par Lagrange (note XIV).
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Résolution de quelgques équations bindmes.

864. PREMIER EXEMPLE :
x4+ 1=0.

En opérant comme pour I'équation bicarrée (244), on
décompose le premier membre en

(2t + 22V2+ 1)(x* — V2 + 1),

Semblablement,

at+ 2V 241 =(x’+x I/Q—\/2+‘I ) (av’—a: I/Q—\/2+1 ) ,
x‘+x“\/§+l=(x’+x I/Q + \/§+1) (x’—x I/Q +\/§-+l) 5

en sorte que la proposée est remplacée par quatre équa-
tions du second degré.
365. DEUXIEME EXEMPLE :

2?2+ 1=0.

A cause de x!2=(x*)3, le premier membre est divisible
par x*—+ 1. Le quotient, a8 — x*+ 1, égale

(a* + 2215 + 1) (a* — 2*V'5 + 1),

La question peut donc étre regardée comme résolue.
3866. TROISIEME EXEMPLE :

¥ —1=0.

Le premier membre est divisible par 23 —1 et par x3—1.
Effectuant, on trouve

0% — A= (2®—1) (24 2+ 20+ 20+ 1) = (28— 1) (x4 2 +-1);
et, par conséquent,

(%-24-1) (24220231 ) = (@' + 2>+ 2+ 2-+1) (20421,
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Le second membre de cette identité est divisible par
x2 + x + 1. Dailleurs, ce trindme est premier avec
x* 4 a3 + 22 + x + 1 (361); donc ce méme trindme doit
diviser x!0 + o3 + 1 (*). En effet,

el =@+ + 1) (P —a" + 2 — - —x 1)

De méme,
2 a0 = (oo ) (18— 2T — ot — x 1),

La proposée est donc remplacée par les équations sui-
vantes :

x—1=0, *+2x+1=0, 2*+ 2+ 2'4+2x+1=0,
B’ —a"+af—at a2 —x 4+ 1=0.
Les deux derniéres sont réductibles, respectivement, a

Z‘

24z —1=0, — 22— b2+ bz +1=0.

Ainsi, des quinze racines de I'équation donnée, sepl sont
exprimables sous forme finie. '
86%. QUATRIEME EXEMPLE :

x’'—1=0.

Cette équation se raméne d’abord, aprés la suppression
du facteur x — 1, a

2+t +1=0.

Celle-ci a la forme normale des équations réciproques
(850). Posant x + -— z, on trouve ’

2+ —22—1=0.

(*) Treoreme, — Toute quantité entiére, qui divise un produit de deus
facteurs entiers, et qui est premiére avec I'un d'euw, divise Pautre.
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I resterait donc & résoudre, par les méthodes con-
nues (332, 338), cette équation du troisiéme degré. On
va voir que l'application du Théoréme de Moivre (219)
conduit plus simplement au but.

Résolution trigonométrique des équations hindmes.

‘.

368. Soit d’abord
" +1=0, (3)

I'exposant étant pair. Comme le module du terme connu
est 1, on peut supposer

x=cos ¢ + V' — 1sin p;
d’oui résulte (219)
cos my + V' — 1sinmg = — 1.

Cette équation exige que mo=—(2k+ 1) =, k désignant un
entier quelconque, positif ou'négatif. Les valeurs des racines
sont donc déterminées par la formule

(QIC —+ 'l)ﬂ+‘/_—1$in(2k+ ’l)ﬂ'
m m

x = cos (6)
369. Remarques. — 1. En attribuant m valeurs consécu-
tives 4 l'entier k, par exemple, 0, 1, ... (m— 1), on obtient
toutes les racines de 'équation (3). En effet, les arcs repré-
, T 3T Br (2m—1)7T . ) .
sentés par —» —» > ==——= sont moindres qu’une circon-
m m m
férence ; donc deux quelconques d’entre eux n’ont pas, a la
fois, méme sinus et méme cosinus. ’
II. Si I'on donnait & & des valeurs différentes des pre-
miéres, on retomberait sur des racines déja trouvées. Ainsi,

T 4 7 A
k=m donne x = cos= + V'— 1 sin 5+ De méme; pour

m
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3 -
k=m-+1, m=cos—"+\/——'l sinﬁ;
m
ete. (M.

III. Les valeurs de x, répondant a deux valeurs de k
dont la somme est m — 1, sont conjuguées. Cette proposi-
tion se vérifie aussi simplement que la précédente. Elle
prouve que l'on oblient toutes les racines de Péquation (3)
au moyen de la formule

2k + 1)~ . 2k +1)=
n.—.

x=—cos——+V—1si
m m

)

pourvu que Pon attribue ( g) valeurs consécutives a k.
870. Considérons maintenant I'équation

am —1=0, (&)

dans laquelle m est émpair. Si I'on met a part, pour ainsi
dire, la racine réelle 1, on prouve, par des raisonnements

semblables 4 ceux que nous venons d’employer, que les
(m — 1) racines imaginaires sont données par la formule

2k — . 2
& — cos -t \/—'lsinn—ma (8)
m m

m—1
.

dans laquelle k=1, 2, ..., 5

Facteurs trinémes de 27"+ 1.

87%1. La décomposition de x™ == 1, en facteurs réels du
second degré (235), est une conséquence de ce qui pré-
céde. En effet, les formules (7), (8) représentent, respec-
tivement, les racines des équations

2%k + 1 2k
x’—?xcos(————+ )ﬂ+1=0, o — 2% c0s — 4+ 1 =0.
m

(*) Cette proposition est évidente a priori, I'équation (3) ne pouvant
avoir plus de m racines. .
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Done, si m est pair,

-

"+ 1= [ac’ — 9 cos — + 1] [:ac‘l — 2x cos S 1]
m m

....[m’—‘)xcos(m—T””+ 1]; 9)

et, si m est impair,

x"’——1=(ac—4)[ac’—2x cos%f+1][x’——2xcosﬁ +1]...
m m

..... [ac’—?xcos(m——g;l—”—“+1]. , (10)

872. Application. — Nous prendrons seulement I'équa-
tion
¥ —1=0,

déja traitée (36%). La formule (10) donne, aprés suppres-
sion du facteur x —1 :

Ottt 1=
2r br (174
x“—i’xcos7 +1 x’—?xcos7—+4 m’——?xcos7+l .

Malheureusement, les cosinus qui entrent dans cette
égalité ne sont pas calculables sous forme finie (*).

Exercices.
I. Résoudre, par la Trigonométrie, les équations
4+1=0, 2¥+1=0, 2°+1=0, z*—1=0.

II. Réduire, au huitiéme degré, I'équation x!7— 1=0.

(*) 1l en résulte que 'on ne peut, au moyen de la régle et du compas,
inscrire, a un cercle donné, un hepltagone régulier.
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III. Former I'équation qui a pour racines

2% b 8n 167
Y =2 [cos 17 + €O0S — + €O0S — + cos—]

17 17 17
2 (173 o 107 + cos 12~ + cos 2 M-ﬂ']
Y2 = b“u+°sﬁ‘ 17 17

Résultat :
y+y—4h=0()

1V. 1° Les fonctions Z, , Z, ... (353) sont données par

la formule
; —1
__]_.. [zl’ -+ p_{_)}j_lzf‘_i (22 _ 4)

ZP = ﬂp—-l
pp—N)(P—2)p—3 ., s . ]
- 1.2.5 4 ZHE— A

2° Toutes les racines de I'équation Z,= 0, sont com-
prises entre + 2 et — 2. On peut donc les représenter,
chacune, par z— 2 cos w.

3° En vertu de cette remarque,

Z, =2 cos po (**).

1+’ a4+ +x® 4+t o P P - 2P

"dax 2t o 4+t l4+x 3 4+2’ b x4
1 —x+ab—axb+ " —ab - x0— a4 ' By M — 27
B g%

VI. Les réduites de I'équation x3% — 1= 0 sont

2Z24+z—1=0, 224+22—22—1=0,
2% — 2" — 12280 112°+ 842’ — 45727 — 11525+ 7125+ 110z
—462°—402°+8z+1=0 (*™).

&

() Les deux derniéres questions se rapportent a la division de la cir-
conférence en diz-sept parties égales. On peut consuller, sur ce point, la
Trigonométrie de Legendre, et les Théorémes et problémes de Géomeé-
trie élémentaire.

(**) Voir la note de la page 181.

(***) Remarques sur Péquation x™ — 1 =0, (Bulletins de I' Académie
de Belgique. — Mars 1870)
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VII. TutorkmEs. — Quelle que soit la base b du systéme
de numération :
1° p, q étant deux nombres impairs, premiers entre ew.x,

pu—NP 4 bla-2r ... 4 bP 4 1 b=y 4 plr—2e 4 ... 4 b1 4 |

bt 4+ b b 1 b e 4 b 41

= entier.
Par exemple : .

1001 001 004 004 10 000 400 001

1111 = 11 = enlier.

2° Le plus grand commun diviseur entre deux nombres
de la forme 111 ... 11, a cette méme forme.
3¢ Les nombres

1, 11, 444, 11, 1, a1, L

composés de un, deux, lrois, cing, sept, onze, ... chiffres,
sont premiers entre eux, deux ¢ deux.

CHAPITRE XXIIIL

RECHERCHE DES RACINES INCOMMENSURABLES.

3%3. On a vu, précédemment, comment on peut déter-
miner les racines commensurables d’une équation a coefli-
cients rationnels, et comment la résolution d’une équation
qui a des racines égales peut étre ramenée a la résolution
d’équations plus simples. Nous supposerons done, dans ce
qui va suivre, que l’équélion donnée n’a aucune racine
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commensurable, ni aucune racine multiple : les racines de
cette équation seront donc, ou incommensurables, ou ima-
ginaires; mais nous ne nous occuperons pas de ces der-
niéres. i

La recherche des racines incommensurables d'une équa-
tion f(x)=0 se décompose en deux parties : 1° la sépara-
tion des racines; 2° le calcul des racines.

Séparation des racines.

894. Les racines sont dites séparées, quand chacune
d’elles est comprise enlre deux quantités connues, qui n’en
comprennent aucune autre.

Pour essayer d’effectuer cette séparation, on peut d’abord
procéder comme il suit :

Ayant déterminé une limite inférieure et une limite su-
périeure des racines, on substitue, dans f(x), les quantités
entiéres comprises entre ces deux limites (*), et I'on compte
le nombre des variations de signes que présente la suite
formée par les résultats de ces substitutions. S’il arrive que
ce nombre soit égal a la limite supérieure du nombre des
racines réelles, donnée par le Théoréme de Descartes, les
racines seront séparées.

Soit, par exemple,

a* 4+ 1022 — 182 + 1 =0.

Par la Régle des signes, on reconnait que cette équation n’a
aucune racine négative, et qu'elle peul avoir deux racines
positives. D'ailleurs, + 2 est une limite supérieure des

(*) Quand ces limites sont fort écartées, le nombre des substitutions inu-
tiles peut devenir trés-grand. Pour abréger, on se contente, au moins
daus un premier essai, de substituer....... — 100, —10, —1, 0, + 1,
~+ 10, + 100, ..., aprés quoi I'on resserve les intervalles.
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racines; et, si l'on désigne par y le premier membre, on
trouve, pour
S x=0, 1, 9

y=1, —3, 2T

La suite des valeurs de y présentant dewx variations, les
racines sont séparées : I'une est comprise entre 0 et 1,
l'autre entre 1 et 2. ‘

375. Il est trés-rare que le procédé dont nous venons de
faire une application permette d’effectuer la séparation des
racines d'une équation donnée. Dans la plupart des cas,
le nombre des variations que présente la suite des valeurs
de f(x), est inférieur a la limite du nombre des racines,
donnée par le Théoréme de Descartes. Il est vrai que si
I'on attribue & x des valeurs en progression, dont la diffé-
rence constante soit d’abord 0,1, puis 0,01, puis 0,001, etc.,
la probabilité que les racines finiront par se séparer aug-
mente 4 chaque série de substitutions. Mais, d’une part, les
calculs auxquels on serait conduit ainsi peuvent devenir fort
prolixes; et, d’un autre coté, si I'équation a des racines
imaginaires dont I'existence n’ait pas été indiquée par le
Théoréme de Descartes; ces calculs, qu'il n'y a aucune
raison de ne pas continuer indéfiniment, auront été effectués
en pure perte (*). Nous expliquerons, bientét, un moyen
plus expéditif et plus sur d'opérer la séparation des racines.

Calcul des racines.

878. Méthode de Newton.— Supposons que, par un pro-
cédé quelconque, ont ait trouvé une valeur approchée

(*) Le Théoréme de Sturm n'a pas les inconvénients de ce procédé
vague, appelé quelquefois méthode des substitutions, puisqu'il indique, &
chaque instant, le nombre et le licu des racines réelles.

19
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d’une racine-réelle de I'équation f(x)==0. Désignons par «
cette racine, et par h la correction, positive ou négative,
que I'on doit faire subir & « pour obtenir ¢. Nous aurons

a=a+h, fla+h)=0,
c’est-a-dire

@+ +—/”(

h”'

f (m) (o

m étant le degré de Péquation.

Cela posé, si la quantité h est suffisamment petite, les
termes en h?, h3, ..., k™ seront ordinairement trés-pelits par
rapport aux deux premiers termes : la méthode de Newton
consiste A négliger complétement ces puissances supérieures
de h, et & remplacer I'équation précédente par celle-ci :

F@) =+ " () =05

d’oti. I'on conelut

(1)

Telle est la formule de Newton.

897, Interpretatwn géométrique. — Soit AB un are de
- lacourbe représentée par y={f(x),
\A " et soit R le point inconnu ou elle
coupe I'axe Ox : la distance OR re-

présente la racine inconnue a.
Au point A, qui a pour abscisse
z la valeur approchée « = OC, me-

o)

o
nons la tangente AT. Dans le trian-
gle rectangle ACT,
B . L . A'C
T tgATC
Mais -

‘AC — f(a)‘, tg ATC = — tg ATx = — f"(«);
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done cr——1®
(=)

Cette valeur étant égale a celle de h, donnée par la for-
mule (1), il s’ensuit que la méthode de Newton consiste @
remplacer la courbe par sa tangente, au point dont Pabscisse
est a.

Cette remarque fait voir que, dans certains cas, la mé-
thode de Newton pourra étre
complétement fautive. Par
exemple, sil'arc AB a la forme
indiquée ci-contre, et qu’on
méne la tangente au point A,

\B “ on s’¢loigne de la racine, au
’ liew de s’en rapprocher.

8%8. Reclification de la méthode de Newton. — Nous
supposerons, dans ce qui va suivre, que la séparation des
racines a é1é opérée, en sorte que la racine inconnue «,
dont on veut approcher, est comprise entre deux quantités
données a, 3, qui ne comprennent aucune aulre racine
de I'équation f(x)=10. Nous admettrons, en outre, qu’il
n'existe, entre ces deux limites, aucune racine, soit de
f' (®)==0 (*), soit de f” (x)=0. Ces diverses hypothéses
peuvent étre énoncées ainsi :

L’arc AB, dont les extrémités ont pour abscisses « et 3,
coupe une seule fois axe des abscisses; de plus, il ne contient
ni point maximum (**) ou minimum, ni point d’inflexion.

[ -] ST,

(*) Cette premiére condition n’est pas absolument indispensable au
succés de la méthode; mais, quand elle est vérifiée, les calculs marchent
plus rapidement.

(**) Point maximum, c'est-a-dire point dont l'ordonnée est un maxi-
mum. On peut lire, dans le Calcul différentiel, 1a théorie des points d'in-
flewion; quant A présent, nous nous contenterons de les définir par cette
propriété : en chaque point d'inflexion d'une courbe, le coefficient angu-
laire de la tangente devient maximum ou mini
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Cela posé : 1° appliquons la correction de Newton a celui
des deux points donnés pour lequel la tangente tombe dans
Uintérieur du triangle formé par la courbe, 'axe des ab-
scisses et l’ordonnée du point : I'inspection des quatre figures
ci-dessous montre clairement que ce point A est celui dont

Fig. 1. Fig. 1L

Fig. 1IL

Pabscisse o rend f(x) et f” (x) de méme signe (*). Nous au-
rons OT = OC 4+ CT, ou

[
(@

oy =0 —

2

(*) Cousidérons, par exemple, la fig. I. L'arc AB tournant sa convexité
vers le haut, f” (x) est constamment négative, et la courbe est au-des-
sous de sa tangente. Donc la tangente au point B, dont I'ordonnée est
positive, tomberait en dehors du triangle RBD. Au contraire, la tangente
au point A, pour lequel 'ordonnée est négative, est située dans le triangle
CAR; etc.
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2° Menons la corde AB : elle laisse d'un méme coté
I'arc ARB, puisque celui-ci est convexe. Le point S, o AB
coupe I'axe des abscisses, partage CD en deux segments
proportionnels a AC, BD; donc

SD—CD—22 (53— s)_L®

D+AcT Ve — [’
Conséquemment, en désignant OS par 3, :
b [®
e e R o 3)

Les formules (2), (3) résolvent la question proposée : en
effet, le point-racine R est compris entre les points T, S,
et ceux-ci sont compris entre C et D.

3%9. Limite de erreur commise.— La racine inconnue
a étant comprise entre «, et 3,, la différence ;-—a, est
une limite de Uerreur a laquelle donne lieu la méthode de
Newton. Or,

ﬁt—“1=(@—0‘)["

[0 .1

A=) @
> o ], 10
p—e=— 6= ]+
Pour simplifier cette expression, observons que
fo—fo=
6—af@+e—agl 0,
done, en posant :
p—a.=s, ﬁif-al=sl, 9(a) f tl Ef )+

nous aurons
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ou e (@@
Y@ @) e @]
ou enfin, 4 cause de
pe 1@ :
f(®)
9 («)

&=

WicErTe “

380. La formule (4) nous permet de résumer, dans les
termes suivants, la marche a suivre pour approcher indé-
finiment d'une racine a de 'équation f(x)=0, aprés que
cette racine a été séparée : '

Connaissant deux quantités o, 3, entre lesquelles tombe
la racine a, et qui ne comprennent aucune racine, soit de
f' (x)==0, soit de f” (x) =0, on désignera par « celle de
ces deux limites qui rend f(x) et f” (x) de méme signe; et,
pour avoir une valeur plus approchée oy, on emploiera les
formules

__ [
=T e )
oy =a + h. (B)

En désignant par < la différence positive ou négative
B — a, C’est-d-dire Uapproximation (*) de «, et par ¢ Vap-
proximalion de oy, on a
ple)
(@) + ¢ (x)

Cette formule, dans laquelle ¢ () représente

RO AL
1.2 . 1.2.3 1.2.3.4

©

€= —c¢h

ceey

(*) Approximation de o signifie ici : limite de Perreur commise en pre-
nant o au lieu de a.
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indique aussi & quel degré d’approximation on doit’eal-
culer h. . :

Opérant sur ay comme on a opéré sur «, on trowvera une
valeur aq, encore plus approchée de la racine a; et ainsi de
suite. '

381. Application. — Nous allons faire usage de la mé-
thode précédente pour calculer la plus petite racine posi-
tive de I'équation )

¥—T7x+7=0.

On a vu (340) que cette racine est comprise entre
1,35 et 1,36. Drailleurs, quand x varie entre ces limites,
f'(x)=3x2—T7 reste constamment négative, et f"(x)— 6x
reste constamment positive: la méthode de Newton est donc
applicable. En outre, la premiére limite 1,35, rendant f(x)
et f'' (x) de méme signe, nous prendrons a=1,35, d’ou
résulte e=0,01. Cela posé, f(a)—O 010 575 et I'on
trouve :

f(e)=—1,5325, ?(;)=M+ew

15 193 =4,06.

Substituant dans les formules (A) et (C); nous aurons

done
0,010 575 'l 037 3 0

T 15325 153,25
10375 4,06 _ 10575 4,06
T A5525 15325 +-00406 15325 1,4919

Le premier facteur de ¢, esta peu prés égal 3 i 'autre
¢st moindre que 3; donc ¢; < 0,000 2. Ce résultat montre
qu’il suffit, dans ce premier calcul, de déterminer les trois
premiéres décimales de la valeur de & : si I'on en calculait
quatre, on ne serait pas sur de la derniére. Effectuant; on
trouve
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puis @ =14,356, &= 0,00018.
Ces valeurs donnent
a;f =1,858736, af =24953526016, _
[(2)=0,001526016, f"(o)=—1,485792, ¢(w,) =14,069(").
Par suite :
_ 1,526 016 .
1 483,792
1,526 016 ) 4,069
1,483 792 1,483 792 —0,004069

2

&=0,00018 < 0,000 005.

D’aprés cette nouvelle valeur, on doit évaluer k, & moins
de 0,000 01 : 5 = 0,000 89; puis

a3 =1,356 89, &= 0,000 04.
On trouve, de la méme maniére :

f(2s) = 0,000 008 664 087 769, f*(as) — — 1,476 548 583 7,
8,664 087 769
14765485837’

8664087769 4070 68
=147 654 858 370 1,476 507 876 9
hs = 0,000 005 867, «;—1,356 895 867, ;= 0,000 000 001;
f(a5) = 0,000 000 001 317 347 970 813 679 363,
[/(es) = — 1,476 500 818 554 954 953, ¢ (as) — 4,070 687 602;
1,317 547 970 815 679 363
= 1476500818 354 954 935
hy = 0,000 000 000 892 209 44;
o — 1,356 895 867 892 209 4é.

o(2) = 4,070 68; hy=

< 0,000 000 002,

h, & < 0,000 000 000 000 00001 ;

(*) 1 est & peine besoin de faire observer que ces derniéres quantités,
au lieu d’étre calculées directement, pourraient se déduire des valeurs

de f(), ' (a), ete.
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Une nouvelle application des formules (A), (B), (C) fe-
rait connaitre les seize décimales qui suivent celles-ci; ete.

Séparation des racines, par la méthode de Newton.

882. La méthode de Newton, ou plutdt la construction
de la courbe dont I'ordonnée est f(x), permet, presque tou-
jours, d’effectuer trés-simplement la séparation des racines
réelles de f(x)=0, ou de reconnaitre que cette équation a
des racines imaginaires, non indiquées par le Théoréme
de Descartes.

Remarquons d’abord que la véritable difficulté du pro-
bléme se réduit, le plus souvent, a reconnaitre si deux
quantités a, (3, qui, substituées @ x dans f(x), ont donné des
résultats de méme signe, comprennent entre elles deux ra-
cines de f(x) =0, ou n’en comprennent aucune.

Cela posé, si la premiére dérivée, f’(x), ne changeait
pas de signe entre x=c et x==03, f(x) serait constamment
croissante ou constamment décroissante dans le méme in-
tervalle;; et, puisque f(«) et f({3) ont méme signe, cette fonc-
tion ne pourrait s’annuler. Autrement dit, si P’équation
' (x)==0 n’avait aucune racine entre o et 3, il en serait de
méme pour Péquation proposée, f(x)=0.

Le cas ou I'équation dérivée, f'(x)=0, n’aurait aucune
racine entre « et 3 élant mis de coté, nous admettrons que
celte équation a une seule racine comprise entre ces deusx
quantités : si elle en avait plus d’'une, on remplacerait « et
B par d’autres limites, plus resserrées. ’

Enfin, nous admettrons aussi que la seconde dérivée,
" (x), conserve le méme signe entre x=« et x==0 : ceci
revient & supposer que la courbe représentée par y={(x)
est convexe entre les points ayant «, (3 pour abscisses.
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383. Soient A, B ces deux
points (*); soit AMB ou ANB
I'arc qui les joint, et dont la forme
est encore inconnue : il s’agit de
savoir si cet arc coupe en deux
points I'axe des abscisses, ou s'il
ne le coupe pas.

Aux deux limites «, (3, appliquons la formule de New-
ton, c'est-a-dire calculons les sous-tangentes CS, DT. En
supposant, comme cela aurait lieu d'aprés la figure :

o <p: f’(“) <0, f/(p) >0

nous aurons, en considérant les valeurs absolues :

[0, [0
f'(«) e
Or, si les tangentes AS, BT se croisent au-dessus de Ox (**),
c'est-a-dire si la somme des sous-tangentes surpasse CD,
'are inconnu a la forme ANB; il ne coupe pas 'axe des
abscisses, et I’équation f(x)—0 n’a aucune racine entre
o et (3. Nous pouvons donc énoncer cette proposition :

Les quantités «, B satisfaisant aux conditions indiquées
ci-dessus, st Uon a

fg) [

o @ P ®)

Péquation f(x) = 0 n’a aucune racine entre « et (3.
Quand la somme des sous-tangentes est momdre que CD,
c’est-a-dire lorsqu’on trouve

[N
re re<te o O

CS=—

(*) Sur la figure, on les a placés, pour fixer les idées, au-dessus de I'axe
des abscisses; mais le raisonnement est indépendant de cette hypothése.
(**) On devrait lire au-dessous, si f(«) et f(8) étaient négatives.
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on ne peut rien affirmer sur I'existence ou la non-existence
de deux racines entre « et 3; mais, en prenant

L@, 10

f'(=) ')
opérant sur ces nouvelles limites comme sur les premiéres,
et continuant de la méme maniére, on pourra presque tou-
jours, aprés un trés-petit nombre d’essais, reconnaitre si les
deux limites données ne comprennent aucune racine, ou si
elles en comprennent deux : ajoutons que, dans ce dernier
cas, on aura approché des deux racines a la fois, et que la
substitution d’une quantité intermédiaire entre les limites
a,, B,, auxquelles on se sera arrété, permettra, presque
toujours aussi, de séparer les deux racines.

Les exemples suivants montrent la simplicité et I'effica-
cité de cette méthode.

884. Applications. — I. x*+ 32— 2x + 1=0.

g =a

fi=p

1 .
[ (x) = 4a® + 6x — 2, Ef”(x)=2x’+ 1.

La premiére dérivée s'annule pour une valeur de x com-
prise entre 0 et 3; la seconde dérivée est essentiellement
positive: nous pouvons donc prendre =0, =1. Or,

Cette somme surpassant 3, Péquation n’a pas de racines
réelles (*). : :

(*) On peut encore arriver a cette conclusion en observant que le tri-
ndme 312 — 2z -+ 1 est toujours positif.
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II. b+ 22 —3,999x + 4 =0.
1 .
[ (%) = 4a® + 22 — 5,999, §f”(m) =62 + 1.

L’équation a peut-étre deux racines, comprises entre 0 et 1,
Ces nombres satisfaisant aux conditions énoncées ci-des-
sus, nous prendrons «=0, 3=1. Nous obtenons ainsi

[®)  fl=) 0004 . 4
B [ 0001 5999

Le second membre est plus grand que 1; done Péquation
n’a pas de racines réelles.

III. 100x* + 67x* — 59z + 11 =0.

Quelques essais préliminaires montrent que I'on doit cher-
cher deux racines entre 0,3 et 0,4. D ailleurs,

f' (%) = 400z* + 134z — 59

s’annule une fois seulement dans cet mtervalle, et f"(x) est
toujours positive.
Soient donc
«=03, f=04
f(@)= 081+ 6,05—17,7 + 11=0,14,
f(2) =108 +402 —39=— 8,
f(@)= 256 +10,72 —238 + 11 =0,68,
(=256 +556 —B89 =202;

fB)  fle) 068 014
Fe Fw 202" s <O

Les limites étant trop écartées, nous prendrons

0,14
=05+~ "= 0317...
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0,68
Bu= 0,k — o = 0,364

ou plutét '

0, =032, B,=0,36.
= 1,048576 + 6,8622— 18,88 + 11 = 0,030 776,
=131072 + 4288 —59=-—3,0128,
= 1,679619 + 8,6852 — 21,24 + 11 = 0,122 819,
=18,6624 -+ 4824 —59 =6,9024;

FB) flx) 0422819 0050776
FB) Flm) 69024 © 350128

< 0,04.

Les limites sont donc encore trop écartées. Mais, f{«,) étant
une petite fraction, il y a lieu d’essayer si I'on ne peut pas
remplacer 3; par un nombre beaucoup plus voisin de «; :
si I’on substitue 0,33, on trouve

f(0,53)= 1185921 + 7,2963 — 19,47+ 11=0,012 221,
f(0,53)=145748 -+ 4422 —B59=—0,4052.

Les racines, si elles existent, ne sont pas comprises entre
0,32 et 0,33 : essayons 0,34.

f(0,34)= 1,336 356 + 7,745 2— 20,06 -+ 11 —0,021 556,
[1(054)=15,7216 -+4556 —59 =—22816.

Soient actuellement ¢, = 0,33, B, = 0,34; d’ou

fB) fles) 0021536 0012221
(B flam) 22816 & 04052

Uéquation a toutes ses racines imaginaires.

IV. « 100x* + 67x* — 59,04x + 11=0.

> 0,01:

On trouve, comme dans 'exemple précédent :
«=03, B=04;

fla)=0428, f'(s)=— 804,
f(@)=0664, f ()= 20,16;
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=032, B,=0,36;
f(a)=0,017920, [’ (a))=—73,0528,
f()=0108419, f'(8)= 68624;
#y=0,33, B.=0,54;
f(as) = — 0,000 979, £ (8;) = 0,007 936.

La séparation est effectuée : I’équation a une racine com-
prise entre 0,32 et 0,33, et une seconde racine entre 0,33 et
0,34.

Exercices.

I.. Calculer les racines de I'équation
| 704* — 1402° + 902* — 20z + 1 =0.

Résultat :
' x, = 0,069 431 844 202 975 &,
x, = 0,330 009 478 207 567 7,
x;=0,669 990 521 792 432 3,
x, = 0,930 568 155 797 024 6.

II. 1716x%—5 148x°+-5 742x*—2 904a*~+648x°—B4x+1=0.

Reésultat :
x, = 0,025 446 045 828 620 2,
xg = 0,129 234 407 200 302 8,
x;=0,297 077 424 311 301 5,
x, = 0,702 922 575 688 698 5,
x5 = 0,870 765 592 799 697 2,
x5 =10,974 5535 956 171 379 8 (*).

(*) Ces deux exemples, lirés d’un Mémoire de Tillustre Gauss, ont été
reproduits dans les Nouvelles Annales de Mathématiques. Nous les avons
déja proposés. (Chap. XXI.)



RACINES INCOMMENSURABLES. 303

~ I1I. Résoudre et discuter I'équation

Vr+80+Vx+15+Vzx=0.
1V. Calculer les racines de I'équation

5 375 000x® — 12 524 692 500x* + 15 495 128 120 000x
— 6 388 567 590 282 499 = 0.

x, =1 256,996 452 73,
xy =1 237,004 351 36,
x5 =1 257,019 195 91 (*).

Résullat :

V. Les équations

5797x* + 4951x°+ 58922+ 2876x + 6942=0,
5 447x° + 14 560x® 4~ 22 430x* + 25 857x° + 29 193x?
+ 11 596x + 5602=0,

ont toutes leurs racines imaginaires.
VI. Trouver toutes les racines réelles de ’équation

(x + 1) —a®™ —2x — 1=0;

n étant plus grand que 1.
Résultat :

(*) On cherche d’abord la transformée
- 3 1
5l y——=0
=393 s

qui a pour racines
y, = — sin 500 = — 0,766 045,

Yy = — sin 100 =—0,173 648,
ys= sin70c= 0,939 693.

(**) Voyez p. 199.
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VII. Déterminer A de maniére que I'équation
hJ
100z + 67x* — Ax + 11=0

ait deux racines égales.
Résultat :
178 1

1B, o=ty
10 1; a 10\/1 H

a étant la racine double.

CHAPITRE XXIV.

RESOLUTION DES EQUATIONS TRANSCENDANTES.

885. Les procédés employés pour calculer les racines
incommensurables d’une équation f(x)= 0, que nous
avons fait connaitre dans le Chapitre précédent, s’appuient
tous sur la continuité de la fonction entiére f(x). Ils sont
donc applicables, a peu prés sans modifications, a la réso-
lution de toute équation de la forme f(x)=0, dont le pre-
mier membre, sans étre algébrique, est une fonction con-
tinue de x, sinon pour toutes les valeurs de cette variable,
au moins dans un certain intervalle. Cependant, la discus-