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On trouve a la méme Librairie :

Manuel du Baccalauréat és Sciences, rédigé d’aprés les
programmes officiels des lycées prescrits pour les examens du
Baccalauréat, par MA. J. Langlebert, professeur de seiences phy-
siques et naturelles a Paris, et E. Catalan, agrégé de I'Université
de France, professeur 4 I’Université de Liege; 2 gros vol. in-12,
divisés en 8 parties, avec gravures dans le tewte et planches
gravées.

Chaque partie se vend séparément pour chaque degré de Bacca-
lauréat et pour chaque classe des lycées,

Premiére Partie, Manuel d’Arithmétique et d'Algébre,
rédigé d'aprés les programmes officiels, par M. E. Catalan :
9° édition; 1 vol. in-12.

Deuxiéme Partie, Manuel de Géométrie, suivi de notions
sur quelques courbes, rédigé d'aprés les programmes officiels,
par M. E. Catalan: 9¢ édition; 1 vol. in-12, avec 230 gra-
vures dans le texte.

Troisiéme Partie, Manuel de Trigonométrie rectiligne et
de Géométrie descriptive, rédigé d'apres les programmes
officiels, par M. E. Catalan : 9¢ édition; 1 vol. in-12, avec
J0 gravures dans le texte et planches gravées.

Quatriéme Partie, Manuel de Cosmographie, rédigé d'a-
prés les programmes officiels, par M. E. Catalan : 19° &di-
tion, entierement refondue et mise au courant des plus récentes
découvertes : 1 vol. in-12, avec nombreuses gravures dans
le texte et planches gravées.

Ginquiéme Partie, Manuel de Mécanique, rédigé d'aprésles
programmes officiels, par M. E. Catalan : 12¢ édition; 1 vol.
m-12, avec 80 gravures dans le texte.

Sixiéme Partie, Manuel de Physique, rédigs d’aprés les pro-
grammes officiels, par M. J. Langlebert : 30° édition; 1 fort
vol. in-12, avec 202 gravures dans le texte.

Septiéme Partie, Manuel de Ghimie, rédigé d’aprés les pro-
grammes officiels, par M. J. Langlebert : 30° édition; 1 fort
vol. in-12, avee 143 gravures dans le teste.

Huitiéme Partie, Manuel d'Histoire Naturelle, rédigé
d'apres les programmes officiels, par M. J. Langlebert: 37 bdi-
tion; 1 fort vol. in-12, avee 490 gravures dans le texte.

Pour la Partie littéraire, consulter le Hanuel du Bacealauréal
és Letlres, par MM. E. Lefranc et G. Jeannin.

Les éditeurs se réservent le droit de traduction.
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Aux termes d'un décret en date du 27 novembre 1864,
Pexamen du Baccalauréat es Sciences complet porte sur les
_lTIElliGI‘G‘e enseignées dans la classe de mathématiques élémen-
qmmwd@s lycées. L'examen du Baccalauréat és Sciences res-
treint pour la partie mathématique continue, jusqu’a nouvel
ordre, d'étre subi dans les conditions exislantes et avec les
anciens programmes.

Toute contrefagon sera poursuivie conformement aux lois;
tous les exempluires sont revétus de notre griffe.
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GEOMETRIE.

PROGRAMMES D'ENSEIGNEMENT DES LYCEES.

(Les numéros renvoient aux paragraphes ou la question est traitée.)

CLASSE DE MATHEMATIQUES KLEMENTAIRES

(Deuxiéme Année),

No 14.

Géométrie.

Géométrie plane.

On reprendra rapidement le Programme N° 3 de la classe de troisieme
(p. vu) et le Programme N° 5 de la classe de seconde (p. 1x), en les
complétant sur quelques points, particuliérement sur Vinseription des
polygones réguliers (cas du décagone) et la détermination du rapport
de la circonférence au diamétre par la méthode des isopérimétres, 189,
203. — On terminera cette révision par des exercices et problémes
sur la comparaison des aires : construire un carré équivalent i un
polygone donné, 240 ; — construire un carré dont le rapport i un
carré donné soit égal au rapport de deux lignes données, 241; —
construire un rectangle équivalent a un carré donné, et dont les
cotés adjacents fassent une somme ou aient entre eux une différence
donnée, 244; — application a la construction des racines des équa-
tions du second degré & une inconnue, 245.

Géométrie dans Uespace.

Du plan et de la ligne droite, 253-282. — Condition pour qu’une droite
soit perpendiculaire a un plan, 259.

Propriétés de la perpendiculaire et des obliques menées d’un méme
point a un plan, 264.

Parallélisme des droites et des plans, 265-282.

Angle diedre, 284. — Génération des angles diddres par la rotation
d'un plan autour d'une droite, 285. — Digdre drait, 200.

Mesure des angles digdres, 287-289.

Propriétés des plans perpendiculaires entre eux, 290-300.
2. Geomélrig, ba




VI PROGRAMMES DES LYCEES,
Angles triddres, 286, — Cas d’'égalité et de symétrie, 308-312.

Propriétés de I'angle trigdre supplémentaire, 301-303.
Limite de la somme des faces d'un angle polyédre convexe, 306.

Limite de la somme des angles diédres d'un angle triédre, 307, —
Analogies et différences entre les angles triddres et les triangles rec-
tilignes, 311.

Des polyédres, 313-326. — Prisme, 316, 317, — Parallélipipéde, cube,
pyramide, 315-318, — Sections planes, paralléles, du prisme et de la
pyramide, 322, 323.

Mesure des volumes, 327-239. —Volume du parallélipipéde, du prisme,
de la pyramide, du tronc de pyramide & bases paralléles, du trone
de prisme triangulaire, 327-339.

De la symétrie dans les polyddres, 340-353. — Plan de syméirie, 340.
— Centre de symétrie !, 340.

Comparaison des faces des angles diedres, des angles polyédres homo-
logues, de deux polyddres symétriques, 345-347. — Equivalence de
leurs volumes, 352, 353.

Polyedres semblables?, 354-361.
Cas de similitude de deux pyramides triangulaires, 355.

Rapport des volumes de deux polyédres semblables, 360. — Pdle de
similitude de deux polyédres semblables, et semblablement placés,

358.

Les corps ronds, 369-414.— Cylindre droit & base circulaire, 369, 370.
— Mesure de la surface latérale et du volume, 378-382. — Exten-
sion aux eylindres droits a base quelconyue, 379, 380.

Cone droit & base circulaire, 371, 372. — Sections paralléles a la base,
383. — Surface latérale du cone, du tronc de cone & bases paralléles,
383-385. — Yolume du cdne, du tronc de cone & bases paralléles,
386-389.

Sphére, 390-414, — Sections planes; grands cercles; petits cercles,
391-395.— Poles d'un cercle, 396-399.— Etant donnée une sphére,
trouver son rayon par une construction plane, 400.

Plan fangent, 401. — Angle de deux arcs de grand cercle, 402-404.

Notions sur les triangles sphériques : leur analogie parfaite avec les
angles triedres, 405-407.

1. L'étude de la symélrie par rapport & un point se raméne & celle de la symé-
trie psr rapport & un plan, en imprimant une rotation de 180* & Pune des deux
figures antour d'un axe perpendiculaire i ce plan et passant par le centre de sy-
mélrie.

2. On appelle ainsi ceux qui sont compris sous un méme nombre de faces sem-
blables chacune & ehacune et dont les angles polyedres homologues sont égaux,



PROGRAMMES DES LYCEES. vil

Mesure de Ia surface engendrée par une ligne brisée régulidre, tour-
nant aufour d'un axe mené dans son plan et par son centre, 408-
410. Aire de la zone, de la sphére entiére, 411-414, — Exercices,
421-425.

Mesure du volume engendré par un triangle tournant autour d’un axe
mené dans son plan par un de ses sommets, 415. — Application au
secteur polygonal régulier tournant autour d’un axe mené dans son
plan et par son centre, 416. — Volume du sectenr sphérique, de la
sphére entitre, du segment sphérique, 417-420, — Exercices, 421-
425. — Volume approché d'un solide limité par une suriace quel-
conque (voir g note, page 164).

No 15.
Notions sur quelques courbes.

Définition de I'ellipse par la propriété des foyers, 426. — Tracé de la
courhe par points et d'un mouvement continu, 430, —Axes, 427, 428.
— Sommets, 420. — Rayons vecteurs, 429,

Définition générale de la tangente & une courbe, 432.

Les rayons vecteurs menés des foyers & un point de Pellipse font, aver
la tangente en ce point et d’'un méme coté de cette ligne, des angles
égaux, 433,

Mener la tangente & I'ellipse par un point pris sur la courbe ; par un
point extérieur, 434. — Normale a I'ellipse, 436.

Définition de la parabole par la propriété du foyer et de la directrice,
438. — Tracé de la courbe par points et d'un mouvement continu,
439, — Axe, 441. — Sommet, 441. — Rayon vecteur, 441.

La tangente fait des angles égaux avec la paralléle & l'axe et le rayon
vecteur, menés par le point de contact, 441.

Mener la tangente a la parabole par un point pris sur la courbe; par
un point extérieur, 441. — Normale, 442. — Sous-normale, 442.

Relation entre le carré d'une ordonnée perpendiculaire a I'axe et la
distance de ceite ordonnée au sommet, 443,

Définition de I'hélice, considérée comme résullant de I'enroulement du
plan d'un triangle rectangle sur un cylindre droit a base circulaire,
445. — Pas de 'hélice, 448.

La tangente & I'hélice fait avec l'aréte du cylindre un angle constant,
446.

Construire la projection de I'hélice et de la tangente sur un plan per-
pendiculaire 4 la base du cylindre (voir les Notions de Géométrie
descriptive),




Vil PROGRAMMES DES LYCEES.

Ke 3.
(Classe de Troisidme.)

Eléments de Géométrie plane (1= Partie).

Ligne droite et plan, 8, 12, — Ligne brisée, 10. — Ligne courbe, 11.

Angle, 15. — Génération des angles par la rofation d’une droite autour
d’un de ses points, 16. — Angle droit, 28.

Triangles, 41-44. — Cas d'égalité les plus simples, 45-51. — Propriétés
du triangle isocéle, 52-55. — Cas d'égalité des triangles rectangles,
63, 64.

Droites paralléles!, 65-77. — Somme des angles d'un triangle, d'un
polygone quelconque, 80-82. — Propriétés des parallélogrammes,
85-91.

De la eirconférence du cercle, 92-102. — Dépendance mutuelle des arcs
et des cordes, des cordes et de leur distance au centre, 103-108.

Tangente au cercle, 109, 110.— Intersection et contact de deux cercles,
111-116.

Mesure des angles, 117-122. — Angle inscrit, 123-125.

Usage de la régle et du compas dans les constructions sur le papier,
126, — Commune mesure de deux droites, 127-129. — Tracé des
perpendiculaires et des paralléles, 134-136. — Problémes élémen-
taires sur la construction des angles et des triangles, 130-133. —
Abréviation des constructions au moyen de I'équerre et du rappor-
teur, 122, 136. — Evaluation des angles en degrés, minutes et se-
condes, 121. — Mener une tangente au cercle par un point exté-
rieur, 141. — Décrire, sur une droite donnée, un segment capable
d'un angle donné, 142,

Lignes proportionnelles, 143-146.

Polygones semblables, 147-159.— Conditions de similitude des triangles,
149-154.—Rapport des périmétres de deux polygones semblables, 159.

Relations entre la perpendiculaire abaissée du sommet de I'angle droit
d'un triangle rectangle sur I'hypoténuse, les segments de I'hypoté-
nuse, I'hypoténuse elle-méme et les cotés de I'angle droit, 160.

Théorémes relatifs au carré do nombre qui exprime la longueur du
coté d'un friangle opposé 4 un angle droit, aign ou obtus, 163-165.
Théoréme relatif aux sécantes du cercle, issues d'un méme point, 166,

1. On admettra qu'on ne peut mener, par un point donné, qu'une seule paralléle
a unc droile.
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Problémes : Diviser une droite donnée en parties égales ou proportion-

nelles & des longuenrs données, 170, 171.— Trouver une quatrieme

proportionnelle & trois lignes données, une moyenne proportionnelle

entre deux lignes données, 172-174. — Mener une tangente com-

mune & deux cereles, 177. — Construire, sur une droite donnée, un
polygone semblable & un polygone donné, 178,

Ne 5.
(Classe de Seconde.)
Fléments de géométrie plane (2° Partie).

Polygones réguliers, 180-197. — Leur inscription dans le cercle
carré, hexagone, 182-190.

Moyen d'évaluer le rapport approché de la circonférence au diamétre !,
198-205.

Mesure des aires, 211-223. — Aire du rectangle, du parallélogramme,
du triangle, du trapéze, d'un polygone quelconque, 211-223. — Aire
approchée d'une figure plane limitée par une courbe quelconque (vorr
page 197). — Théoréme du carré construit sur I'hypoténuse, 224.

Aire d'un polygone régulier, 230. — Aire du cercle et du secleur cir-
culaire, 230-239.

Rapport des aires de deux figures semblables, 227-229,

Notions sur le levé des plans et I'arpentage (dpp.2, 1-41). — Levé an
métre (App., 9, 10). — Levé au graphométre (App., 14-20). —
Levé & I'équerre d'arpenteur (dpp., 11-13). — Levé a la planchette
(4pp., 25-27).

Du plan et de la ligne droite dans 'espace, 253-282.— Perpendiculaires
et obliques au plan, 255-263.— Parallélisme des droites et des plans,
265-282.

Angles diédres, 284. — Plans perpendiculaires entre eux, 290-300.

Notions sur les angles triedres et polyedres, 286, 302-307.

Des polyédres : sections planes du prisme et de la pyramide, 313, 322,
323.

Mesure des volumes : parallélipipéde, prisme, pyramide et tronc de
pyramide & bases paralltles, 327-339.

Notions sur les polyédres semblables : rapports des surfaces ef des
volumes, 354-361.

1. La solntion de cette question sera complétée dans le cours de mathématiques
i taires. — La longueur de la circonférence du cercle sera considérée, sans
démonstration , comme la limite vers laquelle tend le périmétre d'un polygone in=
scrit dont les cotés diminuent indéfiniment,

2. L'Appendice, page 185, recommence une nouvelle série de numéros.




x PROGRAMMES DES LYCEES,
CLASSE DE PHILOSOPHIE,
Ne 9.
Géoméirie,

L'enseignement de celte classe ne demande pas de programmes parti-
culiers; on reprend les matibres déja enseignées dans les années de
seconde et rhéforique, conformément au Programme de Géométrie,
Net 5 et 7 (voir ci-dessous). Le professeur introduira seulement
quelques lecons complémentaires sur la similitude des figures dans
I'espace, 354-361,

N° 5.

(Classe de Seconde.)

Eléments de géométrie plane (2 Partie). Voir page I,

No 7.
(Classe de Rhétorique.)

Iévision des principales propositions relatives & la ligne droite et au
plan, 252-312.

Cylindre droit & base circulaire, 369, 370. — Mesure dela surface la-
térale et du volume, 378-382, — Extension aux eylindres droits a
base quelconque, 379, 380.

Cine droit a base circulaire, 371, 372. — Sections paralléles @ la hase,
383. — Surface latérale du eone, dutrone de céne & bases paralléles,
383-385. — Volume du edne, du tronc de cone & bases paralléles,
386-389.

Sphere, 390-414.— Sections planes; grands cercles, petits cereles, 391-
395. — Poles d'un cercle, 396-399. — Etant donnée une sphere,
trouver son rayon par une construction plane, 400. — Plan tangent
a la sphére, 401,

Mesnre de la surface engendrée par une ligne brisée régulidre, tournant
autour d’un axe mené dansson plan et par son centre, 408-410. —
Aire de la zone, de la sphére entiére, 411-414,— Exerecices, 421-425.

Mesure du volume de Ia sphére considérée comme somme d’'une infinité
de pyramides ayant pour bases des polygones plans infiniment petits
et le rayon pour hauteur, 419. — Antre méthode de mesure fondée
sur la considération du volume engendré par un triangle fournant
autour d’'un axe mené dans son plan par un de ses sommets, 415, —
— Application au secteur polygonal régulier tournant autour d'un
axe mené dans son plan et par son centre, 416. — Volume du see-
teur sphérique, de la sphére, 417-420. — Exercices, 421-425.
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CHAPITRE .

Ligne droite et plan (8, 12). — Ligne brisée (10). — Ligne courbe
(11). — Angle (15). — Génération des angles par la rotation d'une
droite autour d'un deses points (16). — Angle droit (27).

Préliminaires.

1. Toute chose occupe, dans 'espace, un lieu déterminé. Ce
lieu, considéré sous le rapport de sa forme, et indépendam-
ment de la matiére qu'il contient, est appelé corps.

2. La limite d'un corps, ¢’est-a-dire ce qui le sépare de 'es-
pace environnant, est une surfuce.

3. 5i deux corps se pénétrent, Iintersection de leurs sur-
faces est une ligne.

4. L’intersection de deux lignes est un point.
On appelle également points les extrémités d'une ligne.

5. Les corps, les surfaces et les lignes se désignent sous le
nom générique de figures.

6.La Géoméirie estla science des figures.

7. Deux figures sont égales lorsqu’elles sont superposables,
¢'est-a-dire lorsqu’elles peuvent coincider.

8. Tout le monde acquiert, par 'expérience, lanotion de la
ligne droite. Par exemple, I'aréte d’'une régle bien dressée est
sensiblement une droite, eic.

9. On doit admettre, comme étant vérifiée par 'expérience,
la demande suivante :

Par deux points donnés, on peut toujours faire passer une
droite, mais on n'en peut faire passer quune.
2. Géoméirie, b 1




GEOMETRIE,
10.La h'Jm,J'Jr'iqde st celle qui est composéede lignes droites.
— Elle est aussi appelée polygone.

A1. Une ligne courbe est celle qui n’est ni droile, ni com-
posée de lignes droites.

12. Le plan est une surface indéfinie sur laquelle est sifuée
tout entiere la droite qui joint deux quelconques de ses
points.

13. Une figure plane est celle qui est tout entiére dans un
méme plan.

14. La Géométrie plane est la partie de la Géométrie relative
aux figures planes.

La Géomélrie de Uespace estrelative aux figures non situées
dans un méme plan.

15. La portion de plan comprise entre deux droites indéfi-
nies AB, AC, issues du méme point A, s’appelle angle. Le
point A estle sommet de I'angle ; les droites AB, AC en sont
les cdtés.

On désigne un angle par la letire
du sommet, ou par les trois letires
qui indiquent les colés, en ayanl
goin de mettre au milieu celle du
sommet. Ainsi I'on dit.: langle A,
Pangle BAC oul’angle CAB.

16. Si la droite AC, d’abord appliquée sur AB, fourne au-
tourdu point A, en restant constam-
ment dans le méme plan, elle engen-
drera I'angle BAC.

17. Deux angles BAC, CAD, exté-
rieurs 'un a 'autre, qui onf méme
sommet et un eolé commun, sont
dits adjacents.

18. La bissecirice d’un angle BAD est la (]IOI[\, AC qui divise
cet angle en deux parties U‘illLS.

19, Demande. — Tout angle a une bissectrice, el n'en a

qu'une.
45




GEOMETRIE, 3
90. Lorsque deux droites AB, CD, se coupent
en un point O, elles forment qualre angles
conséeutifs, AOC, COB, BOD, DOA. Ces angles,
considérés deux & deux, sont ou adjacents, ou
opposés aw sommet. Par exemple, AOC, COB sont
adjacents, tandis que AOC, BOD sont opposés au
sommet,

91. Un polygone est une portion de plan terminée par des
droites. On donne aussi ce nom & la ligne brisée qui limite
cefte portion de plan (10).

On appelle diagonale d’un polygone, la droite qui joint
deux sommels non consécutifs.

99. Le polygone de trois cotés s'appelle friangle; celui de
quatre cOtés, quadrilatére; celui de cing cotes, peniagone;
celui de six coOtés, hexagone, etc.

93, Une ligne conveae est celle qui ne peut étre rencontrée
en plus de deux points par une droite.

94, Demande. — Dans tout {rian-
gle, un colé quelconque est plus petil
que la somme des deuw aulres.

Ainsi, dans le triangle ABC,
ona

AB < AC 4 BC.

95. TuigorinME. — Dans fout polygone, un cdté quelcongue
est plus pelit que la somme de tous les auires.

1= Boit le polygone convexe
ABCDE. Menons les diagonaies AC,
AD : nous aurons

AB < BC-AC, AC < CD + AD,

AD < DE +EA;

d’ot, en ajoutant membre a membre, et retranchant les parties
communes,
AB <BC 4 CD+-DE4-EA.
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20 Soit le polyzone quel-
conque ABCDEFGHI. Nous
aurons, en menant une ou
plusieurs diagonales, telles
que CE, et enappelant M, N,
P les points ou la droite AB
rencontre les autres colés :

AM < Al 4-IM,
MN <MH -+ HG -GN,
NP < NF +-FP,
PB < PE -+ CE +4-CB,
CE < CD + DE.

Ces inégalités donnent

AM — MN -+ NP + PB + CE < AI 4 IM ++ MH + HG 4 GN
4 NF 4 FP + PE +CE -+ CB 4- CD +-DE,

ou
AB < AT - TH + HG + GF + FE - CB + CD -+ DE.

26. TutorEME. — Une ligne brisée convexe ABCDE est plus
petite que toute ligne brisée AFGHIK qui Penveloppe, et qui est
terminée aua mémes ewirémiiés.

Pour que la ligne convexesoit
enveloppée par lautre, il faut
quen menant la droite AE, le
polygone convexe ABCDE soit
intérieur a lautre polygone.

Cela étant, prolongeons dans
le méme sens les cotés AB,
BC,..., et soient A, B',..., leurs
points de rencontre avecla ligne
AFG.... Nous aurens, par le
théoréme précédent :

AB -+ BA’ < AF + FG + GH + HA/,
BC - CB' < BA'+ A'l 1B,
CD 4 D¢ < CB' +B'K -+ K¢,

DE < DC' 4 C'E.

Dong, en ajoutant,

AB -+ BC - CD -+ DE < AF + FG + GH +-HI - IK 4 KE.
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97. TutoriME. — Une ligne brisée convexe est plus petite
que toute ligne brisée qui Venveloppe de toutes parts.
Ce théoreme se démontre comme le précédent.

98, Lorsqu'une droite CD rencontre une droite AB, de ma-
nitre que les angles adjacents ACD, BCD soient égaux ,
chacun d’eux est un angle droit, et laligne CD est dite per-
pendiculaire sur-AB. Le point C est le pied de la perpendi-
culaire.

29. La droite CE, qui fait avec AB
des angles adjacents ACE, BCE, iné-
gaux entre eux, est une oblique rela-
tivement a2 AB. L'angle ACE, moindre
que Pangle droit ACD, est un angle
aigu; 'angle BCE, plus grand que l'an-
gle droit BCD, est obtus.

30. Demande. — D'un point C, pris sur une droite AB, on
peut foujours élever une droile CD perpendiculaive @ la pre-
miere, mais U'on n'en peut élever qu'une”.

31. TutoriME. — Tous les angles droits sont égauw enire
eua.

Soient les droites CD, C'D’, respectivement perpendicu-
laires & AB, A’B' : je dis que I'angle droit ACD est égal &
Pangle droit A'C'D’.

Transportons la seconde figure sur la premiére,;de maniére
que le point €’ coincide avec le point C, et qu'un point A’ de
A'B’' coincide avec un point A
de AB: les deux droites A'B’,
AB coincideront (9). Par suite,
la droite C'D’ prendra la di-
rection CD; sans quoi I'on
pourrait, par le point G, élever
deux perpendiculaires & AB.

32. Deux angles sont complémentaires ou supplémentaives,
suivant que leur somme est égale & un angle droit ou & deuwx
angles droits.

* Cette proposition peut étre regardée comme un eas partienlier de
celle qui a élé énoncée ci-dessus (19). Elles ont, 'une et l'aatre, le

deere dévidence de cetle autre demande: Toute droite fini® @ un mi-
Liew unique.
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33. TatoriMe. — Toute droite CD qui en renconire une
autre AB fait avec celle-ci, d'un méme cdté, deux angles supplé-
mentaires.
Par le pied C de I'oblique CD, menons la perpendiculaire
CE & AB; nous aurons
ACD = ACE - ECD,
BCD = BCE — ECD;

d’otl, & cause de ACE=BCE =11,

ACD -+ BCD = 2.,

34, Réciproque. — Si deux angles adjacents ACD, BCB, sont
supplémentaives, leurs colés extéricurs
AC, CB sont en ligne droite.

Car, si CB n’est pas le prolongement
de AC, soit CB' ce prolongement : nous
aurions par hypothése,

ACD + DCB = 24
el, par la proposition directe,

ACD - DCB! = 9,
dolt
DCB — DCB';

ce qui serait absurde.

35. Corollaive, — La somme de fous les angles consécutifs
formés dun méme coté dune droite, par dautres droites
quelcongues , issues d'un méme point de la premicre, égale
2 droils.

36. Corollaire. — La somme des qualre angles consécutifs
formés par deuw droites qui se coupent, égale & droils.

37. Corollaire. — La somme de tous les angles econséeulifs
formés autour d'un méme point, par des droiies issues de ce
point, égale & droils.

&
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8. Tufonime. — Lorsque deus droites AB, CD se coupent,
les angles AOC, BOD, opposés aw sommet, sont égaua.

Le théoréme précédent donne
AOC - COB = 24,
BOD - COB = 2¢;
done
AQOC = BOD.

39. Corollaire. — Le prolongement OD de la perpendiculaire
OC & une droite AB est dgalement perpendiculaire a celte
droite AB.

En effet, les angles BOD, AOD, res-
pectivement égaux aux angles égaux
AOC, BOC, sont égaux entre eux. Done
OD est perpendiculaire a AB.

40. Corollaire. — Siune droiteCD est
perpendiculaive & une autre droile AB,
réciproquementcelle-ci est perpendiculaire
a la premiére.

CD étant perpendiculaire & AB, les quatre angles AOC, BOC,
AOD, BOD sont droits. Dong, en particulier, les angles BOC,
BOD sont droits et égaux. Donc OB est perpendiculaire & CD.

Résumé,

Dans fout iriangle, un e6té quelconque est plus petit que Ta somme
des deux antres.

Dans tout polygone, un eoté quelcongue est plus petit que la somme
de tous les autres.

Une ligne brisée convexe est plus petite que toute ligne brisée qui
I'enveloppe, et qui est.terminée aux mémes extrémités,

Une ligne brisée convexe est plus petite que toute ligne brisée qui
Penyeloppe de toutes paris.

Tous les anglez droits sont égaux entre eux.

Toute droite qui en rencontre une autre fait avec celle-ci, d'un meme
¢oté, deux angles supplémentaires.
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Réciproquement, si denx anglesadjacents sont supplémentaires, leurs
cotés extérieurs sont en ligne droite.

La somme de fous les angles conséeutifs formés d’'un méme edté
d’ane droite, par d'autres droites quelconques issues d'un méme point
de la premiére, égale 2 droits.

La somme des quatre angles conséeutifs formés par deux droites qui
se coupent, égale 4 droits.

La somme de tous les angles consécutifs formés autour d'un méme
point, par des droites issues de ce point, égale 4 droits.

Lorsque deux droites se coupent, les angles opposés au sommet sont
égaux.

Le prolongement de la perpendiculaire & une droite est également
perpendiculaire & cette droite. Si une droite est perpendiculaire i une
autre droite, réciproquement celle-ci est perpendiculaire & la premiére.

CHAPITRE II.

Triangles (41-&4). — Cas d'égalité les plus simples (45-51) %, — Pro-
priétés du triangle isoctle (52-55). — Cas d’égalité des triangles
rectangles (63, 64).

Triangles.

£1. On appelle triangle équilatéral celui qui a ses trois cotés
égaux; triangle isoscéle, celui qui a deux cotés ézaux, el
triangle scaléne, celui qui a ses trois cotés inégaux,

42. Dans tout friangle isoscéle, le coté adjacent aux cotés
égaux prend le nom de base.

43. Un angle est dit rectangle, obtusangle ou acutangle,
suivant qu'il a un angle droit, un angle obtus ou trois angles
aigus.

44. Dans tout triangle rectangle, le coté opposé & l'angle
droit est nommé hypoténuse.

* Ces cas les 1l31us simples, quels sont-ils? Ils doivent sans doute
comprendre ce théoreme : Deuw triangles sont égauz lorsqu’ils onl
les iroiscotés égaus, chacun d chacun. Autrement, sur quoi reposerait
toute la Géomélrie ?
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lgalité des triangles.

5. Tutonime. — Deuww triangles sont égaum lorsqu’ils ont
un angle dgal , compris entre deux cités dgauw, chacun @
chacun.

" Soient angle A égal & T'angle A,
le cOté AB égala A'B', et le colé AC
égal & A'C' : je dis que les deux
triangles ABC, A'B'C’ sont éoaux.

Portons le second triangle sur le
premier, de maniere que le coté
A'B’ coincide avec AB. A cause de
Péealité des angles A, A', le coié
A'CY prendra la direction AC; et,
comme A'C' = AC, le sommet C’
tombera en C. Done les deux trian-
gles coincident, c'est-a-dire qu’ils
sont ézaux (7).

46. TatonkME. — Deuwm triangles sont égauax lorsqu’ils ont
un colé eqal, adjacent a deum angles égaux, chacun @& chacun.
Supposens

AB = AR A= S B B

Portons le triangle A'B'C’ sur ABC, de maniére que A'B'
coincide avec AB. Le coté A’C’ prendra la direction AC, et le
¢oté B'C! prendra la direction BC. Le point €/, devant se trou-
ver a la fois sur AC et sur BC, tombera en C. Donc les deux
triangles sont égaux.

47, TutorkME. — Lorsque deuw triangles ont un angle iné-
gul compris entre deuw c6iés égaux, chacun @ chacun, le coté
opposé aw plus grand angle est plus grand que le c6ié opposé
au plus petit angle.

Soient

AC=A'C', BC=B'C/, ACB > A'C'B’.

Je dis que le coté AB est plus grand que le coté A'B'.
1.
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Portons le triangle A’B'C’' sur
ABC, de maniére que B'C! coin-
cide avec BC : le coté A'C' tom-
bera dans l'intérieur de Iangle
ACB, et prendra une posilion telle
gque CA’. Imaginons ensuitela bis-
seetrice CD de I'angle ACAY, et
soitDle pointolielle rencontre AB,
Menons DA”; puis faisons tourner
le triangle DCA” autour de CD,
jusqu'a ce que langle DCA'
vienne s’appliqguer sur son ¢gal
DCA : il est elair que DA* coin-
cidera avec DA, 2

Actuellement, le triangle A’BD donne

A'B < A'D-}-BD,
ou
A"B’ < AD + BD,
ou enfin
A'B' < AB.

48. Réciprogue. — Lorsque deuw triangles ACB, A'C'B’, ont
deus colés égau, chacun a chacun, etun cdtéindgal, Pangle C,
opposé au plus grand cdté AB, est plus grand que Uangle €
opposé aw plus petit cité A'B'.

Siles angles G, C' étaient égaux, les deux triangles pour-
raient coincider (45); et contrairement & I'hypothdse, les
cotés AB, A'B' auraient méme grandeur. Et si Pangle C! était
plus grand que C, le colé A'B’ serait, contre P'hypothése,
plus grand que AB (47). On a donc

G= G4

49. Remarque. — Ladémonstration précédente devientinu-
tile si I'on applique le principe suivant :

Si Vénoncé d'un théoréme renferme toutes les hypothéses que
Von peut établir sur un sujet déterminé, et si chaque hypothése
conduit & une conclusion différente de toutes les autres, les réci-
proques du théoréme sont vraies.

Nous pourrons done désormais, dans la plupart des cas,
nous dispenser de démontrer les réciproques,



GEOMETRIE. 1
50. TatoriME. — Deux {riangles sont égauw lorsqu'ils ont
les trois cdlés égaum, chacun @ chacun.
Soient
AB=A'B, BC=B'C', AC=A'C..

Je dis ue les deux triangles sont égaux.

Cette Ggalité serait évidente si
I'angle A était égald angle A”; car
alors les deux triangles auraient un
angle égal compris entre deux cités
ézaux, chacun a chacun.

Or, si 'angle A Gtait différent de
A’, le coté BG serait, contraire-
ment & Phypothése , différent de
B'C' (47). Done les angles A, A’ sonf
62aux.

51. Remarque. — Dans deux triangles égaux, les angles
opposés aux cotés égaux sont 6gaux.

Propriétés du triangle isoscéle.

52. TREOREME. — Dans fout {riangle isoscéle ABC, les an-
gles A, B, opposés auw cdids égaux BC, AC, sont égaum.

Joignons le sommet C an milien e la
base AB, par la droite CD. Le triangle ABC
sera décomposé en deux triangles ADC,
BDC, dans lesquels CD est commun,
AD =BD, et AC = BC. Dong ces triangles
sont égaux (50). Done

A=15.

3. TrkorimE. — Dans tout triangle isoscéle, la droite menée
du milieu de la base au sommet opposé, est : 1° perpendiculaire
@ cette base, 20 bissectrice de Uangle formé par les cotés égauce.

D'aprés la démonstration précédente, les angles supplé-
mentaires ADC, CDB sont égaux entre eux; donc CD est
perpendiculaire 4 AB. De plus, les angles ACD, BCD sont
égaux entre eux; donc CD est la bissectrice de 'angle
ACB.
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54. Réciproque. — Si un triangle ABC a deugs angles égaux,
A, B, les cdtés BC, AC, 0pposés & ces angles , sont égaug.

Soit un triangle A’B'C’ égal 4 ABC.
Le coté A'C’ de ce triangle auxiliaire est
adjacent a I'angle A’ égal A. Done

A'C! = AG,

De plus, A’C’ est opposé a l'angle B',
lequel cst aussi égal & A. Donc A'C
= BC. Done enfin

AC = BC.
55. Corollaire. — Tout triangle qui-

latéral est équiangle ; ei Téciprogque-
ment.

Pcrfpendicu]aires et obliques.

56. TnkoriME, — D'un point O, pris hors d’une droste AB:
1% on peut toujours mener une perpendiculasre OC 4 celte
droite AB; 2° on n’en peut mener quune.

1° Joignons un point quelconque D de la droite AB, avec
le point O,par la droite DO. Faisons tourner ensuite, autour
de AB, la partie supérieure de la figure, jusqu’a ce que DO
vienne prendre la position DO,
Enfin, menons la droite Q0 s je
dis qu'elle sera perpendiculaire
a AB.

En effet, le triangle ODO" ost
isoscele, et, le point G est le milieu
de 00'. Donc CD est perpendi-
culaire & 00’ (53), ou 00’ per-
pendiculaire & AB (40).

20 Prolongeons la droite quelconque OD : I'angle EDC sera
plus grand que O'DC. D’ailleurs, ce dernier angle est ézal 4
ODC. II résulte de la que la droite AB fait, avec DOE, des
angles adjacents inégaux. Donc ces deux droites ne sont pas
perpendiculaires entre elles.

57. Si d’un point 0, extérieur 4 une droite AB, on meéne la
perpendiculaire OC et uneoblique OD, I'intervalle CD, compris
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entre le pied de I'oblique et le pied de la perpendiculaire, est
appelé projection de l'oblique.

58. THEOREME. — Si d'un point O, extérieur ¢ une droile
AB, on meéne la perpendiculaire OC, et plusieurs obliques OD,
OE, OF ;

1o La perpendiculaire OC est plus courte que toule oblique ,
20 deuw obliques OD, OE, qui ont des projections égales, sont
égales ; 3° de deux obligues OD, OF, celle qui a la plus grande
projection est la plus grande.

1° Prolongeons la perpendiculaire OC d'une longueur CO’
égale & OC, et menons O'D. Les triangles rectangles OCD,
O'CD sont égaux (48). Donc le triangle ODO’ donne

20C<20D,
ou
OC < OD.

20 Les Lriangles rectan-
gles OCD, OCE sonl égaux.
Done

0D = OE

3¢ Menons O'F. La ligne con-
vexe ODO' est plus courte que
OFO (26). Donc

0D < OF,

bY9. Réciproque. — Si, d'un point extérieur & une droite.
on méne la perpendiculaive el plusieurs obliques : 1o deux
obliques égales ont des projections égales ;: 9° de deus obl iques
inégales, la plus grande o la plus grande projection. (Voy.
n® £9.)

60. Corollaire. — D'un point d une droite on ne peut mener
trois droites égales.

61. TukorkmE. — f° Tout point de la perpendiculaire élevée
aw miliew d'une droite est également distant des extrémités de
cette droiie.

20 Tout poini exlérieur a la perpendiculaire est indgalement
distant des mémes extrémités.
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40 Soil M un point quelconque de la
perpendiculaire CD au milieu Cde AB.
Les obliques MA, MB ont des pro-
jeclions égales; donc

MA = MB.
20 Soit N un point extérieura laper-

pendiculaire ; menons AN, BN : nous
aurons

AN < BN.
En effet, soit M le point ot NB rencontre CD. Le triangle
ANM donne
AN < AM + MN,
AN < BM + MN;

AN < BN.

ou

ou enfin

62. On appetle liew géométrique une figure contenant tous les
points qui satisfont & une méme condition, ou qui jouissent
d'une méme propriété.

D’apres cette définition, les deux parties du théoréme pré-
cédent et les réciproques de ce théoréme, peuvent se résumer
ainsi :

La perpendiculaire élevée au miliew d'une droite est le lieu
géométrique des points tels, que chacun d'euw est également dis-
tant des extrémitds de la droite.

Egalité des triangles rectangles.

63. TntoniME. — Deuw {riangles rectangles sont dgaum
lorsqu’ils ont I'hypoténuse égale et un cité égal.
Soient
(B=CB,AC=A'C';

A et A’ étant les angles droits. Je dis que les deux triangles
sont égaux.

Cette proposifion serait
démontrée si le coté AB
dtait égal a A'B" (45).
Portons A'C'B' sur ACB,
de maniére que A'C’ coin-
cide avec AC. Les angles
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A, A’ étane égaux, le coté A'B' prendra la direction de AB.
Mais alors CB el C'B’ seront des obligues égales, menées d'un
méme point G a la droite AB. Donc (59)

AB=A'B',

64. TntorEME. — Deux triangles veclangles sont égaux quand
ils ont U'hypoténuse égale et un angle aigu égal.
Soient, dans les triangles rectangles ACB, A'C'B':

CB=C'B!, ' C=C\

Porfons le second friangle sur le premier, de manitre que
C'B' coincide avec CB. Le coté C'A’ prendra la direction
de CA. Par suite, B'A' devra coincider avec BA, sans quoi
Pon pourrait mener, du point B, deux perpendiculaires a la
droite AC.

Résumé.

Denx friangles sont ézaux lorsqu'ils ont un angle égal, compris entre
deux edtés égaux, chacun i chacun.

Denx iriangles sont égaux lorsqu'ils ont un coté égal, adjacent a
deux angles égaux, ehacun & chacun.

Lorsque deux triangles ont un angle inégal compris entre deux cités
égaux, chacun a chacun, le coté opposé au plus grand angle est plus
grand que le eoté opposé au plus petit angle,

Réciproquement , lorsque deux triangles ont deux cdtés égaux ,
chacun & chacun, et un coté inégal, I'angle opposé au plus grand coté
est plus grand que l'angle opposé au plus petit ¢oté.

Denx triangles sont égaux lorsqu'ils ont les trois cotés égaux, chacun
a chacun.

Dans fout friangle isoscéle, les angles opposés aiix cdtés ézanx sont
egaux.,

Dans tout triangle isosceéle, la droite menée du milien de la base.an
sommet opposé, est @ 1° perpendiculaire & cette base; 2° bissectrice de
I'angle form¢é par les cotés égaux.

Réciproquement, si un anglea denx angles égaux, les cotés opposés
a ¢es angles sont égaux.

D'un point pris hors d'une droite : 1° on peut toujours mener une
perpendiculaire a cette droite; 2° on n'en peut mener qu'une.

Si, d'un point extérieur & une droite, on mane la perpendiculare ef
plusicurs obiiques ¢
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1® La perpendiculaive est plus courte que toute oblique; 2° deux
obliques qui ont des projections égales, sont égales; 32 de deux obliques,
cellequi a la plus grande projection est la plus grande,

Réciproquement, si, d'un point extérieur
perpendiculaire et plusieurs obliques : 1°
Projections égales; 2° de deux oblique
plus grande projection.

a une droite, on méne la
deux obliques égales ont des
s inégales, la plus grande ala

Tout point de la perpendiculaire élevée sur le milien d'une droite
est également distant des extrémités de cette droite,

Tout point extérieur i Ia perpendiculaire est inégalement distant dog
mémes extrémités,

Deux triangles rectangles sont égaux lorsquils ont 'hypoténuse
tgale et un coté égal,

Deux triangles rectangles sont égaux quand ils ont Uhypoténuse
egale ¢t un angle aigu tgal.

CHAPITRE IT1.

Droites paralléles (65-77) *. — Somme des
polygone quelconque (80-82). — Pp
(85-91).

angles d'un triangle: d'un
opriétés des parallélogrammes

Paralléles.

65. On nomme paraliéles deux droites qui, étant situdes

dans un méme plan, ne peuvent se rencontrer, quelque loin
qu’on les suppose prolongées,

66. THEOREME. — Deuw droites CD, EF, perpendiculaires
une méme droite AB, sont paralléles entre elles.

Car, si elles se rencontraient
en un point 0, il y aurait deux
perpendiculaires OC, OE abais-
sées de ce point sur la droite
AB; ce qui est impossible
(56).

67. Remarque. — Ce théoréme justifie Ia définition préce-
dente (65).

"On admettera qu'on ne peut mener, par un pomt donné, qu'une
senle parallele & une droite Note du Programme), :
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68. Corollaire. — Par un point donné C, on peut mener une
paralléle a une droite donnée AB,

Du point C, menons €D perpendi-
culaire a AB, et CE perpendiculaire &
CD : cetle derniére droite sera paral-
léle & AB (66).

69. Demande, — Par un point donnd, on ne peut mener
qu'une seule paralléle @ une droite donnée.

10. Corollaire. — Dewx droites, paralléles a une troisiéme,
sont paralléles enire clles.

1. Totonive. — Deua droites AB, CD, l'une oblique et
Pautre perpendiculaire @ une
méme droite EF, se rencontrent.

Par le point B, menons BG
perpendiculaire A EF; cette droite
BG seraparalléle & CD (66) : donc
BA, suffisamment prolongée, doit
rencontrer CD (69),

72. Corollaire. — Si deux droites sont paralléles, foute per-
pendiculaire al'une est perpendiculaire a Pautre.

73. Corollaire. — Si deu droites A, B se coupent, leurs per-
pendiculaires respectives A, B' se coupent aussi.

En effet, si les droites A’, B élaient parallles entre elles,
les droites A, B seraient toutes deux perpendiculaires i A’ (72);
donc, contrairement & I'hypothése, elles ne se couperaient
pas (66).

74, Si deux droites AB, CD, paralltles ou non, sont coupées
par une droite EF, celte derniére est appelée transversale.

Elle détermine, avec les deux au-
tres droites, huit angles qui, consi-
dérés deux i deux, prennent diffé-
rentes dénominalions :

1e Deux angles, situés d’un méme
cOté de la transversale, et placés de
la méme maniére relativement aux
deux droites , sont dits correspon-
dants. Tels sont, par exemple, AHE
et CGE,
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90 Deux angles, situés de coté et d’autre de la transversale,
et en dedans des deux droites, sont alternes-internes. Ainsi
AHE, DGF sont alternes-inlernes.

30 Deux angles, situés de coté et d’autre dela transversale,
mais en dehors des deux droites, sont allernes-emfernes, Les
| angles AHF, DGE sont dans ce cas.

{ ko Deux angles, situés d’'un méme coté de la fransversale, el
! en dedans des deux droites, sont internes d'un méme coté. Tels
' sont AHE et CGF,

5° Enfin, deux angles, situés d’'un méme coté de la trans-
versale, et en dehors des deus droites, sont dits externes d'un
méme cdté. Tels sont, par exemple, AHF et CGE.

7%. Tatonkme. — Deux paraliéles AB, CD font, avec une
méme transversale EF :

1o Des angles correspondants, égauwm ;

9° Des angles alternes-internes, égauw ;

3o Des angles alternes-exiernes, égau;

ke Des angles internes d'un méme cité, supplémentairves ;

B° Des angles exlernes d'un méme ¢6lé, supplémentaires.

Comme les angles dont le
sommet est en G sont égaux ou
supplémentaires, et qu’il en est
de méme a Pégard des angles
qui ont leur sommet au point H,
il suffit, pour démontrer foutes
les parties du théoréme, de faire
voir que les angles alternes-
internes aigus sont égaux entre
eux,

Imaginons, & cet effet, la droite MIN menée par le milieu I
de GH, perpendiculairement & AB : elle est perpendiculaire &
CD (72), et elle détermine deux angles GIM, HIN, égaux entre
pux (37). Par suite, les triangles rectangles GMI, IHN sont
égaux (64). Done

angle IGM = angle HNI,

76. Réciproques. — Deuw droites AB, CD sont paralléles
lorsqu’elles font, avee une méme transversale EF :
1 Des angles correspondants, égauw ;
90 Des angles alternes-internes, égaua;
3° Des angles alternes-externes, égaua;
&° Des angles internes d'un méme coté, supplémentaires;
5° Des angles exwternes d'un méme cdlé, supplémentaires.
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Supposons, par exemple, que les angles correspondanis EGB,
EHD soient égaux entre eux: je dis que les droites AB, CD
sont parallgles.

En effet si ces droites con-
courent, menons A’GB’ paral-
lele a CD : les angles EGB',
EHD seront égaux entre eux
(75). Mais, par hypothese,
ce dernier angle est égal a
EGB; donc celui-ci serail égal
A EGB'; ce qui est absurde.
Il n’est done pas possible que
AB rencontre CD: autrement
dit, ces deux droites sont pa-
ralléles.

On démontre, avec la méme faciliié, les autres parties du
théoréme.

77. Remarque. — Le raisonnement que nous yenons de
développer est connu sous le nom de réduction a Pab-
surde. Ce mode de démonstralion est surtout employé quand
on veut établir la réeciproque d’'un théoréme connuj; mais,
autant que possible, on doit préférer les démonstrations di-
rectes.

Applications de la théorie des paralldles.

78. TutoriME. — Deux angles sont égaux ow supplémen=
taires lorsque les cdtés de U'un sont paralléles aum cdtés de
Vautre.

Soient les parallétles AB, A'B!, et les paralleles CD, C'D'.
: Je dis que les quatre angles en O
et les quatre angles en O', sont,
deux & deux, égaux ou supplé-
mentaires.

Prolongeons A'B’ : cette droife
rencontrera CD (69). Les angles
AOC, A'EC sont dgaux comme
correspondants. De méme, les
angles A’O'CY, A/EC sont égaux.
Done

AQC=A'0'C".

On comparerait de méme les aulres angles.
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79. THEOREME,—Deu angles sont égauw ou supplémentaires,
lorsque les cétés de Uun sont perpendiculaires auc ctés de Uautre.
Soient les perpendiculaires AB, A'B', et les perpendicu-
laires CD, C'D". Je dis que les quaire angles en O eb les

quatre angles en O’ sont, deux & deux, égaux ou su pplémen-
taires.

Menons, par le point O', A'B’ paralléle a AB, et C'D", paral-
léle & CD : les angles AOC, A’0°C* sont égaux (78). De plus,

A'OC = 14 A'OIE,
A'0'C' =111 A'QrC",
Done
A'O'Cf = A0
ou
AOC = A'0'C,

Somme des angles d’un triangle, Tun polygone quelconque.

80. TukonimE. — Dans tout triangle ABC, la somme des
trois angles est égale a 2 droils.

Prolongeons indéfinimentle ebté AB, et menons BE paralléle

a AC. Les angles CAB, EBD sont ézaux comme COrrespon-

dants; les angles ACB, CBE sont

aux comme alternes-internes
). La somme des trois angles
du triangle est done égale i la
somme des angles DBE, EBC,
CBA, ou égale a deux angles
droits (35),
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81. Corollaires. — 1o Un iriangle

ne peut avoir ni deux
angles droits, ni dewx angles obtus ;

20 Dans tout triangle rectangle, les angles aigus sont com-
plémeniaires;

3° Chaque angle extérieur d'un triangle est égal ¢ la somme
des deuw intérieurs qui y sont opposés ;

4° Si deum angles d'un triangle sont, chacun @ chacun,
égauw a deux angles d'un auire triangle, les deuw derniers
angles sont égauwm entre euaw.

82, TakoriME. — La somme des angles intérieurs d'un poly-
gone convexe est égale a autant de fois 2 droits qu'il a de cdids
moins deu.

Joignons I'un des sommets & tous les sommets opposés, par
des diagonales. Le polygone sera décomposé en triangles dont
le nombre égalera celui des cotés du polygone, moins deuw :
en effet, les deux cbiésadjacents au sommet considéré appar-
tiennent aux triangles déterminés par les deux c6tés suivants.
Or, la somme des angles de tous les triangles est égale 2 la
somme des angles intérieurs du polygone; et, d’aprés le
théoréme précédent, la somme des angles de chacun des
triangles est égale & 2 droits. Si done n représente le nombre
des cotés du polygone, la somme des angles intérieurs sera
924 % (n — 2). C'est ce qu'il fallait démontrer.

83. TurorkEME. — La somme des angles extérieurs de tout
polygone convewe ¢st égale a & droits.

La somme de I'angle intérieur
FAB et de I'angle exférieur ad-
Jjacent BAA' est égale & 2 droifs:
donc la somme de lous les angles
intérieurs et extérieurs vaut au-
tant de fois 2 droits quil y a
de cotés dans le polygone; et
comme la somme des angles in-
térieurs est ézale a celle-ci, di-
minuée de 4 droits, il reste &
droits pour la somme des angles
extérieurs.
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Quadrilatéres.

84. Parmi les quadrilatéres, on remarque

1° Le trapéze, qui a deux cbtés paralléles, nommés bases ;

2% Le parallélogramme, qui a ses cités paralleles, deux a
deux ;

3 Le rectangle, qui a tous ses angles droits;

4 Le losange, qui a tous ses cotds égaux ;

5° Le carré, qui a ses cotés égaux et ses angles droits : le
carré est un losange-rectangle.

Propriétés des parallélogrammes,

85. TnrorksME.—Dans tout parallélogramme, les cdtés oppo-
Sés sont égauc,

Menons la diagonale AC, et comparons les triangles ABC,
ADC.

Le coté AG est commun, les angles BCA, DAC sont égaux
comme alternes-inlernes; les an-
gles BAC, DCA sont égaux par la
méme raison. Done les deux trian-
gles sont égaux. Donc

AB =CD, BC = AD,

86. Corollaire. — Deua paralléles sont partout également
distantes.

Soient deux paralltles AB,
CD, et deux dreites EF, GH
perpendiculaires & AB et & CD
72). La figure EFGH est un
rectangle, Done EF =GH.

Cestla ce qu'exprime Pénoncé
du corcllaire.

87. Réciproques. — 1° Si, dans un quadrilatére, les o6ids
opposés sont égaux deux & deux, la figure est un parallélo-
gramme;

20 Si, dans un quadrilatére, deuw cétés sont égauw et paral-
léles, la figure est un parallélogramme.



GROMETRIE. 23

1o Reportons-nous a la [1gmu1u ne 85, et comparons encore
les triangles ADC, ABC. 1ls sont ¢gaux, comme ayanl les cotés
fgaux, chacun & (,ha(,un Done les un"ks ACD, CAB sont égaux
entre eux (76); et les droites CD, AB sont [mldili,lt“- (75, 2°).

9° Méme démonstration.

88. Remarque. — Dans fout parallélogramme, les angles
opposés sont ézaux, et les angles adjacents & un méme Colé
sonk auppwmcnl.mres.

89. Les diagonales d'un parallélogramme se coupent mutuel-
lement en deux parties dgales.

Dans les deux triangles AOB,COD :
AB = (D, ABO—=CDO, B '&U—I)CO
Done (‘{!-’-‘. triangles sont  dgaux;
Done

BO—DO0, A0=CO.

90. TaEorEME. — Les diagonales d'un rectangie sont égales.
En effet, les triangles ABC, BAD ont un angle égal compris
enlre un c¢olé commun el un colé
¢gal; donc ils sont dganx (45).
Done

AC=BD.

91. Les diagonales d'un losange sont perpendiculaives entre
elles.

La diagonale BD a deux de ses
points B et D, ézalement éloignés,
chacun, des extrémités de la diago-
nale AC; done elle est perpendi-
culaire au milien de cette der-
niére (62).

Résumé,

Denx droites, perpendiculaives & une méme droite, sont paralléles
entre ellis.
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Par un point donné, on peut mener une paralléle & une droite
donnée.

Par un point donné, on ne peat mener qu'une seule paralléle i une
droite donnée.

Deux droites, paralléles 4 une troisidme , sont paralléles entre
elles.

Deux droites, I'une oblique et I'autre perpendiculaire i une méme
droite, se rencontrent.

Si deux droites sont paralléles, toute perpendiculaire a I'me est
perpendiculaire a Pautre,

Si deux droites se coupent, leurs perpendiculaires respectives se
coupent aussi.

Deux paralleles font, avec une méme transversale : 1° des angles
correspondants, égaux ; 2¢ des angles alternes - internes, égaux ; 3° des
angles alternes- externes, égaux : 4° des angles internes d'un méme
coté, supplémentaires; 5° des angles externes d’'un méme coté, sup-
plémentaires,

Réeiproquement, deux droites sont paralléles lorsqu'elles font, avec
une méme transversale : 1° des angles correspondants,égaux ; 2° des
angles alternes-internes,égaux, ete.

Deux angles sont égaux ou supplémentaires, lorsque les colés de
I'un sont paralléles aux cotés de l'autre.

Deux angles sont égaux ou supplémenlaires, lorsque les cités de I'un
sont perpendiculaires aux cotés de I'autre.

Dans fout triangle, la somme des trois angles est égale 4 deux
droits.

La somme des angles intérievrs d’'un polyzone convexe est égale 4
autant de fois deux droits, quil a de cotés moins deux.

La somme des angles extérieurs de tout polygone convexe est égale
a quatre droils.

Dans tout parallélogramme, les c6tés opposés sont éganux.

Deux paralléles sont partout également distantes,

1e 8i, dans un quadrilatére, les cotés opposés sont égaux deux i
deuy, la figure est un parallélogramme; 2° si, dans un quadrilatére,
deux cotés sont égaux et paralléles, la figure est un paraliélo-
gramme.

Les diagonales d'un parallélogramme se coupent mutuellement en
denx parties égales,

Les diagonales d'un rectangle sont égales.
Les diagonales d'un losange sont perpendiculaires entre elles.
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GHAPITRE 1V,

De la eicconférence du cercle (92-102). — Dépendanee mufuelle des
arcs et des cordes, des cordes et de leurs distances an centre (103-
108). — Tangente au cercle (109, 110). — Intersection et contact
de deux cercles (111-116).

Préliminaires,

92. La circonférence est une ligne plane dont tous les
points sont également distants d’'un point intérieur appeld
cenire,

93. Le cercle est la partie du plan limitée par la circonfé-
rence.

94. Une droite telle que OA,
menée du centre a un point
quelconque dela circonférence,
est un rayon. D'aprés la défi-
nition (92), tous les rayons OA,
0B, OC, sonl égaux,

95. Toute droite DOE, qui
passe par le cenire, et qui se
termine 4 deux points de la
circonférence, est un diamétre.
Tous les diametres sont égaux.

96. Une portion queleconque de la circonférence, telle que
AFB, est appelée arc. La droile AB, qui joint les extrémités
d’un are, est une corde. On dit que la corde sous-tend l'arc,
ou que l'arc est sous-fendu par la corde.

A la méme corde AB répondent toujours deux arcs AFB,
ACB; mais I'arc sous-fendu est le plus petit des deusx.

97, La portion de cercle AFBG, comprise entre un arc et sa
corde, est nommée segment. La partie OAFBO, comprise entre
un arc et les rayons menés 4 ses extrémités, est un secteur.

98. Une droile HL, qui n’a qu'un point M de commun avec
la circonlérence, estune fangente.
Le point M est appelé point de contact.

99. Enfin une dreile qui traverse la circonférence se nomme
séeante.
h @
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100. TutoriME, — Une ligne droite ne peut rencontrer la
circonférence en plus de deu poinis.

Si une droite pouvait rencontrer la ‘circonférence en trois
points, les rayons menés i ces points étant éganx, il s’ensui-
vrait que, d’'un point & une droite, on pourrait mener trois
droites égales : ce qui est impossible (60).

101. TuforiME. — Tout diamétre partage le cercle et la
circonférence, chacun en deua parties égales.

Plions la figure suivante AB: la
partie ACB de la circonférence devra
coincider avec la partie ADB; car
tous les rayons sont égaux entre
eux,

102. TukonkME. — Toufe corde est plus petite que le dia-
métre.

En effef, dans le triangle AOB,
on a

AB < AO - OB,

Cordes et ares,

403. TutonkME. — Dans un méme cercle ou dans des cercles
dgauw, les ares égaux sont sous-tendus par des cordes égales.

Ao Soient deux cercles 0, 0 égaux, clest-A-dire ayant des
rayons égaux; soit ACB= A'C'B’. Je dis que AB= A'B,
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Transportons le cercle 0" sur Ie cercle 0, de maniére que

le rayon A'O’ coincide avec le rayon AO. Les deux circonfé-

rences, ayant méme centre et méme rayon, coincideront ; el,

Parc A'C'B' étant ¢zal 4 Pare ACB, le point B’ tombera en B,
Done

A'B' = AB,

20 Soient, sur une méme circonférence, les arcs ACB, A'C'BY
égaux entre eux. Je dis que AB=A'B'.

Imaginons une circonférence 0', ézale & la eirconférence 0,
el soit, sur cette circonférence auxiliaire, un arc A*C'B* —
ACB= A'C’B'. D'aprés le premier cas, la corde A"B' est égale
aux deux cordes AB, A'D’. Done celles-¢i sont égales enlre
elles.

10&. TagoriME, — Dans un méme cercle ou dans des cercles
égauw, un plus grand arc (moindre qu'une demi-circonférence)
est sous-tendu par une plus grande corde,

Parle théoréme précédent, on peut
toujours supposer que les deux arcs
appartiennent & la méme circonfé-
rence, et que, partant du méme
point, le plus petit soit appliqué sur
le plus grand. Soient alors ADB et

ADBC ces arcs. Menons les rayons
A0, BO, CO.

Les triangles AOB, AOC ont un
angle inégal compris entré deus
cotés égaux, chacun 4 chacun;
donc (47)

AB < AC.
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105. Réciproques des deux théoremes précédents. — Dans
un méme cercle ou dans des cercles égau®m :

19 Des cordes égales sous-tendent des arcs égauw ;

90 Une plus grande corde sous-tend un plus grand arc.

106. Tutonime. — Le diamétre CD, perpendiculaire @ une
corde AB, partage cette corde et les deum arcs currespondants,
chacun en deux parties éqales.

Menons les rayons OA, OB, et les
cordes AC, BC.

Les obliques ézales ont des projec-
tions égales (89, 1°), donc

AE=EB;
et le diamétre CD est perpendiculaire

au milieu de AB. Par suile, les cordes
AC, BC sont égales; donc

are AC = arc BC.

On démontre de méme que les arcs AD, BD sont ézaux.

107, TrkoREME. — Dans un méme cercle ou dans des cercles
cgaudm

1° Deuss cordes égales sont également éloignées du centre ;

90 De deus cordes inégales, la plus grande est la. moins éloi-
gnée du cenire.

1o Soient, dans les cercles égaux O, O', deux cordes
Goales AB, A'B’. Je dis qu'elles sont également ¢loignées des
centres 0, 0", c'est-a-dire que les perpendiculaires OC, o’
sonb égales entre elles.
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Ces perpendiculaires divisent les cordes, chacune en deux
parties ézales (106). Si done nous menons les rayons AO, A'0’,
nous formerons deux (riangles rectangles égaux entre eux,
comme ayant I’hypoténuse égale et un coté de I'angle droil
¢zal. Donc
oc=07a.

9 Considérons, dans un méme cercle O, deux cordes iné-
gales AB, A'B, inscrites au méme demi-cercle, et ayant une
extrémité commune. AB’ étant supposée plus grande que AB,
arc ABB' est plus grand que larc
AEB (105). Donc la perpendiculaire
0C, abaissée sur AB, coupe AB en
un point D. Et comme OD est oblique
4 AB', tandis que OC’ est perpendicu-
laire & cette corde, nous aurons (58, 1°)

0D > 0C';

d’ot, & plus forte raison,
OG> 0.
108. TatoriME. — Deux paralléles interceptent, sur la cir-
conférence, des arcs égaucw.
Soient les sécantes AB, CD,
paralléles entre elles.
Si nous menons le diamétre EF,

perpendiculaire aux deux sécantes,
nous aurons (106)

are AF = ar¢BF, arc CF = arc DF;
d’oli, en retranchant,

arc AC=arc BD*,

* Le cas ot l'une des droites AB, CD deviendrait tangente a la
circonférence, suppose le théoréme suivant.
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Tangento & la circonférence.

109. TukonkME. —1° La perpendiculaire a Ueatrémité dun
rayon est tangente d la circonférence ;

2* Toute oblique & Vextrémits dun rayon est sécante.

4e Soit la droite BC, perpendi-
culaire & 'extrémité du rayon OA.
Si nous prenons sur BC un point
quelconque M différent de A, I'o-
blique OM sera plus grande que la
perpendiculaire OA; etle point M,
dont la distance au centre esl
plus grande que le fayon, sera
extérieur an cerele. Donc, la
droite BC est tangente a la circon-
férence.

2° Soit la droite AB, ebligque 2
Pextrémité du rayon OA. 5i, nous
menons du centre une perpendicu-
laire sur AB, cette droite,étant plus
petite que I'oblique OA (58, 1°),
coupera AB en un point intérieur a
la circonférence. Done la droite AB
est sécante.

110. Réciproques, — 1° La tangenie @st perpendiculiire o
Vemtrémité du rayon mené au point de eontaot;

20 La perpendiculaire abaissée du centre sur une tangente
passe par le point de conlact,

Circonférences sécantes et tangentes,

111. Deux circonférences situées dans un méme plan peu-
vent occuper, I'une par rapport & I'atre, cing positions diffé-
rentes. Elles peuvent étre, en effet: 1° extérieures I'une i
l'autre; 2° tangentes extérieurement; 3° séecantes; 4o tan-
gentes intérieurement ; 5o intérieures Pune i Pautre.

112. Lemme. — Si deuw circonférences ont un point com-
mun A situé d'un cdté de la ligne des centres 00, elles ont un
second point commun B, syméirique du premier par rapport
a cette ligne.
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Abaissons la perpendiculaire ACB sur 00', el prenons
CB=CA :le point B est dit syme-
Irigue de A, par rapport & 00'.
Menons OA, OB : ces obli-
ques, ayant des projections égales,
sont égales (89, 1), Donc le point
B appartient & la circonférence
decrite du point O comme centre,
el passant en A. Pour la méme
raison, il appartient & la seconde
cireonférence. La proposition est
done démontrée.

113, TritorEME. — Lorsque deug circonférences se coupent,
la ligne des centres est perpendiculaive awmilicw de la corde
commune.

En effet, la perpendiculaire élevée au milieu de la corde
commune est le lieu géométrique des points tels, que chacun
d’eux est également distant des extrémités de cette corde (62) :
done elle passe par les deux centres; donc elle se confond
avec la ligne des centres (9).

114, TatorEME. — Lorsque deuz circonférences se touchent,
la ligne des centres passe par le point de contact.

En effet, si le point de contact était situé en dehors de la
ligne des centres, les deux circonférences auraient un second
point commun (142) 3 ce qui est contre I'hypothése.

A15. TakorizME. — Deua cercles dlant situés dans un méme
plan :

1° Si les circonférences sont ewtérieures Vune d Tautre,
la distance des centres est plus grande que la somme des
rayons;

20 81 les civconférences sont tangentes extérieurement; lo
distance des centres est éyale d la somme des rayons ;

30 Si les circonférences sont sécantes, la distance des centres
est plus pelite que la somme des rayons, et plus grande que
leur différence;

4o Si les circonférences sont tangentes intévieurement, lo
distance des centres est égale & la différencedes rayons;

52 St les circonférences sont intérieunss Lumea Lawire, la
distance des centres est plus petite que la Wifférence des vayons.
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En effet ;

1° 00’ = 0A 4 O'A’
+ AA;

20 Les cenfres O, O, et
le point de conlact A, étant
en ligne droite, on a

00'=0A4 04

3% Le tridngle OAO' donne
00" < OA + 0'A,
0'0>0A—04;

0 00 =0A—0'A 3

5° OA=00'+4 0'A" AN,

Done

00" = 0A —O"A",
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146." Remarque. — Les réeiproques de ce théoréme sont
évidentes par le principe du n® £9.

Résumeé,

Une ligne droite ne peut rencontrer la circonférence en plus de deux
points.

Tout diamétre partage le cercle et la circonférence, chacun en deux
parties égales.

Toute corde est plus petite que le diamétre,

Dans un méme cercle ou dans des cercles égaux, les ares égaux
sont sous-tendus par des cordes égales,

Dans un méme cercle on dans des cercles égaux, un plus grand
arc (moindre quune demi-circonférence) est sous-tendu par une plus
grande corde.

Réeiproquement, dansun méme cercle ou dans des cercles égaux :
1° des cordes égales sous-tendent des aves égaux; 2° une plus grande
corde sous-tend un plus grand are.

Le diamétre perpendiculaire & une corde, partage cette corde et
les deux ares sous-tendus, chacun en deux parties égales.

Dans un méme cercle ou dans des cercles égaux : 1° deux cordes
égales sont également éloignées du centre ; 2° de deux cordes iné-
gales, la plus grande est la moins éloignée du centre.

Deux parallles interceptent, sur la circonférence, des arcs égaux.

La perpendiculaire a l'extrémité d'un rayon est tangente a la circon-
férence.

Toute oblique & I'extrémité d'un rayon est sécante.

Réciproquement : 1° la tangente est perpendiculaire @ l'extrémité
du rayon mené au point de contact; 2° la perpendiculaire abaissée du
cenfre sur une tangente passe par le point de contact,

Si deux circonférences ont un point commun situé d'un coté de la
ligne des centres, elles ont un second point commun, syméirique du
premier par rapport a cette ligne.

Lorsque deux circonférences se coupent, la ligne des cenfres est
perpendiculaire au milieu de la corde commure.

Lorsque deux circonférences se touchent, la ligne des centres passe
par le point de contact.

Deux cercles étant situés dans un méme plan :

{* Siles civconférences sont extérieures 'une 4 Pantre, la distance
des centres est plus grande que la somme des rayons ;

20 Si les circonférences sont tangentes extérieurement , la distance

des centres est égale a la somme des rayons;
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3° Si les circonférences sont sécantes, la distance des centres est

plus petite que la somme des rayons, et plus grande que leur diffé-
rence ;

4° 8i les circonférences sont tangentes intérieurement, la distance
des centres est égale 4 Ja différence des rayons ;

5° Bi les circonférences sont intérieures 'une i I'autre, Ia distance
des centres est plus petite que la différence des rayons.

——

CHAPITRE V.

Mesure des angles (1 17-122). — Angle inscrit (123-125). — Usage
de la régle et du compas dans les constructions sur le papier

(126). — Commune mesure de deux droites (127-120). — Traes
des perpendiculaives et des paralldles (134-136). — Problémes élé-

mentaires sur la construction des angles et des triangles (130-133).
— Abréviation des constructions,au moyen de l'équerre et du rap-
porteur (122, 136). — Evaluation des angles en degrés, minutes et
secondes (121). — Mener une tangente au cercle par un point
extérieur (141). — Déerire, sur une droite donnée, un segment
capable d’un angle donné (142).

Mesure des angles,

117, Trkonime.—Dans un méme cercle ow dans des eeroles
égauc, les angles au centre, correspondant a des arcs égaum,
sont égaum.

1o Soient les cercles égaux 0, O', et soit ACBe= A’C'B’ :
je dis que les angles au centre AOB, A'0’B’ sont doaux.

Menons les cordes AB, A'B' : ces droites sont ézales (103).
Par suite, les triangles AOB, A’O'B' sont ¢gaux, comme
ayant les trois colés égaux, chacun a chacun, Done 0 = Q.
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2° Si les deux ares égaux sont situés sur une méine ecircon-
férence, on raménera ce cas au précédent, comme au numéro
cité.

118. TakorkME. — Dans un méme cercle ou dans des cercles
égaue, les angles au centre sont enire ey comme les ares cor-
respondants.

Par la proposition précédente, nous pouvons foujours sup-
poser que les deux arcs sont situés sur la méme circonfé-
rence, et que, leurs extrémités coincidant, le plus petit arc
soit appliqué sur le plus grand.

Cela posé, soient AB, AC les deux arcs, AOB, AOC les deux
angles correspondants : je dis que le rapport des angles est
¢gal a celui des arcs, ou que I'on a

AOB_ AB
AOC™ AC

Supposons, pour plus de simplicité, les arcs AB, AC com-
mensurables, et soit Aa leur plus grande commune mesure,
Supposons en outre, pour fixer
les idées, que cetle commune
mesure, ayant été portée sur AC,
soit contenue 8 fois dans cetarc,
el 5 fois dans I'arc AB, de telle
sorte que le rapport des arcs
soit §. Par les points de division
a, b, ¢,...,etle centre O, menons
lesdroites indéfinies Oa, 0b, Q. .,
Il résultera, de ceite construe-
tion, des angles AOa, a0b,.,.,
tous égaux enfre eux, comme répondant i des arcs égaux.
Or, les angles AOC, AOB contiennent, respeclivement, 8 fois
el & fois I'angle AOa, lequel est leur plus grande commune
mesure. Le rapport des angles AOC, AOB est donc . Cest ce
qu'’il fallait démontrer *.

119. Par le théoréme ci-dessus , la comparaison des angles
se trouve ramenée a la comparaison des arcs décrits d’un

* Siles ares AB, AC élaient incommensvrables, on aurait encore
AOB AR < 4 s e iias
et e Yoyez, sur ce point, mes Eléments de Géométrie (2¢ édi-
AODG  AC i

Lion ),
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méme rayon, et des sommets de ces angles comme centres.
Si, comme nous I'avons fait jusqulici, nous prenons pour
unité d’angle langle droit, et si en méme femps nous
prenons pour unité d’arc le quart de la circonférence, ou le
quadrans, le méme théoreme entrainera la conséquence sui-
vante :

120. Corollaire. — Tout angle a pour mesure arc compris
entre ses cdiés, et déerit de son sommet comme centre.
08, 4B on suppose que
KOG ACLL et )
AOC et AC soient 'unité d’angle et I'unité d’arc, le rapport

En effet, si dans la proportion

AOB :
oo Mesure de I'angle AOB, sera égal au nombre qui mesure
Parc AB. L’énoncé précédent signifie seulement que ces deux
mesures sont égales.

Evaluation des angles en degrés, minutes et secondes.

121. Afin de pouvoir évaluer plus facilement les angles, on
suppose le quadrans partagé en 90 parties égales, appelées
degrés. Chaque degré se divise en 60 minutes; chaque
minute en 60 secondes, efe. Si, par le centre de la circonfé-
rence, on mene des droites & tous les points de division,
I'angle droit sera partagé en 90 angles égaux entre eux,
puis chacun de ceux-ci en 60 angles ézaux enfre pux, ete.
D’aprés ce que nous avons démoniré ci-dessus, la grandeur
d'unangle dépend seulement du nombre de degrés, minutes,
secondes, etc., de I'arc correspondant. Cest pourquoi I'on
dit : un angle de 1°, un angle de 1', un angle de 1*, etc., en
faisant porter, en quelque sorte, surl'angle droit, le mode de
division établi d’abord pour le quadrans.

Il est bon de se rappeler les valeurs suivantes :

4° La circonférence est partagée en 360°;

2° L’angle droit==90°;

3% L’angle d'un triangle équilatéral = 60°;

42 Chacun des angles aigus d’un triangle rectangle isoseéle
= :iii“.l, ate.

122. Pour évaluer un angle donné, on emploie un demi-
cercle de corne ou de laiton, auquel on donne le nom de rap-
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porteur. Ce demi-cercle porte un limbe, partagé en 480 ou en
360 parties égales. Si I'on fait coincider le centre avec le
sommet de I'angle donné, et le zéro de la division avee un
pointsitué sur U'un des cotés de I'angle, on pourra lire, sur le
limbe, le nombre de degrés ou de demi-degrés correspondant
a I'angle.

Ainsi que Pindique son nom, Pinstrument sert aussi & rap-
porter,sur le papier,un angle observé.

Angles inserits.

123. TakorEME. — Un angle dont le sommet est sur la cir-
conférence a pour mesure la moitié de Larc compris enire ses
cdiés.,

Cet énoncé signifie qu'un angle tel que BAC est la moitié de
I'angle au centre BOC, correspondant & ’arc BC compris entre
les cotés du premier.

Cela posé, plusieurs cas peuvent se présenter.

D'abord, si les cotés de I'angle sont des sécantes, le centre
peut étre situé sur un des cotés, ou entre eux, ou extérieure-
ment a ces cotés.

1° Soit 'angle BAD, dont un des cotds passe par le centre :
je dis que BAD estla moitié de BOD,

= En effet, angle BOD est
extérieur au triangle iso-
scéleBOA ; donc il est dou-
ble de chacun des angles
égaux ABO, BAO (81, 39),
2° Soit I'angle BAC ; je
dis que ceb angle est la
moitié de BOC.

Menonsle diamétre AOD;

NOUS aurons

BAD=$BOD, DAC=4DOC;

donec
BAD + DAC=} (BOD + DOC) =4 BOC.

3° On prouverait de méme que I’angle BAE est Ja moitié de
BOE.
Considérons maintenant P'angle BAC, formé par une tan-
gente AC et une sécante AB,
9. veoméirie, b 3
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Menons le diametre AOD.
I’angle BACsera décomposé
en un angle aign BAD el un
angle droit DAC. Or, I'angle
BAD a pour mesure 1BD,
el I'angle droit a pour me-
sure le quadrans , c'esi-a-
dire 1 DEA. Done BAC a pour
mesure

4BD--4 DEA=—4 BDEA.

124. Corollaire. — Tous les
angles ACB, AC'B, AC'B, ...,
INSCRITS @ un méme segment
AUB, sont égau.

125. Remarque.— A cause
de cette propriéié, le seg-
ment ACB est dit capable de
I'angle ACB.

Usage de la régle ef du compas.

126. Le tracé des droites et des circonférences, au moyende
la régle et du compas, n’exige aucune explication. Quant  la
vérification de la régle, elle résulte de cetfe propriélé fonda-
mentale, que, par deux points donnés, on ne peut faire passer
qu'une ligne droite (9). Si, avec une régle, on a fracé sur le
papier une ligne passant par deux points donnés, et si la nou-
velle ligne qu'on obtient en recommenganl celte opéralion,
aprés avoir interverli la siluation des extrémilés de la régle,
ne coincide pas avec la premiere, ces lignes ne sont pas
droifes, et la régle est mal dressée.

Commune mesure de deux droites ou de deux angles.

127. ProBLEME. -~— Trouver la plus grande commune mesure
de deux droites.

La commune mesure de deux droites A, B, est une autre
droite: M, partie aliquote de A et de B. La recherche de
la plus grande commune mesure de deux droites éguivaut
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done & l'opération du plus grand commun diviseur de deux
nombres.

D'apres cela, pour résoudre le probléme proposé : portez la
plus petite droite B surla plus grande A, autant de fois qu’elle
¥ peut étre contenue; portez le reste C sur B autant de fois
qu’il y peut étre contenu ; puisle deuxiéme reste D sur le pre-
mier resle G, ete. Si les droites A, B sont commensurables,
vous arriverez a un dernier reste M qui divisera exactement
le reste précédent : ce sera la plus grande commune mesure
demandée.

Supposons, pour fixer les idées, que 'on ait trouvé :

A=3B+{C, B=9C--D, C=7D+E, D=3E.
On tire, de ces égalités :

C= 21 B4E=22E,
B— 44E4-3E=4TE,
A=141BE--22E=163E.

Ainsi la plus grande commune mesure E est contenue
163 fois dans A et 45 fois dans B ; done

A_ 163

B 45"

. 163 SR ;
128, RemARQUES.—I. La fraction 75 esturréductible, parce
‘]

que les nombres 4163, 45 sont premiers entre eux ; ce qui
doit 8tre *.

II. Si les droites données sont incommensurables, 'opéra-
tion indiquée n’aura pas de fin, et 'on ne pourra pas, en gé-
néral, déterminer rigoureusement le rapport cherché. Mais en
négligeant le dernier reste obtenu, on trouvera, aulieu de ce
rapport, une valeur qui en approchera d’autant plus, que Je
reste négligé sera plus petit.

III. Larégle ci-dessus, exacte en théorie, est & peu prés
illusoire dans la pratique, parce que les pointes du compas ne
peuvent se rapprocher indéfiniment. On évite cet inconvé-
nient en doublant ou triplant, A chaque fois, les deux restes
consécutifs que I'on veut comparer,

* Yoyez I'Arithmétigue.
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129. ProBLEME. — Trouver la plus grande commune mesure
de deux angles donnés.

Des sommets de ces angles, comme centres, décrivons, avec
la méme ouverlure de compas, deux arcs compris entre leurs
cotés. En opérant d’'une maniére analogue A celle qui a été
indiquée dans le probléme préeédent, nous pourrons trouver
la plus grande commune mesure M des deux arecs, Et si nous
prenons I'angle correspondant & M, cet angle sera la plus
grande commune mesuré demandée.

Construction des angles et des triangles.

130. ProBLEME. — Consiruire un angle égal & un angle
donné A,

Aprés avoir tracé une
droite indéfinie oy, et
avoir pris, sur cette
droite , un point A’
placons en ce point la
pointe d’'un compas 3
crayon, et décrivons
I'arc indéfini B'C'. Avec
la méme ouverlure de compas, et du sommet A comme
centre, décrivons I'arc BC. Enfin, avec un compas d pointes
séches, prenons la distance BC, et portons-la de B’ en (. Si
nous faisons passer une droite par le point A’ et par le point C’
ainsi déterminé, I'angle B'A'C’ sera égala A.

En effet, d’apréslaconstruction, lesares BC, B'C' sont égaux
(105); donc les angles au centre BAC, B'A'C’ sont égaux (117).

Nous avons indiqué, plus haut, usage du rapporteur.

431. ProBLEME. — Construire
un triangle, connaissant deux
cdtés a, b, et Pangle compris O.

Tirons la droite indéfinie Co;
formons, au point G, I'angle
aCy égal & Pangle donné O ;
prenons CB= a, CA = b, et
menons AB. Le triangle de-
mandé est ABC.
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A32. PROBLEME. — Construire un triangle, connaissant un
coté et deux angles.

Si les deux angles doivent étre, 'un et I'autre, adjacents
au coté donné, la construction se fait immédiatement. Si 'un
des deux angles donnés doit &tre opposé au coté connu, le
troisieme angle, étant supplémentaire de la somme des deux
premiers, s'obtient facilement, et le probléme est ramené au
premier cas.

133. ProBLEME. — Consiruire un triangle, connaissant les
trois cdtés a, b, c.

Sur une droite indéfinie ay, prenons BC= a. Des points B
et Ccomme centres, avec des rayons respectivement égaux
a ¢ et b, tragons deux circonférences. Enfin, joignons I'un des
poinis ou elles se coupent,
avec les points B, C, par les
droites AB, AC. Le triangle
demandé sera ABC.

Pour que le probleme soil
possible, le plus grand coté
doit étre plus petit que la
somme des deux autres
(115).

Tracé des perpendiculaires et des paralléles.
134, ProBLEME. — Par un point donng C, mener une perpen=
diculaire d unedroite donnde AB.
Ce probléme présente deux cas principaus :

der Cas: Le point élant situé sur la droite.

Du point C comme centre, et d'un méme rayon arbitraire,
décrivons deux arcs qui coupenten D, E la droite AB. De ces
deux points, pris comme centres, et d'un méme rayon, plus
grand que CD, décrivons, d’un méme coté de AB, deux arcs
qui se couperont en un point F.
La droite CF est la perpendi-
culaire demandée.

En effet, chacun des points
C, F est écalement distant des
extrémités D, E de la droite finie
DE. Done CF est perpendiculaire
au milieu de DE (62).
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2% Cas : Le paint éiant situé hors la droite.

Du point, C comme centre, et d’un rayon suffisamment grand,
tragons une circonférence qui
coupe, aux points D, E, la droile
donnée AB; puis, de ces deux points
pris comme centres, et d’'un méme
rayon plus grand que la moitié¢ de
DE, déerivons deux ares qui se
coupent en F. La droite CF sera
la perpendiculaire demandée.

En effet, les points C, F gont,
chacun , également distants des
extrémités de DE; done, ete.

135. Remarque. — Quelquefois, pour tracer des perpendi-
culaires, on emploie I'équerre, c'est-d-dire un triangle rec-
tangle, en hois ou en verre. Seulement, comme les variations
almosphériques peuvent faire jouer cet instrument, il est bon
de le vérifier souvent. Cette vérification est fondée sur la défi-
nition de Pangle droit (28) : aprés avoir appliqué I'un des
petits colés de 'équerre le long d’une régle, et avoir marqueé,
sur le papier, la direction du coté perpendiculaire, on fail
tourner I'équerre autour de ce dernier ¢oté, et on recom-
mence la construction. Siles deux perpendiculaires coinci-
dent, I'équerre est juste.

136, PROBLEME, — Pur un point donné A, mener une paral-
lele a une droite donnée BC.

Premiére solution. Du point donné A, comme centre, dé-
crivez un are DE, qui coupe en D la droite BC. Du point D
comme centre, avec la méme
ouverture de compas, déerivez
Parc AF. Portez la distance
des pointsF, A surlarc DE, de
D en A’. Enfin tirez la droite
AA'; elle sera paralléle A BC,

En effet, d’aprés cette construction, le quadrilatére AA’DF
a ses cOtés opposés ézaux deux i deux : cette figure est done
un parallélogramme (87, 1°).

Seconde solution. Placons une équerre. RPQ, de maniére
que le coté QR coincide avec BC, et que le coté QP
s'appuie contre une régle fixe MN, Faisons ensuite glisser
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cette équerre jusqu'a ce
que le premier coté, OR,
vienne passer par le point
A : la droite Q'R sera pu-
rallele a QR. En effet, ces
droites forment, avee MN,
des angles correspondants
dzaux.

Ce dernier procédé ,
beaucoup plus rapide que
'autre, est trés-exact.

Autres problémes,

137. PROBLEME.— Diviser en deww parties égales une droite
tennée AB,

Des extrémités A, B, comme centres,
avec un méme rayon arbitraire, plus
grand que la moitié de AB, décrivons
deux circonférences : elles se couperont
en deux points C, D, ézalement éloignés,
chacun, des extrémités de AB. Donc la
droite CD est perpendiculaire au milieu
de AB.

Théoriquement, ce procédé est trés-
exact : en réalité, il vaut mieux, soit
pour trouver le milieu d'une droite, soit
pour la partager en plusieurs parties égales, employer le
compas a pointes séches. Avec un peu d’habitude, on par-
\]"im_lt‘, aprés quelques tdtonnements, A trouver les points de
iivision,

138. ProBrLEME. — Diviser en deux
parties égales un angle donné BAC.

Du sommet A comme centre, déeri-
vons un arc qui coupe en E, I les cotés
de I'angle. De ces deux derniers points
comme centres, avec une méme ouver-
ture de compas suffisamment grande,
tracons deux ares qui se coupent en G.
La droite AG est la bissectrice cherchée,
et elle partage en deux parties égales
Parc EF (106 et 147),
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139, PROBLEME. — Déorire une circonférence qui passe par
trois points donnés A, B, C,

Si les trois points élaient en ligne droite, le probléme serait
impossible (100).

Soient donc A, B, C trois points donnés, non en ligne droite.
Des points A, B comme centres, et d’un méme rayon, décrivez
deux arcs se coupantaux points D, E. Menez la droite DE : elle
sera perpendiculaire au milieu de AB * (143). Des points B, C
comme cenfres, et d'un méme
rayon, décrivez deux nouveaux
arcs qui se coupent en F, G :
la droite FG sera perpendicu-
laire au milieu de CD. Les deux
droiles DE, FG, respectivement
perpendiculaires & deux droites
qui e coupent, se rencontrent
en un point O (73), centre de la
circonférence cherchée. En effel,
ce point est également distant des
points A, B, C.

140. Remarque.—Si I'on élevait une perpendiculaire an mi-
lieu de AC, elle passerait au point 0. On a done ce théordme :
A tout triangle, on peul circonscrire une circonférence, mais
0n n'en peut circonserire qu'une,

141, ProBLEME. — D'un point A, donné hors d’un cercle O,
mener une tangente a ce cercle.

Joignons le point A au centre O ; puis sur OA, comme dia-

; métre, décrivons une cir-
conférence : elle coupera,
aux points B, C, la circon-
férence donnée. Menons
AB, AC. Ces deux droites
satisfont a la question.

En effet, I'angle OBA,
inscrit & un demi-cercle,
est droit (123); donc BA
est tangente, en B, i Ia
circonférence (109, 1°),
De méme pour AC.

7 La droite AB a 86 omise sur la figure, parce qu'elle n'est pas
necessaire a la construction.
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142. PROBLEME. ~ Construire, sur une droste donnée AB,
un segment capable d'un angle donné C, y

Supposons le probléme résolu, et soit AMB le segment cher-
ché. Si, au point B, nous menons Ja langente BE, I'angle EBD,
formé par cette tangente ef
par le prolongement de AB,
sera égal a I'angle donné C
(123). Dailleurs, BE est per-
pendiculaire au rayon OB :
et le centre O se trouve sur
la perpendiculaire élevée au
milien de AB. Done, pour
résoudre le probléme pro-
posé :

Menez une droite BE qui
fasse, avec le prolongement
de AB, un angle égal & I'an-
gle donné C. Au point B, menez BO perpendiculaire 2 BE,
et, au milieu de AB, ¢levez la perpendiculaire FO. Du point
0, olt ces perpendiculaires so coupent, décrivez I’arc BMA -

il détermine, avec la corde AB, le segment AMBA, capable de
Pangle donné (1 25).

Résumeé,

Dans un méme cercle ou dans des cereles égaux, les angles ay
centre, correspondant & des ares égaux, sont boaux,

Dans un méme cercle ou dans des cercles égaux, les angles au
centre sont entre eux comme les ares correspondants,

Tout angle a pour mesure I'are compris entre ses ¢otés, el déepit
de son sommet comme centre,

Un angle dont le sommet est sur 1z circonférence a pour mesure Ja
moitié de I'are compris entre ses ndtés,

Tous les angles inscrits 4 un méme segment sont egaux,
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CHAPITRE VI.

Lignes proportionnelles (143-146). — Polygones semblables (147-159).
— Conditions de similitude des triangles (149-154). — Rapport des
périmétres de deux polygones semblables (159).

Lignes proporiionnelles.

143, TutorkME. — Les segments de deuw droites quelcon-
ques, déterminés par lrois paralléles, sont proportionnels.

10 Si les deux droites sont paralléles, la proposition esl
évidente (85).

22 Soient deux droiles quelconques AB, CD, el trois paral-
loles AC, EF, BD.

Supposons que le point E partage AB en deux parties com-
mensurables entre elles, et qui soient, par exemple, dans le
rapport de 3 a 5.

Portons la plus grande commune mesure Aa, 4 partir du
point A, sur AB : elle sera contenue 3 fois dans AE, et 5 fois
dans EB.

Par les points de division a, c,...
menons des paralleles aux trans-
versales données. Puis, par les
points G, b, d,... menons des pa-
ralleles & AB. Les triangles c¢h‘d,
bd'd,... seront tous ézaux entre eux,
En effet, deux quelconques d’entre
eux, par exemple Cb'b et bd'd, ont
les angles égaux, chacun A chacun
(78); de plus, & cause des paralléles
et de Aa=uc, le coté Cb' du pre-
mier est égal au cdté bd' du second.
Par conséquent,

Cb="bd =dF =....

La droite CD est donc partagée en 8 parties égales, et CF
en contient 3.
Par suite,
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144, Reéciproque. — Toute droite qui partage proportion-

nellement les deux cdiés non paralléles d'un trapéze, est paral-
léle aux deuw buses.

Cette réciproque se démontre par la réductiona Uabsurde (17).

145. Corollaires, —1. Toute paralléle a Pum des cdids d'un
triangle, partage proportionnellement les deua autres cdtds et
réciproquement.

II. Les segments de deuw droiles quelconques, déterminés par
tant de paralléles que Pon voudra, sont proportionnels.

146. TagoriME. — Dans tout triangle , la bissectrice de
chaque angle divise le cdé opposé en deu seqments proportion-
nels auw cotés adjacents.

Soit, dans le triangle ABC,
labissectrice AD de I'angle A
je dis que

BD _AB
CD —AC

Menons, par le sommet C,
1 une paralléle CE 4 la bissec-
trice, et soit E le point ol elle rencontre BA prolongée. Nous
aurons (144)

BD AB
CD — AE’

Les angles BAD, BEC sont égaux comme correspondants, et
les angles DAC, ACE sont égaux comme alternes-internes.
Done, & cause de BAD = DAC, les angles BEC, ACE sont
égaux. Par suite, AC — AE; donc la seconde proportion équi-
vaut a la premiére,

Polygones semblables.

147. Définitions. — 1° Deux triangles sont.dits semblables
lorsque les cotés du premier sont proportionnels aux edtds
du second,

2° Deux polygones sont, dits semblables quand ils sonteom-
posés d'un méme nombre de triangles semblables chacun
chacun, et semblablement disposés.
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148. Tutonkme. — Toute paralléle B'C!, & l'un des cdids

d’'un triangle ABC, détermine un triangle A'B'C' semblable au
Premier,

Nous avons (1 4£4)

AR AGY
BB GG’

d’oli, par les propriétés des propor-
tions,

AR e e A |
‘ AB' BB ACT (G
c’est-a-dire
AR _ ¢
AB  AC®
Menons C'D paralléle & AB; nous aurons aussi
AC’ _BD
_ AC  BC'
Maisla figure BB'C'D est un parallélogramme ; done BD =B'(’;
et enfin
AB'  AC'  BC

B WIAC 00 BG'

149, TrkonkME,—Deuw triangles semblables sont équiangles
enire euw.
Supposons

je dis que

A=A, B=F, C=C.

Prenons AB"=A'B', AC"=A'C/,
et menons B'C".
En vertu de ’hypothése,

AB  AC
AR~ ACT
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donc la droite B'C* est paralléle & BC (142). Conséquemment,
ABi .y BG.| AG

¥ BT AC &
ou

AB BC AC "

E’_B' = B—,c—; = E‘I [‘2-’

En comparant les deux suites de rapports égaux (1), (2), on
conclut B*C'=DB'C’. Les triangles AB'C’, A’B'C’ sont done
égaux comme ayant les frois c6tés égaux, chacun 4 chacun.
D'ailleurs, a cause de B’C’, paralléle 4 BC, les triangles AB'C’,
ABC sont équiangles entre eux; donc A’B'C et ABC jouissent
de la méme propriété.

150. Réciproque. — Deww triangles, équiungles entre eum,
sont semblables.

Supposons A=A’, B=B/, C=C"Je dis que 'on a
AB BC - AC

Prenons AB" = A'B', AC" — A'(Y, et menons B'CY,

Les triangles AB'C’, A’B'C’ sont égaux, comme ayantun
angle égal compris enfre deux cotés égaux, chacun & chacun.
Done les angles B' et B! sont égaux ; et, comme B—W’, les an-
gles B’ et B sont égaux. Ainsila droite B'C” est paralléle 4 BC,
et le triangle AB'C’, ou son égal A'B'C’, est semblable & ABC.

151. Corollaires. — I. Deux triangles rectangles sont sem-
blables lorsqu’ils ont un angle aigu égal.

II. Deuwx triangles isoscéles sont semblables lorsque les
angles a la base, ow lorsque les angles au sommel opposé, sont
égaua.

152. Remarque.~—Dans deux triangles semblables, les cotés
opposés aux angles égzaux sont proportionnels et sont dits ho-
mologues.

153. THEOREME, — Deuw triangles sont semblables lorsqu’ils
oni un angle égal, compris enire deuw cltés proportionnels.
Soient A = A',
ot AB AC

AT TAT
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Si 'on répdte la construction précédente, les triangles AB'C',
et A'B'C’ seront égaux, comme ayant un angle égal compris
entre deux cotés égaux. Mais, en vertu de I'’hypothése,

AB AC

AT
done la droite B'C" est parallélea BC; donc le triangle AB'C",
¢gal & A'B'CY, est semblable & ABC. C'est ce qu'il fallait dé-
montrer,

184. TukorkME.— Deud triangles sont semblables lorsqu'ils
ont les cotés paralléles, chacun a chacun, ou lorsqu’ils les oni
perpendiculaires.

Nommons A, B, Cles angles du premiertriangle, et A’ B’ C,
les angles qui leur correspondent dans le second : je dis que

A=A B=B, C=(.

Nous savons déja (78 et 79) que ces angles sont égaux ou

supplémentaires ; examinons donc les hypothéses suivantes -
; Yp

lo Al=2d A B —2—B, C=21—C;

mais alors
A4 A4 BHB 4 C40 =6
ce qui est absurde.
20 Al=2¢— A, B'=9%_B, (=C.

Cette hypothése donne

A+ A"+B-B =4d;
ef comme A + B=A'-- B/, il vient
AJ-B=2¢;
ce (ui est absurde,
3o BI=BSC =0
alors RES A

donc les deux triangles sont équiangles et semblables,
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155. Remarque. — Les cotés homologues sont les cotés

paralléles enlre eux ou perpendiculaires entre eux : car ils
sont opposés aux angles égaux.

A56. TrkorkmE. — Deuw polygones semblables P, P! ont les
angles égaux et les cdtés proportionnels, chacun d@chacun.

Admettons, pour plus de simplicité, queles deux polygones
aient €66 décomposés en triangles, au moyen de diagonales.

1o Chacun des triangles de P répondant & un triangle sem-
blable dans P* (148), il est clair que, dans ces polygones,
deux angles correspondants quelconques sont égaux, comme
composés d'angles égaux.

2° La similitude des triangles donne cette suite de Trap-
ports égaux :

AB BC AC CD AD DE

KB _BC AT CD AD DE_ "

doie SRR ; AC'  AD
%, €N S ¢ 'S Ta —_—
onc, en supprimant les rappor s To" KD

AB_BC_CD_DE
AR R DR

157. Dansdeux polygones semblables, les cdtés proportion-
nels sont dits homologues, parce qu'ils sont homologues dans
les triangles correspondants. Les cotés homologues sont adja-
cents aux angles respectivement égaux,

458. On appelle points homologues deux points situés de la
méme maniére dans les deux polygones. Autrement dit, deux
points sont homologues lorsque, étant joints aux extrémités de
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deux cotés homologues, ils déterminent deux triangles sem-
blables et semblablement disposés.

Les droites homologues sont celles dont les extrémités sont
homologues, chacune 3 chacune.

Le rapport de deux cotés homologues est appelé rapport de
similitude des deux polygones.

Rapport des périmétres de deux polygones semblables.

159, THEOREME, — [eg perimétres de deux polygones sem-
blables sont entre euw dans le rapport de similitude.
En effet,
J-\B__BC__C[}_ .
NP BC QD o
done,
AB - BC 4~ CD +... AB
AB'+BC4-CDF-... AB"

Résumé.

Les segments de deux droites quelconques, déterminés par ftrois
paralléles, sont proportionnels.

Réciproquement : toute droite, qui partage proportionnellement les
deux cotés non paralléles d'un trapéze, est paralléle aux deux bases,

Toute paralléle & I'un des cotés d’'un triangle, partage proportion-
nellement les deux autres cftés ; et réciproquement.

Les segments de deux droites quelconques, déterminés par tant
de paralléles que I'on voudra » 80nt proportionnels,

Dans un ftriangle quelconque, la bissectrice de chaque angle divise
le coté opposé en deux segments proportionnels aux cdtés adjacents.

Deux triangles sont dits semblables lorsque les cotés du premier
sont proportionnels aux eotés du second,

Deux polygones sont dits semblables quand ils sont composés d'un
méme nombre_de triangles semblables chacun & chacun, et sembla-
blement disposés.

Toute paralléle & I'un des eotés d'un triangle détermine un triangle
semblable au premier.

Deux triangles semblables sont équiangles entre eux.
Réeiproquement ; deux triangles équiangles entre eux sont semblables,

Deux triangles rectangles sont semblables lorsqu'ils ont un angle
aigu égal,
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Deux triangles isoscéles sont semblables lorsque leurs angles & Ia
base, ou lorsque leurs angles au sommet opposé, sont égaux.

Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont un angle égal, compris
entre deux cotés proportionnels.

Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont les cotés paralléles,
chacun & chacun, ou lorsqu'ils les ont perpendiculaires.

Deux polygones semblables ont les angles égaux et les cotés pro-
jportionnels, chacun 4 chacun.

Les périmeétres de denx polygones semblables sont entre cux dans
le rapport de similitude,

GHAPITRE VIL

Relations entre la perpendiculaire abaissée du sommet de 'angle droit
d'un triangle rectangle sur Ihypoténuse, les segments de 'hypo-
ténuse, I'hypoténuse elle-méme et les eotés de l'angle droit (160).
— Théorémes relatifs au carré du nombre qui exprime la longueur
du coté d'un triangle opposé & un angle droit, aigu ou obtus
(163-165). — Théoréme relatif aux sécantes du cercle, issues d'un
méme point (166).

Théorémes.

160. THEOREME. — 8%, du sommet A de Pangle droit d'un
triangle rectangle, on abaisse une perpendiculaire AD sup Uhy-
poténuse BC :

1° Les deun triangles partiels sont semblables entre ew, et
semblables au triangle total ;

20 Chaque coté de Pangle droit est moyen proportionnel enire
Phypoténuse et la projection de ce cdté sur Uhypoténuse;;

30 La perpendiculaire est moyenne proporiionnelle entre les
projections des deux cdtés de Pangle droit. :

1° Les angles ABC, CAD sont égaux, comme ayant pour com-
plément 'angle BAD : donc les trois triangles rectangles
ADB, CDA, CAB ont un angle aigu égal; donc ils sont sem-
blables (151).

2° En comparant les triangles ADB, CAB, nous aurons

BD AB
AB~ CB
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Ainsi, AB est moyen proportionnel
entre BD et BC (Arith., 225).

§ Do méme, AC est moyen propor-
& tionnel entre BC et CD,

30 Les triangles ABD, CDA donnent

BD e AD
AD G

Donc AD est moyen proportionnel entre BD et €D,

161, Remarque. — Si 'on suppose que les droites AB, BC,...,
aient été mesurées au moyen d’une certaine unité, on pourra
les représenter par des nombres, et 'on aura, dans cette
hypothese,

AB— VDC.BD, AC=BC.CD, AD= \BC.0D.

162. Corollaire. — S¢, d’un point d’une circonférence, o
meéne la perpendiculaire au diametre, et des cordes aux exire-
mités de ce diamélye :

1° Chagque corde est moyenne proportionnelle entre sa projec-
tion et le diamétre ; -

20 La perpendiculaive est moyenne proportionnelle entre les
projections des deux cordes.

163. TukorEME. — Dans tout triangle rectangle, la seconde
puissance du nombre qui représente U'h ypoténuse est égale a lg
somme des secondes puissances des nombres qui représentent les
deuz colés de Uangle droit.

Abaissons, dii sommet de I'angle droit, la perpendiculaire
AD sur Phypoténuse. D’aprés le théoréme précédent,

AB'=BC.BD, AC —BC.CD:
d'ott ik
AB’ - AC'=BC (BD--CD)—B ™.

164. Remarque. — Si trois nombres entiers sont tels que la
seconde puissance du plus grand d’entre eux soit égale i la
somme des secondes puissances des deux autres, on pourra
coustruire un triangle rectangle dont les cotés soient propor-
tionnels & ces trois nombres,
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Par exemple, un triangle rectangle peut avoir pour cotés
87y A B ou 5™, 42™ 430 ou 8m:, 45 4Tm ate,

165. Tutonime. — 10 Dans fout triangle, la seconde puis-
sunce du nombre qui représente le cdié opposé @ un angle aiyu
est égale d la sommedes secondes puissances des nombres qui
représentent les deux aulres ctds, moins deuw fois le produst
du nombre qui représente Uun de ces ciés, par le nombre qui
représente la projection de Uautre coté sur celui-gi ;

20 Dans tout triangle oblusangle, la seconde puissance du
nombre qui représente le coté opposé a Uangle obtus est égale @
lu somme des secondes puissances des nombres qui représentent
les deua autres cdtés, plus deuw fois le produit du nombre que
représente U'un de ces colés, par le nombre qui représente la pro-
jection de Vautre cdté sur celui-ci.

1° Soit le coté BC, opposé A l'angle
aigu A. En abaissant CD perpendiculaire
sur AB, nous aurons, par le théoréme
précédent,

BC =CD --BD’,

CD'=AC" —AD".

La droite BD étant la différence entre AB et AD, nous au-
rons aussi, par un théoréme connu :

BD' = AB’AD'—2AB. AD,
Ajoutant ces égalités, nous trouvons

BC = AB"+AC' —24AB. AD.
251 'angle A est obtus, on a pareillement
BC' =CD' 4B,
l:—nﬂ = ;‘\_Ci—--- I!__]!‘

BD'=AB +-AD -2AB. AD;
d’on

BC' == AR’ 4-AC 42 AB. AD.
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166. THEOREME. — 4o Leg segmenis de deux cordes qui se
coupent dans le cercle sont inversement proportionnels ;

2° Les sdcantes qui se coupent hors du cercle sont inversement
proportionnelles a leurs parties ewtérieures;

3o Une tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante
issue du méme point et la Partie extérieure de celle=ci,

1° Soient AB et CD les deux eordes,
Se coupanten E : je dis.que

AE DE
CE ~ BE’

¢’est-a-dire que, les deux segments
d'une corde formant les extrémes de
la proportion, les deux segments de
I'autre corde en seront les moyens,
Clest 1a ce que signifie Pexpression
inversement proportionnels.

Menons AD et BC : dans les triangles ADE, BCE, les angles
en E sont égaux comme opposés par le sommet, et les angles
D, B sont égaux parce quils sont inscrits au méme seg-
ment (124). La comparaison des cotés homologues donne la

1 =Qessus,
PSRN 2° Menons AD et CB : les
triangles ADE, CBE ont P'angle
E commun et les angles B, D
égaux ; donc

AE _DE
CE  BE’

3° Soient la tangente AD el
la sécante BCD; je dis que

BD _AD
AD CD’

Menons AB et AC : dans les
triangles BAD, ACD, Pangle D
est commun , et les angles
ABD, CAD sont égaux comma
ayant méme mesure (123);
done les triangles sont sem-
blables.
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Applications numériques.

167. PREMIER PROBLEME.— Les deua pelits cotés d’un triangle
rectangle sont égaucs, un @ 13,634, Vautre d 65,254, Quelle
estla longueur de Uhypoténuse?

Appelons « cette longueur, exprimée en métres ; nous au-
rons, par le théoréme dun® 163,

@ =\ (13,631)* + (65,284)*.

En opérant par logarithmes, on trouve :

log 13,631 = 1 A3452TT
9 log 13,631 = 2,269084
Nomb. corresp. = 185,8041 |-
log 65,254 — 1,8146071
2 log 65,254 = 3,6292142
Nomb. corresp. — 4258,0830 -
o? = 44k3,8871
log o* — 3,6477630
i =log @ = 1,8238815
@ = 66,6625

Lalongueurdemandée estdone,amoinsde 02,0004, 66=,6625.

168. DEUXIEME PROBLEME.— Un chemin defer, reciiligne, a
pour longueur 3 853m,7; la différence deniveau entre ses deuwx
caxtrémités dgale 12=,63. A quoi est égale la base du chemin?

Dans cette question, il s’agit de calculer I'undes petits cotés
d’un triangle rectangle, connaissant les deux autres cotés. Le
théoréme rappelé tout & 'heure donne, pour la longueur du
coté inconnu,

o= \/(3853,T)*—(12,63).
Pour simplifier le calcul, appliquons la formule

(a+b) (@—b)=a— 6%,
nous aurons

@ = /(3 853,7-12,63) (3 853,7 — 12,63),
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¢'est-a-dire

e P
o= /3 866,33, 3 841,07,

log 3 866,33 — 3,5872989 -
log 3 841,07 = 3,5844899 -

log x? — TATIT511
i=log o = 3 5858755
@ = 3 853,680,

La base du chemin estdoncégale 4 3 853m,680. Ainsi qu’on
pouvait s’y attendre, cette valeur diffore trés-peu de la lon-
gueur méme du chemin,

169. TroIsIEME PROBLEME, — Les trois cdtés d’un triangle
ont pour longueurs :

=28 731, b— 23m, 684, ¢— Hm 248,

On demande : 1° de quelle espéce est le triangle; 90 quelle est la
longueur de la Perpendiculaire abaissée sur le plus grand chié,
du sommet opposd d ea coté?

1° Pour déterminer lespéce du triangle, c’est-i-dire pour
savoir s'il est rectangle, acutangle ou obtusangle, il suffit de
faire attention qud chacun de ges trois cas correspondent,
respectivement, les relations

B=b e, @ <B4 03, a2 2 g2 (163,168).

Or, d’aprés les données, nous avons 42 > br4-¢®; done le
triangle est obtusan gle.

2° Soit ABC ce triangle. Abais-
sons, du sommet A, Ia perpendicu-
laire AP sur le coté BC : cotte per-
pendiculaire % est ce qu'on appelle
la hauteur.

Pourla déterminer, observons que
les deux théorémes dont nous venons
de faire nsage donnent

B=c — BV, P=4¢429qpp.



GEROMETRIE. 59
On tire, de la seconde équalion,
D e

24

BP

Lasubstitution de cette valeurdans autre formule conduit a

T S TR
a* —-C b
1;2:02_(_4.—) ;

2t

Pour faciliter le caleul numérique, décomposons le second
membre en deux facteurs (dlgébre, £3), nous aurons

A e P

2a

a*--c* — b2

2t

2ar -—1—:1'.2 +ct—1b

2a

Le premier facteur,c—- , boale

__lador— b (@b (afe— b)
S 20 3 | 2a '
De méme,

@4c?—b  2ac—a =4 b b2 — (a—c)?

2a 2a 24a
_® +a—c) (b —a+0)
2l 2a 3
Par suite,
B — (a-b4-¢) (a4 c——ij .Ef;.+b = Abalie— a)'
(i

Pour simplifier cette expression, on représente babituelle-
ment par 2 p le périmetre du triangle, ou la somme des trois
cotés. De cette maniére, les qualre facteurs

atbtec, atc—b, at+b—c, b-f-c—a

ont pour valeurs, respectivement :

2p, 2p—1b), 2(p—0), Ap—a);
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de telle sorte que

pms =0 0=—90—

¥

ot h=2\Plwa =0 p—a*.

Si nous appliquons cette formule générale 2 I'exemple par-
ticulier proposé,nous aurons

a=28,731
b—=23,654
c= 5,248

2p = 57,633
p=28,8165
p—a= 0,085
p—b= 51625

P — o= 23,5685 **
log p=1,4596613 +

log (p — a) = 2,9319661 -
log (p — b) = 0,7128601 +
log (p — ¢) = 1,3723320 +

2,4767995
4=1,2383998
log 2=10,3010300 -
log a =1,4583507 —

log h=10,0810791
ho= 14,2052,

Ainsi la hauteur cherchée égale, A fort peu prés, 4m 9052,

* Cet exemple montre combien

il est utile de représenter d'abord
par des lettres les donndes

d'un probléme, et de ne calculer la

valeur numérique de l'inconnue qu'aprés en avoir trouvé Vewpression
algébrique.

** 1l est bon de remar

quer, comme moyen de vérification, que la
somme des trois restes p

—a, p—b, p—c doit étre égale & .
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Résumé.

Si, du sommet de 'angle droit d'un friangle rectangle, on abaisse
une perpendiculaire sur 'hypoténuse :

{° Les deux triangles partiels sont semblables entre eux, et sem-
blables au triangle total ;

20 Chaque coté de I'angle droit est moyen proportionnel entre I'hy-
poténuse et la projection de ee coté sur I'hypoténuse ;

3° La perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre les pro-
jections des deux cétés de I'angle droit.

Si, d'un point d'une circonférence,, on mene la perpendiculaire au
diamatre, et des cordes aux extrémités de ce diametre :

1> Chaque corde est moyenne proportionnelle entre sa projection et
le diamétre ;

9¢ La perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre les pro-
jections des deux cordes.

Dans tout triangle rectangle, la seconde puissance du nombre qui
représente I'hypoténuse est égale & la somme des secondes puissances
des nombres qui représentent les deux edtés de l'angle droit.

Dans tout triangle, la seconde puissance du nombre qui représente
le coté opposé & un angle aigu est égale A la somme des secondes puis-
sances des nombres qui représentent les deux autres cotés, moins
deux fois le produit du nembre qui représente I'un de ces cotés, par
le nombre qui représente la projection de Vautre coté sur celui-ci.

Dans tout triangle obtusangle, la seconde puissance du nombre qui
représente le coté opposé A l'angle obtus est égale 4 la somme des
secondes puissances des nombres qui représentent les deux autres
cotés, plus deux fois le produit du nombre qui représente P'un de ces
¢6lés, par le nombre qui représente la projection de I'autre coté sur
celui-ci.

Les segments de deux cordes qui se coupent dans le cercle sont
inversement proportionnels.

Les sécantes qui se coupent hors du cercle sont inversement pro-
portionnelles & leurs parties extérienres.

Une tangente est moyenne proportionnelle entre la séeante issue du
méme point et la partie extérieure de celle-ci,

bi
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CGHAPITRE VIII.

Problémes : Diviser une droite donnée en parties égales ou proportion-
nelles & des longueurs données (170, 171). — Trouver une qualriéme
proportionnelle & trois lignes données, une moyenne proportionnelle
entre deux lignes données (172-174). — Mener une tangente com-
mune & deux cercles (177). — Constraire, sur une droite donnée, un
polygone semblable 4 un polygone donné (178).

Problémes.

170. ProsLEME. — Diviser en parties égales une droite
donnée.

Supposons qu'il s'agisse de diviser en cinq parties égales la
droite AB.

Par I'une des extrémités de AB, menons une droite indé-
finie Az. A partir du point A, prenons une longueur AC, &
peu prés égale au cinquiéme de AB, et portons-la cing fois sur
Ax. Joignons le dernier point de division G, avec le point B,
par la droite GB; puis,
par les autres poinls T,
E, D, C, menons FL,
EK, DI, CH, paralléles
a GB; elles diviseront
en cing parties égales la
droite AB (143).

171. ProBLEME. — Diviser une droite donnée AB, en parties
proporiionnelles a des droites données m, n, p.

Par l'extrémité A de BA, menons une droite indéfinie Aw.
Prenons sur Az deslon-
gueurs AG, CD, DE, res-
pectivement égales & m,
n, p. Tirons BE ;et, par
les points D, C, menons
DF, CG, paralléles &
cette droite : elles divi-
seront AB en trois par-
ties, AG, GF, FB qui
satisfont & la question
(148).
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172. ProBLEME. — Trouver une quatriéme proportionnelle a
trois droites données m, n, p.

Sur les cotés d'un
angle quelconque @Ay,
prenons AB=m, AC
—=n, AD=p; tirons
BC, et menons, par le
point D, la paralléle DE
i BC. La droite AE sera
évidemment la qua-
triéme proportionnelle
demandée.

173. ProsLiME. — Trouver une troisiéme proportionnelle a
deur droites donnédes m, n.
o ; ¢ d .m n
Soit @ la droite cherchée. On doit avoir— =-. Ce pro-
n

bleme rentre done dans le préeédent.

174. PropriEmME.— Trouver une moyenne proportionnelle entre
deux droites données m, n.

Ire Construction , — Prenons, sur une droile indéfinie ay,
AB=m, BC=n.

Sur AB = m -4-n comme
diamétre, décrivonslademi-
circonférence ADC. Elevons
au point B la demi-corde
BD perpendiculaire & ay;
cetle droite est la moyenne
proportionnelle demandée
(162, 29).

2¢ Construction, — Sur une droite AB, égale a la plus
grande m des deux droites don-
nées, décrivons la demi-circonfé-
rence ACB. Prenons AD = n; éle-
vons DC perpendiculaire & AB, el
menons AC : celte droite est
moyenne proportionnelle entre m
et n (162, 19).
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175. PropriME. — Partager, en moyenne et exiréme raison,
une droite donnée,

On dit qu'une droite AB est
partagée enmoyenne et extréme
raison au point C, lorsque le
segment AC est moyen propor-
tionnel entre la droite en-
ticre AB et le second segment
BC *,

De la proportion

AB__AC 0
. E_E ] /
on fire
AB _AC
J\B-—'—Acmm‘
c'est-a-dire
AB AC

AB-FAGC™ AB’

AB--AC AB o
AB ~ AC’ 2)

ou encore

Ainsi, la droite donnée AB est moyenne proportionnelle entre
le segment AC et ceméme segment augmenté de AB.

De 1a résulte la construction suivante :

A Pextrémité B de la droite AB, élevez la perpendiculaire
BD égale & la moilié de AB. Tirez AD. Prenez DE = DB,
puis AC=AE : C est le point demandé.

En effet, la tangente AB est moyenne proportionnelle entre
AF et AE; de plus, AF =AE -+ EF = AE -1 AB; en sorle
que la relation (2) est vérifiée quand on y remplace AGC par
AE*%,

* Relativement & cefte locution : moyenne et extréme raison, le
lecteur pourra consulter une Note de Vincent (Nowvelles Annales de

Mathématiques, tome 11, p. 1).

** Ce probléme donne lien & une discussion intéressante, que l'on
trouve, soit dans nos Feuilles d'application de U'Algébre ¢ lo Géo-
mérie, soit dans le Manuel des candidats & VEeole polytechnique.
Nous ferons seulement remarquer, a propos de la construction précé-
dente, qu'tl n'est pas nécessaire que le diamétre de la circonférence
auxiliaire soit égal a la droite donnée.
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176. Remarque. — En représentant par a la longueur de
AB, on a

]
BD-—-;—-a, AD=\/ a*—‘rza“ =%(5 Vs,

~ At iRl g S s
A(_..—AE_Qa\/:—Qa_Qa(\/a 1).

Ainsi, quand une droite est partagée en moyenne e: cvtréme
ruison, le plus grand segment est égal au produit de la droite

oo A
par la quantité incommensurable 5 (5 —1).

177. ProBLiME. — Mener unme fangente commune @ deudm
cercles donnés O, 0'.

Supposons le probléme résolu, et soit AA’ 'une des tangentes
cherchées. Menons OA, 0'A’, et, par le centre 0', tirons O'C
paralléle & AA'. La fisure AA'O'C est un rectangle. Si donc,
du point O comme centre, avec OC=0A—0'A’ pour rayon,
nous tragons une circonférence, la droite O'C y sera tangente
en C. Réciproquement, cette tangente auxiliaire étant tracée,
il est bien facile de déterminer les points de contact A, A"

La méme construction donne la seconde tangente ewte-
rieure BB'; et, en remplagant la différence des rayons OA,

OA’ par leur somme, on obtient les deux tangentes iniérieures
EECIGGY,

* Pour la discussion de ce probleme, voyez mos Eléments de
Géométrie, p. 115,

&,
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178. ProBLEME. — Construire, sur une droite donnée, un
polygene semblable & un polygone donné.

ABCDEF étant le polygone donné, soit ab la droite donnée,
laquelle doit étre homologue de AB. D'aprés la définition des
polygones semblables (145), si 'on décompose ABCDEF en
triangles, puis que I'on construise successivement les triangles
abe, acd, ade, acf, de maniére que chacun d’eux soit semblable
a celui qui y correspond, le polygone abedef satisfera & la
question,

479, Remarque. —Si le polygone donné est un ferrain, le
contour d’un bitiment, ete., abedef sera ce qu'on appelle le
plan de ce terrain ou de ce bitiment.

La construction précédente se présente a chaque instant
dans I'Arpentage, dans I' Architecture, efc.

e ——

CHAPITRE IX.

Polygones réguliers (180-197). — Leur inscription dans le cercle ;
carré, hexagone, décagone (182-190). — Détermination du rapport
de la circonférence au diamétre par la méthode des isopérimétres
(198-205) *. g

]

Polygones réguliers.

180. On appelle polygone régulier celui qui est a la fois
* dquiangle et équilatéral,

Ainsi, un triangle équilatéral, un carré, sont des polygones
réguliers.

* La longueur de la circonférence du cercle sera considérée, suns
démonstration, comme la limite vers laquelle tend le périméire d’un
polygone inscrit dont les cotés diminuent indéfiniment. (Programme

officicl.)
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181. Tafontme. — Deux polygones réguliers, d'un méme
nombre de cotés, sont semblables. )
En effet, ces deux polygones ont les cotés proportionnels,
chacun & chacun, et leurs angles sont tous égaux (156).

182. TutonrimMeE. — Tout polygone végulier est, 1° inscrip-
tible @ une circonférence; 2o circonscriptible @ une circonfé-
rence.

1o Menons les bissectrices AO, BO, des angles A et B du po-
lygone régulier; joignons le point O, ot ces lignes se coupent,
aux sommets G, D, E,.... Je dis
que toutes les droites OA, OB,
OC,.... sont égales,

Les cotés du polygone étant
| lous égaux entre eux, et OB
étant la bissectrice de I'angle B,
les triangles ABO, CBO sont
8 ccaux, comme ayant un angle
égal compris entre deux colés
égaux. Mais ABO est isoscéle;
donc CBO lest pareillement,
et

0C=0B=0A.

De plus, OC est la bissectrice de I'angle BCD,

Le méme raisonnement est applicable aux triangles OBC,
OCD; et ainsi de suite. Donc la eirconférence décrile du
point O comme centre, avec OA pour rayon, passe par tous
ies sommels du polygone régulier,

2° Les triangles AOB, BOC,... étant isoscéles et égaux, leurs
hauteurs OM, ON, OP sont égales; donc la circonférence
décrite du point O comme centre, avec OM pour rayon,
touche tous les cotés, chacun en son milieu.

183. Le point O, centre commun de la circonférence
inserite et de la circonférence circonscrite, est appelé centre
du polygone.

Le rayon OM du cercle inscrit est apothéme du polygone.

184. Remarque. — Dans deux polygones réguliers d’'un
méme nombre de cotés, les rayons des cercles circonserits
sont des droites homologues, Il en estde méme des apothemes.
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Done les périmétres de deux polygones réguliers d'un méme
nombre de cotés, sont enire euw comme les rayons des cercles
circonscrits, ou comme les apothémes (159).

Problémes sur les polygones réguliers.

185. PROBLEME. — Inscrire un carré a un cercle donné 0.
: Menons arbitrairement deux diame-
| tres AB, CD, perpendiculaires entre
eux; ils coupent la circonférence aux
points A, B, C, D, sommets du carré
cherché.

En effet, les quatre triangles rec-
i tangles issoceéles AOC, COB, BOD, DOA
sont égaux entre eux.

186. Remarque. — Le friangle rectangle AOC donne

AC'=130+0C =240%
d’olt
AC Ve

O

Ainsi, le c6té du carré est au rayon "du cercle circonscrit,
comme 2 est ¢ 1.

A87. ProBLEME. — Inscrire, @
un cercle donné, un hexagone ré-
gulier.

Supposons le probléme résolu,
et soit ABCDEF I'hexagone. Me-
nons les rayons AO, BO.

L’arc AB étantle 1 dela circon-
férence, I'angle AOB a pour va-
leur & ou 2 d’angle droit. Done

d 2d
2—}

angle BAO = angle ABO = e 3,

Le triangle AOC est donc équiangle, et AB=AO. En d'autres
termes, le coté de Uhewagone régulier est égal au rayon du cercle
circonscrit.
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Dong, pour résoudre le probléme proposé, on prendra une

ouverture de compas égale au rayon; et, partant du point A

pris arbitrairement, on portera cette ouverture six fois sur la
circonférence.

188. Remarque.— Si I'on joint, par des droites, les sommets
non conséeutifs, A, C, E, on forme le triangle équilatéral
inserit ACE. On reconnait aisément que I'apothéme OG de
celte fisure est égal & la moitié du rayon, et que son cdté est
au rayon, comme \/3 esta 1.

189. ProBLEME, — Inscrive, a un cercle donné, un décagone
régulier.

44 9d

AB étant le cbté du décagone, I'angle AOB= = i
o —2
5

d
donc angle BAQ = angle ABO = —— -_~£ Ainsi, dans
(1]

le triangle isosceéle AOB, l'angle
4 la base est double de langle
au sommet. D’aprés cela, si nous
menons la bissectrice BC, le
triangle BCO sera isoscele; el les
8 (riangles ABO, ACB, ayant un
angle commun et un angle égal,
seront semblables, Done

AC__ AB,
AB~ AO’
ou, & cause de AB=BC=CO:

AC €O
€O~ AO

Conséquemment, le cdté du décagone régulier est égal d la
plus grande partie du rayon du cercle circonscrit, partagé en
moyenne et extréme raison.

11 suffit done, pour résoudre le probléme proposé, d’appli-
quer au rayon AO la construction connue (175).

D’aprés cette coﬁs[.ruction, ﬂB:%B (v5—1) (176).

190. Remarque.—Si 'on joint, de deux en deux, les som-
mets du décagone, on forme le pentagone régulier inscrit
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BLIGE. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer les deux
propositions suivantes :

1o Le carré du cdté BL du pentagone est égal au carré du
cdté AB du décagone, augmenté du carré du rayjon ;
9° Le cdté BL du décagone est moyen proportionnel entre le

segment AC du rayon et ce segment augmenté du rayon.
Chacun de ces théorémes donne

1 ey
BL=cR y10—2/5.

191. ProBLEME.—Connaissant le cdté d'un polygone wguhm
inserit, et le rayon du cercle, trouver le c6ié du polygone régu~
lier inscrit, d'un nombre double de cdtés.

AB étant le coté donné, menons la
bissectrice OC de I'angle au centre AOB :
AC sera le coté du polygone cherché.

Supposons & présent que 'on veuille
calculer la longueur de ce coté, connais-
sant celle de AB. Dans le triangle AOC
(165),

AC = A0 + €O°—2€0 . DO;

et dans le triangle rectangle ADO,

po=V X0'— D’
Faizons, pour abréger :

A0=C0=R, AB=C, AC=g¢;
Nous Aurons

=
=2 R?—2R \/ Rl
&

— e

S \/QW—“ \ & RE—C* %,

d'ol

* Cette formule pvul éfre transformée ainsi :

L-—\/ I (Ii—l Tz) \/ Bt (Ii—_)
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192. PropLiNE.—Connaissant le cdié d'un polygone régulier
circonscrit, et le rayon du cercle, trouwver le cdié du polygone
régulier circonserit, d'un nombre double de c6iés.

Soit AB le coté donné, touchant en son milieu C la circon-
férence O (182). Menons AO, BO, CO.
Divisons les angles ézaux AOC, BOC,
chacun en deux parties égales, par
les droites OD, OE. Le colé cherché
est évidemment DE; et si nous me-
nons DF, EG, ces deux droites seronl
les moitiés de deux nouveaux coObés
du polygone circonserit, a cause de
I’égalité des qualre triangles DFO,
DCO, ECO, EGO.

193, Remarques.—4° Si 'on méne la corde FG, cette droile,
évidemment paralléle a AB, est le coté d'un polygone inscrit,
semblable au polygone dont AB est un coté. Il est donc
trés-facile de construire I'un de ces polygones, connaissant
'autre.

2° Nous avons vu que I'on peut inscrire, & un cercle donné,
un carré, un triangle équilatéral et un pentagone régulier.
On peut également, au moyen de la régle et du compas,
construire le pentédécagone régulier inscrit ™. Il résulte de
la, et des deux problémes précédents, que les polyzones
réguliers inscriptibles ou circonscriptibles par des procédés
géoméiriques, sont ceux de

3, 6, A%, 24, 48, 96,. ... coles;
&, 8, 46, 32, 64, 128,. ... cltés;
5, 10, 20, 40, 80, 460,. ... cotés;
A5, 30, 60, 420, 240, 480,. .. . coOtés.

194. PropLiME. — Connaissant le rayon R et Uapothéme r
d'un polygone réguliet, trouver le vayon R' et Uapothéme v’
d'un polygone régulier isopériméire, d'un nombre double de
chlés.

Soient AB le coté du premier polygone; O, son centre;
OA, le rayon du cercle circonscrit; OD, I'apothéme. Prolon-

.° Et méme le polygone régulier inserit de 17 cdtéss Voy. nos
Eléments de Géometrie.
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geons OD jusqu'en C; menons
AC, BC ; puis OA’ perpendiculaire
4 AC, et OB' perpendiculaire &
BC. 1l est clair que la corde A'B'
est moitié de AB, et que l'angle
A'OB' est moitié de AOB; d'olt
il résulte que OA’ et OD’ sont le
rayon R’ et I'apothéme ' du se-
cond polygone *,

Cela posé, le point D’ est le milieu de CD, el OA' est une
moyenne proportionnelle entre OC et OD" (160, 2°); autre-
ment dif :

wmr'é r+R) (), R'=VRr. (B)

Ainsi : 1° le second apothéme est moyen, par différence,
enire le premier apothéme et le premier rayon; 2° le second
rayon est moyen, par quotient, enlre le premier rayon et le se-
cond apothéme.

195. Remarques — I. L’inspection de la figure prouve que
I'on a

0D’ > 0D, OA'<<0A;
ou
>, R'<R.

II. La flache CD est égale & R —; etsi, du point O pris
comme centre, nous décrivons I'arc A’EB, nous aurons

R —1 =ED'.
Or, la corde A'E est bissectrice de I'angle CA'D’; donc (146),
i cause de A'D' < A'C:
ED’ <;_cn*, ED' <%CD;
ou enfin
R —1' < ;;—(B—r}.

* Cette élégante construction est due a Léger, ancien chef d'institu-
tion & Montmorency.
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Ainsi, la différence entre le second rayon el le second apo-

théme est moindre que le quart de la différence entre le premier
rayon et le premier apothéme.

Applications numériques.

196. Le c6té c d'un dodécagone régulier est égal ¢ 0m,23.
Duel est le rayon R du cercle circonserit ?

Ce rayon est égal au coté C de 'hexagone régulier inscrit au
méme cercle (187). Or, si 'on suppose C=R dans la formule
du no 494, on aura

e \/anﬂ-.n V3RE=R \/2—./5

Le radical double \/ % — \/3 est égal & Vi—y1*; done

¢=R(vVi—v4).
On conclut, de cette équation,

—_— c -
SRV

ou, en multipliantles deux termes de la fraction par y i4vi,

R=c(yi+vi-

Remplacant ¢ par 0,23, et effectuant par logarithmes, on
trouve enfin

R=0" 444 326.

197. Calculer le rayon et Vapothéme d’un polygone régulier
de 46 cdtés, dont le périmétre serait égal & T métres.
Le coté du carré isopérimétre avec le polygone dont il s’agit

7
serait représenté par i done (186) 'apothéme r et le rayon R

de ce carré auraient pour valeurs, respectivement :

3 1\? 1
* In E'm!l.(\/a-'—' \/T,) :-g -}-E—-.IS =2— /3.

2. Géomdtrie, b b5
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oo | -3
2|

7
— - R: |
T 3 \

Soient r', R’, v, R” les apothémes et les rayons des poly=-
gones réguliers de 8 et de 16 cotés, isopérimeires avec le
earrd : I'application des formules (A) et (B) (194) donne suc-
gessivement :

(: 3\9) - (14 2),

R={ /L5 . OV ="/btays
8\,9.46(-1--/2}_16 i+91/2,‘

‘f =3— 4—i-\f2—i-\/&-+l\f2

—\/—- 1+w+w+wvz)-¢—\/i+2v’%

==\/ 20t vatViTaya) Vit ey

7 —_——
=§§\/ 81 4y2+2V20 414y 2.

Partant dey/2=1,414 213 57, et appliquant les logarithmes,
on trouve

7 =0m,875,
R = 4m,237 43788,

r'=1m 056 218 &4,

R'=Am, 117 348,

'=1m (86 783,

Rf'=1m1041 960.

Ces valeurs salisfont aux relations

| A
l’.‘—r’{}{ﬁ—r), R'er' < (R=r).  (195)
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Rapport de Ia circonférence au diamédtre.

198. TrkorkmE. — Une circonférence étant donnée, on peut
toujours v inscrire et y circonscrirve deww polygones réguliers
semblables tels, que la différence de leurs périmétres soit moindre
qu une grandewr donnée quelconque.

Inscrivons et circonserivons 4 la circonférence deux poly-
gones réguliers semblables; puis doublons indéfiniment le
nombre des cotés de ces deux polygones. Je dis : 1° que la
différence entre les périmétres des polygones semblables, cir-
conserit et inserit, diminue quand le nombre de leurs cotés
augmente; 2° que 'on peut pousser l'opération assez loin
pour rendre la différence entre les périmétres des polygones
auxquels on s’arrétera, inférieure & une grandeur donnée quel-
('Uﬂqlle.

1o Soient AB, FG (192) les cotés de deux polygones réguliers
semblables, et DE, FC les cotés des polygones qui se déduisent
des deux autres par les constructions indiquées ci-dessus. Dé-
gignons par n le nombre des cotés des deux premiéres figures,
par P, p leurs périmétres respectifs, par P, p’ les périmetres
des polygones de 2n cotés. Nous aurons

P=n.AB=n(AD-}+DE+EB), p=n.FG,
P'—n.(FD-+DE-EG), p'=n-(FC4CG).

Or, Poblique AD est plus grande que la perpendiculasre DF;
de méme EB est plus grand que EG. Donc

PP,

D'un autre coté, la ligne brisée FCG est plus grande que la
ligne droite FG. Done
p'=>p.

Comme chaque polygone inscrit est enveloppé par le paly-
gone circonserit semblable, nous avons aussi (27)

P>p, P>y

Les quatre inégalités précédentes peuvent donc étre rem-
placées par l'inégalité continue

P>P>p >p.
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On conclut, de cette derniére,

P'—p' <P—p.

2° Représentons par R le rayon OC, par @ T'apothéme 011 .
nous aurons (184)
P R

p a’

d'ou, par les propriétés des proportions,

R—a

P—p=P. R

Dans le second membre, le facteur P va en diminuant, et
le dénominateur R est constant; done il suffit de prouver que
R —a a pour limite zéro.

Or, R — a, ou FO — OH, est moindre que FH, c’est-a-dire
moindre que la moitié du coté du polygone inscrit auquel on
g'arréte ; d’ailleurs I'angle AOB peut étre rendu aussi petit
quon le voudra. Donc FG, corde de cet arc, a pour limite
26r0, et CH = R —a=A0 —OH, a également pour limite
zéro.

199. Puisque la différence entre les périmétres des polygones
semblables, circonscril et inscrit, diminue indéfiniment, de
maniére & pouyoir devenir moindre que toute grandeur donnée,
ces périmetres ont une limite commune. Cette limite est ce
qu'on appelle longueur de la circonférence,

200. TrEorkME.—Deud circonférences sont entre elles comme
leurs rayons.
Soient deux circonférences ayant pourrayons R, 7, et dont
les longueurs soient C, ¢.
Inscrivons, & ces deux circonférences, deusx polygones régu-
liers semblables, ayant pour périmeétres P, p ; nous aurons (1 84),
e
p T
Si nous doublons indéfiniment le nombre des ¢otés des deux
polygones, les périmétres P, p s'approcheront indéfiniment de
C, ¢, qui en sont les limites. Dailleurs, lo rappork entre les
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limites de deux quantités variables est la limite du rapport de
ces quantités. Donc

201. Corollaire,— La proportion précédente donne

Ainsi, le rapport d’une circonférence & son diamétre est o
méme pour toules les circonférences; ou, autrement dit : le
rapport de la circonférence au diamefre est un nombre con-
stant.

202. Remarque.—Le rapport de la circonférence au diamétre
est, ainsi qu’on peut le démontrer, un nombre incommensu-
rable; onle représente ordinairement par la letire . Sa valeur
approchée, réduite en décimales, est

m =3 141 592 6563 589 793....

203. Proprime. — Evaluer le rapport approché de la circon=
férence au diamétre.

Nous venons de dire que ce rapport est incommensurable ;
nous ne pouvons done 'exprimer exactement par un nombre
fini de chiffres; mais nous pouvons, du moins, nous proposer
d’en obtenir une valeur approchée.

A cef effet, considérons le carré dont le coté est égal a
I'unité de longueur; son périmétre est &; ef r, R représen-
tant 'apothéme de ce carré et le rayon du cercle circon-
, serit :

2 2

3]

Au moyen des formules du n° 4194, nous pourrons, comme
nous I'avons déja indiqué ci-dessus (198), calculer les rayons
ét les apothémes des polygones réguliers de 8, 16, 32, ...
cotés, isopérimetres avec le carré.

Nous avons trouvé (195)

]
(i <R, R’—«r’(z(ﬂ—-r};
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e M el e
R>RE=RYSRIVESS e

?

et, en méme temps,
'l 2 A\3
[?L'“_T'<( j{‘_) (R_.?\)’ R — i1t < (.T) {n—-ﬂ, etc.
&

Ainsi, les différences entre les rayons et les apothémes cor-
respondants décroissent plus rapidement que les termes de la
| 1\2 1\8 :
progression P’ (E) 3 (i_ y--+; done elles peuvent devenir
moindres que foute grandeur assignable ; done les rayons et les
i | apothémes ont une limite commune.
11 est facile de voir que cette limite est le rayon p de la cir-
conférence égale ¢ 4. En effot, en désignant par r,, R, un apo-
theme et un rayon correspondants, on a, simultanément ;

2nr, < &, 20l > 4, 2mp=4;
d’olr '

T < p <R;
et, par conséquent,

lim rn=p=1limR,.

204, Remarque. — On a

1 {].—I—'i A 1
.! ‘5:7—, é\xgz 2‘)‘(4.

r]

Conséquemment, on peut remplacer les termes initiaux
1

|
5%3

\/2, par 0 et 1.
Les explications dans lesquelles nous venons d’entrer peu-

vent alors étre résumées dans la proposition suivante, connue
sous le nom de Phéoréme de Schwab :

Une suite indéfinie de nombres dont les deux premiers sont
0 et 1, et dont les aulres, a partir du troisiéme inclusivement,
sont alternativement moyens par différence et moyens par quo-
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tient enire les deum qui les précédent, a pour limite le rayon
d’une circonférence égale a 4.

205. En effectuant le calcul, jon trouve, avec 7 décimales
exactes,
p=—10,636 619 6.

On déduit de cette valeur, 4 cause de 2 mp=#,

T —o.318 309s...
T

Résumé.

Deux polygones réguliers, d’'un méme nombre de cotés, sont sem-
blables.

Tout polygzone régulier est @ 1° inscriptible & une circonférence ;
2° circonseriptible & une eirconférence.

Les périmétres de deux polygones réguliers d’un méme nombre de
ctés, sont entre eux comme les rayons des cercles circonserits, ou
comme les apothémes,

Une circonférence étant donnée, on pent toujours y inscrire et y
circonserire deux polygones 1Lguhcrs semblables tels, que la différence
de leurs périmatres soit moindre qu'une grandeur donnée quelconque.

Deux circonférences sont entre elles comme leurs rayons.

Le rapport de Ia circonférence au diamétre est un nombre-constant,
Ce rappori est un nombre incommensurable. Sa valeur approchée,
réduite en décimales, est = 3,141 592 653 589 793....
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CHAPITRE X.

Mesure des aires (211-223).—Aire du rectangle, du parallélogramme,
du triangle, du trapéze, d'un polygone quelconque (21 1-223).—Aire
approchée d’une figure plane limitée par une courbe quelconque *,
-— Théoréme du carré construit sur 'hypoténuse (224). — Aire d'un
polygone régulier (230). — Aire du cercle et du sesteur circu-
iaire (230-239). — Rapport des aires de deux figures semblables
(227-229).

Préliminaires.

206. On appelle figures équivalentes celles qui sont décom-
Posables en parties égales, chacune & chacune,

207. Si les parties égales qui composent les deux figures
équivalentes sont disposées de la méme maniére, ces figures
deviennent égales,

208. La hauteur d'un triangle est la perpendiculaire abaissée
d’un sommet sur le coté opposé, lequel prend le nom de bage.

209. La hauteur d’un parallélogramme, d’un rectangle ou
d’un trapéze, est la perpendiculaire commune 3 deux cotés
paralléles, lesquels se nomment bases.

200. Deww rectangles de méme base et de méme hauteur sont
égauc; car ils ont les cotés bgaux et les angles égaux, chacun
a chacun,

Aire du rectangle.

211. TakonkME. — Deuw rectangles de méme base sont enlre
eux comme leurs hauteurs,

Plagons le plus petit rectangle ABC'D' sur
le plus grand, de maniére que AB soit la base
commune.

Je dis que I'on aura

ABCD _ BD
ABC'D’ ™~ BD"

Supposons les hauteurs BD, BD', commensurables entre
elles, et par exemple, dans le rapport de 8 & 3.

*Yoir & I'dppendice le levé des plans, pour la solution de cette
question,
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Divisons BD en 8 parties égales : BD' en comprendra 3; et

si, parles points de division, nous menons des paralléles 4AB,

le rectangle ABCD sera partagé en 8 rectangles égaux entre

eux, comme ayant méme base et méme hauteur. ABC'D’ con-
tient 3 de ces rectangles. Donc

ABCD _ BD
ABC'D' BD"

212. Corollaire. — Deux vectangles de méme hauteur soni
entre eua comme leurs bases.

213. TuEorEME, — Le rapport de deuw rectangles est égal au
produst du rapport de leurs bases, par le rapport de leurs hau-
leurs.

Soient R, R’ deux rectangles ayant pour bases, respective-
ment, B, B', et pour hauteurs H, H'. Je dis que

RS EH
RE B! S IH!
Prenons un rectangle auxiliaire R"", dont la base soit B et la

hauteur H'. Le théoréme précédent donne

s it
R/ OREEBE

Le produit des rapports de R & R" et de B” & R’ est égzalaun
rapport de R a R' (Aréihm., 212). Donc les deux derniéres
égalités donnent celle qu'il s’agissait de démontrer.

21 4. Remarques.— 4 °Soient deux rectangles ABCD, A'B'C'D
tels, que leurs bases soient dans le rapport de 4 & 3, et leurs
hauteurs dans celui de 4 & 5. Le théoréme précédent exprime
que le rapport des rectangles est 4. £—=41%, ou qu'un méme
rectangle peut étre contenu 46 fois dans ABCD et 13 fois
dans A'B'C'D', C'est ce qui est rendu évident par la figure.
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2° Supposons qu’avee une certaine unité, on ait mesuré B,
B', H, H'; alors ces lignes pourront étre remplacées par leurs
longueurs, ¢'est-d-dire par des nombyes. Représentons ces nom-
bres par b, b', h, &' : le théoréme ci-dessus deviendra

I{ = th
R b

Ce résultat s’énonce ainsi : Deugs rectangles sont entre eucw
comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs.

3° On doit bien observer que bk est lo produit de deux
nombres, et non le produil de deux lignes ; ce qui n’aurait
aucun sens.

245. Supposons que I'on prenne R/ pour unité de surface;
R : ;
alors le nombrcﬁ est ce quon appelle aire du rectangle R.

En représentant cette aire par @, nous aurons

bh
a=-—-,
b'h!
On voit que I'aire est, pour les rectangles, ce que la longueur
est pour les droites : un nombre mesurant la grandeur.

216. L'expression précédente se simplifiera, si, au lieu de
prendre arbitrairement le rectangle R’, nous choisissons pour
unité de surface le carré qui a pour cété unité de longueur,
En effet, nous aurons o' = p' — 1,

et a=0bh.

Ce nouveau résultat s’énonce ainsi :

L'aive d’un rectangle est égale a sa base multiplide par sa
hauteur ; ou :

Un rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur.

217. Corollaire. — L'aire d’'un carré est égale @ la seconde
puissance de son cdié.

En effet, si dans la formule a = bh on suppose k=5, on ob-
tient @= b2. Si, par exemple, le coté d’un carré est représenté
par §, Paire de ce carré sera 25,
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C'est & cause de cette propriété que I'on donne le nom de
carrds aux secondes puissances des nombres. (4rithm., 186.)

Aire du parallélogramme.

218, TakorkME. — Deuw parallélogrammes de méme base el
de méme hauteur sont équivalents.

Supposons que les parallélogrammes aient méme base infé-
rieure AB ; leurs bases supérieures CD, C'D’ seront en ligne
droite.

Le premier parallélogramme ABCD se compose du trapeze
ABCD', diminué du triangle DBD'. De méme, ABC'D’ se com-
pose de ABCD' diminué de CAC’.
Or, les friangles CAC', DBD’
sont égaux, A cause de A — B,
AC=BD, AC'=BD', Done, d’aprés
la définition (206), les paralléle-
grammes sont équivalents.

249, Corollaire. — Tout parallélogramme a pour mesure le
produit de sa base par sa hauteur.

Aire du triangle,

220. TukorkMe. — Tout triangle est la moitié du parallélo-
gramme de méme base et deméme hauleur.

En effet, la diagonale d'un parallélogramme partage cette
figure en deux triangles égaux,

221. Corollaire. — Tout triangle a pour mesure la moitié du
produit desa base par sa hauteur.

Aire du frapze.

222, TatoriME. — Tout irapéze a pour mesure le produit de
sa hauteur par la demi-somme de ses
bases.

En effet, le trapéze ABCD se com-
pose des triangles ABC, CAD de méme
hauteur que ABCD.
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! Aire d'un polygone quelconque.

223. Tout polygone étant décomposable en triangles, sil'on
peut mesurer la base et la hauteur de chacun d’eux, ondéter-
minera I'aire du polygone.
Cette méthode, simple et rigoureuse en théorie, ne I'est plus
dans Papplication. Elle ne pourrait servir, par exemple, & me-
surer un terrain de forme irréguliére. Le proecédé suivant,
commode & employer, conduit & une formule qu’il est bon de
connaitre.
] Menons, dans le plan du
polygone AA’A"... une droite
indéfinie OX, et prenons, sur
cette droite, une origine O.

Abaissons ensuite, des dif-
férents sommets du poly-
gone , des perpendiculaires
sur OX*, puis mesurons cha-
cune d’elles, ainsi que sa dis-
tance au point O.

Désignons par b, b', b”,..., les distances OB, OB’, OB”, et
par a, ¢', a", les perpendiculaires. Enfin, représentons par P
Paire du polygone; nous aurons

2P= (a-+a) (b'—b) + (a'-+a") (b"—b') - (@""+a") (5"
((&”" -+ aw) (bm __bw)_(g_:\'_l‘_ﬂ,v}(bw_ bv) —_ (C(-"—I—ﬁ) (bv__b} 5

ou, en metlant a, a'ya",..., en facteur commun (Arithm., i4),

2P =a (V' —b)+a (b —b) -0 (b —b) 4 " (b — )
+ @ (B*—b"") +-av (b — b),

Pour abréger, appelons abscissesles distances b, ', b"..., et
ordonnées les perpendiculaires a, o @',...; NOUS pourrons
dire que :

L'aire d’un polygone quelconque est égale a la dems-somme
des produits que I'on obtient en multipliant Uordonnée de chaque
sommet par la différence enire les abscisses des deum sommels
voisins™*,

* Sur le terrain, cette construction se fait aisément avec I'dquerre
d’arpenteur.

** Cette différence, qui peut étre positive ou négative, doit toujours
) étre prise dans le méme ordre,
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Relations entre les carrés construils sur les odtés d’un triangle.

22k, THEOREME. — Le carré construit sur Uhypoténuse d'un
triangle rectangle est équivalent ¢ la somme des carrés construils
sur les deum autres cotés.

Premiéredémonstration. — Chacun de ces carrés a pour me-
sure laseconde puissance dunombre qui mesure son cOté (217).

Drailleurs, la seconde puissance du nombre qui mesure
Ihypoténuse est égale & la somme des secondes puissances
desnombres qui mesurent les deux c6tés de I'angle droit (163).
Donc le premier carré est équivalent & la somme des deux
autres,

Seconde démonstration, — Aprés avoir construit des carrés
surles cotés du triangle BAC, rectangleen A, menons IK paral-
lele & AB, et HK paralléle & AC; le triangle THK sera égal &
BCA (46). Menons ensuite FE, A K,
GA, DA : ces deux derniéres droites
w'en font qu'une, parce que, divisant
en deux parties égales les angles
droits FAB, EAC, opposés par le som-
met, ellessont également inclinées sur
la droite BAE.

Cela posé, il est visible que les
quatre quadrilatéres DEFG , DCBG,
ACIK, KHBA sont égaux, En effet:

1°Si nous faisons tourner DEFG
autour de DG, AED s'appliquera sur
ACD, et AFG s’appliquera sur ABC. ...

2° Si nous faisons tourner ACIK autour du point C, jusqu’a
ce que CA coincide avec CD, le coté CI, égal A CB, s’appliquera
sur celui-ci, parce que les deux angles ACI, DCB, composésde
I'angle ACB augmenté d’un angle droit, sont égaux. De méme,
IK viendra coincider avec BG.

3° Si nous faisons tourner KHBA autour de B, de maniére
que AB s’applique sur GB, la premiére figure viendra coinci-
der avec DCBG.....

Observons actuellement que la somme des carrés BF, CE se
compose de lasomme des deux premiers quadrilatéres, dimi-
nuée des deux triangles égaux BAC, EAF, et que le carré con-
struit sur Phypoténuse se compose dela somme des deux der-
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niers quadrilatéres, diminuée des deux triangles égaux BAC,
IKH. Donc, conformément & la définition (206), le dernier
carré est équivalent & la somme des deux autres.

La premiére démonstration s'applique aussi a la proposition
suivante, qui ne différe pas d’un des théoremes ei-dessus (165).

995. TakonkME. — 1° Dans tout triangle, le carré construii
sur le cOté opposé & un angle aigu est équivalent @ la somme
des carrés construits sur les deuw aulres colés, moins deua fois
le rectangle ayant pour base U'un de ces cdiés, et pour hauteur
la projection du second cdié sur le premier.

90 Dans tout triangle obtusangle, le carré comstruit sur le
coté opposé a Langle obtus est équivalent dla somme des carrés
construits sur les deux autres cotés, plus deua fois le rectangle
ayant pour base l'un de ces cdlés et pour hauteur la projeciion
du second coté sur le premier.

2926. Corollaire. — Un triangle est acutdngle, rectangle ou
obtusangle, selon que le carré du plus grand c6té est inférieur,
égal ou supérieur a la somme des carrés des deuw autres cdids.

Rapport des aires de deux polygones semblables.

997. Tukonime. — Deuw triangles semblables sont entre eum
comme les carrés de leurs cotés homologues.

Soient d’abord deux triangles ABC,
ADE, ayant un angle égal A. Je dis que
I'on aura

ABC AC AB

ADE AE " AD

Menons BE; les triangles ABC, ABE ont méme sommet
B, et leurs bases AC, AE sont situées sur une méme droife;
ces triangles ont donc méme hauteur; conséquemment, ils
gont proportionnels & leurs bases, c'est-a-dire que

ABC__AC
ABE ™ AE'
On trouve de méme
ABE AB

AED  AD'
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Il résulte, de ces deux proportions,

ABC AC AB
AED AE "AD’

Si, dans la figure, les triangles ABC, ADE sont semblables,
on aura

AC_ AB
AE AD’
Done
ABC (AC 2 AC
AED AE/ \_]f
228. TufonkME. — Deuw polygones semblables sont entre

eua commeles earréds de deuwx cdiés homologues quelconques.

Deux polygones semblables P, p, sont composés d’un méme
nombre de triangles semblables, chacun & chacun (147).

SoientT, T’,T",... les triangles composantP; soient £, ¢/, ”,...
les triangles du polygonep, correspondant aux premiers; soient
enfin C, cdeux cotés homologues : nous aurons par le théoréme
précédent, et a cause de la proportionnalité entre les diago-
nales homologues et les c6tés homologues (156),

TGS AT 2 B (R

i e e
puis, par les propriétés des proportions,

THT 4T 4. @

et +... &

ou enfin
et
p &
229. Corollaire. — Les aires de deuwm polygones réguliers

semblables sont entre elles comme les carrés desrayons des cer-
cles circonscrits, ou comme les carrés des apothémes.

En effet, le rapport des rayons ou celui des apothémes, est
égal au rapport de similitude des deux polygones (184).
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Aire d'un polygone régulier.

230, TniorimE. — Laire d'un polygone régulier est égale
aw produtt du périmétre par la moitié Jde Papothéme.

Tout polygone régulier est décomposable en triangles iso-
scéles égaux, ayant pour bases les cotds du polygone, En ap-
pelant ¢ 'un de ces cotés ot g Papothéme, Paire de chaque
triangle sera représentée par 3 ca. Sidone le polyeone a n co-
tés, son périmétre p est ne; et comme

1 Lo
. n=cn.fa=p,

a,
on a

el
P=p.4a,

P étant I'aire du polygone.
Aire du cercle.

231. THEOREME, — (e circonférence étant donnée, on peut
loujours y inscrive et y circonscrive deum polygones réguliers
semblables tels, que la différence de leurs aires soit moindre
quune grandeur donnde quelconque. (Voir le no498.)

232. Quand on double indéfiniment le nombre des cotés de
deux polygones réguliers semblables, I'un inscrit et Iautre
cireonserit & une méme circonférence, la différence entre leurs
aires diminue indéfiniment, de manidre 3 devenir moindre que
toute grandeur donnée. Il résulte de I que les aires des poly-
gones inscerits et les aires des polygones circonserits tendent
vers une limite commune. Cette limite est ce qu'on appelle
aire du cercle donné,

233. TurorkME, — L'aire du cercle est égale au produit de la
circonférence par la moitié du rayon. ‘

L'aire d'un polygone rézulier est égale au produit du péri-
meétre par la moitié de Papothéme (230). Or, les limites res-
pectives du polygone, du périmétre et de I'apotheme sont h,
cercle, la circonférence el le ra yon; et d'un autre coté, la 1i-
mite d’un produit est égale au produit des limites des F;_u_-teurs;
donc 'aire du cercle est égale & la lonzueur de Ia circonfé-
rence, multipliée par la moitié du rayon.
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23&. Scolie, — 1° Soit o une circonférence de rayon R;
on a(201)
=2 R,

2° Soit G I'aire du cercle de méme rayon R ; on aura

C=2%R.4R,
ou
C=n=R2

235. Corollaire. — Deuw cercles sont entre euw comme les
carreés de leurs rayons,

236. Deux cercles doivent étre considérés comme les limites
de polygones semblables, Ils jouissent dong des propriétés qui
appartiennent & ces polygones. Il en est de méme pour les
arcs et pour les secteurs semblables, ou appartenant A un
méme angle au centre. Ainsi ;

237, TutorEME., — Ao Les arcs semblables sont enire eum
comme les rayons ;

2° Les secteurs semblables sont entre eum comme les carrés des
rayons.

238. THEOREME, — Dans un méme cercle, deum secteurs
sont entre euam comme les arcs, ou comme les angles au centre,

239, Trtonive.—L'aire d'un secteur est égale au produit
de Uarc par la moitié du rayon.

Résumé,

Deux rectangles de méme base et de méme hautenr sont égaux,

Deux rectangles de méme base sont entre eux comme leurs hau-
teurs,

Le rapport de deux rectangles est égal au produit du rapport de
leurs bases, par le rapport de leurs hauteurs,

Deunx rectangles sont entre eux comme les produits de leurs bases
par leurs hauteurs.

L'aire d'un rectangle est égale & sa base multipliée par sa hau-
teur, ou un rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur.

Liaire d'un carré est égale 4 la seconde puissance de son cots,
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Deux parallélogrammes de méme base et de méme hauteur sont
équivalents.

Tout parallélogramme a pour mesure le produit de sa base par sa |
hauteur., |

Tout triangle est Ja moitié du parallélogramme de méme base et de
méme hauteur.

Tout triangle a pour mesure la moitié du produit de sa base par sa
hauteur.

Tout frapeze a pour mesure le produit de sa hauteur par la demi-
somme de ses bases,

Le carré construit sur 'hypoténuse d'un triangle rectangle est dqui-
valent & la somme des carrés construits sur les deux autres cdtés,

Dans tout triangle, le carré construit sur le coté opposé i un
angle aigu est équivalent a la somme des carrés construits sur les
deux autres colés, moins deux fois le rectangle ayant pour base I'un
de ces cotés, et pour hauteor la projection du second cité sur le
premier.

Dans tout triangle obtusangle, le carré construit sur le cété opposé
a 'angle obtus est équivalent & lasomme des carrés construits sur les
deux aulres cotés, plus deux fois le rectangle ayant pour base I'un
de ces cotés, et pour hauteur la projection du second cdté sur le
premier.

Un triangle est acutangle, rectangle, ou obtusangle,, selon que le
carré du plus grand coté est inférieur, égal ou supérieur a la somme
des carrés des deux autres edtés,

! Deux triangles semblables sont entre eux comme les carrés des eotés
I homologues.

{ Deux polygones semblables sont entre eiix comme les carrés de
! deux cotés homologues queleonques.
Les aires de deux polygones réguliers semblables sont entre elles
‘ comme les carrés des rayons des cercles circonserits, ou comme les
carrés des apothémes.
L'aire d'un polygone régulier est égale au produit du périmétre par
| la moitié de "apothéme.
Une circonférence étant donnée, on peut foujours y inserire et
y circonserire deux polygones réguliers semblables tels, que la dif-
férence de leurs aires soit moindre qu'une grandeur donnée quel-
conque.
L'aire du cercle est égale au produit de la circonférence par la
moitié du rayon.
Deux cercles sont entre eux comme les carrés de leurs rayons.
Les ares semblables sont entre eux comme leurs rayons.

Les secteurs semblables sont entre eux comme les carrés de leurs
rayons.
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Dang un méme cercle, denx secteurs sont entre eux comme leurs
arcs, ou comme leurs angles au centre.

L'aire d’un secteur est égale & l'are mulliplié par la moitié du
rayon,

CHAPITRE X

Exercices ef probldmes sur la comparaison des aires (240-245). —
Construire un carré équivalent & un polygone domné (R40). —
Construire un carré dont le rapport & un carré donné soit égal
au rapport de deux lignes dommées (241). — Construire un ree-
tangle équivalent 3 un carré donné, et dont les cotés adjacents
fassent une somme ou aient entre eux une différence donnée (244).
— Application & la construction des racines des équations du second
degré,a une inconnue (2435).

Problémes.

240. ProsLEME 1. — Construire un carré équivalent a un
parallélogramme ow @ un triangle donné.

Soit X le ¢Oté inconnu du carré équivalent & un parallélo-
gramme dont la base et la hauteur sont des droites don-
nées, B, H. On doit avoir (213)

o

|

-_—_-i;

Hl=
vl

d'olt
X

H

.

b =

Ainsi, le coté du carré est moyen proportionnel entre la
bage et la hauteur du parallélogramme,

On verrait, de méme, que le c6lé du carré équivalent & un
triangle donné est moyen proportionnel entre la base et la
moitié de la hauteur du triangle.

941. ProsriME II. —Construire un carré qui soif @ un carré
donné, dans le rapport de deuw droites données.

Soit o le coté du carré donné, et soient p, ¢ les droites
données,
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Prenons, sur une droite
indéfinie, AB=p, BC =g;
sur AC, comme diamétre,
déerivons une demi-circon-
férence; élevons en B Ja
perpendiculaire BD au dia-
metre; tirons les droites
indéfinies DA, DC; prenons,
sur celle-ci, DE=¢; enfin,
par le point E, tirons EI
paralléle & CA. Je dis que
DF est le coté du carrs
cherché.

En effet, en désignant par AD” et CD * les carrés construits
sur AD et CD, nous ayons d’abord

De plus, & cause des paralléles EF, CA:

AD_DF_DF
CD DE ¢
ou
i oF
o o
done
D _p
G

Remarque. — Dans le cas particulier o CD égalerait c,
DA serail le ¢oté du carré demandé.

242. Prorime 111, — Construire un triangle équivalent d
un polygone donné.

Soit, pour fixer les idées, le pentagone ABCDE, qu'il s'agit

* Cette notation est fondée sur le théordme relatif 4 la mesure du
carré (217).
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de transformer en un
triangle équivalent.

Par le sommet C,

menons CC' paralléle
a la diagonale DB,
et soit C' le point oil
cette parallele coupe
le prolongement de
3 # AB; menons DC'.
Au moyen de cette construction, nous avons remplacé le
triangle BCD par le triangle équivalent BC'D : en effet, ces
deux Lrlamles ont méme base DB et méme hauteur. Donc, a
cause de la partie commune AEDB, le quadrilatére AEDC!
est équivalent au pentagone donné.

De méme, si nous menons EA’ paralléle a DA, nous rempla-
cerons le triancle DEA parle friangle équivalent DA'A. Le
pentagone proposé seradone transformé en un triangle A'DC!
équivalent.

La construction est évidemment indépendante de I'espéce
du polygone donné.

243. PropriME IV, — Construire un carré équivalent é un
polygone donné P.

Aprésavoir construit un triangleT équivalenta P (Probl. IIT),
on cherchera le carré C équivalent au triangle T (Probl. I) :
ce sera le carré demandé. :

244, ProBLEME V. — Construire un rectangle équivalent @
un carré donné, connaissant la somme ou la différence des cdtés
adjacents.

1° Soit AB la somme de la base et de la hauteur du rec-
tangle inconnu. Sur cette droite, comme diameétre, décrivons
une demi-circonférence, Menons CD parallele a AB ef a une
distance de AB égale au coté du carré : ordinairement,
la droite CD rencontre la
circonférence en deux
points C, D¥. Si, de T'un
d’eux , nous abaissons CE
perpendiculaire & AB, les
cotés adjacents du rec-
tangle cherché seront AE
el BE.

* Yoirla Remarquel, ci-apris
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En effet, la perpendiculaire CE est moyenne proportionnelle
entre les segments AE, BE (162).
2° Soit AB la différence donnée : sur
cofte droite AB, comme diamétre, dé-
crivons la circonférence AEBF. Au
point A, élevons la tangente AD, égale
au ¢oté du carré donné, Enfin, joignons
le point D au centre C par la sécante
DECF. Les dimensions du rectangle
cherché sont DE et DF,
Effectivement , la tangente AD est
moyenne proportionnelle entre ces droites
(166), dont Ia différence est AB.

245. Remarques.— 1. Nommons s lasomme de labase et do
la hauteur du rectangle, et ¢ le c6té du carrédonné. La droite

i - 1
CD coupera la demi-circonférence, sil’ona ¢ < = s;ellesera
; 1 2 >
tangenie si ¢ = 3 §; et alors le rectangle cherché sera préci-

i :
sément lecarré donné. Enfin, si ona ¢> 3 5,1a droite CD |

est extérieured la circonférence, et le probléme est ampossible.

II. On conclut, de cette discussion, ce théoréme d’arithmé-
tique: Le produit de deux facteurs dont Ia somme est constante,
est le plus grand possible, lorsque ces facteurs sont égauas.

III, L’équation générale du second degré
©*px 4 g=0,
prend, si Pon met en évidence les signes de petde g, les
quatre formes suivantes :
o prtg=0 (1), o —potq=0 (2),
o pr—q=0 (3), @ —pr—g=0 (4).

Si 'on change @ en — @, les équations (1), (3) se transforment
dans les équations (2), (4).

Donc I'équation générale du second degré peut toujours se
ramener & I'une ou a I'autre des équations (2), (4), lesquelles
peuvent étre écrites ainsi :

z(p—a)=q (), & (@—p)=gq (6).
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Dans 'équation (8), la somme des facteurs x, p —X de (, st
égale a p.

Dans I'équation (6), la différence des facteurs X, X —P de q.
est égale @ p.

Nous voyons donc cue les deux problémes résolus ci-des-
sus équivalent & la résolution d'une équation dusecond degre;
et que, réciproquement, les racines d’une équation du second
degré peuvent éire facilement construites *.

Applications numériques.

946. PREMIER PROBLEME. — Trowver la surface d'un ler-
rain AAAY... (223), d’aprés les mesures sutvantes :

a=—=30m 17, a' =37™,15, a''=29m 18, a''=317,17,
av = 12m 35, ay=10m,65;

b= Tm 23, b =192,37, bH=—kOm, b, b'"=63",T1,
bv — B9m 45, by =18m 40.

Appliquant la formule du numéro cité, et prenant le metre
carré pour unité de surface, nous aurons, P élant 'aire du
terrain,

9 P— 230,17 . 0,97 37,45 32,92} 29,18 . 44,34
130,17, 42,30 — 12,35 . k5,31 —10,68 . £5,22
— 29,26k 9 - 1222,978 0-}-1293,8412-}- 383,391 0
— 559,878 5— 481,593 0 =1 888,323 6;
P— 94k, 1648.

Ainsi, la surface du ferrain serait 944,4618.

947. DEUXIEME PROBLEME, — Un arpenteur, aprés avoir
mesuré un terrain de forme rectangulairve, a oublié quelles en
sont les dimensions. Il voudrait se les rappeler, sachant que
leur somme est 650 mélres, et que la surface du terrain @
été trouvde égale a1 0 hectares &6 ares 45 centiares.

* Les problemes précédents sont absolument ind ispensables. On en
trouve beaucoup d'autres, @ pen pres aussi importants que ceux-ci,
soit dans mes Eléments de Géométrie, soit dans mes Théorémes et
Problémes de Géométrie élémentaire.
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Appelons b la base du rectangle et h sa hauteur ; prenonz
le métre pour unité, nous aurons

b 4 h =650,
bh =104 645.

Les deux nombres cherchés sont done les racines de I'équa
tion du second degré

22— 650 404 645=0.

La formule connue (Algébre, 119) donne

2=325 + \/3252— 104 645,
Opérant par logarithmes, nous aurons:

log 325 — 2,51188336

2 log 325 —5,02376672
nomb. corresp. = 3282=105625-
104645 —

980
log 980=2,9912261
$=1,4956130
nomb. corresp.= /980 = 31,304 98;

par conséquent :

b=1325 131,304 95= 356,304 95,
hi= 325—31,304 95=293,695 05,

ou, a fort peu prés,
b=356m,30, h=293m 70",

248. TROISIEME PROBLEME. — Calculer la surface d'un
triangle dont les trois c6tés ont pour longueurs

a=28mT31, b=—23m,65 c=5m,248.

En désignant par T P'aire du triangle el par & la hauteur
qui correspond au coté @, nous aurons (220)

T=1 gh.

* Voyez la Remarque 111, p. 94,
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D'un autre cdté,

h=2 Vpo—a) (p—5) p—0),

p étant le demi-périmétre (169). La formule qui donne I'aire
d'un triangle en fonction des trois cOtés est donc

= Vo (p—a) (p—b) (p— o).

Ainsi, Paire d’un triangle est égale a la racine carrée du pro-
duit que on obtient en multipliant le demi-périmétre par ce
demi-périmétre diminué de chacun des c6lés.

D’aprés les données, nous aurons (169) :

log p=1,4596413

log (p — a)=2,9319664
]Og {P — b): 0,7128601
log (p—¢)=1,3723320
24767995
i—:-‘l 12383998 =log T,
T=17,3141.

La surface cherchée égale done 417=,3141.

249, QUATRIEME PROBLEME. — Calculer le cdté d’un carré
équivalent @ un oclogone régulier dont le cdté égale 0m 6.

Commengons par évaluer I'aire A d'un octogone régulier
dont le coté AB=c. Soit O le cen-
fre de ce polysone. Menons ROS
perpendiculaire aux deux cotés oppo-
sés AB, EF : cette droite RS estle dia-
melre du cercle inserit, ou le double
de Tapotheme OR =a. Prolongeons
ensuite, de deux en deux, les cotés de
I'octogone ; nous obtiendrons un carré
LMNP ay. ant 2a pour coté.

Ceia posé, Ie~ triangles rectangles isoscéles ALH, BMC
nous donnent (186)

,u_}J =, BM = —.
o {2 /9
Done ) \ v
LM:?.(;:.:-L—{-G-J,-—C—;

\i2 V2
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ou

2a=c (ya41).

On conclut, de cette valeur,

A=2¢ (y21-1).

Soit & présent @ le coté du carré cherché; nous aurons

=26 (V2 +1);
d'olt
o=y V8.
Supposant ¢= 0m 6, et opérant par logarithmes, on trouve
enfin
@=1m,3184.

250. CINQUIEME PROBLEME. — Quel serait le diamétre d'un
bassin cireulaire équivalent a la cour du Louvre ?

La cour du Louvre est de forme carrée: son coté égale, &
fort peu pres, 60 foises*. Sa surface équivaut done A 3600
{o1: ] g =00 17 s (Arith 184
oises carrées, ou i m_mc res carrés (Avithm., 184).
D'un autre coté, I'aire du cercle de rayon R est = R? (234) ;
done, en prenant le métre pour unité, nous aurons

S o2 G.600I"
" (0,613 0T£)?
60 1
d'olt R— -___\/_,
0,513074 Y =

log 60=1,7781512 4
log 0,513 074 =1,7101800 —
log = =0,4971499
=0,2485750 —
=1,8193962
= 65,9774

lo

o5
j==l~~ R

Le diamétre du bassin serait donc 131m 955,

* Ce nombre est traditionnel ; les anciens ingénieurs attribuaient i
Ia cour du Louvre une éfendue de quatre arpents,
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251. SIXIEME PROBLEME. — On donne un secteur circulaire
dont Vangle au centre est de £3° 3' 18" et dont la surface est
¢quivalente a A hectare. Quel est le rayon de ce secteur?

Si nous prenons le métre pour unité, V'aire du secteur sera
représentée par le nombre 410 000, parce que 1 hectare égale
10000 métres carrés (4rithm., 174). D'un autre coté, le cercle
peut étre regardé comme un secteur dont angle au centre
serait égal & 360°, En observant que, dans un méme cercle,
deux secteurs sont entre eux comme leurs angles (238), nous
aurons done, R étant le rayon cherchs,

xR2 3600
40 000 £3°3718"

Pour évaluer le rapport contenu dans le second membre,
multiplions d’abord les deux termes par 40 : le produit 48* .10
est égal a 3', et nous aurons

=R 3600
10 000 430° 33"

Multiplions par 20 les deux termes du nouveau rapport :
33'.20=11°; en sorte que

n R2 72 000
10000 8614
Cette équation donne ensuite, par un calcul logarithmique
analogue a celui que nous avons effectué dans le probléme
précédent,

R=163m 14,

252, SEPTIEME PROBLEME. — Trouver, G moins de A milli-
métre, le rayon d'un cercle, tel, que si ce rayon augmentail
de 1 centimétre, la surface du cercle augmenterart de 1 meétre
carvé,

Prenons le centimétre pour unité ; nous aurons (234)

w(R4-1)2 — = R2=10 000,

Fob R 5000

=———1),5,

™
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5000 4

Or, i:o,a-ts.aogs. Done —— =— x5 000 = 1591,5 &
)4 ™ ™
moing de 0,4;
puis R = 1591,0 =15m,910.
————

CHAPITRE XIT™.

Du plan et de la ligne droite dans l'espace (253-282). — Condition
pour qu'une droite soit perpendiculaire 4 un plan (259). — Per-
pendiculaires et obliques an plan (255-263). — Propriétés de Ia
perpendiculaire et des obliques menées d’'nn méme point & un plan
(264). — Parallélisme des droites et des plans (265-282).

Préliminaires.

253, Takorktme. — Trois points, A, B, G, non en ligne
droite, déterminent un plan.

Soit AB la droite indéfinie menée par les points A, B. Sui-
vant AB, faisons passer un plan quelconque ; puis, imaginons
que ce plan tourne autour de AB, jusqu’a ce qu’il vienne pas-
ser par le troisieme point donné C, Alors sa position dans I'es-
pace est déterminée.

Je dis maintenant que tout autre plan passant par les points
A, B, C coincide avec le premier.

En effet, toute droite qui rencontredeux des trois lignes AB,
AG, BC est située fout entiére dans chacun des deux plans (12) ;
donc ces deux plans coincident.

95k, Corollaires. — 1o Deuw droifes qui se coupent sont
dans un plan, et en déterminent la position;
90 Deuc droties paralléles déterminent la position d'un plan.

955, TakonkME. — L'intersection de deuw plans est une
ligne drozie.

Sil’on pouvait trouver, sur I'intersection, frois points qui
ne fussent pas en ligne droite, les deux plans donnés, passant
par ces trois points, se confondraient ; ce qui seraif contraire
a I'hypothese.

* Yoir,a 1'Appendice,les notions sur le levé des plans et I'arpentage.
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Perpendiculaire au plan.

956. TaroriME. — St une droite AB est perpendiculaire @
deuw droites BC, CD, passant par son pied dans un plan MN,
elle est perpendiculaire @ toutes les droites que Von peut mener,
par son pied, dans le méme plan.

Soit BE une quelconque de ces droites : je dis que AB est
perpendiculaire & BE.

Menons la droite DEC, de ma-
niére qu'elle rencontre BC, BD,
BE ; prenons, sur AB, de part et
d’autre du plan, les distances
égales BA, BA'; joignons enfin les
points A, A’ aux points G, E, D.

La droite BC est perpendicu-
laire au milien de AA’; done
AC=A'C; de méme, AD=A'D.

Conséquemment les triangles ACD,
A'CD sont égaux, et les angles ACE, A'CE le sont pareil-
lement. Il suit de la que les trmn_v[cs ALE, A'CE sont égaux,
comme ayant un angle ézal compris enlre deux colés égaux,
chacun a chacun ; donc AE = A'E. La droite BE, ayant deux
de ses points.situés chacun a égale distance des extrémités
de AA’, est perpendiculaire au milieu de celle-ci; done AA’
est perpendiculaire & BE.

287, TukoriME. — Si une droite AB est perpendiculaire a
trois droites AC, AD, AE menées par un de ses points, celles-ei
soni toutes trois dans un méme plan.

Car, si la droite AE n’était pas dans le plan CAD, celui-ci
couperait le plan BAE suivantune droite AE’, différentede AE,
et qui, d’apres le théoréme précédent, serait perpendiculaire &
AB. On aurait done, dans un méme plan, deux droites AE,
AE', perpendiculaires & une méme droite AB, en un méme
point ; ce qui est absurde.

258. Corollaire. — Tant de droifes que Pon voudra, perpen-

diculaires a une méme droite en un méme point, sont dans un
méme plan.

259. A cause des deux propriétés qui viennent d’étre dé-
montrées, on adopte les définitions suivantes :
6.
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Une droite est dite perpendiculaire & un plan, lorsqu’elle est
perpendiculaire a toules les droites qui passent par son pied
dans ce plan ;

Réciproquement, le plan est dit perpendiculaire é la droite.

260. Les deux théorémes précédents peuvent donc &tre
énoncés ainsi:

1o Si une droite est perpendiculaire a deuw droites qui passent
par son pied dans un plan, elle est perpendiculaive au plan ;

20 Le liew géométrique des droites perpendiculaires a une
méme drotte, en un méme point, est le plan perpendiculaire d
ladroite, en ce point.

261. TukorEME. — D'un point donné A on peut foujours
mener une perpendiculatre @ un plan donné MN, mais on n'en
peut mener qu'une.

1l y a deux cas a distinguer, selon que le point est sur le
plan ou au dehors du plan.

{er Cas, — Menons, dans le plan MN, la droite quelconque
BC, de maniére qu'elle ne passe pas
en A. Abaissons AB perpendiculaire
sur BC, puis, par le point B, menons
BE perpendiculaire 2 BC. Enfin, dans
le plan ABE, élevons AE perpendi-
culaire sur AB. Je dis que AE est
perpendiculaire au plan MN.

Menons par le point A, dansle
plan MN, une droite quelcongue AC;
prenons, sur le prolongementde AE,
AE'—AE ; tirons EC, E'C.

La droite CB, perpendiculaire aux droites BA, BE, qui
passent par son pied dans le plan ABE, est perpendiculaire 4
BE' (25b) ; d'ailleurs, la droite AB est perpendiculaire au
milien de EE'; donc BE=BE'. Ainsi, les triangles rectan-
gles EBC, E'BC sont égaux, et EC=E'C. Par suite, la droite
ACest perpendiculaire au milieu de EE'. Done cette derniére
droite, perpendiculaire & la fois aux deux droites AB, AC, qui
passent par son pied dans le plan MN, est perpendiculaire i
ceplan,

2¢ Cas. — Menons, dans le plan MN, la droite quelconque
BC. Abaissons, du point A, une perpendiculaire AD sur cette
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droite ; puis, par le point D et dans
le plan MN, menons DE perpendi-
culaire & BC. Enfin, abaissons AE
perpendiculaire sur DE. AE sera
perpendiculaire au plan MN.

Nous supprimons la démonstra-
tion, parce qu'elle différe trés-peu
de celle qui précéde.

Quant & la seconde partie de la proposition, elle est presque
évidente : si, par le point A, on pouvait mener deux per-
pendiculaires & MN, le plan de ces droites couperait MN
suivant une perpendiculaire i I'une et & Pautre; ce qui est
absurde (56).

262. Si, sur la droite AD, nous prenons un point quelconque
A, et si nous abaissons A’E' perpendiculaire 4 DE, la droite
A'E' sera, d’aprés la construction précédente, perpendiculaire
au plan MN.

Cela posé, admettons les définitions suivantes :

La projection d'un point, sur un plan, est le pied de la per-
pendiculaire abaissée de ce point sur le plan;

La projection d’une ligne est le liou géométrique des projec-
tions de tous ses points.

Nous conclurons, de la remarque et de la démonstration
précédentes, deux théorémes importants :

263. Tukorkme. — La projection d’une ligne droite, sur un
plan, est une ligne droite.

264. THEOREME. — 1° S¢ deua droites sont perpendioulaires
entre elles, la projection de la premicre, faite sur un plan pas-
sant par la seconde, est perpendiculaire a celle-ci.

2° Réciproquement: Si la projection d’une droite, faite sur
un plan passant par une aulre droite, est perpendiculaire a
celle-ct, les deug droites sont perpendiculaires entre elles.

1 Soit, comme ci-dessus (261, 2¢ cas), la perpendicu-
laire AD & une droite BC située dans le plan MN, SiTon trace,
dans ce plan, DE perpendiculaire & B(, cette droite DE est
la projection de AD : le théoréme est done démontré.

2° Soient BA perpendiculaire & BC (261, fer cas), et AE
perpendiculaire au plan MN. Le plan BAE est perpendicu-
laire 2 BC; done, quel que soit le point E pris sur AE, la
droile EB est perpendiculaire 4 BC (256).




104 GEOMETRIE,

965. THEOREME. — Si, d’un point A, ewxlérieur & un plan
MN, on méne la perpendiculaire AB et plusieurs obliques AGC,
AD, AE, a ce plan :

A° La perpendiculaire AB est plus
courte que foute oblique ;

9¢ Deua obliques AC, AD, qui oni
des projections égales, sont égales ;

3° Dedeux obliques AC, AE, celle
qui a la plus grande projection est
la plus grande.

En effet :

§° Dans le plan ABC, la perpen-~
diculaire AB a la droite BC est plus
courte que 1'oblique AC;

9° Si BC=BD, les triangles rectangles ABC, ABD son
égaus.

30 Si I'on a BE = BD, prenons BC=BD; les obliques AC,
AE seront situées dans un méme plan ; donc

ou, & cause de

AC=AD:
AE > AD.

Droites paralltles.

966. TatorkEME. — Par un point donné, on ne peut mener
qu'une seule paralléle a une droite donnée.

Par définition, deux droites paralléles sont dans un méme
plan. Or, par la droite et par le point donnés, on ne peut
faire passer qu'un seul plan; et, dans ce plan, on ne peut
mener, par le point donné, qu'une seule parallele a la droite
donnée (69).

267. TrakorkME. — Si deux droites sont paralléles, tout plan
perpendiculaire a U'une est perpendiculaire a Uaulre.

Soient deux paralléles AB, CD, et soit un plan MN, per-
pendiculaire a AB : je dis qu’il est perpendiculaire & CD.

Le plan des deux paralltles coupe le plan MN suivant une
droite BD, perpendiculaire & AB ; done la droite CD, parallele
a AB, renconire cette intersection et y est perpendiculaire.

Menons, par le point D, dansle plan MN, la droite EF per-
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pendiculaire a BD, et joignons le méme point D & un point
quelconque A de AB. D’aprés un théoréme démontré ci-dessus

(264, 2°), EF sera perpendicu-

laire a AD. Mais cetle droite

EF est déja perpendiculaire a

BD; doncelle est perpendicu-

lairea CD (256). Done enfin, la

droite CD, perpendiculaire aux
droites DB, DE, est perpendi-
culaire a MN.

268. Réciproque. — Deuw droifes, perpendiculaires & un
méme plan, sont paralléles entre elles.
Soient AB, *CD ces deux droites.
- Sielles ne sont pas paralléles, me-
nons par le point D une paralléle
DC’ 4 AB; elle sera perpendiculaire
4 MN. Mais DC est déja perpendi-
culaire & ce plan; on pourrait done,
par un méme point, mener deux
perpendiculaires 4 un méme plan;
ce qui est impossible (261).

269, TakorEME, —Deuw drottes A, B, paralléles a unedroiteC,
sont paralléles entre elles.

Si les trois droites sont dans un méme plan, la proposition
est démontrée (70). Supposons done que A ne soit pas dansle
plan des paralléles B, C. Menons un plan P, perpendiculaire &
C. Lesdroites A et B seront perpendiculaires a ce plan (267);
done elles sont paralléles entre elles (268).

270. Corollaire. — L'intersection de deuw plans,menés sui-
vant deux droites paralléles, est paralléle a ces droites.

En effet, si par un point de I'intersection, on méne une pa-
rallele commune aux deux droites, cette paralléle devant se
trouver & la fois dans les deux plans, se confond avec leur
intersection.

271. TufoniME. — Tout plan, mené suivant une paralléle B
@ une droite A, est paralléle a celle-ci.

Si la droite A rencontrait le plan, ce ne pourrait étre qu'en
un point de la droite B : ces deux droites ne seraient donc pas
paralléles.
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272. Réciproque. — Tout plan, mené suivant une droite pa-

ralléle d un plan, coupe celui-ci suivant une paralléle & la
droite.

273. Corollaires.—1° Une droite et un plan étant paralléles,
st, par un point du plan, on méne une paralléle a la droite, cette
paralléle sera tout entiére dans le plan;

2° Une droite, paralléle @ deuw plans qui se coupent, est pa-
ralléle a leur intersection.

Plans paralléles.

274. Deux plans sont dits paraliéles lorsque, étant prolongés
indéfiniment, ils ne peuvent se rencontrer.
Cette définition est justifiée par le théoréme suivant :

275. Takorime. — Deux plans MN, PQ, perpendiculaires d
une méme droiie AB, sont paralléles entre eua. )
= Si ces plans se rencontrent,

0it O un point de leur inter-
section. Joignons ce point aux
poinis A et B, ot la droite perce
les plans; les droites OA, OB
seront perpendiculaires a AB;
ce qui est absurde, Donc les
plans sont paralléles.

276. Corollaire.— Par un point donné, on peut mener un
plan paralléle @ un plan donné.

277. TatoniME. — Les intersections de deuw plans paral-
léles, par un troisiéme plan, sont paralléles.
En effet, si ces intersections se rencontraient en un point,
ce point seraib commun aux deux plans, lesquels ne seraient
"pas paralléles.
278. Corollaire. — Par un point donné, on ne peut mener
qu’un seul plan parallele @ un plan donné.
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Si, par le point A, on peut faire passer deux plans PQ, P'Q’,
paralléles & MN, soit CD leur intersection.,

Menons, par Ie point A, un plan qui coupe MN, et qui ne
passe pas suivant CD. Soient EF, E'F’, GH les intersections de
ce plan avec PQ, P’Q’, MN. Les deux premiéres droites seront
paralleles & la troisiéme (277) ; ce qui est absurde, puisqu’elles
se coupent (269).

279. THEOREME. — Si deux plans MN, PQ sont paralléles,
toute perpendiculaire & lun est perpendiculaire & Pautre.

Soit Ia droite AB perpendiculaire au plan MN. Je dis qu’elle
est perpendiculaire an plan PQ.

Par la droite AB faisons passer un plan, et soit CD son inter-
section avec MN. En vertu du corollaire précédent, ce plan
auxiliaire coupe PQ; et, en vertu du théoréme, son intersec-
tion avec PQ est paralléle & CD.

La droite AB, perpendiculaire 3 CD,
renconire donc EF ou PQ en un
point G; de plus, elle est perpendi-
culaire 4 EF,

Il résulte de 1A que AB est perpen-
diculaire & une droite quelconque me-
née par son pied, dans le plan PQ :
en d'autres termes, elle ost perpendi-
culaire & ce plan (259).

280. Takionkme. — Deux plans M, N, paralléles & un planP,
sont paralléles entre eu.

Soit une droite perpendiculaire & ce dernier plan;elle est
perpendiculaire aux deux autres (279) : done ceux-ci sont
paralléles entre eux (275).

281. THEOREME. — [

aralléles, comprises entr, d
plans paralléles,sont égales. P ) comp e deuw

Soient AB, CD deux droites paral-
léles, terminées aux deux plans pa-
ralleles MN, PQ : je dis que AB—CD,

Imaginons le plan de ces droites;
il coupe les deux autres plans sui-
vant des paralléles AC, BD : done
la figure ABCD est un parallélo-
gramme; done

AB=CD,
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282. Corollaire. — Deuw plans paralléles sont partout éga-
lement distants.

983. TnronkMe. — St deuw angles BAC, B'A'C’, non situés
dans un méme plan, ont leurs céiés paralleles et dirigés dans
le méme sens, ces angles sont égauax, et leurs plans sont pa-
ralléles.

Prenons AB=A'B’;, AC= A’C’; menons AA’, BB, C(, BC
et B'C.

La figure ABA'B’, qui a deux cdtés égaux et paralléles, est
un parallélogramme ; donc AA’ et BB sont égales et paralléles.
De méme pour AA' et CC'. Donc les
droites BB', CC', égales et paralléles
a AA’, sont ézales et paralléles entre
elles; done la fizure BCB'C’ est un
parallélogramme, et BC—=B'C".

Par suite, les deux triangles ABC,
A'B'C' sont égaux comme ayant les
trois cotés égaux, chacun a chacun;
done les angles A, A’ sont ézaux.

Quant 2 Ta seconde partie du théoréme, elle est évi-
dente : si les plans BAC, B'A’C’ se rencontraient, leur inter-
section seraif, en méme temps, paralléle 4 AB et a AC (269);
ce qui est absurde.

Résumé.

Trois points, non en ligne droite, déterminent un plan.

Deux droites qui se coupent sont dans un plan, et en déterminent la
position.

Deux droites paralléles déterminent la position d’un plan.

1’intersection de deux plans est une ligne droite.

Siune droite est perpendiculaire a deux droiles passant par son pied
dans un plan, elleest perpendiculaire a toules les droites que I'on peut
mener, parson pied, dans le méme plan.

Si une droite est perpendieulaire & trois droites menées par un de ses
points, celles-ci sont toutes trois dans un méme plan.

Tant de droites que I'on voudra, perpendiculaires i une méme droile
en un méme point, sont dans un méme plan.

Si une deoite est perpendiculaire & deux droifes qui passent par son
pied dans un plan, elleest perpendiculaire au plan.
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Le lien géoméirique des droites perpendiculaires 4 une méme
droite, en un méme point, est le plan perpendiculaire 4 Ia droite, en
ce point.

D'an point donné on peut toujonrs mener une perpendiculaire 4 un
plan donné, mais on n'en peut mener qu'une.

La projection d'une ligne droite, sur un plan, est une ligne droite.

Si denx droites sont perpendiculaires entre elles, la projection de la
premiére, faite sur un plan passant par Ia seconde, est perpendiculaire
i celle-ci.

Réciproquement : si la projection d’une droite, faite sur un plan
passant par une autre droite, est perpendiculaire 4 celle-cj , les deux
droites sont perpendiculaires entre elles,

Si, d'un point extérieur 2 un plan, on méne la perpendiculaire et
plusieurs obliques 4 ce plan : 1° la perpendiculaire est plus courte
flue toute oblique ; 2° deux obliques qui ont des projections égales
sont égales ; 3¢ de deux obliquss, celle qui a la plus grande projection
est la plus grande,

Par un point donné, on ne peut mener qu'une seule parallole i une
droite donnée.

Si denx droites sont paralléles, tout plan perpendiculaire 3 I'une est
perpendiculaive a 'autre,

Réciproquement : denx droites, perpendiculaires & un meme plan,
sont paraliéles entre elles,

Deux droites, paralleles d une troisiéme, sont paralldles entre elles,

L'intersection de deux plans, menés suivant deux droites paralléles,
est paralléle & ces droites.

Tout plan, mené suivant une paralléle & une droite, est parallele 3
celle-pi,

Réciproquement: tout plan, mené suivantune droite paralléle & un
plan, coupe celui-ci suivant une paralléle a la droite,

Une droite et un plan étant paralleles, si, par un point du plan on
meéne une paralléle i la droite, cette paralléle est tout entiere dans le
plan.

Une droite, paralléle 3 deux plans qui se coupent, est parallile i
leur intersection.

Deux plans, perpendiculaires & une méme droite, sont parallles
entre eux.

Par un point donné, on peut mener un plan paralléle & un plan
donné,

Les intersections de deux plans paralleles, par un troisiéme plan,
sont paralléles.

Par un point donné, on ne pent mener quun seul plan paralléle 4
un plan donné,

Q. Céometrie, U
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Si deux plans sont paralléles, toute perpendiculaive a I'un est per-
pendiculaire a l'autre.
Deux plans, paralléles & un troisidme, sont paralléles entre eux,
Les paralleles comprises entre deux plans paralléles sont égales.
Deux plans paralléles sont partont également distants.
Si deux angles, non situés dans un méme plan, ont leurs cotés pa-

ralleles et divigés dans le méme sens, ces angles sont égaux et leurs
plans sont paralleles.

CHARITRE X111

Angle dipdre (284). — Génération des angles digdres par la rotation
d'un plan autour d'une droite (285). — Diddre droit (290). — Mesure
des angles ditdres (287 - 289). — Propriétés des plans perpendi-
culaives entre eux (200- 300). — Angles triddres (286). — Cas
d'égalité et de symétrie (308-312). — Propriétés de l'angle triddre
supplémentaire (301-303). — Limite de la somme des faces d'un
angle polyédre convexe (306). — Limites de la somme des angles
digdres d'un angle triedre (307). — Analogies et différences entre
les angles triedres et les triangles rectilignes (311).

Angles formés par les plans.

984. On appelle angle diédre 'espace indéfini EABD, com-
pris entre deux plans EABF, CABD qui se rencontrent. Ces
deux plans sont les faces de langle diédre, et la droite AB,
suivant laquelle ils se coupent, en est I'aréte.

285. Si le plan AEFB, d’abord appliqué
sur ACDB, tourne autour de la droite AB,
il engendre I'angle diédre EABD *,

986. On appelle angle polyédre 'espace
indéfini compris entre plusieurs plans qui se
rencontrent en un méme point.

Si le nombre des plans se réduit 4 trois, I'angle prend le
nom d'angle iriédre.

* Afin de pouvoir faire les démonstrations, on représente un angle
digdre sous l'aspect d’un livre entr’ouvert, ou d'une feuille vectangu-
laire pliée par la moitié; mais on doit toujours supposer yue les faces
de l'angle sont indéfiniment prolongées.
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Mesure des angles diddres.

287. Lemme. — Si, en un point A de Varéte NP d'un angle
diédre MNPQ, on méne, dans les deua faces, des perpendicu-
laires a cetle droite, Uangle BAC est constant pour un méme
angle diédre.

Menons, en un autre point A’ de

I'aréte, et dans les deux faces, les
perpendiculaires A'B', A'CY A cette
droite. Les angles BAC, B'A’C’ sont
égaux, comme ayant leurs cotés pa-
ralleles (282). Clest co qu'il fallait
démontrer,

L'angle diédre MNPQ et 'angle
plan BAC sont dits correspondants.

288. TuforEME. — Deuw angles diédres, correspondant
des angles plans dyavz, sunt égau,

Soient les angles diedres MPNQ, MP'NQ, et les angles
plans correspondants BAC, B'ACY : jo dis (ue si ces derniers
font égaux, les angles ditdres seront dgaux,

Transportons le second angle dans lo premier, de manitre
que I'angle plan B'A'C"
coineide avee son ¢eal
BAC.

Les arétes NP, N'p'
sont perpendiculaires
aux plans BAC, B'A'CY,
donc elles coincident,
Par suite, les faces duy
second angle diédre
coincident avec celles
du  premier. Ainsi ;
ces deux figures sont
égales.

La réciproque est vraie; car si les angles plans BAC, B‘A'¢Y
sont inégaux, les angles diédres le sont aussi.

289. TrkoREME. — Deuw angles diédres quelconques sont
entre eua comme les angles plans correspondants.

Plagons le plus petit angle diédre dans le plus grand, de
manidre. que Jeurs ardtes et deux de leurs faces coincident.
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Soient alors MNPQ, MNPQ' ces angles. Menons arbitrai-
rement un plan perpendiculaire
a laréte NP; il coupe les faces
suivant des droites OA, OB, OB';
et les angles AOB, AOB’ sont les
angles plans correspondant aux
deux angles diedres.

Cela posé, je dis que I'on a

MNPQ  AOB
MNPQ'  AOB"

Supposons, pour fixer les idées, que les angles plans soient
entre eux dans le rapport de 7 & 5; ¢'est-a-dire qu'un méme
angle AOm, contenu 7 fois dans AOB, soif contenu 5 fois dans
AOB'.

Par les droites de division Om, On, Op,..., et I'aréte NP,
faisons passer des plans; ils divisent 'angle MNPQ en 7 angles
diédreg, égaux entre eux, comme répondant a des angles plans
égaux; et angle MNPQ' contient 5 de ces angles diedres.
Le rapport des deux angles diedres MNPQ, MNPQ" est donc,
comme le rapport des angles plans AOB, AOB', égal a 7. Clest
ce qu'il fallait démontrer.

T NP —— o . = T

I
)

Plans perpendiculaires entre emx,

290. Lorsqu’un plan PQ rencontre
un plan MN, de maniére que les angles
diédres adjacents PRON, PROM soient
égaux, chacun deux est un angle
diédre droit, et le plan PQ est dit per-
pendiculaire sur MN.

291, TatorimE. — Tous les angles diédres droiis sont égaux
entre eua.

En effet, les angles plans correspondants sont droits; donc
ils sont égaux (31); donc les angles diédres sont égaux (288),

292. Remarque.— Par la considération de I'angle plan cor-
respondant, nous avons ramené le théoreme précédent, relatif
aux angles diedres, au théoréme analogue, relatif au plan. La
méme réduction a lieu pour les propositions suivantes, qu'il
suffit d’énoncer.
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293. Deux angles diedres sont dits complémentaires ou sup-

plémentaires, suivant que leur somme est égale & un diédre
droit ou a deua diedres droits (32).

294. TatoniME. — Tout plan qui en renconire un autre
fait avec celui-ci, d'un méme cdté, deua diédres supplémen-
laires (33).

295. Réciproque. — Si deus: diedres adjacents sont suppli-
mentaires, leurs faces eantérieures sont dans un méme plan (34).

296. Tutonkme. — Lorsque deux plans se coupent, les angles
diédres opposés sont égaux deuw a deuw (38).

297. Corollaire. — Si un plan est perpendiculaive @ un
autre plan, réciproguement celui-ci est perpendiculaire au pre-
mier (40).

298, TuiorEME. — Tout plan PQ, mené suivant une droite
AB, perpendiculaire ¢ un plan MN,
est perpendiculaire a ce dernier.

Par le pied A de la perpendi-
culaire AB, menons, dans le plan
MN, la droite AC perpendiculaire
a l'intersection QR. D’aprés 'hy-
pothese, la droite AB est perpen-
diculaire a AC. Or, 'angle BAC esl
celui qui mesure le diédre PROM;
donc celui-ci est droit.

299, TatorkME. — Llintersection de deux plans P, Q, per-
pendiculaires a un troisiéme plan M, est perpendiculaire a ee
dernier.

Si, par un point de lintersection , nous imaginons une
perpendiculaire & M, cette droite sera contenue dans chacun
des deux plans P, Q; donc elle en est intersection.

300. TuioriME. — Deux plans, perpendiculaives a un iroi-
siéme el passant par deuw droites paralléles (non perpendicu-
laires & ce troisiéme plan), sont paralléles entre eua.

Si ces plans se coupaient, leur intersection serait & la fois
paralléle aux droites données (269), et perpendiculaire au plan
donné (298); ce qui est absurde.
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Angles friedres supplémentaires.

301, TufonkmMe. — Si d'un point O, pris dans Uintérieur
d'un angle diédre MNPQ, on abaisse des perpendiculaires sur
les deux faces, Uangle AOB formé par ces droites est le supplé-
ment de l'angle dicdre.,

Cet énoncé signifie que I'angle AOB est supplémentaire de
I'angle plan correspondant 4 'angle diédre.

Le plan AOB, perpendiculaire aux
faces MP, NO (298), est perpendicti-
laire a leur intersection NP (299);
done il coupe les faces suivant des
droites AC, BC perpendiculaires i
NP (258) ; c'est-a-dire que ACB est
Pangle plan correspondant a I'angle
diedre MNPQ. Or, le quadrilatére
ACBO ayant deux angles droits, A
et B, les angles O et C sont supplé-
mentaires.

302. THEOREME. — Si d’un point O, pris dans Uintérieur
d'unr angle triedre OABC, on abaisse des perpendiculaires sur
les trois faces, on forme un nouvel angle triédre O'A'B'C’ dont
les faces sont les suppléments des angles diédres de OABC, et
vice versa.

La premiére partie de la pro-
position vient d’étre démontrée.,
Relativement & la seconde, il
suffit d’observer que, d’aprés le
théoréme précédent , I'angle
triedre OABC a ses arétes per-
pendiculaires aux faces de
O'A'B'CY; donc les faces de
OABC sont les suppléments des
angles diédres de O'A'B'C'.

303. Angles triédres supplémentaires. — Désignons par A,
B, C les angles diedres du premier triedre, et par @, b, ¢ les
faces opposées. Désignons de méme par A’, B', C' les angles
diedres du second triedre, et par a', b', ¢’ les faces opposées
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a ces angles. Nous aurons, en prenant l'angle droit pour
unité :
Ada'=2, A4a=2,
B4b=2, B Lb=2
Cdo =2, (¢ -+c=2

A cause de ces relations, les angles triedres 0, O’ sont dil3
supplémentaires.

Propriétés des angles polyédres.

30&. TuforsME. — Dans tout angle triédre S, une face quel-
conque est : 1° plus pefile que la somme des deux qutres; 2o
plus grande que lewr différence.

11 suffit de faire voir que la plus grande face est moindre
(que la somme des deux autres.

Soit ASB celte plus grande face. Me-
nons, dans son plan, la droite SC’, de
maniére que langle ASC! égale ASC,
Tragons arbitrairement, dans le méme
plan, la droite AB; prenons SC=SC',
et tirons CA, CB.

Les triangles ASC, ASC' sont égaux,
comme ayant un angle égal compris
enire deux cOtés dgaux, chacun &
chacun ; done AC=AC'. Et comme,
dans le triangle ABC, le c6lé AB est plus petit que la somme
des deux autres, il vient, en retranchant les parties égales,
BC' < BC. Donc, dans les triangles CSB, C'SB qui ont deux
cotés égaux, chacun a chacun, P'angle €SB, opposé au plus
grand c6té, est plus grand que C'SB, opposé au plas petit coté,
Ajoutant, d'une part, ASC, et, de 'autre, son ézal ASC!,ona

CSB-}- ASC> C'SB- ASC!,

ou
CSB-}-ASC > ASB.

305, Corollaire. — Dans tout angle triédre, un angle diédre
quelconque surpasse Vexcés de la somme des deus aulves sur
2 droits.

Soient A, B, C les trois angles diédres d’un triédre, A étant
le plus petit; et soient &, b, ¢’ les faces correspondantes du
triedre supplémentaire. On a
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a' < b},

2 —A < (2—B)+ (2—0);

ou (303)

ou enfin

A>B4C—2,

306. Tukorkme.— La somme des faces de tout angle polyédre
convexe est main ire que & droits.
Soit I'angle polyédre convexe SABC.... Jo dis que I'on a

ASB - BSC+... < 4.

Coupons Iangle polyédre par
un plan qui rencontre toutes les
faces : la section sera un polygone
convexe ABCD... Prenons un
point O dans lintérieur de ce
polygone, et menons les droites
OA, OB,... Nous obtiendrons
ainsi une série de triangles, en
nombre égal & celui des faces de
Pangle polvedre, et dans les-
quels Ja somme des angles qui
se réunissent en O égale £ droits.

Or, si nous considérons deux triangles consécutifs, ABO,
BCO de ce polygone, et les triangles correspondants ABS,
BCS, nous aurons, par le théoréme précédent,

ABO - OBC < ABS - SBC.

La méme relation a lieu pour les angles triddres C, D,E,...
Par conséquent, la somme des angles @ la base, dans les trian-
gles réunis en 0, est moindre que la somme des angles a la base
dans les triangles réunis en S. Et comme la somme e tous les
angles est la méme dans les premiers triangles et dans les
derniers, il faut, par compensation, que la somme des an-
gles autour du point O surpasse la somme des angles autour
du point 5. C'est ce qu’il fallait démontrer.

307. THEOREME. — Dans tout angle triddre, la somme des
angles diédres est comprise entre % droits et 6 droils.
Nominons A, B, C les angles diédres du triedre donné, el
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a', b', ¢ les faces correspondantes du triédre supplémentaire
(303). Nous aurons

A=20—a, B=2%—1V, C=2—¢;
d’on
A4+B4C=6— (@' b' +¢');

done, 4° A+4B-}-C < 64

Mais, par le théoréme précédent,
al+ bi "'I"G' < Ei.d
done, 20 A-}-BJ-C> 27
Egalité des angles triddres.

308. TaorkME., — Deux angles triédres sont dgaux lors-
qu'ils ont un angle dicdre égal, compris entre deuc faces dgales,
chacune a chacune, et semblablement disposdes. :

Soit I'angle diédre A égal & P'angle diddre A’. Soit la face
ASC égale & A'S'CY, et soit enfin la face ASB ézale & A'S'B’.
Je dis que les angles Lriedres sont égaux.

Transportons le triedre S’ sur le triddre S, de manitre
que la face A'S'C' coin-
cide avec son égale ASC,
L'angle diédre A’ étant
égal & A, le plan de la face
A'S'B' s'applique sur le
plan de la face ASB. Et
comme ces deux faces sont
¢oales, l'aréte S'B' coin-
cide avec SB; done les
deux triedres sont égaux.

309. TutorkMe. — Deuw angles tricdres sont égausw lors-
qu’ils ont une face égale, adjacente d des angles diédres égaux,
chacun @ chacun, et semblablement disposés.

La démonstration se fait, comme celle du théoréme précé-
dent, par voie de superposition,
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310. TikoreME. — Déuwm angles tricdres sont égaua lors-
qu'ils ont les faces égales, chacune & chacune, et semblablement
disposées.

Soient les angles triedres 8, §', dans lesquels

ASB=A'S'B!, BSC —=B/'S'C!, CSA =C'S'A",

Prenons, a parlir des sommets S, 8', les six distances SA,
SB, 8C, 8'A’, S'B!, 8'C, égales entre elles.

Construisons les deux triangles ABC, A'B'C’; eirconscrivons,
a ces triangles, les circonférences O, O'; enfin menons SO,
5'0" : ces droites seront perpendiculaires, respectivement,
aux plans ABC, A'B'C’ (265},

Il est d’abord visible que les triangles ABC, A'B'C’ sont
égaux entre eux, comme ayant les cotés égaux, chacun i
chacun ; done les cercles circonserits O, O’ sont égaux entre
eux ; d’ou il suit que les triangles rectangles SOA, S'0'A’,
qui ont ’hypoténuse égale et un coté égal, sont égaux.

Si donc l'on transporte le triedre S' sur le triedre S, de
maniére que le friangle A’B'C’ coincide avec son égal ABC,
les centres O, O', coincideront; la perpendiculaire O'S'
prendra la direction de OS ; et, comme ces perpendiculaires
sont égales, le sommet S’ tombera en S. Dong les deux angles
triedres coincideront.

311. Remarque.— La théorie de I'égalité des triédres est ana-
logue & la théorie de Uégalité des friangles (45-51) : chacune
d’elles se compose de trois théorémes, qui se correspondent
respectivement. La théorie des triédres serait complétemenl
analogue & la théorie des triangles si la somme des angles
diédres d’un triédre était constante ; maisil n’en est pas ainsi:
on sait seulement que cetle somme est comprise entre deux
diedres droits et six diedres droits (307).
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Angles tritdres symétriques.

312, Remarque sur les angles triédres symétriques.—Si I'on
prolonge, au dela du sommet S, les arétes d’'un angle triédre
SABC, on forme un autre angle triédre SA'B'C’ qui a les
mémes éléments (faces ou angles ditdres) que I’angle triddre
donné. Cependant, ces deux figures ne sont pas superposa-
bles.

En effet, si 'on imagine que I'angle triédre SA’B'C’ tourne
autour de XY, bissectrice des angles ASC!, CSA’, jusqu’a
ce que la face C/SA’ vienne s’appliquer sur son égale ASC;
l'aréte SB', au lien de coincider avec SB, viendra prendre
une position SB’ lelle, que les an-
gles: ASB’, CSB' seront égaux , res-
pectivement, aux angles CSB, ASB,
Aufrement dit, les deux aréles SB,
SB' seront placées  syméiriquement
par rapport a un plan perpendicu-
laire a XY, passant en S. Ces deux
arétes ne coincideront que dans le
cas particulier ol les faces ASB, CSB
seraient égales entre elles.

Les deux triédres SABC, SA'B'CY
sont dits égaua par symétrie.

Résumé,

. Deux angles diddres, correspondant & des angles plans égaux, som
Eraux.

Deux angles diédres quelconques sont entre eux comme les angles
plans correspondants.

Tous les angles diddres droits sont égaux entre eux.

Tout plan qui en rencontre un autre, fait avec celui-ci, d'un méme
coté, deux diedres supplémentaires.

Réciproquement: & deux diedres adjacents sont supplémentaires,
leurs faces extérieures sont dans un méme plan.

Lorsque deux plans se coupent, les angles dizdres opposés sont égaux
deux a deux.

Si un plan est perpendienlaire a4 un autre plan, réciproquement
celui-ci est perpendiculaire au premier.
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Tout plan, mené suivant une droite perpendiculaire a un plan, est
perpendiculaire & ce dernier.

L'intersection de deux plans, perpendiculaires & un troisitme plan,
est perpendiculaire a ce dernier.

Deux plans, perpendiculaires & un troisieme et passant par deux

droites paralléles (non perpendiculaires d& ce troisiéme plan), sont
parallgles entre eux.

Si d’un point 0, pris dans lintériear d'on angle ditdre MNP(), on
abaisse des perpendiculaires sur les deux faces, 'angle AOB formé par
ces droites est le supplément de I'angle diedre.

Sid'un point 0/, pris dans lintérienr d'un angle triédre OABC, on
abaisse des perpendiculaires sur les trois faces, on forme un nouvel
angle triedre 0/A’B'C’ dont les faces sout les suppléments des angles
diédres de OABC, et vice versa.

Dans tout angle triédre, une face quelconque est: 1° plus pe-
tite que la somme des deux autres; 2° plus grande que leur diffé-
rence.

Dans tout angle tritdre, un angle diddre quelconque surpasse I'excés
de la somme des deux autres sur deux droits.

La somme des faces de tout angle polyddre convexe est moindre que
quatre droits.

Dans tont angle triédre, la somme des angles diedres est comprise
entre deux droits et six droits.

Deux angles triédres sont égaux lorsqu'ils ont un angle diddre égal,
compris entre deux faces égales chacune & chacune, et semblablement
disposés.

Deux angles tridres sont égaux lorsqu'ils ont une face égale, adja-
cente a des angles diddres égaux chacun & chacun, et semblablement
disposés.

Deux angles triddres sont égaux lorsqu'ils ont les faces égales cha-
cune a chacune, et semblablement disposées.
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(HAPITRE XIV.

Des polyédres (313-326). — Prisme (316, 317). — Parallélipipéde,
cube, pyramide (315-318). — Sections planes, paralléles, du prisme
et de la pyramide (322, 323). — Mesure des volumes (327-339). —
Volume du parallélipipede, dn prisme, de la pyramide, du fronc de
pyramide & bases paralleles, du tronc de prisme triangulaire
(327-339).

Des polyddres.

313. On nomme polyédre une figure terminée par des faces
planes.

Parmi les polyédres, on distingue, & cause du nombre de
leurs faces : le tétraédre, qui a quatre faces ; hewaédre, qui
en a six; Pocfaédre, qui en a huit; le dodécacdre, qui en a
douze ; licosaédre, qui en a vingt, etc. Le tétracdre estle
plus simple de tous les polyédres, car trois plans qui se cou-
pent ne peuvent limiter un espace.

314. On appelle arétes et sommets d’'un polyédre les cotés et
!ei." sommets de ses faces. Une diagonale est une droite qui
joint deux sommets non situés dans la méme face.

315. Silon coupe un angle polyédre S par un plan qui en
rencontre toutes les faces, on détermine un polyedre SAB...
appelé pyramide. Ce corps peut donc étre ainsi défini :

Une pyramide est un polyédre dont les faces sont un poly-
gone quelconque, et une série de triangles ayantun sommet
commun,

Le polygone ABCDEF se nomme
base ; la perpendiculaire SP, abaissée
du sommet sur la base, est la hau-
{eur, et 'ensemble des triangles ASB,
BSC,..., forme la surface latérale de
la pyramide.

Une pyramide est réguliere lorsque
sa hase est un polygone reégulier,
ayant pour centre le pied de la hau-
teur,
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316. Si une série de plans se rencontrent consécutivement
suivant des droites paralleles AA’, BB'..., et qu'on les coupe
par deux plans paralléles ABC..., A‘B'C..., on délermine une
figure ABC..., appelée prisme.

é
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Les faces telles que ABA'B’, BCB'C'..., sont
des parallélogrammes; car chacune d’elles
est un quadrilatére ayant deux cotés égaux
et paralleles; de plus les deux faces ABC...,
A'B'CY..., appelées bases du prisme, sonl
égales. En effet, la figure ABA'B’ étant un
parallélogramme, les cotés AB, A'B’ sont
ézaux et paralleles; done les deux poly-
gones ABC..., A'B'C'..., ont leurs e¢dtés
ézaux et leurs angles égaux, chacun a cha-
cun (283).

317, De la, la définition suivante :

Un prisme est un polyédre dont les faces sont deux poly-
sones égaux et paralléles, et une série de parallélogrammes.

La hauteur d'un prisme est la distance comprise entre les
plans des deux bases.

La surface latérale du prisme est formée par I'ensemble des

iy

parallélogrammmes ABA'B’, BCB'C....

Un prisme est droit on obligue selon que les arétes laté-
rales sont perpendiculaires ou obliques aux bases. Dans le pre-
mier cas, les faces latérales du prisme sont des rectangles.

Un prisme droit est régulier lorsque ses bases sont des poly-
gones réguliers.

318. Un parallélipipede est un prisme dont les bases sont
des parallélogrammes.

Si un parallélipipéde droit a ses bases rectangulaires, il
prend, pour cette raison, le nom de parallélipipéde rectangle.

Enfin, le cube est un polyédre qui a pour faces six carrés

319. TakorEME. — Deua tétraédres sont égaux lorsqu’ils
ont un angle diédre égal, compris entre deux faces égales, cha-
cune @ chacune, et semblablement disposées. (Voir n® 308%.)

* L'égalité des tétraédres se démontre absolument comme I'égalité
des trigdres ; ¢'est pourquoi nous nous contentons d'énoncer les théo-
rémes qui constituent la premiére théorie.
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320. TakoriME. — Deuw tétraédres sont égaum lorsqu'ils

ont une face égale,adjacente @ trois angles diedres égauw, cha-
cun @ chacun. (Voir n® 309.)

321. TakorkME. — Deuw téiraédres sont égaux lorsqu'ils
ont trois faces égales, chacune @ chacune, et semblablement dis-
posées. (Voir n® 310.)

322. TnEOREME. — Les sections faites dans la surface laté-
rale d'une pyramide, par deuax plans paralléles, sont deua po-
lygones semblables.

Soient AB, ab les seclions faites
dans la face SAB, par les deux plans
paralléles : ces droites sont paral-
leles (277). 1l suit de Ia que les deux
polygones ABC..., abe..., ont leurs
angles égaux, chacun a chacun.

En second lieu, les droites AB, ab
étant paralleles, ona

SA_AB_SB
Sa ab SO

De méme, les droites BC, be étant paralléles, on a

SB_BC SC
S6™ b So’
ot ainsi de suite.
Done, 4 cause des rapports communs,

AB_pc_o_
ab be e

Les deux polygones ABC..., abc..., ayant les angles égaux
el les ctés proportionnels, sont donc semblables.

323. Corollaire. — Les cdtés homolagues et les périmétres de
deux sections paralléles sont comme les distances de ces sections
au sommet de la pyramide ; leurs aires sont comme les carres
des mémes distances.

Soient P et p les périmétres des deux polygones, A et a
leurs aires; nous aurons




P SA A BX
p Se’ a g

Menons, du sommet 8, une perpendiculaire commune aux
plans des deux polygones, et soient O, o les points ou elle
perce ces plans. Menons encore AQ et o : ces droites seront
paralléles.

Donc
SA S0
Sa  So’
done enfin,
P SO A SO

p S0’ a— g

324. TugorkME. — Dans tout parallélipipéde, les faces op-
posées sont égales et paralléles.

Soit le parallélipipéde ABC.... qui
a pour bases les parallélogrammes
égaux et paralleles ABCD, EFGH. Je
dis que deux autres faces opposées
quelconques sont égales et paralltles.

En effet, dans les parallélogrammes
CDHG, BAEF, le coté CD est égzal et
parallele au coté AB; le coté DH est
égal et paralléle au coté AE; etc.

325. Corollaire, — Dans tout parallélipipéde, les angles dié-
dres opposés sont égau.

326. Remarques.— I. Dans tout parallélipipéde, devax faces
opposées quelconygues pewvent éire prises pour bases;

II. Les arétes d'un parallélipipede sont, quatre & qualre,
égales et paralléles.
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Volume du parallélipipéde.

327. Deux parallélipipédes rectangles de méme base sont
entre eux comme leurs hauteurs.

Placons le plus petit parallélipipéde
dans le plus grand, de maniére que
ABCD soit la base commune. je dis
que

ACE  AE
ACE'™ AE"

Supposons les hauteurs AE, AE' com-
mensurables; ete. (Voir n® 211.)

328. Tneonime. — Le rvapport de deux parallélipipédes
rectangles est égal au produdt des rapports de leurs trois dimen-
Stons.

Soient a, b, ¢ les dimensions d'un parallélipipéde rectangle
P; soienta', b, ¢' les dimensions d’un autre parallélipipede
rectangle P' : je dis que

P

(A
Pr

B

(1
E .
Prenons deux parallélipipedes rectangles auxiliaires P*, P/’
dont les dimensions soient a, b, ¢ pour I'un, et a, b', ¢' pour
I'autre.
P, P*, ayant deux dimensions communes, peuvent éire re=
gardés comme ayant méme hase,

Done
PG
pr _G!'
P*, P donnent de méme
P! b
iy
Enfin,
P.’H a

| a'
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Le produit des rapports intermédiaires égale I rapport de
Pa P' (Arithm., 212); done

329. Remarque. — Les considérations du no 204 permettent
d'énoncer, comme il suit, le théoréme qui vient d'dtre dé-
montré :

1° Deuw parallélipipédes vectangles sont entre euas comme les
produits de leurs trois dimensions;

2° Deww parallélipipédes rectangles sont entre e comme les
produits de leurs bases par leurs hauteurs.

On déduit aussi de ces considérations que, sil’on prend pour
unité le cube qui a pour ¢oté I'unité de lonzueur, le rapport
d'un parallélipipéde rectangle a ce cube, ou le volume du pa-
rallélipipede, sera donné par la proposition suivante :

330. Corollaire. — Le volume d'un pavallélipipede rectangle
est égal au produit de ses trois dimensions, ou égal au produit
de sa base par sa hauteur,

531. TukorkME. — Deug parallélipipédes de méme base et
de méme hauteur sont équivalents.

Si I'on fait coincider les bases inférieures des denx parallé-
lipipédes, les deux hases supérieures seront situées dans un
meéme plan. Cela pose, il peut se présenter deux cas : ou ces
deux derniéres bases seront comprises entre les deux mémes
paralleles EF', HG', ou le contraire arrivera.

der Cas.— Si, du prisme EABF'HDCG/, on retranche suc-
cessivement chacun des deux prismes triangulaires EAE'HDH’,
FBF'GCG’, on obtient les deux
parallélipipedes AG', BH. Il est
facile de reconnaitre que les
deux prismes. triangulaires sont
égaux, comme ayant un angle
triedre égal, compris entre trois
faces égales,chacune & chacune.
Done, d’aprés la définition (206),
les deux parallélipipedes sont
équivalents,
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2¢ Cas. — Supposons que EFGH, E'F'G'H" soient les bases
supérieures des deux parallélipipédes. Prolongeons HG, EF,
EH', F'G'; nous obtiendrons un parallélogramme E'F*G"H°
¢égal & chacun des deux autres. Concevons que ce parallélo-
y gramme soit la face supérieure
d’un parallélipipéde auxiliaire
ayant, pour base inférieure, la
face commune aux deux parallé-
lipipedes donnés. D’apres le pre-
mier cas, le nouveau paralléli-
pipede est équivalent aux deux
aulbres; done ceux-ci sont équiva=
lents entre eux.

332. Tnkorinme, — Un parallélipipéde quelconque @ pour
mesure le produit de sa base par sa hauteur.

Soit un parallélipipéde P ayant pour hauteur a, et pour base
un' parallélogramme de base bet de hauteur ¢. D’aprés le théo-
reme préeédent, P équivaut & un parallélipipede droit P’, de
méme base et de méme hauteur. Mais ce parallélipipede auxi-
liaire P* peut étre considéré comme ayant pour hauteur ¢, et
pour base un rectangle de base ¢ et de hauteur b. En vertu
du méme théoréme, il est donc équivalent & un parallélipipede
rectangle P'7 ayant pour arétes a, b, c. D'ailleurs, ce dernier
parallélipipede P* a pour mesure abe ou be . @ (230); done P,
qui éguivaut a P*, a la méme mesure,

Volume du prisme.

333. THEOREME, — Tout prisme triangulaive est la moitié
du parallélipipéde de base double et de méme hauteur.
ABCEFG étant un prisme triangulaire quelcongue, achevons
le parallélipipéde BH qui aurait, pour deux de ses faces, les
parallélogrammes AF, CF : ce parallélipipéde a méme hau-
teur que le prisme, et sa hase ABCD est double de la base
_ABC du prisme (220). 11 s’agit, évidemment, de faire voir
que les deux prismes triangulaires ABCEFG, ADCEHG , dans
lesquels se décompose le parallélipipede, somt équivalents
entre eux.
Pour cela, menons arbitrairement un plan E'F'G'Il’, perpen-
diculaire & FB, et qui laisse, d’'un méme 'eoté, la face EFGI,
Prenons F'B' = FB, et, par le point B', menons un second plan
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A'B'C’D' perpendiculaire a FB. Nous obtien-
drons ainsi, en prolongeant les faces du parallé-
lipipede oblique donné, un parallélipipéde droiz
A'BCD'E'F'G'H'. Ces deux parallélipipédes
sont équivalents. En effet, si nous transportons
le parallélipipéde tronqué E'F'G'H'EFGH, sur
A'B'C'D’ABCD, de maniére que la face E'F'G'H'
coincide avec son égale A'B'C'D’ (325), I'ardte
E'E, perpendiculaire & E'F'G'H’, prendra la
direction de A’A. De plus, E'A’=EA, donc
E'E=A"A; ainsi les sommets E, A coincident.
On démontrerait, de méme, que les sommets
F, G, H coincident avec F', G, H'. Donc les
deux parallélipipedes, qui se composent du
méme polyedre ABCDE'F'G'H’, augmenté de
deux parties égales, sont équivalents.

Cela posé, le plan AEGC, qui décompose le parallélipipede
donné en deux prismes triangulaires obliques, décompose aussi
le second parallélipipéde en deux prismes triangulaires droits,
En répétant la démonstration précédente, on prouve que les
deux prismes obliques, équivalent, respectivement, aux deux
prismes droits. Or, ceux-ci sont égaux entre eux, comme ayant
méme base et méme hauteur; done les deux autres sont équi-
valents entre eux.

334, Corollaire. — Tout prisme triangulaire a pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur.

335, TukoniME. — Un prisme quelconque a pour mesure le
produit de sa base par sa hauteur.

Soit, pour fixer les idées, le prisme pentagonal AD’. Menons
des plans diagonaue par I'aréte AA’ et
par les arétes CC’, DD’ : nous décompo-
serons la figure en prismes triangu-
laires ayant méme hauteur, et ayant
pour bases les triangles qui composent
la base du premier prisme. Or, chaque
prisme triangulaire a pour mesure le
produit de sa base par la hauteur com-
mune; donc le prisme total a pour me-
sure la somme des bases, multipliée par
la hauteur.
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Volume de la pyramide.

336. TukonrkMe. — Deuw tétraédres de bases équivalentes et
de méme hauteur sont équivalents. _

Placons les deux tétraédres de maniére que leurs bases soient
dans un méme plan : leurs sommets S, T seront alors dans un
plan paralléle au premier,

Soit MN la distance comprise entre ces deux plans, ou la
hauteur commune des deux tétraédres. Divizons cette hauteur
en un certain nombre de parties égales; par les points de di-
vision, menons des plans paralléles aux bases : ils couperont
les deux tétraedres suivant des triangles équivalents deux 3
deux.

En effet, I'on a, par exemple (323),

A'BC (MN'\* DEF _ /MN'\*
ABC _(

MN/' DEF \MN)]
d’ou
A'B'C! s D'E'F’
; ABC ~ DEF'
Mais
ABC = DEF;
done

A'B'C'=D'E'F.

Actuellement, sur les triangles A'B'CY, A"B'C’,..., pris pour
bases, construisons des prismes intérieurs au tétraédre S. De
méme, sur les triangles D'E'F’, D'E'F’,..., pris pour bases,
construisons des prismes intérieurs au tétraedre T. Chague
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prisme de S est équivalent au prisme qui y correspond dans
T; car ces deux prismes ont des bases équivalentes et des hau-
teurs égales. Par suite, les deux sommes de prismes ont
méme volume; done les deux tétraddres S ot T, limites de ces
sommies, ont des volumes égaux ; ¢’est-a-dire qu'ils sont équi-
valents.

337. Tutonime.— Toute pyramide est le tiers du prisme de
méme base et de méme hauteur.

1o Soit d’abord un prisme triangulaire ABCDEF. Menons un
plan par le sommet E et par l'aréte AC. Nous retrancherons
un tétraédre EABC ayant méme base et méme hauteur que le
prisme, et il nous restera une pyramide ayant ACDF pour
base, et le point E pour sommet.

Menons un plan suivant AE, EF ; il décompose la pyramide
quadrangulaire en deux tétracdres équivalents entre eux.
En effet, ils ont pour bases les triangles égaux ADF, ACF,
silués dans un méme plan; de plus, ces tétratdres ont méme
sommet E; done ils ont méme hay-
teur.

D'un autre c6té, les tétraédres
ADEF, EABC ont méme base et méme
hauteur que le prisme ; done ils sont
équivalents,

Il suit de 1a que les trois tétraddres
qui composent le prisme sont équiva-
lents entre eux ; done chacun d’eux est

: le tiers du prisme.

2° Si I'on considére un prisme quelconque, et la pyramide
de méme base et de méme hauteur, on pourra décomposer
ces deux corps, l'un en prismes triangulaires, lautre en
tétraédres, ayant, chacun & chacun, méme base et méme han-
teur. Chaque prisme triangulaire est équivalent au tétraddre
correspondant; donc le prisme donné est quivalent i la
pyramide.

338. Corollaire.— Toutr pyramide a pour mesure le tiers du
produit de sa base par sa hauteur.
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Volume du fronc de pyramide.

339. TukorEME. — Un trone de pyramide, a bases pa-
ralléles, est équivalent @ la somme de trois pyramides ayant
méme hauteur que le tronc, et ayant pour bases respectives la
base inférieure du tronc, la base supérieure, ei une moyenne
proportionnelle entre les deux bases.

1o Supposons d'abord la pyramide triangulaire S coupée
par un plan paralléle ala base ABC, lequel détermine le tronc
ABCDEF.

Menons, par les droites AE, EC, le plan AEC, qui détache
du tronc le tétraedre ABCE. Coupons ensuile la pyramide
quadrangulaire ACDFE par le plan DEC; nousla décompose-
rons en deux fétraedres DEFC, DACE.
Le premier satistait évidemment a 1'é-
nonce.

Quant au télraédre DACE, si nous
menons par le point E une paralléle EG
a DA, nous le transformerons en un (-
tracdre équivalent DACG, lequel peut
éire considéré comme ayant pour base
AGC, et pour sommet le point D. 1]
reste donc a faire voir que le triangle
AGC est moyen proportionnel entre
ABC et DEF.

Or, les triangles AGC, ABC, qui ont un angle ézal adjacent
a un colé égal, sont entre eux comme les deux autres cotés
(227) ; c’est-a-dire que

ABC  AB

AGC™ AG’
De méme, les triangles AGC, DEF ont un angle égal et un coté
égal; ainsi

AGC AC

DEF DF"

Mais les triangles semblables ABC, DEF donnent

AB &) AC
DE~ DF’
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donc, A cause de AG=DE,

ABC _ AGC

AGC™ DEF'

90 Soit actuellementun tronc ABCDA/B'C'D!, détermingé dans
une pyramide quelconque S par un plan parallele i la base,

Prenons, sur le plan de cette hase,

valent & celle-ci, et construisons le

un triangle EFG équi-
tétraedre T, de méme

hauteur que S; le tétraddre et la pyramide seront équivalents
(336); et, si le plan A‘B‘C'D’ est prolongé, il coupera le (é-
tracdreT suivantun triangle E'F'G’ équivalent a A'B'C'D’ (323).

Bésumé,

D’aprés cela, la pyra-
mide SA'B'C/D’ est équi-
valente a TE'F'G’, etles
deux trones sont équi-
valents. Donc le théo-
réme que l'on vient de
démontrer pour le trone
de tétragdre, subsisle
pour le trone de py-
ramide.

Deux tétraddres sont égaux lorsqu'ils ont un angle diedre égal,
compris entre deux faces égales chacune & chacune, et semblablement

disposées.

Deux tétraddres sont égaux lorsqu'ils ont une face égale , adjacente
i trois angles diédres égaux chacun & chacun.

Deux tétraddres sont égaux lorsquiils ont trois faces égales chacune

i chacune, et semblablement disposées.

Les sections faites dans la surface latérale d'une pyramide, par deux
plans paralleles, sont deux polygones semblables.

Les cotés homologues et les périmétres de deux sections paralltles
sont comme les distances de ces seclions au sommet de la pyramide ;
lenrs aires sont comme les carrés des mémes distances.

Dans tout parallélipipede, les faces opposées sont épales et pa-

ralléles.

Dans tout parallélipipede, les angles diédres opposés sont égaux.
Deux parallélipipédes rectangles de mémehase sont entre enx comme

leurs hauteurs.

Le rapport de deux parallélipipédes reclangles est égal au produit

des rapports de leurs trois dimensions.
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Le volume d'un parallélipipade rectangle est égal au produit de
ses trois dimensions, ou égal au produit de sa base par sa hanteur.

Deux parallélipipédes de méme base et de méme hauteur sont équi-
valents.

Un parallélipipéde quelconque a pour mesure le produit de sa base
par sa hauteur.

Tout prisme triangulaire est la moitié du parallélipipéde de base
double et de méme hauteur.

Tout prisme triangulaire a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur.

Un prisme queleconque a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur.

Deux tétraédres de bases équivalentes et de méme hauteur sont équi-
valents.

Toute pyramide est le tiers du prisme de méme base et de méme
hauteur.

Toute pyramide a pour mesure le tiers du produit de sa base par sa
hauteur.

Un trone de pyramide, a bases paralléles, est équivalent & la somme
de trois pyramides ayant pour hautenr commune celle du trone, et
ayant pour bases respectives la base inféricure du trone, la base supé-
rieure, et une moyenne proportionnelle entre les deux bases.

CHAPITRE XYV,

De la symétrie dans les polyddres (340-353). — Plan de symétrie
(340), — Centre de symétrie (340)* — Comparaison des faces
des angles diedres, des angles polyédres homologues, de deux
polyédres symétriques (345-347). — Equivalence de leurs volumes
(352, 353).

De la symétrie des figures.

340. Définitions. — Deux points sont dits syméiriques par
rapport & un point fixe, nommé cenire de symétrie, lorsque
celui-ci divise en deux parties égales la droite qui joint les
deux premiers.

* L’étude de la symétrie par rapport & un point se raméne a celle
de la symétrie par rapport a un plan , en imprimant une rolalion
de 180¢a I'une des deux figures autour d'un axe perpendiculaire i ce
plan et passant par le centre de symétrie. (Note du Programme.)

b 8
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Deux points sont symétriques par rapport & une droite fixe,
nommeée axe de syméirie, lorsque cette ligne est perpendicu-
laire au milieu de la droite qui joint les deux points.

Enfin, deux points sont symétriques par rapport & un plan,
nommeé plan de symétrie, lorsque celui-ci est perpendiculaire
au milieu de la droite qui joint les deux points.

Deux figures sont dites symétriques par rapport a un point,
une droite ou un plan, lorsqu’un pgint quelconque de la pre-
miere figure a son symétrique dans la seconde.

341, Tutonkmg. — Deuw figures, symétriques par rapport
a une droite XY, sont égales entre elles.

Soient A, B, C,... des points dela premiére figure, et
A", B', €',... les points de la seconde figure, symétricues
des premiers. Menons AA’, BB, CC',...: d’aprés la définition,
ces droites sont rencontrées en leur milieu @, b, c,... par l'axe
de symétrie XY, qui est perpen-
diculaire & chacune d’elles.

Faisons tourner la premiere fi-
gure autour de XY : dans ce mou-
vement, les droites Aa, Bb, Ce,...,
que l'on suppose liées invariable-
ment, décrivent, dans le méme
temps, des secteurs semblables;
donc lorsque le point A coincide
avec A, les points B, C,... coinci-
dent avee B', (,...; donc les deux
figures sont égales.

Il résulte, de ce théoréme, quedeux figures symétriques par
rapport a une droite ne jouissent d’aucune propriété particu-
liere ; ¢’est pourquoi nous nous occuperons seulement de la
symétrie relative a un point ou A un plan.

342, TuEorEME, — Si frois poinis sont en ligne droite,
leurs symétriques, par rapport @ un point ouw @ un plan, sont
en ligne droite.

1° Soient A, B, C trois points, supposés en ligne droile, et
soient A’ , B, €' leurs symétriques relativement au cenire O.
Menons A'B’ et B'C/. Les triangles ABO, A’B'O sont égaux,
comme ayant un angle égal compris entre deux cotés égaux,
chacun a chacun; done

angle 4ABO = angle A'B'O;
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de méme,
aﬂglg CBO= L’{?l_(ﬂﬁ C'B'O.

Mais ABC étant une ligne
droite, les points A', B i
sont dans le plan OABC, et
les angles en B sont supplé-
mentaires; doncles angles en
B’ le sont pareillement, etc.

99 Soient trois points A, B,
( situés en ligne droite, et
soient A’, B, C' leurs symé-
triques par rapport un plan
MN. Tous ces points, situés
dans un méme plan perpendi-
culaire & MN, coupent celui-ci
% suivant une droite abe, pro-

jection de ABC (263). Il suit
de la que les figures ABC,
A'B'CY sont symétriques rela-
tivement & abc; dong, la pre-
miére étant une droite, la
seconde en est pareillement
une (341)*, 2

343. Corollaires. — I. La figure symetrique d'une droife est
une droite égale a la premiére.

Il. Deuw droites syméiriques coupent, en un méme point, le
plan de symétrie, ou bien elles sont paralléles a ce plan.

* On lit daps le Programme officiel : « L'étude de la symétrie par
rapport a un point se rameéne i celle de la symétrie par rapport 4 un
plan, en imprimant une rofation de 180°'a I'une des deux figures
autour d'un axe perpendiculaire 4 ce plan el passant par le centre de
symétrie, »

S; nous avons compris cet énoncé, il suppose la proposition sui-
vante :

+ Soient deux figures F, F', symétriques par rapport i un centre O ;
soient XY et P un axe et un plan perpendiculaires entre eux, et pas-
sant par le point 0. Si 'on construit la figure F”, symétrique de F’
relativement a 'axe XY, les figures F, F” scront symétriques par rap-
port au plan P. »

_ Quoi qu'il en soit de cefte interprétation, la marche indiquée est,
dcoup sur, moins simple que celle que nous avons cru deyoir suivre.
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_ III. La figure symétrique d'un triangle est un triangle égal
il | awu premier.

V. La figure symétrique d'un angle est un angle égal au
premier.

344, TutorkME. — Si quaire points A, B, C, D sont dans
un méme plan, leurs syméiriques A, B', €', D', par rapport
@ un point O ou @ un plan MN, sont dans un méme plan.

1° Menons AC et A'C’ : les
deux angles triedres OABC,
OA’B'C', dont les sommets
sont C, C', ont, d'aprés le
dernier corollaire , leurs
faces respectivement égales;
done (312) langle diédre
OACB est égal 2 I'angle di¢-
dre OA'B'C'. De méme

angle OACD = angle OA'C'D’,

Or, les deux diédres sui-
vanl AC sont supplémen-
taires; done les deux diedres
suivant A'C’ le sont aussi, et
les faces A'C'B’, A'C'D’ sont
dans un méme plan (295).

2° Lesanglestriedres ABCe,
A'B'C'e, ayant pour sommets
G, €', ont les faces égales,
chacune & chacune ; done les
angles diédres suivant AC,
A'CY sont égaux.

345. Corollaires. — 1. Le symétrique d’un plan est un autre
plan.

II. Deuxw plans syméiriques coupent, suivant une méme
droite, le plan de symélrie, oubien ils sont paralléles a ce plan.

L. Deua angles triedres, symétriques par rapport a un plan
ou un point, ont : 1° les faces égales, chacune & chacune, mais
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inversement disposées; 20 les angles diédves égauw, chacun a
chacun, mais inversement disposés.

IV. Le symétrique d’un angle diédre est un angle diédre égal
au premier.

346. Remarque. — A cause de la propriété exprimée par le
dernier corollaire, on désigne d'une maniere absolue, sous
le nom d’angles triédres syméiriques, deux angles triedres qui
ont lesfaces égales, chacune 4 chacune, mais inversement dis-
posées (342). On démontre facilement ces deux propositions :

1° Tout angle triédre n’a quun seul symétrique ;

2° Deuwm angles triédres, symétriques d'un troisieme, sont
égauac entre euw.

347. Takorkme, — Deusw angles polyédres , symétriques par
rapport ¢ un point ou @ un plan, ont les faces symétriques
¢gales, chacune @ chacune, et les angles dicdres syméiriques
égaua, chacun @ chacun.

Ce théoréme résulte des n™ 343, 344 et 345. D'ailleurs, les
deuxangles polyédres ne sont pas égaux ; car leurs éléments
sont inversement disposés.

D’aprés cela, on appelle angles polyédres symétriques ceux
qui ont les faces égales, chacune & chacune, mais inversement
disposées, et les angles diédres égaux, mais inversement dis-
posés.

348, Corollaires. — 1. Tout angle polyédre n’a qu'un seul
symétrique.

1. Deuwx angles polyédres, symétriques d'un troisiéme, sont
egaud enire eua.

349. TuronkME. — Deugw polyédres, symétriques par rap-
port @ un point ou a un plan,ont : 1° les arétes symélriques
dgales; 2° les angles plans syméiriques égaux; 3° les faces
syméiriques égales; &° les angles diédres symélriques égausw.
De plus, ces polyédres sont décomposables en un méme nombre
de téiraédres syméiriques, chacun d chacun, mais inverse-
ment disposés.

Les quatre premiéres parties de ce théoréme sont démon-
trées dans les nes 343, 344 et 345. Quant & la derniére partie.
elle est évidente.

8.
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350. Corollaire. — Les surfaces de deuw polyédres symdtriques
sont équivalentes.

351. A cause du dernier théoréme, nous nommerons, d'une
maniére absolue, téfraédres symétriques, ceux qui ont roisfaces
éoales, chacune & chacune, mais inversement disposées ; et
nous nommerons polyédres symétriques, deux polyédres com-
posés d’un méme nombre de tétracdres symétriques, chacun
i chacun, mais inversement disposés. 11 résulte, de cette der-
niére définition, jointe au Théoréme du n® 347, que deur
polyédres symétriques ont les angles polyédres symétriques,
chacun a chacun. De plus :

1° Tout polyédre n'a quwun seul symétrique ;

2° Deuw polyédres, syméiriques d'un troisiéme, sont égaux
entre eum,

359, TafoREME. — Deuw tétraédres syméiriques sont équi-
valents.

Prenons, pour bases des létraédres, deux faces égales entre
elles; puis faisons les coincider : les sommels des tétracdres
seront alors symétriques 'un de autre, relativement au plan
de la base commune. Les deux tétraédres auront des hauteurs
égales; doneils ont méme mesure. :

353. Corollaire. — Deua polyédres symétriques sont équi-
valents.

Résumé.

Deux figures, symétriques par rapport & une droite, sont égales
entre elles.

Si trois points sont en ligne droite, leurs symétriques, par rapporta
un point ou & un plan, sont en ligne droite.

La figure symétrique d'une droite est une droite égale & la premiére.

Deux droites symétriques coupent, en un méme point, le plan de
symétrie, ou bien elles sont paralléles & ce plan.

La figure symétrique d'un triangle est un iriangle égal au premier.

La figure symétrique d’un angle est un angle égal au premier.

Si quatre points A, B, C, D sont dans un méme plan, leurs symé-
triques A/, B/, C' D', par rapport & un point 0 ou & un plan MN, sont
dans un méme plan.

Le symétrique d'un plan est un autre plan.

Deux plans symétriques coupent, suivant une méme drofte, le plan de
gymétrie, ou bien ils sont paralléles & ce plan.
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Deux angles triedres, symétriques par rapport a un plan ou un point,
ont :1° les faces égales, chacune & chacune, mais inversement disposées;
20les angles diédres égaux, chacun i chacun, mais inversement disposeés.

Le symétrique d’'un angle diddre est un angle digdre égal au premier.

Deux polyédres, symétriques par rapport a un point ou un plan, ont
les fflﬂ?s symétriques égales, chacune a chacune, et les augles diédres
symétriques égaux, chacun i chacun.

Tout angle polytdre n'a qu’un seul symétrique.

Denx angles polyédres, symétriques d’un troisiéme, sont égaux entre
enx.

Deux polyddres, symétriques par rapportd un point ou un plan, ont :
1o les arétes symétriques égales, 2° les angles plans symétriques
doaux s 3° lesfaces symétriques égales; 4° les angles diédres symétriques
égaux. De plus, ces polyédres sont décomposables en un méme nombre
de tétraddres symétriques, chacun a chacun, mais inversement disposés.

Les surfaces de deux polyddres symétriques sont équivalentes.

Tout polyddre n'a qu'un seul symétrique.

Deux polyédres, symétriques d'un troisieme, sont égaux entre eux.

Deux tétraddres symétriques sont équivalents.

Deux polyédres symétriques sont équivalents

———

(HAPITRE XVI.

Polyedres semblables® (354-361). — Cas de similitude de deux pyra-
mides triangulaives (355). — Rapport des surfaces et des volumes
(359). — Rapport des volumes de deux polyédres semblables (360).—
Pole de similitude de deux polyddres semblables et semblablement
placés (358).

Polyédres semblables.

354, TukoriMe. — Tout plan, paralléle @ la base d'une py-
ramide, détermine une pyramide semblable a la premieére.

Soit ASB... une pyramide quelconque, et soit Sab... la py-
ramide obtenue en coupant la premiére par un plan paralléle
3 ABC... Les droites ab et AB, beetBC,...,sont paralléles deux
A deux; donc, les faces latérales de la seconde pyramide
sont respectivement semblables aux faces latérales de la pyra-

* On appelle ainsi ceux qui sont compris sous un méme nombre
de faces semblables chacnne a chacune et dont les angles polyedres
homologues sont égaux. (Note du Programme.)
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mide donsée. De plus, les bases ABC.., abc..., sont sem-
blables (322); et, évidlemment, les
angles diedres homologues sont égaux.
Par suite, les anglestriedres a la base,
dans la pyramide donnée, sont égaux
4 ceux qui y correspondent dans la
seconde pyramide.

Ces deux figures ont done les faces
semblables, chacune a chacune, et les
angles polyédres homologues égaux;
done, d’aprés la définition, elles sont
semblables.

355, TaforiME. — Deudw tétraédres sont semblables lorsqu’ils
ont un angle dicdre égal, compris entre deus faces semblables,
chacune a chacune, et semblablement disposées.

Soient l'angle diédre SA =S'A’, la face ASB semblable a
A'S'B/, et la face ASC semblable & A’S'CY. Je dis que les
tétraedres S, 8’ sont semblables,

Prenons SA” = S'A’, SB" =8'B', 8C" = S'C' : le tétraédre
SAVBC" sera ézal 4 S'A'B'CY (321).

A cause de cefte égalité, et d'aprés Ihypothése, nous
ayons

Par suite, les cotés
du triangle A"B"C"
sont paralleles, respec-
tivement, a4 ceux du
triangle ABC, et le
plan A""B"C' est paral-
lele & ABC; donc les
tétracdres  SA'BC',
SABC sont semblables.

356. Tufonime. — Deuax polyédres semblables peuvent tou-
jours étre décomposés en un méme nombre de tétraédres sem-
blables, chacun a chacun, et semblahlement disposés.

Pour plus de simplicité, considérons seulement deux polye-
dres convexes P, P', Je dis d’abord que chacune de ces figures
est décomposable en téiraddres ayant un sommet commun.
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Prenons,dans V'intérieur du polyédre P,un point quelconque
0, et menons, de ce point, des droites & tous les sommets.
Nous décomposerons ainsi la figure en pyramides ayant un
sommet commun, et dont les bases seront les faces du polye-
dre. Si nous décomposons ensuite chaque pyramide en té-
traddres, la décomposition indiquée sera faite.

Soient & présent A, B, C,... les sommets du polyédre P, et
soient A, B', C',... les sommets de P', homologues des pre-
miers. Si nous prenons, sur les droites OB, OA, 0C,... dont
il vient d'éire question, des distances Oa, 0b, Oc,..., telles
que nous ayons

Oa Ob Oc AB

OX~ 0B OC ~~ AB’
les points @, b, ¢,... seront les sommets d'un polyédre p sem-
blablo & P. En effet, ces deux figures sont composées d'un
méme nombre de pyramides semblables, chacune a chacune
(322 et 355) ; donc elles ont les faces homologues semblables
et les angles polyédres homologues égaux.

Ua similitude des triangles Oab, OAB donne ensuite

O{E_nfli{ _A'B’_
OL AB ™ AB’

donc ab=A'B’; et de méme, be=BC, ¢cd =CD, etc. Les
deux polyédres p et P sont donc tels que leurs arétes homolo-
gues, ou, plus généralement, que toutes leurs droites homo-
logues sont égales; done ces deux polyédres sont égaux;
donc le polyédre P’ est semblable & P.

357. Remarque. — Les polyeédres semblables P, p sont tels.
en outre, que leurs arétes homologues sont paralléles et diri-
gées dans le méme sens.

Pour cette raison, I'on dit que les deux polyedres sont sem-
blables et semblablement placés *. Le point O, ot vont concou-
rir les droites qui joignent les sommets homologues, est le
centre de similitude ou le pdle de similitude. Cetle propriété
peut étre généralisée ainsi qu'il suit.

* Qu homothétiques. Cette dénomination a été proposée par
M. Chasles. RS
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358, TnEorkME. — Deux polyédres, semblables et sembla-
blement placés, ontun centre de similitude.

AB, A'B’ étant deux arétes homologues, ¢’est-d-dire paral-
leles, soit O le point de concours des droiles AA’, BB,

AB—A'B’ BB’ 1
AB OB "

Soient ensuite BC, B'C’ deux nouvelles arétes homologues,
conliguds aux premieres, et CC'la droite qui jointleurs extré-
mités C, €' : je dis que CC’ passe par le point O.

En effet, O’ étant le point ou CC’ rencontre BB/, on aura,
de la méme maniére que ci-dessus,

BC—B'C’ BB
_— (2)
BC O'B

Mais, par hypothése,

AB _ BC
A'B BE?
d’ott résulte
AB—A'B" BC—B(
I e s ®
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Les proportions (1), (2) ont donc un rapport commun ; et,
conséquemment,

BB' BB
OB~ OB
ou
0B=0'B.

Ainsi, le point O' se confond avec le point B. C'est ce qu'il
fallait démontrer *.

359. TukomriME. — Deuw tétraédres semblables sont entre
euw comme les cubes des arétes homologues.

Supposons que le plus petit tétraédre SA'B'C’ ait été trans-
porté dans Pintérieur du plus grand
SABC, de manitre que ces figures aient,
en commun, l'angle triedre S : le plan
A'B'C’ sera paralléle 2 ABC. Du point S,
menons SP'P perpendiculaire 4 ces deux
plans, et soient P!, P les points ot elle
les rencontre. Menons A'P’ et AP :
ces droites sont paralléles, Nous aurons

donc, dans les triangles semblables
SA'P’, SAP :

SP' _ SA'
SP TS8A"

ABC_ FAB\T  SA'\?
ARG T Ki?) _(5_'( )

ABC  SP' . /SAN\®
ABC ° ﬁ“(ﬁ? ) :

D’ailleurs,

done

Le premier membre de cette égalité est égal au rapport des
volumes des deux tétraédres (338); le théoréme est donc dé-
montré,

360. Corollaire. — Deum polyédres semblables sont entre eug
comme les cubes de deuw arétes homologues quelconques.,

* Yoir, pour les propriétés des centres de similitude, les Théorémes
et Problémes de Géométrie élémentaire.
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361. TakorkME. — Les surfaces de deux polyédres semblables
sont entre elles comme les carrés de deuw arétes homologues

quelcongues.
Deux faces homologues sont entre elles comme les carrés

de deux arétes homologues (228); doncil en est de méme
pour les sommes des faces des deux polyédres.

Applications numériques.

362. PREMIER PROBLEME. — Quelle esi Uaréfe d'un cube équi-
valent @ un parallélipipéde rectangle dont les dimensions se-
raient : a = 2m 23, b=0m64, c =0m,55?

o étant la longueur cherchée, on doit avoir (330) a* =albc,
ou x*=2,23 . 0,64 . 0,55; d'on

0=\/2,23 . 0,64 . 0,55.
En opérant par logarithmes, on aura :

log @ =1 (log 2,23 4 log 0,64 = log 0,55).
log 2,23 = 0,3483049 +
log 0,64 =1,8061800 -
log 0,65 =1,7£03627 -

1,8948476
$ = 1,96£9492 = log @.
@ = 0,922 ibk.

Ainsi, 'aréte du cube serait, & fort peu prés, 0m 922,

363. DEUXIEME PROBLEME. — Trouver Paire de la surface
conveae, et le volume d'une pyramide hexagonale réguliére
dans laguelle le rayon R de la base égale 17 millimétres, et la
hauteur H éyale 63 millimétres.

Représentons par a I'apothéme de la base; par A la hau-
teur de chacun des triangles isoscéles égaux qui forment la
surface latérale de la pyramide; par B I'aire de la base; enfin
par A et V l'aire et le volume cherchés.

La hauteur H de la pyramide, I'apothéme a et la hauteur h
sont les petits cotés et I'hypoténuse d'un triangle rectangle.
Ainsi

h=yH* 4 a?,
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Mais (185) a =4 R /3; donc

h= R 3R,

Par suite, A=3RH2}3R%. (#)

En second lieu, V=1 BH(338), B=3R. 4R \/3—§ R* y3:
donc V=RH . $RV3. (2)

Pour réduire  ces deux formules en nombres, nous com-
mencerons par calculer H* et } R2,

H2=632—=3 969 ; R* =47 = 289;
867
PR=—" = 216,78,
H2-|- § R? = 4 185,75.
log £188,73 = 3,6217733
4 =1,8108866 |-
log 8 R=log 51 =1,7075702 4

log A = 3,5184568
A=—3999,53.

La surface convexe de la pyramide serait done équivalente
a 3 299,53 millimétres carrés, ou, environ, A 33 centimbtres
carrés.

Nous avons frouyé § R*=216,75; donc

iRYV3I= /IR = \/206,5.

log 216,75 = 2,3359591
$=1,1679795
log R=1log17=1,230£489 -
log H=log 63 —1,7993406 -

log V= 4£,1977690

V=15 767,1.

Ainsi le volume demandé égale 15 767,7 millimétres cubes,
9, Gdoméirie, v 9
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364. TROISIEME PROBLEME. — Trouver, d'aprés les données
suivantes, le volume d'un polyédre ABCDA'B'C'D' ayant pour
faces deux rectangles ABCD, A'B'C/D', ei quatre trapézes,
ABA'B’, BCB'CY, CDC'D’, DAD'A’ :

AB =a =2m,50,
BC =b =1{m b0,
A'B —=a' = 1m,50,
BC' =b' =(m |50.
hauteur = h = 0m,50 %,

Si l'on imagine le plan mené par les arétes opposées
A’B’, CD, il décompose le po-
lyédre en deux prismes trian-
gulaires tronqués B'CC'A’DD’,
BB'CAA'D. Pour mesurer cha-
cun d'eux, menons un plan
EFE'F’ perpendiculaire a AB;
son intersection E'F avec
A'B'CD déterminera les sec-
tions droites EE'F, E'F'F de
nos deux trones de prismes.

Cela posé, le théoréme sur la mesure du prisme triangu-
laire trongué** donne :

C'D’ + CD),

vol. BICC’A'DD! = E'FF’ .4 (A'B'
3 CD + AB);

vol. BB'CAA'D =EE'F .3

++

c’est-a-dire

vol. B'CC’A'DD' =EFF’ .4 (2 @' -+ a),
vol. BB'CAA'D = EEF .1 (2 a + a).

Les deux triangles E'FF', EE'F, dans lesquels se décompose
le trapéze EFE'F’, ont évidemment pour hauteur f; donc

E'FF' = % b'h, EE'F =1 bh;

puis
vol. BCCA'DD! =14 b (2 o' 1 a) R,
vol. BBCAA'D =1 b (2 a 4 da/) h.

* Cette forme et ces dimensions sont celles des tas de pierres que
les cantonniers disposent le long des routes.
** Eléments de Géoméirie, livre VIL
5.
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Ajoutant ces deux expressions, nous aurons la formule cher-

chée :
V=1%[2a 4+ a)b -+ (24 4 a)b'] h.
Dans I'exemple proposé,
V== (65.1,54 55 .0,5]0,5 =1mc 04,

365. QuATRIEME PROBLEME. — On raconie que Sessa, lin-
venteur du jew des échecs, sollicita, comme récompense, 1 grain
de blé pour la premiére case de Uéchiquier, 2 pour la deuaiéme,
& pour la troisiéme, et ainsi de suile jusqu'a la solcante-qua-
irieme case. On demande quelles seraient les dimensions d'un
téiraédre régulier creuwm, capable de renfermer tousces grains
de blé, sachant que Uhectolitre de blé coniient, moyennement,
un million cing cent quatre~-vingt-sept malle grains.

Le nombre N des grains de blé demandés par Sessa estégal
i la somme des termes de la progression

1, 2, &, 8,.., 2%,
Dapres la formule connue (Algébre, 164),
N = 28 —§,
En faisant le calcul, on trouve
N = 18 £i6 T44 073 T09 551 645.
Un métre cube équivaut & 10 hectolitres; si donc nous di-

visons N par 1587000 . 10, nous aurons, en metres cubes,
le volume V du tétraedre ; savoir :

a A8 446 TAL 073 709 551 618

15 870 000

Soil. actuellement ¢ I'aréte d’un
tétraédre régulier ABCD.

La hauteur DE passe par le
centre du (riangle équilatéral ABC,
et la droite AE est le rayon R
du cercle circonscrit a ce frian-
gle.




DE=

D'un autre coté, 'apothéme du triangle serait (188)

¢
| —
iR =—

23"

L Il résulte, de ces diverses valeurs, que le volume du tétrac-
] dre a pour expression

(i c /2
Vi3 cl—— ,—\/_-;
£\/3 3y 3

ou, plus simplement, !

Si nous égalons cette valeur de V & celle que nous avons
obtenue ci-dessus, nous trouverons, en supprimantle facteur

| commun 12,
' o /T8 HR6.... ;
1 322 b00y2

(i ou, 2 fort peu prés,

! J 3 984
dir \/4 322 50042

Le ealeul logarithmique donne ensuite :

, ] log 2 = 0,30103000
A 64log 2 = 19,2659200 -
log 1322500 = 6,1213957 —
4log 2 = 0,4505150 —
12,9940093
{ b=logc= 43313364
] c=21 kib,
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Ainsila pyramide triangulaire réguliére capable de renfer-

mer tout le blé demandé par I'inventeur du jeu des échecs,
aurait pour aréte 21 £45 meétres |

366. CiNQuUIEME PROBLEME.— L'une des aréles d'un polyédre
égale 0°,37. A quoi est égale Uaréte homologue d'un polyédre
semblable au premier, et double de celui-ci?

@ étant cette aréte, exprimée en métres, on a (360)

@ 3
(m) =4

&= 0,37\/2.
Tog 2 = 0,3010300
1 —0,1003433 4~

log 0,37 =1,568201'7 4

d'ot

log @ = 1,6685450
® = 0,466 17.

L’ar8te du second polyedre serait donc & peu prds égale &
0m, £66.

367. SixiEME PROBLEME. — On donne une suile indéfinie
de cubes dont les arétes décroissent comme les termes de la pro-
yression

)1) '3: i%)za (?)5:'"
L'aréte du plus grand est égale a 1™, 4 quoi serait égale Uaréte
d'un cube équivalent a la limite de leur somme?

Sil'on prend le metre pour unité, et que I'on représente
par x la longueur cherchée, on a

s i 2\ 6
= —l—(g) + (:5) +--o
La limite de

Yo G)‘“L (3)5"" e = 8.2\_ . (Algébre,169);

—(3)
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done

puis

log 27=1,4£313638 -
log 19 =1,2787536 —

0,1526102
1 =10,0508701
e 1,1

14244,

Le cube cherché a done pour coté

Am 424 1,

368. SEPTIEME PROBLEME. — On donne un tronc de pyramide
a@ bases paralléles, dont la hauteur H =067, et dans lequel
les cdtés homologues des bases sont comme 43 est G 17. On de-
mande de parlager ce corps en deux segments équivalents, au
moyen d'un plan paralléle aux deux bases.

Prolongeonsles faces latérales du tronc, de maniére & recon-
struire les pyramides dont il est la différence. Appelons & la
hauteur inconnue dela plus petite des deux ; alors H 4~ h sera
la hauteur de la plus grande. En méme temps, soient @, 9
les segments de H, déterminés par le plan sécant, et z le
nombre proportionnel au coté de la section faite par ce plan,
homologue aux cotés considérés dans les deux hases. Enfin,
soient V, v et V' les volumes respectifs de la grande pyramide,
de Ia petite pyramide et de la pyramide moyenne. Nous aurons

d’abord
V=V =V —yp,
ou
W V4o
W= 5

D'ailleurs, les trois pyramides sont semblables; done

» vV’ vV

138 28 1P
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On conclut, de cette égalité de rapports, et de I'équation
précédente,
A3 A7
=

2
d’ot
132178 8
7= \/ + =\ /3 885.

A cause de la similitude des trois pyramides, les hauteurs sont
proportionnelles aux colés homologues des bases ; ainsi

A2/ S z —E
H+h Hfh—% h

Ces deux proportions donnent

z—13

3

17—z

€T Y

ou

B3 3
17 —\/3885  \/3855—13 &

@ v H

Les deux segments de la hauteur sont done enfin

0,67(17—v3s85)  0,67(V3555—13)
2= i Y= i

log 3 855 = 3,550 8396
1=1,183 6132

V/3585 =15.262 0.

3
17— \/3855=1,738 0, \/3555—13=2,9620.

log 0,67 =1,8260748 -+ log 0,67 =1,8260748-}-
log 1,7380=0,2400498+ | log2,2620—0,3544926--
log 4 =0,6020600— | logk  =0,6020600—

log @ =1 5640646
w=0m,201 11,

log y=1,5785074
y=0m, 378 88.
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Résume,

Tout plan, paralléle a la base d’une pyramide, détermine une pyra-
mide semblable & la premire,

Deux tétraédres sont semblables lorsqu'ils ont un angle diddre égal,
compris entre deux faces semblables chacune 3 chacune, et semblable-
ment disposées.

Deux polyédres semblables penvent toujours étre décomposés en un
méme nombre de tétraédres semblables chacun a chacun, et semblable-
ment disposés,

Deux polyedres, semblables et semblablement placés, ont un eentre
de similitude.

Deux tétraédres semblables sont entre eux comme les cubes de leurs
arétes homologues.

Deux polyédres semblables sont entre enx comme les cubes de deux
aréles homologues quelconques.

Les surfaces de deux polyddres semblables sont entre elles comme
les carrés de deux arétes homologues quelcongues,

——

GHAPITRE XVII.

Les corps ronds (369-414)* — Cylindre droit & base circulaire (369,
370). — Mesure de la surface latérale et du volume (378-382). —
Extension aux cylindres droits a base quelconque (379, 380).— Cone
droit a base circulaire (371, 372).— Sections paralléles i la base (383).
— Surface latérale dn cone, dn tronc de cone & bases paralléles
(383-385). — Volume du cone, du trone de cone a bases paral-
leles (386-389).

Génération des surfaces.

369. Surfaces cylindriques. — Si une droite DE se meut en
s'appuyant constamment sur une ligne fixe ABC, et en restant
paralléle & une droite donnée MN, le lieu de ses positions est
une surface cylindrique.

* 11 s'agit du cylindre, du cone et de Ia sphére, que I'on désignait,
autrefois, sous le nom de corps ronds. (Note de Vauteur.)
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La droite mobile, qui engendre la
surface cylindrique, se nomme géné-
ratrice : ainsi DE, D'E', D'E',...,
sont différentes positions de la géné-
ratrice. La ligne fixe ABC, qui régle
le mouvement de la génératrice, est
appelée direcirice.
Si cette directrice est rectilizne, la
surface cylindrique devient un plan.

370. Prenons pour directrice une cir-
conférence de cercle ABC, et pour gé-
nératrice une perpendiculaire au plan do
cetle circonférence; supposons aussi que
la surface cylindrique soit terminée au
plan ABC eta un plan A’B'C’ parallele au
premier : le corps lerminé par ces deux
plans et par la surface cylindrique est
un cylindre droit, a base circulaire.

371. Surfaces coniques. —Une surface
conique est engendrée par une droite
assujettie a s’appuyer sur une ligne fixe
ABC, et & passer par un point fixe O,
Chaque génératrice DO, D'0,... pouvant
etre prolongée indéfiniment, de part et
d’autre du point O, on voit que la surface
est formée de deux parties ou nappes. Le
point directeur O, ol ces nappes se réu-
nissent, est appelé centre de la surface.

372. Choisissons, pour directrice de
la surface conique, une circonférence
ABC; plagons le point directeur sur Paze
IS de la circonférence : le corps limité
par le plan ABC et par la nappe infé-
rieure de la surface conique, est un cone
droit, @ base circulaire.

Le point S estle sommet, et les droites
SD, SD'..., sont les génératrices ou les
aréles du cone,

9,
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' 373. Surface de révolution. — Soient une droite fixe XY,

et une ligne quelconque ABC. Menons,
de différents points A, B, G de cette
ligne, des perpendiculaires AA’, BB,
CC',... sur XY.'Si nous faisons fourner
le systtme AA'BB'CC.... autour de
XY, chacun des points de la ligne ABC
déerit une circonférence ayant son
centre sur XY, et dont le plan est
perpendiculaire & cetle droite; et la
ligne ABC engendre une surface de
révolution.

Les circonférences décrites par les
différents points de ld génératrice ABC
sont appelées paralléles de la surface,
parce que leurs plans sont paralléles
entre eux.

La section MNP, faite par un plan passant suivant l'axe de
rotation XY, est un meéridien.
Il est facile de s’assurer que tous les méridiens sont égaux

entre eux,

374. Supposons que le rectangle ABCD tourne autour de son

coté CD, supposé fixe. Lestdroites égales AD,
BC engendreront des cercles égaux et paral-
léles. La droite AB engendrera une surface de
révolution ; mais comme cette droite est tou-
jours paralléle a XY, il s’ensuit que la surface
est cylindrique, et que le €orps engendré par
ABCD est le cylindre droit, a' base circulaire.
De 1, cette définition, adoptée dans les Elé-
ments: Le cylindre droit, a base circulaire, est
le corps engendré par un rectangle tournant au-
tour d'un de ses cdids, supposé fize.

37%. De méme, si nous prenons pour généra-
trice Phypoténuse CB d'un triangle rectangle
tournant autour de son coté CA, la surface de
révolution deviendra la surface du céne droit, i
base circulaire. Done, le cdne droit, @ base cir-
culaire, est le corps engendréspar un triangle
rectangle tournant aulour WFuliidestiedics de
Pangle droit, supposé fize.
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376. Enfin adoptons, pour génératrice de la surface de ré-
volution, la demi-circonférence ACB, et supposons que l'axe
de rotation soit le diametre AB. Le lieu engen-
dré par ACB est une surface sphérique, et le
corps terminé & cette surface s'appelle sphére.

On donne aussi le nom de sphére & la surface
sphérique.

Comme, dans le mouvement de la génératrice,
les rayons OD, OE restent égaux entre eux, on
peut adopter la définition suivante : La spheére
est une surface dont fous les poinis sont a égale
distance d’'un point iniérieur, appelé centre.

Aire d’une surface courbe. Volume du corps ferminé
par cette surface.

377. Soit une surface fermée S, convexe pour plus de sim-
plicité. Inscrivons a cette surface un polyedre convexe P, et
soit A P'aire de ce polyédre. Inscrivons ensuijte un polyédre
convexe P', dont foutes les arétes soient moindres que celles
de P, et tel, en outre, que les sommets de P coincident avec
des sommefs appartenant & P'. Continuons ainsi indéfiniment.
Nous obtiendrons une suite de polyedres P, P’, P',..., dont les
arétes et les faces seront de plus en plus petites, et dont les
aires A, A’, A%, .., augmenteront de plus en plus. On peut dé-
montrer que ces aires tendent vers une cerfaine limite : cette
limite est ce que nous nommons aire de la surface S.

De méme, les volumes V, V', V*,..., des polyédres succes-
sifs, tendent vers une certainelimite, appelée volume du corps
terminé par la surface S,

Mesure dn cylindre.

378. TakorkME.— La surface laiérale d'un cylindre a pour
mesure la circonférence de la base, multipliée par la hauteur.

Inserivons, 4 la base AD du cylindre, un polygone quel-
conque ABCDEF ; puis prenons ce polygone pour base infé-
rieure d'un prisme droit, dont la surface latérale rencontre
celle du cylindre suivant les arétes AA’, BB, CC',..., et dont
la base supérieure est A’B'C'D'E'F’.
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La surface latérale du prisme se com-
pose d'une série de rectangles qui oni
méme hauteur que le prisme, et dont
les bases sont les cOtés de la base du
prisme. Donc cette surface prismatique a
pour mesure

(AB4-BC4CD+-...) . AA’:

c’est-a-dire le périmétre de la base, multi-
plié par la hauteur.

Cela étant, si nous doublons le nombre des eotés de la base
du prisme, en prenant les points G, H,..., intermédiaires
entre A et B, entre B et C, etc., nous obtiendrons un second:
prisme, inscrit au cylindre, et dont la surface totale, en vy
comprenant les deux bases, sera plus grande que celle du
premier prisme. En continuant de la sorte, nous verrons que
les aires des prismes successifs ont une limite, laquelle, d’a-
prés le principe précédent, est I'aire de la surface tofale du
cylindre. Mais la limite de chaque base du prisme est la base
correspondante du eylindre; done

Surface latérale du cylindre =lim. périm. ABCD.... . AA’,
=circonfér. AD . AA/,

379. Remarque.—Dans cette démonstration, rien ne suppose
que le cylindre soit & base circulaire : ainsi le théoréme est
vrai pour un cylindre droit & base quelconque; et, en général,

La surface latérale d'un cylindre droit a pour mesure le péri-
métrede la base, multiplié par la hauteur.

380. Scolie. — Le cylindre étant droit, 2 base circulaire,
soient R le rayon de cette base, H la hauteur du cylindre, et
A T'aire de sa surface latérale; on aura

A = 2zRH.

384. TafiorkME. — Tout cylindre droit @ pour mesure Paire
de sa base, multiplide par sa hauleur.

En effet, le volume du cylindre est la limite des volumes des
prismes inscrits.
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382. Scolie. — Le cylindre 'étant droit, & base circulaire,

soient R le rayon de cette base, H la hauteur du cylindre, el
¥ son volume; on aura

Y ==R3H.

Mesure du cdne.

383. TukorkME. — La surface latérale d’'un cdne drott, d
base circulaire, @ pour mesure la circonférence de la base, mul-
tiplice par la moitié de la génératrice du cone.

A la circonférence AB, inscrivons un polygone régulier
ACDBEF, et prenons ce polycone pour base d’une pyramide
réguliére dont la surface latérale ren-
confre la surface du céne suivant les
génératrices SA, SC,...

La surface latérale de la pyramide
se compose d'une série de triangles
isosceles égaux; donc, en abaissant
Papothéme SP perpendiculaire sur AC,
nous aurons, pour la mesure de ceue
surface,

(AC+4-CD-4-DB+-...) . 4 SP.

Ainsi, la surface latérale d'une pyramide réguliére a pour
mesure le périmétre de la base, multiplié par la moitié de l'a-
pothéme de la pyramide.

Cela étant, si nous doublons le nombre des cotés du poly-
gone, et si nous continuons indéfiniment cette opération,
nous aurons pour limite des aires des pyramides, en y com-
prenant les bases, I'aire de la surface conique, augmentée de
Iaire du cercle AB. Mais la limite des aires des polygones tels
que ACDB... est I'aire du cercle ; donc

Surface latérale du cone = lim. périm. ADB .  SP,
= circonfér. AB . § SA,

384. Scolie. — Soient R le rayon de la base, G la généra-
trice, et A ’aire de la surface latérale d'un céne droita base
circulaire; on a

A = =RG,
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385. La surface latérale d'un fronc de céne droit, & bases
paralléles, a pour mesure la demi-somme des circonférences
des bases, multiplide par le coté AA' du tronc.

Sil'on inscrit au ironc de cone ABA'B' un tronc de pyra-
mide réguliere, la surface latérale de ce polyédre sera com-
posée d’'une série de trapézes égaux ; donc la surface latérale
du tronc de pyramide a pour mesure la demi-somme des pé-
rimétres des deux bases, multipliée par Uapothéme PP', Pas-
sant @ la limite, comme dans les théorémes précédents, on
trouve la mesure indiquée.

386. TrrorEME.— Tout cone a pour mesure le tiers du pro-
duit de sa base par sa hauteur.
On démontre ce théoréme en partant de l'expression du

volume de la pyramide, et en appliquant la méthode précs-
dente.

387. Scolie. — Soient R le rayon de la base, H la hauteur,
et Vle volume d’un céne de révolution ; on a

V = & R?.

388. TatorkME. — Un tronc de cdne, & bases paralléles, est
équivalent @ la somme de lrois cOnes ayant pour hauteur com-
mune la hauteur du tronc, et ayant pour bases respectives la
base inférieure du tronc, la base supéricure et une moyenne
proportionnelle enirve les deue bases. (Voy. ne 339.)

389. Scolie. — Soit H la hauteur d’un tronc de cone droit,
i bases circulaires; soient R, r les rayons des bases, et V le
volume :

Ve=1nR2+ 12+ Rr)H.

Résumé,

La surface latérale d'un cylindre a pour mesure la circonférence de
la base, multipliée par la hautevr.

Tout eylindre droit a pour mesure 'aire de sa base, multipliée par
sa hauteur,

La surface latérale d'un edne droit, a base circulaire, a pour mesure
la circonférence de la base, multipliée par la moitié de la génératrice
du cone.
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La surface latérale d'un trone de cone droit, & bases paralldles, a
pour mesure la demi-somme des circonférences des hases , multipliée
par le coté du trone.

Tout ¢éne a pour mesure le tiers du produit de sa base par sa hau-
teur.

Un trone de cone,  bases paralleles, est équivalent 4 la somme de
trois eones ayant pour hauteur commune celle du tronc, et ayant
pour bases respectives la hase inférieure du trone, Ia hase supérieure,
et une moyenne proportionnelle entre les deux bases.

——

(HAPITRE XVIIL

Sphre (390-414). — Sections planes ; grands cercles; petits cercles
(391-395). — Poles d'un cercle (396-399).— Eitant donnée une sphére,
trouver son rayon par une construction plane (400). — Plan tangent
{401). — Angle de deux arcs de grands cercles (402-404), — No-
tions sur les triangles sphériques : leur analogie parfaite avec les an-
gles trigdres (405-407).

Cercles de la sphére.

390. TntorkmE, — Toule section faite dans une sphére, par
un plan, est un cercle.

Soit ACB la courbe suivant laquelle le plan MN coupe ia
surface sphérique. Abaissons, du centre de la sphére, la
perpendiculaire OD sur MN, et
menons les rayons AO, BO, CO,
dont les projections, sur le plan
sécant, sont AD, BD, CD.

D’aprés la définition, les obli-
ques AO, BO, CO sont égales;
done leurs projections AD, BD,
CD,..., sont égales; donc la courbe
ABC est une circonférence.

394. Remarque. — La projection AD du rayon AO devient
égale a ce rayon lorsque le plan MN passe par le cenire. Le
cercle ABC est alors le plus grand possible. C'est pour celte
raison que l'on appelle grand cercle de la sphére la section
faite par un plan passant par le centre. Cela posé, on déduit,
du théoréme qui précéde, les corollaires suivants :
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392. 1ev Corollaire. — Tous les grands cercles sont égaum
entre eusw.

393. 2¢ Corollaire. — Deuw grands cercles se coupent tou-
jours en deuw parties égales,

394. 3¢ Corollaire. — Tout grand cercle partage la sphére et
sa surface, chacune en deux parties égales.

395. 4e Corollaire, — Le centre d'un petit cercle, et celui de
la sphére, sont sur un méme diamétre perpendiculaire au plan
du petit cercle.

396. Remarque. — D'aprés le der-
nier corollaire, sil’on joint le centre
de la sphére et le centre D d’un petit
cercle ABC, par un diamétre POP’,
ce diametre sera I'axe du petit cercle,
Done, chacune de ses extrémités P
P" est également éloignée de tous les
points de la circonférence ABC. Cela
étant, les points P, P’ sont appelés
poles de cette circonférence. Ainsi,

397. Le pdle d'un cercle dela sphere est Peatrémité du dig-
métre perpendiculaire au plands ce cercle, Tout cercle, fracé
sur la sphere, a deux poles.

398. Si, par I'axe PP’, nous faisons passer plusieurs circon-
férences PAP', PBP’, PCP', ..., tous les arcs PA. PB, PCi..:
seront égaux entre eux, comme sous-tendus par des cordes
égales. Il suit de 1A que si I'on place en P I'une des pointes
d’un compas, et quavec une ouverture égale & la corde PA,
on irace une courbe sur la sphére, cette ligne est une circon-
férence, ayant pour pole le point P. On voit done que sur la
sphére, comme sur un plan, on peut facilement tracer des
circonférences.

399. Si I'on veut, du point P comme pole, déerire une cir-
conférence de grand cercle EFG, on doit prendre une ouver-
ture de compas égale a la diagonale du carré construit sur PO
comme coté; ou, ce qui revient au méme, il faut que
I'arc PE, compté sur un grand cercle perpendiculaire & EFG,
soit un quadrans.
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£00. PropLiME. — Trouver le rayon d'une sphére solide
donnde.

D'unpoint A, comme pole, décrivons une circonférence CDE ;
prenons sur cette ligne deux ares BC, BD égaux entre eux;des
pointsC, D, comme poles, avee une méme ouverture de compas,
plus grande que BC,décrivons deuxarcs qui se coupent en un
point F. Les trois points A, B, F sont situés dans un plan
perpendiculaire au milieu de
la corde CD (260): ils appar-
tiennent 4 une circonférence
de grand cercle.

Si done, avec les distances
rectilignes AB, BF, AF, nous
construisonsun triangle ABF,
le rayon du cercle circonserit
a ce triangle sera le rayon de
la sphére donnée,

Plan tangent.

401, TaEoriME. — Tout plan, perpendiculairve d Uectrémite
d’un Tayon, est tangenl a la sphere.

Soit le plan MN perpendiculaire a 'extrémité du rayon OA;
je dis que ce plan n’a que le point A de commun avec la
: sphére, c'est-a-dire qu’il y est tan-
gent en A.

Menons, par OA, un plan quel-
conque; il coupe la sphére suivant
une circonférence de grand cercle,
et il coupele plan suivant une droite
perpendiculaire au rayon : cette
droite est tangente, en A, & la cir-
conférence; done, ele.

Angle de deux arcs de grands cercles.

£02. On appelle angle de deux arcs de grands cercles, 'angle
formé par les tangentes & ces arcs, menées par leur point de
rencontre. Ce point est le sommet de I'angle, et les arcs en
sont les colés.
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403. TakorkMe, — L'angle de deuw arcs de grands cercles
a pour mesure Uarc de grand cercle compris enire ses cdiés,
et déerit de son sommet comme pdle.

Soient les arcs de grands cercles CAC/, CBC', se coupant
en G, (, aux exirémités du diamétre CC'. Menons les tan-
gentes CD, CE; menons aussi,
par le centre de la sphére, un
plan perpendiculaire a CC', et
soit BAB' la section faite dans
la sphére par ce plan. L’angle
EED est égal & Pangle BOA
des deux rayons (287); mais
celui-ci a pour mesure larc
AB, lequel peut étre considéré
comme décrit du point C;
donc, ele.

£04. Remarque. — L'angle diédre formé par les plans des
grands cercles CAC’, CBC' @ pour mesure U'angle formé par ces
arcs de grands cercles.

Triengles sphériques.

4£05. Un triangle sphérique est une partie de la surface de la
sphere, terminée par trois arcs de grands cercles. De méme,
un polygone sphérique est la partie de cette surface comprise
entre plusieurs arcs de grands cercles.

406, Soit un friangle sphérique ABC, Menons, du centre de
la sphére, les droites OA, OB, OC. Elles déterminent un
angle triedre O ayant, avec le triangle sphérique, une relation
bien remarquable. En effet,
la face AOB, par exemple, a
pour mesure l'arc AB, c’est-
A-direJe edté AB du triangle
sphérique. De plus, ainsi quon
vient dele voir, I'angle diedre
dont Paréte est OA a pour
mesure I'angle A du triangle
sphérique. Ainsi, a tout trian-
gle sphérique correspond un
angle triédre, dont les faces
ont pour mesures les cotés cor-
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respondants du triangle, et dont les angles diédres ont pour
mesures les angles correspondants du. iriangle.

De méme, & tout polygone sphérique correspond un angle
polyédre.

£07. D'aprés cela, & tout théoréme sur Pangle triédre répond
un théoréme sur le triangle sphérique. Inversement, les
problémes relatifs & Pangle triedre peuvent étre résolus au
moyen dela Trigonomélrie sphérique,

Résumé,

Toute section faite dans une sphére, par un plan, est un cercle.

Tous les grands cercles sont égaux entre eux.

Deux grands cercles se coupent toujours en deux parties égales.

Tout grand cercle partage la sphére et sa surface, chacune en deux
parties égales.

Le centre d'un petit cercle, et celui de la sphére, sont sur un méme
diamétre perpendiculaireau plan du petit cercle.

Le pole d'un cercle de la sphére est 'extrémité du diamétre perpen-
diculaire au plan de ce cercle.

Tout cercle, tracé sur la sphére, a deux poles.

Tont plan, perpendiculaire & extrémité d'un rayon, est tangent i la
sphere.

L'angle de deux ares de grands cercles a pour mesure 'are de grand
cercle compris entre ses colés, et déerit de son sommel comme pole.

L'ancle diddre formé par les plans de deux grands cercles a pour
mesure l'angle formé par ces arcs de grands cercles,

A tout triangle sphérique correspond un angle triédre, dont les faces
ont pour mesures les eotés correspondants du triangle, et dont les
angles diédres ont pour mesures les angles correspondants du triangle.
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CHAPITRE XIX.

Mesure de Ia surface engendrée par une ligne brisée régulidre, tour-
nant autour d'un axe mené dans son plan et par son centre (408-
410). — Aire de la zone, de la sphire entidre (411-414), — Exer-
cices (421-425). — Mesure du volume engendré par un triangle
tournant autour d'un axe mené dans son plan par un de ses som-
mets (415). — Application au secteur polygonal régulier tournant
autour d'un axe mené dans son plan et par son centre (416).
— Volume du secteur sphérique, de la sphére entiére, du segment
sphérique (417-420). — Exercices (421-425). — Volume approché
d'un solide limité par une surface quelconque *,

Mesure de la surface engendrée par une ligne brisée régulitre.

408, Lemme. — La surface engendrée par une droite AB,
tournant autour d’un axce XY situé dans un méme plan avec
AB, a pour mesurela circonférence dont le rayon est la perpen~
diculaire CD, élevée au miliew de la génératrice et prolongée
jusqu’a U'awe, multiplide par la projection A'B' de cette généra-
trice sur l'awe.

Cette proposition est évidente lorsque la
droite génératrice est paralltle A Paxe;
car alors la surface engendrée est cylin-
drique.

Supposons donc que AB prolongée ren-
contre XY, auquel cas la surface est celle
d’un tronc de cone. Menons CE perpendicu-
laire & XY et AF paralléle & cefte droite.
Nous avons trouvé ci-dessus (385),

surf. AB = (AA'-}-BB') . AB=2%CE.AB,

Or, les triangles rectangles ABF, CDE, ayant les e6tésperpen-
diculaires, chacun & chacun, sont semblables et donnent

AB_AF
Ch CE’
ou
CD . AF=CE . AB;

* Celte question me peut étre résolue sans le secours du Caleul inté-
gral. (Note de U'auteur.) -
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donc, 4 cause de AF = A'B/,

surf. AB=2=CD .A'B'.

11 est clair que cette proposition est également vraie lorsque
’une des extrémités de AD se trouve sur 'axe.

£09. Takorkme. — La surface engendrée par une ligne brisée
réguliére ABCD, tournant autour d'un axe situé dans son plun
et passant par son cenire, & pour mesure la circonférence
snscrite, multipliée par la projection de la génératrice sur
Vamxe.

On appelle ligne brisée réguliére celle qui a ses cotés égaux
et ses angles ézaux. Il est évident qu'une
pareille ligne est circonscriptible a une eir-
3§ conférence.
punas Cela posé, soit O le centre de la ligne
brisée, c’est-a-dire le centre de la circon-
férence inscrite. Menons les apothémes
égaux OM, ON, OP, et projetons les som-
mets A, B,C, Den A, B, C, D' sur XY.

La surface engendrée par ABCD se com-
---------- 8l pose des surfaces engendrées par AB, BC,

A&l (D ; donc, parle lemme précédent,

surf. ABCD=270M. A’B’ +- 2 =ON . B'C’ 4-2 =OP. C'D",

ou
surf. ABCD =2x0M (A'B’ 4 B'C’ + C'D’).

£10. Corollaire.—La surface engendrée par undemi-polygone
régulier, d’un nombre pair de cdids, tournant autour d’un dia-
métre du cercle circonscrit, a pour mesure la circonférence
inscrite, multipliée par le diamétre du cercle circonserit.

Aire de la sphére.

411, Takonime, — Laire d’une zone ou d'une calotte sphé-
rique est égaled la circonférence d'un grand cercle, multiplice
par la hauteur de la zone ou de la calotte.

Une zone est la partie de la surface de la sphére ter-
minée 2 deux circonférences paralliéles; une calotte est la
partie de la surface sphérique terminée A une seule circon-
férence. Ainsi, lorsque la demi-circonférence CABD, tour-
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nant autour du diameétre CD, engendre la
gphére, 'arc AB engendre une zone, et les
arcs AC, BD engendrent des calottes sphé-
riques.

La hauteur A'B’ d'une zome est la dis-
tance comprise entre les plans des bases
AA", BB'; la hauteur CA’ d'une calotte est
la distance comprise entre le plan du
cercle qui lui sert de hase et le pole de ce
cercle.

Cela posé, je dis que la zone engendrée par AB a pour me-
sure 2z0C.A'B'.

Inscrivons al'arc AB une ligne brisée réguliére AEFB; puis,
A la surface conique engendrée par AE, inscrivons la surface
d'un tronc de pyramide réguliére, et opérons de méme pour
les surfaces engendrées par EF et FB, Nous formerons ainsi
une surface polyédrale ouverte, ayant pour base: inférieure un
polygone rézulier, inserit a la circonférence décrite par le
point B. Si nous faisons eroitre indéfiniment. le nombre des
cotés de ce polyzone, et si en méme femps nous augmentons
indéfiniment le nombre des cotés de la ligne brisée inscrite
4 AB, nous obtiendrons une série de surfaces polyédrales
dont les aires auront une limite, laquelle sera précisément
l'aire de la zone sphérique.

D’abord, en augmentant indéfiniment le nombre des cotés
du polygone régulier servant de base & la surface polyédrale,
nous trouvons pour limite I'aire de la surface engendrée par
la ligne brisée AEFB ; c’est-d-dire 2z0L. A'B'.

En second lieu, en faisant croitre indéfiniment le nombre
des cotés de la ligne brisée, nous obtenons, pour I'aire de la
zone sphérique,

lim. 2701.A'B’;
¢’est-a-dire
9r0C. A'B'.

La démonstration serait la méme pour la mesure de la ca-
lotte engendrée par AC.

£12. Scolie. — Soient R le rayon d'une sphére, H la hau-
teur d’une zone ou d’une calotte, et A I'aire de cette surface ;
on aura
A=2xzRH.
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413. Tukonime. — La surface de la sphére a pour mesure

la circonférence d’un grand cercle, multipliée par le diamétre.

En effet, la sphére peut élre considérée comme une zone
dont la hauteur égale le diametre.

41k, Scolie. — Soit A I'aire d’'une sphere de rayon R;ona
A = izR™

Mesure du corps engendré par un triangle tournant autour
d’un axe.

415, THEOREME, — St un triangle ABC tourne aufour dun
axe XY situd dans son plan et passant par un de ses sommets G,
le corps engendré @ pour mesure la surface décrite par le coté
AB opposé d ce sommet, multiplide par le tiers dela hauteur CD
correspondant @ ce méme sommel,

1o Supposons que I'un des sommets du triangle soit situé
sur I'axe de rotation ; abaissons AA’" perpendiculaire sur XX
ot soit V le volume du corps engendré : je dis que

V = surf. AB . { CD.

En effet, le corps engendré par BAC se compose des cones
engendrés par BAA' et CAA'; donc (387)

A =§Tt:ﬂ2. BC.

Mais, dans un triangle, le produit de la base par la hauteur
esl constant, comme exprimant le double de I'aire du triangle;
done

d’odt

BC.AA'=—AB.CD;
V=;‘N;~\A'.AB.CD.
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D'un autre coté, wAA’. AB mesure la surface conique en-
gendrée par AB (383) ; done enfin

V =surf.AB. 4 CD.
20 Sile coté AB prolongé rencontre I'axe,nous aurons

vol. ABC = vol. ACE — vol. BCE
=surf. AE.4 CD—surf. BE . $CD
=surf, AB.4CD.

3° Enfin, sile coté AB était paralléle & I'axe, le volume en-
gendré par ABC se composant du cylindre engendré par
ABA'B!, diminué des cénes engendrés par ACA’ et par BCB',
le théoréme se vérifierait encore plus simplement.

Mesure du corps engendré par un secleur polygonal régulier
tournant antour d'un axe.

£16. TrEOREME. — S7 un secteur polygonal régulier OABCD
tourne autour d'un axe XY situé dans son plan et passant par
son centre, le corps engendré a pour mesure la surface décrite
par la ligne brisée réguliére qui sert de base au secteur, multi-
plice par le tiers de apothéme OE.

En effet, d’apres le théoréme précédent,
vol. ABO=surf, AB .1 OE,

vol. BCO =surf. BC. 1 OF,
vol. CDO =surf, CD . { 0G.

Mais les perpendiculaires OE, OF, OG sont
égales entre elles; donc

vol. ABCDO = surf, ABCD . 4 OE,
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Volume do la sphére.

417, TaeorkME, — Tout secfeur sphérique a pour mesure la
zone qui lut sert de base, multiplide par le tiers du rayon de la
sphére.

On appelle secteur sphérique le corps engendré par un sec-
teur circulaire ACB tournant autour d’'un axe
XY situé dans le plan ACB et passant parle
centre C. Lorsque le secteur ACB engendre le
secteur sphérique, I'arc AB engendre une zone
qui est appelée base du secteur.

Cela posé, le théoréme qui vient d’dtre
énoncé se déduit du précédent, par le mode de
démonstration employé au n° 414, Nous lais-
sons au lecteur le soin de faire les développe-
ments nécessaires,

418. Scolie. — Soient V le volume d'un secteur sphérique,
H la hauteur de la zone qui lui sert de base, R le rayon de la
sphére.

V=12 nR2H.

£19. TatorkME. — La sphére a pour mesure sa surface,
multiplice par le tiers du rayon.

En effet, la sphére peut 8tre considérée comme un secteur
ayant pour base la surface sphérique.

420. Scolie, — L’expression du volume V d'une sphére de
rayon R est
V=£=R.

Applications numériques.

421. PReEMIER PROBLEME. — Le lifre qué sert d mesurer les
liquides est un cylindre dans lequel la hauteur est double du
diamétre de la base, etdont la capacité est 1 décimétre cube.
Quelles sont les dimensions de ce corps?

Prenons pour unité le décimétre, représentons par h la hau-
teur du cylindre ; nous aurons (381)

b 10
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2
le=n C—;) h;

h=3 /16

d’ox

w

log 16 =1,2041200 +

log ==04971499 —
0, 7069701
1= 0,2356567 =log h,
h=1,720 5.

Ainsi, la hauteur du litre égale 172=m,05, et le rayon de la
base égale 43mm 01,

£22. DEUXIEME PROBLEME. — Quelle est la longueuwr d'un
fil de platine ayant pour épaissewr i de millimeétre, el pe-
sant | gramme?

Le poids spécifique™ du platine, par rapport a V'eau, est &
peu prés égal & 20 ; si donc le centimétre cube est pris pour
unité, le volume du fil sera représenté par 5. Supposons le fil
cylindrique; nous aurons

h étant la hauteur du cylindre ou la longueur du fil.
Cetie équation donne

_120.2 400

™

k

log 120=2,0791812 4
- log 2 400 =3,3802142 -+
| log = =0,4971499 —

log h =4,9622425,
b = 91673,2...

Ainsi la longueur du fil serait d’enyiron 917 métres.

* Yoyez la Physique.
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£93, TroiSIEME PROBLEME. — Quel serait le rayon dune
sphére d’or valant 20 francs?

Le prix du kilogramme d’or est 3 444f 45 ; donc le poids de
la sphére sera, en grammes, y}}-s. D'ailleurs, le poids spé-
cifique de I'or étant, & peu pres, 19,26, le volume dela sphére
sera, en centimétres cubes,

20
3,5k 45 . 19,26

Soit R le rayon inconnu ; nous aurons (4 4)

20

s

— 3-
3, 04445 .19,26 ° :

R:- 3 5
3,444 45 . 6,42 .%

Les logarithmes donnent ensuite :

d’ol

log 5 = 0,6989700

log 3,444 A5=0,5371199 —
log 6,42 =0,8075350 —
log = = 0,4971499 —

—_—

2,8571 652

4 —1,6190551 =log I,
R = 0,415 95

Le rayon de la sphére serait done, & peu prés, 4om 16,

52, QUATRIEME PROBLEME, — Un physicien s'est assuré
qu'une goutte d’eau de savon, formant un cylindre de 2 milli-
métres de rayon et de 2 millimétres de hauteur, peut se dévelop-
per en une bulle de 5& millimétres de rayon. On demande quelle
est Pépaisseur de Uenveloppe aqueuse de cette bulle.

Soient r le rayon de la goutte, et k sa hauteur : son volume
sera wrh (382).

Soient ensuite R le rayon de toute la bulle et o I'épaisseur
de lenveloppe: le volume de la partie aqueuse sera (414)

§7R — 4= (R—a),
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On a done

arth=¢ ok —§ n(R—)*;
d'ott
o=R—4+{/8R*—6r°h.

Mettant pour R, =, k leurs valeurs, on obtient :

@ = Bk —4 \/108° — 48
= 0,0007.

L'épaisseur cherchée est donc 7255 de milliméire *.

495, CINQUIEME PROBLEME. — Evaluer le volume V de la
Terre (supposée sphérique).

D’apres la définition du metre, la longueur du méridien de
Paris est, en prenant le myriamétre pour unité,

2R = & 000 ;
d'olt

20
R— 00

15

R étant le rayon de la Terre.
Cette valeur, substituée dans la formule

&
V = E T\Rs,
donne

&
'V:_,—3

(2 000)* 32 000 000 000
s D T 3n? i

Opérant par logarithmes, on trouve :

log 32 000 000 000 = 10,505 149 98 -

logm= 0,497 149 87 -
2 log == 0,994 299 T4 —
log 3 = 0,477121 25 —

logV = 9,033 728 99
V =1 080 759 000 myriamétres cubes.

* Ce probleme est tiré dela Géométrie élémentaire de Vincent.
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Résume.

La surface engendrée par une droite tournant autour d’un axe situé
dans un méme plan avec lagénératrice, a pour mesure I circonférence
dont le rayon est la perpendiculaire élevée au milieu de la génératrice
et prolongée jusqu'd l'axe, multipliée par la projection de cetie géné-
ratrice sur l'axe.

La surface engendrée par une ligne brisée réguliére, tournant autour
d'un axe situé dans son plan et passant par son centre, a pour mesure
la circonférence inscrite, multipliée par la projection de la génératrice
sur l'axe.

La surface engendrée par un demi-polygone régulier, d'un nombre
pair de cotés, tournant autour d'un diamétre du cercle circonscrit, a
pour mesure la circonférence inscrite, multipliée par le diamétre du
cercle circonserit.

La surface d'une zone ou d’une calotte sphérique a pour mesure la

circonférence d'un grand cercle, multipliée par la hautear de lazone ou
de la calotte.

La surface de la sphére a pour mesure la circonférence d'un grand
cercle, multipliée par le diamétre.

Si un triangle tourne autour d'un axe situé dans son plan et passant
par un de ses sommets, le corps engendré a pour mesure la surface
déerite par le coté opposé a ce sommet, multipliée par le tiers de la
hauteur correspondant & ce méme sommet.

Si un secteur polygonal régulier tourne autour d'un axe situé dans
son plan et passant par son centre, le corps engendré a pour me-
sure la surface décrite par la ligne brisée réguliére qui sert de base
au secteur, multipliée par le tiers de I'apothéme.

Tout secteur sphérique a pour mesure la zone qui lui sert de base,
multipliée par le tiers du rayon de la sphére.

Lasphére a pour mesure sa surface, mulliplee par le tiers du
rayon.

10.




NOTIONS

SUR QUELQUES COURBES.

Définition de l'ellipse par la propriété des foyers (426). — Tracé
de la courbe par points et d’un mouvement continu (430). —
Axes (427, 428). — Sommets (429), — Rayons vecteurs (429). —
Définition générale de la tangente i une courbe (432). — Les
rayons vecteurs menés des foyers & un point de l'ellipse font,
avec la tangente en ce point et d'un méme cité de cette ligne, des
angles égaux (433). — Mener Ja tangente a l'ellipse par un point
pris sur la courbe; par un point extérieur (434).— Normale a
Pellipse (436). — Définition de la parabole par la propriété du
foyer et de la directrice (438). — Tracé de la courbe par points
et d’'un mouvement continu (439). — Axe (441). — Sommet (441).
— Rayon vecteur (441). — La tangente fait des angles égaux avec
la paralléle & l'axe et le rayon vecteur, menés par le point de con-
tact (441). — Mener la tangente a la parabole par un point pris sur
Ia courbe; par un point extérieur (441), — Normale (£42). — Sous-
normale (442), — Relation entre le carré d'une ordonnée perpendi-
culaire & I'axe et la distance de cette ordonnée au sommet (£43). —
Définition de 'hélice, considérée comme résulfant de l'enroulement
du plan d'un triangle rectangle sur un cylindre droit & base eiren-
laire (445). — Pas de I'hélice (448). — La tangente & Fhélice fait
avec laréte du cylindre un angle constant (446).— Construire la
projection de I'hélice et dela tangente sur un plan perpendiculaire
a la base du cylindre®.

De I'ellipse.

4£926. Définition. — L’ellipse est une courbeplane telle, que la
somme des distances de chacun de ses points a deuw points fixes
est constante.

De cette définition résulte immédiatement le tracé de 'el-
lipse. Soient en effet F’, F les deux points fixes donnés, que
I'on appelle foyers **.

+ Pour ce probléme, nous renverrons le lecteur aux Notions de
Géométrie descriptive,

** On verra, dans la Physique, la raison de cette dénomi-
nation.
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Si une corde, de longueur
donnée I; a ses extrémites
attachéesen ces deux points,
et qu'on fasse glisser un
style le long de la corde, en
la tenant toujours tendue,
Pextrémité Mdustyledécrira
une ellipse ABA'B'; car on
aura, a chaque instant,

FM - MF’ =1,

En faisant varier la longueur [ et la distance focale F'F, on
pourra tracer toutes sortes d’ellipses.

Ce procédé, connu depuis fort longtemps, a fait donner &
Vellipse le nom d’ovale des jardiniers.

427, Awes de Uellipse. — Si, d’'un point quelconque M de
Pellipse, on abaisse une perpendiculaire MP surla droite FF’,
etqu’onla prolonge d’une longueur PM'égalea MP, le point M’
appartienl 4 la courbe; car F'F étant perpendiculaire au mi-
lieu de MM/, on a

FM=F'M, EM' =FM;
d'ot
F'M +FM =1

Il résulte, de 14, que F'F est un axe de syméirie de Vellipse :
on I'appelle axe focal ou grand axe.

On voit, avec la méme facilité, que la perpendiculaire BB’
au milieu O de FF’ est aussi un axe de symétrie. Cette droite
est le petit axe.

£28. Remarque. — Il est facile de justifier les dénomina-
tions de grand axe et de petit awe, En effet, par la définilion
de Iellipse,

F'A+4 FA =FB 4 FB=1L.
Mais, & cause de la symélrie,
FA = A'F’, F'B = FB;
done
A'A = 2 FB,

ou, en divisant par 2,
0A = FB.
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D'ailleurs, I'oblique FB est plus grande que la perpendicu-
laire OB ; done enfin

0OA > OB.

£29. Sommets, centre, etc. — Les extrémités A, A", B, B
des deux axes sont appelées sommets. Le centre de Vellipse
est le point O ot se coupent les deux axes. Toute corde MN
qui passe par le centre est un diametre. Enfin, les droitesMF,
MF’, menées d'un point quelconque de lellipse aux deux
foyers, portentle nom de yayons vecteurs.

430. ProBLEME. — Construire une ellipse, connaissant ses
axes AA', BB,

Pour déterminer lesfoyersF,F’,
il suffit de décrire, de extrémité
B du petit axe comme cenlre,avec
OA pour rayon, un arc F'GF. On
peut alors tracer la courbe comme
nous I’'avons indiqué en commen-
cant.

On peut aussi la tracer par poinis.

Pour cela, prenons, sur le grand axe, un point quelconqueE.
Du foyer F', avec A‘E pour rayon, tragons un arc de cercle;
du foyer F, avec AE pour rayon, tracons un second arc qui
coupe le premier en M : le point M, ainsi déterminé, appar-
tient évidemment a Uellipse.

Cherchons dans quel cas les circonférences ayant les foyers
pour centres se couperont.

Comme la somme desrayons A’E, AE surpasse F'F, il suffit
que l'on ait

A'E — AE < F'F.
Or,

A'E=AT' -+ F'E,

AE = AF =TFE,

selon que le point E est & gauche ou a droite du foyer F. La
condition est done

F'E = FE < FF'.

Elle exige, évidemment, que le point E soit pris entre les
deuw foyers.
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431, Tutonkme, — Lecentre de Uellipse est le miliew de tous
les diamélres.

Prenons le point M’ symétrique de M, par rapport au grand
axe, puis le point N symétrique de M’ relativement au petit
axe. Enfin, abaissons NP’ perpendiculaire & FF'.

Les triangles rectangles MPO, NP'O sont égaux, comme
ayant les cotés de I'angle droit égaux, chacun a chacun; donc

OM = ON, angle POM = angle P'ON, etc.

432. Définition géndrale de la tangente.— Si, parun point M
pris sur une courbe quelconque AMB, on fait passer une sé-
cante MM'S; puis que l'on fasse tourner cette droite autour
du point M, de maniére que I'arc MM’, infercepté sur la
courbe, diminue indéfiniment, la sécante tend vers une cer-
taine position-limite MT, qu'elle
atteint quand le point M’ se con-
fond avec M. Cette position-limile
est ce quon appelle la tangente
en M. Ainsi, 2

La tangente @ une courbe AB est la limite MT des positions
d'une sécanle qui tourne autour de P'un M de ses deuax points
d’intersection avec la courbe, ce point étant supposé fize, jus-
qu'd ce que Vautre point M' vienne se confondre avec le pre-
miers

£33, TakorkME. — Les rayons vecteurs menés des foyers a
un point de Uellipse font, avec la tangente en ce point, et d'un
méme cdté de ceite droiie, des angles égaua entre euam.

Menons une sécante quelconque SMM'S’; prenons lepoint G
symétrique du foyer F'par rapport  cette droite ; nous aurons

MG= M'F', MG = MF'.

Actuellement, faisons tourner la sécante, de maniére que
le point variable M'se rapproche indéfiniment du point fixe M.
Pendant ce mouvement,a cause de MG — MK, le point G dé-
crit la circonférence ayant le point M pour centre, et MF’
pour rayon. En outre, tant que M’ n’est pas confondu avec M,
les quatre points F, M, G, M’ sont les sommets d’un quadrila-
tére ayant pour diagonales FG et MM'. Cette derniére droite
s'annule quand FG vient coincider avec FMI. Conséquemment,
pour déterminer la position-limite de SMS', ou la tangente MT,
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1l faut joindre le point de contact M avec le milieu() de FI. A
cause de

MI=MF', QI=QF,
les angles QMI, QMF’ sont égaux; el comme

angle QMI = angle TMF,
on a, finalement,

angle T'MF’' = angle TMF,

43%. PrOBLEME. — Mener, par un point donné, une tan-
gente a Uellipse.

Si le point donné est sur la courbe, il suffit, d'aprés la
démonstration précédente, de diviser en deux parties égales
'angle F'MI formé par l'un des rayons vecteurs menés au
point de contact, et par le prolongement de I'autre. Sup-
posons donc que le point donné T soit extérieur & 'ellipse.

Le probléme se réduit, évidemment, a la détermination du
point I,

Or, & cause de MI = MF’, ce point est situé sur la eircon-
férence décrite du foyer F comme centre, avec le grand axe
pour rayon. En second lieu, comme la tangente inconnue est
perpendiculaire au milieu de IF’, TI="TF'; donc le méme
point I est situé sur une circonférence ayant pour centre le
point donné, et passant par le foyer F.

Le point I, olt se coupent ces deux circonférences, étant
connu, on abaisse TT" perpendiculsire sur IF' : celte droite
est la tangente,
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435. Remarques. — 1. Le point de contact M est situé sur

FI; done, F'on peut obtenir la tangente et le point de coniact
sans que Lellipse soit racée.

II. Si Yon a égard aux conditions du contact et de Tinter-
section des circonférences, on trouve que : 4° d'un point exté-
rieur & Vellipse, on peut mener deuw tangentes a celte courbe ;
90 par un point pris sur la courbe, on e peut mener qu'une
seule tangente; 3¢ par un point intérieur a Uellipse, on ne peut
faire passer aucune tangente. :

436. Normale a Dellipse. — La normale en un point d’une
courbe estla perpendiculaire a la tangente, en ce point. Con-
séquemment, la normale en un pointé de Vellipse divise en deua
parties égales Vangle des rayons vecteurs mensés @ ce point.

437. Gercle directeur de Vellipse. — M étant un point quel-
conque de la courbe, prolongeons le rayon vecteur F'M d’ute
longueur ME égale a 'autre
rayon vecteur MF. Nous au-
rons F'E=AA’. Ainsi, le
point E est situé sur une
circonférence ‘décrite du
foyer F' commecentre, avec
un rayon égal au grand axe
de lellipse. Cetle courbe
est done le lieu des points
également  distants dun
point fize ¥ ef d'une cir-
conférence DE.

De la parabole.

438, Définition. — La parabole est une courbe plane CAB,
liew des poinis également distants d'un point fiwe F et d'une
droite fize DE,

£30. Construction de la parabole. — Pour construire cette
courhe par points, on méne une paralléle quelconque MM’ a
la directrice DE. Du foyer F comme cenlre, avec un rayon
¢gal A la distance DP des deux paralléles, on décrit deux arcs
qui coupent, en M et M’, la droite MM’ : les points M, M,
ainsi déterminés, appartiennent a Ja covthe,
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Si I'on veut décrire la para-
bole d'un mouvement continu,
on prend un fil IMF, de méme
longueur que le ¢6té IH d’une
équerre IHG. On attache I'une
de ses extrémilés au foyer F,
et 'autre extrémité au sommet
I de I'équerre. Ensuite, on ap-
plique le coté d’une régle sur la
directrice donnée; on fail mou-
voir I'équerre le longde larégle,
en ayant soin de tendre le fil
contre I'équerre, & I'aide d'un
style : celui-ci déerit la para-
bole.

On a, en effet, & chaque in-
stant,

" IM4-MF=IM - MH,

MF =MH.

£40. Tatorime, — La parabole est la limite d’'une série d'el-
lipses ayant méme sommet et méme foyer.

Dans la figure du n° 437, supposons que le sommet A ef le
foyer voisin F restant fixes, la distance focale FF’ augmente
indéfiniment. Le cercle directeur DE varie, mais le point D,
ou il coupe le prolongement du grand axe, est fixe, En effet,
a cause de F'D = AA', on a

AD=R"K = AR

11 résulte de 1a que la limite du cercle directeur est la perpen-
diculaire DD’ & AA’, passant par le point D. Et comme Pellipse
est le lieu des poinis également distants du foyer F et du cercle
directeur, elle a pour limite le liew des points également distants
du foyer ¥ et de la droite DIV ; cette limite est done la parabole
qui a F pour foyer et DD’ pour directrice.

441, Cette corrélation entre Dellipse et la parabole rend
évidentes les propriétés suivantes, qui se déduisent de celles
de l'ellipse, et qu’il suffit d’énoncer :
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1° La parabole a un seul awe et un seul sommet;

9 La tangente & la parabole est également inclinée sur le
rayon vecteur mené au point de contact, et sur la paralléle a
Pace, menée par ce point;

30 Pour mener, d'un point T, une tangente a une parabole
donnée, on décrit, de ce point comme cenire, un arc passant par
le foyer et coupant en E la directrice : la bissectrice de Uangle
ETF est la tangente ;

Ete.

k42, THEOREME. — Dans la parabole, la sous-normale est
égale & la distance du foyer & la directrice.

La sous-normale PN est la partie de la normale comprise
entre le point N, ol cette droite coupe 'axe, et le pied de l'or-
donnée MP, perpendiculaire a I'axe.

Cela posé, pour démontrer le théoreme, remarquons d’abord
quela tangente MT étant bissectrice de I'angle EMF, la normale
MN sera bissectrice de I'angle supplémentaire FMI. Par suite,

angle FMN = angle FNM,

ou

FN =FM.
Mais

FN = FP - PN,
et
MF =ME =FP +4-FD;

done

PN =FD,

443. TEROREME. — Dans la parabole, chaque ordonnée per-
pendiculaire & Pawe est moyenne proportionnelle entre sa
distance au sommet, et le double de lu distance du foyer a la
directrice.

Le triangle rectangle MFP donne

MP'— MF — FP = DP — FP =(DP + FP)., (DP —FP),

Or,
DP+4FP=DF }2FP=2AF - 2FP =2 AP,
et
np —FP=DF.
Done
MP=\/AP . 2DF.
2, Gdométrie, b 1l
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k&k. Remarque.— Il régulte, de ce théoréme, que: dans la
parabole, les carrds des ordonndes sont proportionnels aux
abscisses correspondantes.

Cette propriété caractéristique est souvent prise pour défi-
nition de la parabole.

De I'hélice.

44%. Définition de Uhélice. — Considérons une surface pris-
matique droite, ayant pour hase une ligne brisée ABCDE, ....,
dont tous les colés soient égzaux entre eux.

Prenons, sur une droite indéfinie oy, les divisions ab, be,...
égales a AB, BC,..., ef, par les points ainsi obtenus, élevons
les perpendiculaires indéfinies, aay, bby, ccy,..., & @y. Enfin,
dans le plan de cette derniére figure, tracons une droite
quelconque ab'¢’d’.... Sinous imaginons que le plan aasf;f soit
pli¢ suivant les droites aay, bby, ccy,..., nous pourrons len-
rouler sur la gurface donnée, de maniére que toutes ces lignes
coincident, respectivement, avec les arétes AA;, BB,....
Apres cette transformation, la droite ab'c'd'... , tracde sur le
plan, sera remplacée par une ligne brisée AB'C'D ..., iracée
sur le prisme. Cette ligne brisée porte le nom d’hélice.

Si I'on suppose que les cotés AB, BC,..., diminuent indéfini-
ment de longueur, la surface du prisme tendra vers la surface
d’un cylindre, et ’hélice polygonale AB'C’D'... tendra vers une
hélice curviligne. Nous dirons done que :

L’hélice est la courbe suivant laquelle se transforme une
droite tracée sur un plan, lorsque celui-ci roule, sans glisser,
sur la surface d’un cylindre quelconque *.

* Ordinairement, on suit une marche inverse, et 'on définit I'hélice :
une ligne qui se tmns{ormc en ligne droite dans le développement
du cylindre sur lequel elle est tracée. On peut voir, & ce sujet, le
Traité elémentaire de Géomélrie descriplive, seconde partie,
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k46, TrioriMe. — La tangente a Uhélice fait, avec la géné-
ratrice passant par le point de contact, un angle constant.

La droite ab’c'd’... est également inclinée sur les paralléles
bby, ccy, ete.; done les angles AB'B, B'C/C, C'D'D,..., sont tous
égaux entre eux. Or, la limite de la sécante B'CY, par exemple,
est Ia tangente en B’ & Ihélice cylindrique; done, ete.

£47. TaktoriME. — Dans Phélice, la sous-tangente est égale
a Vabscisse curviligne.

Dans la premiére figure du ne 445, supposons le coté D'E’
de I'hélice prolongé jusqu'a ce qu’il rencontre, en un point R,
le c6té DE de la base du prisme. Les friangles rectangles
D'DR, d'da sont égaux, comme ayant I'angle RD'D égal & ad'd,
et le coté D'D égal & d'd. Donc RD= ad. Mais cette derniére
droite est égale, en longueur, & la ligne brisée ABCD. Done
DR = ABCD.

Cette conclusion subsiste quand les cotés AB, BC..., dimi-
nuent indéfiniment ; donc

lim. DR = lim. ABCD.

La premiére limite est la distance comprise entre le pied de
la tangente et la projection du point de contact : ¢’est la sous-
tangente ; 'autre limite est ce qu’on appelle I'abscisse curviligne
du point de contact. Le théoréme est donc démontré.

448, On appelle pas de Phélice la distance comprise entre
deux intersections consécutives de la courbe avec une méme
génératrice,

Le segment de ’hélice, correspondant & ce segment de gé-
nératrice , est une spire.

1l résulte, de la définition de I'hélice, que deua spires quel-
conques sont égales.

Résumé,

L'ellipse est une courbe plane felle, que la somme des distances de
chacun de ses points & deux points fixes est constante.

Le centre de Pellipse est le milien de tous les diamétres.

La tangente & une courbe est la limite des positions d'une sécante
qui fourne autour de I'un de ses deux points d'intersection avee la

courbe, ce point étant supposé fixe, jusqu’a ce que 'autre point vienne
se confondre avec le premier.
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Les rayons vecteurs menés des foyers a un point de Pellipse font,
avec la tangente en ee point, et d’un méme coté de cette droite, des
angles égaux entre eux.

La normale en un point d’une courbe est la perpendiculaire a la
tangente en ce point.

La normale en un point de Vellipse divise en deux parties égales
I'angle des rayons vectenrs menés a ce point.

Lellipse est le lieu des points également distants d’un point fixe et
d'une circonférence.

La parabole est une courbe plane, lieu des points également distants
d'un point fixe et d'une droite fixe.

La parabole est la limite d’une série d’ellipses ayant méme sommet
et méme foyer.

La parabole a un seul axe et un seul sommet ; Ia tangente i la pa-
rabole est également inclinée sur le rayon vecteur mené au point de
contact, et sur la paralitle i I'axe, menée par ce point.

Dans la parabole, la sous-normale est égale & la distance du foyer i
la directrice.

Dans la parabole, chaque ordonnée perpendiculaive A Il'axe est
moyenne proportionnelle entre sa distance au sommet, et le double de
la distance du foyer a la directrice.

L’hélice est la eourbe suivant laquelle se transforme une droite tra-

cée sur un plan, lorsque celui-ci roule, sans glisser, sur la surface
d'un eylindre quelconque.

La tangente & I'hélice fait, avec la génératrice passant par le point
de rontact, un angle constant.

Dans I'hélice, la sous~tangente est égale & l'abscisse curviligne.




APPENDICE".

LEVE DES PLANS.— ARPENTAGE.

Notions sur le levé des plans et I'arpentage (1-41). — Leyé au métre
(9, 10). — Levé au graphomatre (14-20). — Levé a l'équerre
d’arpenteur (11-13). — Levé a la planchette (25-27).

Du levé des plans,

A. Les ingénieurs, les architectes et les arpenteurs appellent
plan une figure semblable & la projection horizontale d’une
machine, d'un bdtiment, d’un ferrain, etc. La mesure directe
des longueurs et des angles qui déterminent cette projection,
constitue le levé du plan. On inscrit ces longueurs et ces an-
gles, sur un croquis; aprés quoi il ne reste plus qu'a con-
struire le plan : c¢'est ce qu'on appelle le rapporter.

De Ia chaine d'arpenteur.

2. Pour lever le plan d'un terrain polygonal ABCDE dont
la surface est sensiblement plane et horizontale, et sur lequel
la vue n’est génée par aucun obstacle, on commence par me-
surer, avec la chafne d'arpenteur ou le
mélre**, les cotés du terrain. Puis, comme
un polygone n'est pas déterminé par ses
cOlés, on mesureun nombre suffisant de
diagonales, telles que AC. Cette opéra-
ration exige, préalablement, le tracé, sur
le terrain, de la drofte qui joindrait les
sommets A, C*** Pour effectuer ce tracé,
on emploie des jalons, c’est-d-dire des

* Cet Appendice contient les solutions des questions suivantes, insé-
rées au Programme officiel : Aire approchée d'une figure plane limitée
par une courbe quelconque; Notions sur le levé des plans et Var-
pentage. Ces diverses questions, appartenant 4 ce que 1'on appelle or-
dinairement la Géométrie pratique, nous n'avons pas cru devoir les
placer dans la Géométrie proprement dite.

** Yoir plus loin, n° 5.

*** Qu plus exactement, le tracé de la ligne qui suivrait les ondu-
lations du terrain, et dont la projection passerait par les projections
des points A, C.
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tiges de bois, sensiblement droites, longues d’environ i=.8,
que I'on fiche verticalement en terre, en difiérents points de
Ualignement AC. A cet effet, chaque jalon est terminé en fer
de lance. De plus, afin de le rendre visible & une grande dis-
tance, on le surmonte habituellement d'un petit carré de
papier blane, que I'on fixe dans une fente longitudinale.

3. Les jalons étant préparés, V'arpenteur se place & I'une
des extrémités de la ligne AC qu'il veut jalonner, en A par
exemple, et son aide marche vers I'autre extrémité C. Quand
celui-ci est & une distance convenable du point A, il plante un
jalon j, de maniére que Parpenteur apercoive, dans une méme
direction, le point j, et le voyant* placé en C; aprés quelques
tatonnements, dans lesquels il est guidé par les signes que
lui fait I'arpenteur, 'aide parvient & amener le jalon dans la
position convenable. On opére de méme pour placer un
deuxiéme jalon, puisun troisiéme, ete.

4. Pour marquer, sur le terrain, le point de rencontre M
de deux droites jalonnées AC, BD, Parpenteur se place en A
et visele point C; puis I'aide marche dans la direction BD,
Jusqu’a ce que son jalon soit dans le premier alignement.

5. La chaine d’arpenteur, qui sert & mesurer les distances
un peu considérables, est ordinairement composdée de 50 chai-
nons ou tiges en gros fil de fer, bouclés & leurs deux extré-
mités, et réunis par des anneaux. La distance comprise entre
les centres de deux anneaux consécutifs est égale 4 2 déci-
metres, de sorte quela longueur totale de la chaine, en Y
comprenant les deux poignées de fer qui la terminent, est de
10 metres **, Les anneaux sont en fer, excepté ceux qui
indiquent les metres, que I'on fait en laiton. L’anneau du mi-
lieu est un peu plus fort que les autres,

6. A chaque opération, on exerce sur la chaine un effort
qui doit bientot I'allonger : il est donc nécessaire de la com-
parer souvent a un décamétre étalon.

* On appelle voyant un rectangle de fer-blane, dont les deux moitiés
sont de coulenrs différentes, et (qui peut glisser le long dune ragle
plantée verticalement. Les voyants sont employés & défaut de sighaus
naturels.

** On donned la chaine quelques millimétres de plus, afin de com-
penser I'erreur produite par le défaut de tension.
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7. Pour mesurer une droite AB, on commence, comme
nous P’avons dit (2), par la jalonner.

Cette opération préliminaire étant faite, I'arpenteur appuie
Ja poignée de la chaine, extérieurement, contre I'extrémité A
de la droite. L'aide, muni d’un paquet de dix fiches ou pointes
en fer, et tenant en mainl'autre poignée de la chaine, marche
vers le point B il tend la chaine sur le terrain, dans la direc-
tion déterminée par les jalons; puis il plante en terre une
premiére fiche a, en l'appuyant intérieurement contre la poi-
gnée. L'arpenteur et 'aide vont en avant, en soulevant la
chaine, jusqu’a ce que le premier soit arrivé 4 la fiche plantée
par le second ; il applique =a poignée contre cette fiche, pen-
dant que I'aide place une deuxiéme fiche b; et ainsi de suite.
A chaque fois, I'arpenteur enléve la fiche qui vient de lui
servir de point d’arrét : quand il a les dix fiches en main, il
les remet & laide, et il fait, sur son carnet, un traib indi-
quant une portée. 1l est clair que chaque portée équivaut &
100 métres *,

8. Ordinairement la distance AB se compose d'un certain
nombre de longueurs de chaine, plus une [raction dB de
chaine. Pour I'éyaluer, on emploie les ehainons, et ensuite un
métre divisé.

Levé an méfre.

9. Quand on veut lever le plan d’une maison, d'un appar-
tement, etc., on emploie, avec avantage, le métre de poche :
c¢’est un ruban d’une longueur de 5 ou 10 métres, divisé en
centimétres, et qui s'enroule sur l'axe d'une bhoile en cuir
bouilli, de forme cylindrique. Cet instrument sert & mesurer
les longueurs des murs, les largeurs des portes, ete.

* Cependant, comme I'arpenteur appuie sa poignée extérieurement,
tandis que l'aide appuie la sienne intérieurement, il y aurait sur
chaque décamétre une erreur, en moins, égale i I'épaisseur du fil de
fer. Clest [.l)rin(:ipafcmcnt pour détruire cette cause d'erveur que l'on
donne é la longueur de la chaine quelijues millimétres de plus que les
10 métres.
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10. Supposons que I'on veuille, par son moyen, lever le
plan d’une cour ABCD, de forme irréguliére. On mesure d’a-
bord les quatre c6tés; puis, comme il serait incommode
d'avoir a tracer une diagonale, on
marque, sur deux cOtés configus BA,
BC, 4 partic du sommet commun B,
deux distances arbitraires Ba, Be:
aprés quoi il ne reste plus, pour dé-
terminer I'angle B du quadrilatére,
qu'a mesurer la longueur ac. Ces di-
verses cotes doivent &tre inscrites sur
le eroquis.

De I'équerre d’arpentenr.

11. On a vu (223) que pour mesurer un terrain ABCDEF de
forme irréguliere, on le parlage en trapézes ayant leurs bases
perpendiculaires & une mémedirection FC. Les pieds A', B',....
de ces perpendiculaires se con-
struisent aisément avec 1'équerre
d'arpenteur.

Cetinstrument est composé d’un
cylindre creux en laiton MN, fer-
miné, & sa partie inférieure, par
une douille 0, également en laiton,
dans laquelle peut entrer extré-
milé supérieure d'une canne ler-
minée en fer de lance.

La surface du cylindre présente qualre fentes verticales,
déterminées par deux plans A’ABB’, C'CDD’ passant par I'axe,
et perpendiculaires entre eux. Chaque fente est disposée en
pinnule, c’est-a-dire que la moitié de sa longueur est trés-
étroite, tandis que l'autre moitié, plus large,
est munie d'un cheveu tendu suivant I'axe
de la pinnule : la partie étroite porte le nom
d’eeilleton; 'autre est une croisée. On com-
prend que si les pinnules DD', CC’ sont inver-
sement disposées, on pourra, en regardant
par l'eeilleton F, voir le cheveu tendu sui-
vant CC’ couvrir un signal placé dans la
campagne., De méme pour les pinnules AA’
et BB',
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12. Supposons que l'on veuille trouver, au moyen de I'é-
querre, le pied de la perpendiculaire EE' abaissée surla droite
jalonnée FC. On plante, & peu prés en E’, la canne qui sup-
porte I'instrument; puis on fait tourner la douille jusqu'a ce
que plagant I'eeil, successivement, devant les deux pinnules
opposées DD',CC’, on apercoive I'extrémité C, puis 'extrémité F
de la droite. Si I'équerre est disposée convenablement, on
verra le sommet E par la pinnule BB' : dans ce cas, la pointe
du support sera précisément le point cherché E’. Dans le cas
contraire, on fera avancer ou reculer ’équerre le long de FC.

43. On peut faire servir 'équerre au levé des plans. Il est
clair, en effet, que les distances FA" et A’A, FB’ et B'B, etc.,
déterminent complétement le polygone FABC.... De plus, si
T'on diminue toutes ces distances dans un méme rapport, on
pourra construire des friangles et des trapézes semblables a
FA’A, AA'B'B, et obtenir une figure qui sera le plan du ter-
rain *,

Du graphométre.

14. Le graphoméire est destind A mesurer les angles que
forment entre eux les rayons visuels dirigés, de I'eeil de 'ob-
servateur, vers des signaux éloignés. Il se compose, essentiel-
lement, d’un lémbe demi-circulaire en laiton, divisé, comme le
rapporteur, en degrés ou demi-degrés. Ce limbe porte deux
régles, ou alidades, munies de pinnules & leurs exirémilés,
L'une des alidades est fixe, et son axe, ou sa ligne de foi,
coincide avec le diamétre du limbe, c’est-a-dire qu’elle va
de 0° & 180, L'autre alidade peut tourner autour d’'un axe
passant par le cenfre du limbe, perpendiculairement a son
plan. Dans la position habituelle du graphométre, le limbe est
horizontal, et les pinnules des deux alidades se relévent ver-
ticalement.

15, Le centre du limbe est fixé & une tige terminée par une
noix ou sphére en laiton, d’environ 0,02 de diametre. Celle-ci
est embrassée par deux coquilles: 'une fait corps avec la
douille dans laquelle pénéire le pied du graphomeétre, et
I'autre, qui est mobile, peut &tre rapprochée de la premiére
par une wvis de pression. L'ensemble de la noix et des co-

. *Ilest a pen prés indispensable d’employer cette méthode, quand on
veut calculer l'aire du terrain (Géoméirie, 223).
i1,
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quilles constitue le mode d’articulation connu sous le nom de
genou. Par son moyen on peut, aprés avoir fixé le pied du gra-
phomeire, donner au limbe les positions horizontales, verti-
cales ou obliques, nécessaires a I'observation que ’on se pro-
pose de faire.

16. Le pied du graphométre se compose de trois bran-
ches en bois, terminées en fer de lance et s’appliquant,
au moyen de vis de pression, contre les trois faces d’un
prisme vertical également en hois. L'extrémité de ce prisme
est cylindrique ou conique : elle s’engage, comme nous
venons de le dire, dans la douille placée au-dessous du
genou.

7. Mesure des angles. — Supposons qu’un observateur,
placé en A, veuille déterminer, avec le graphométre, 'angle
formé par les rayons visuels AB, AC, dirigés vers deux points
éloignés B, C.Il commencera par assujettir, @ froftement douw,
le genou de I'instrument ; puis, il disposera le pied de manitre
que I'axe de la tige prismatique dont nous avons parlé passe
par le point A. Pour satisfaire & cette condition, on emploie or-
dinairement une bille d’agate, ou une petite pierre, qu’on place
au-dessous de cette tige, et qu’on laisse tomber. Le pied étant
convenablement placé, on serre les trois vis de pression, puis
on assujettit la noix du limbe entre les deux coquilles. On fait
ensuite fourner le limbe,
au moyen du genou et de
la douille, jusqu’a ce que
la ligne de foi DD’ soit di-
rigée vers le signal B. On
serre les yis de pression,
de telle sorte que tout le
graphomeétre soil fixe.
Faisant enfin tourner I'a-
lidade mobile EE’ jusqu’a
ce que la ligne de visée
passe par le signal C, on
litsur le limbe I’arc D'E’,
mesure de I'angle BAC.

18. Souvent le graphométre porte une boussole qui sert i
orienter le plan, et un vernier destiné & évaluer les fractions
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de degré. Souvent aussi, les alidades sont remplacées par des
lunettes.

Levé au graphomdtre,

19. La mesure directe des longueurs, méme quand il gagit
d’un levé peu important, présente presque toujours de grandes
difficultés; il peut méme arriver qu’elle goit impraticable, &
cause des accidents du terrain. L'emploi du graphométre est
ordinairement plus rapide, plus commode, et il donne des ré-
sultats plus exacts.

Soit ABCDE le terrain dont on veut lever le plan. On com-
mence par mesurer, au moyen de la chaine, avec beaucoup
de soin, une droite MN, des extrémités de laquelle on puisse
apercevoir les signaux A, B, C, D, E :
cette droite est ce qu'on appelle une
base. On place le graphométre en M, et
on mesure les angles AMN, BMN..., On
le transporte en N, et Pon mesure de
méme les angles ANM, BNM.... Aprés
ces deux séries d’opérations, le plan
est levé, et il ne reste plus qu’a le rap-
porier, puisque les friangles AMN,
BMN,..., sont déterminés.

20. Le procédé précédent porte le nom de méthode par in-
tersection; il n’est suére applicable quand il s'agit de lever le
plan d'un bois ou de tout autre terrain géné par des obstacles
nombreux. Dans ce cas, on a recours a la méthode par chemi-
nement ; c'est-i-dire que, cheminant le long du contour ABCDE,
on mesure successivement les cotés et les angles du terrain.
On ne doit pas oublier, comme moyen de vérification, d’appli-
quer le théoréme sur la somme des angles de tout polygone
convexe (Géom., 82)*,

“11 existe une autre vérification, fondée sur ce que la somme algé-
brique des projections des cotés d'un polygone fermé, sur une droite
3uf£conqm-, est égale d zéro. La démonstration de ce théorsme sort

¢s limites assignées par le Programme.
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Des échelles,

21. On appelle échelle de réduction, ou simplement dchelle ;
le rapport de similitude entre e plan et le terrain. Si une diz-
tance de 100 métres est représentée par 4 déeimétre, on dira
que le plan est & échelle de 475 1l est avantageux de pou-
voir évaluer facilement les véritables distances des points re-
présentés sur le plan ; aussi on adopte presque toujours, pour
échelle de réduction, une fraction aliquote, dont le dénomina-
teur renferme seulement les facteurs premiers 2 et 5, Par
exemple, la grande carte de France, du dépot de la Guerre,
est a échelle de 4747 : les plans que dressent les architectos
sont, suivant les circonstances, au &, au Toa elc.

22. On donne aussi le nom d’échelle 3 une droite dont
tout plan rapports doit étre accompagné, et qui est divisée en
parties représentant des décamétres, des métres, des centi-
métres, efe. Supposons, pour donner une idée dela construg-
tion de ces échelles, que I'on veuille rapporter, au i e
plan d’un terrain dont la plus grande dimension ne dépasse
pas §0m,

B

W0 4metor s

On prendra, sur une droite indéfinie @y, une longueur AB
¢gale 4 0m1, que I'on partagera en 5 parties égales. D’aprés
les hypothéses, une droite égale & AB, sur le plan, représenta
50m, sur le terrain ; done chacune des divisions de AB repré-
sente 10m. Sil'on veut représenter des métres, on prend,
sur le prolongement de AB, AC’= AC, et I'on partage cette
distance en 10 parties égales, comptées & partir du point A,

23. Au moyen de cette échelle, on pourra trouver la Ion-
gueur d'une droite quelconque du plan, homologue d'une
droite mesurée sur le terrain ; ou, inversement, on pourra
savoir quelle est, sur le terrain, la distance de deux points
représentés sur le plan. Par exemple, si un coté du terrain a
été trouvé égal a £3=, il sera figuré, sur le plan, par une
droite dont on obtiendra la longueur en placant l'une des
pointes du compas en F et en plagant I'autre sur le troisiéme
point de division de AC',
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Consfruction du plan.

2. Les notions préeédentes indiquent suffisamment com-
ment on doit s’y prendre pour rapporter un plan levéd au métre
ou au graphometre.

Supposons, pour prendre un exemple simple, qu’on veuille
faire, & I'échelle de 0,001, le plan d’un terrain quadrangulaire,
d’apres les mesures cotées sur le croquis MNPQ. Aprés avoir
tendu une feuille de papier M'N'P'(), on tracera, sur cette
feuille, une droite indéfinie @y, sur laquelle on prendra, au
moyen de I'échelle constrnite plus haut, une longueur A'B’
proportionnelle 3 34m12. La direction du c6té B'C’ sera dé-
terminée par le triangle B'E'F’, homologue au triangle BEF,
dont les deux cotés BE, BF ont été pris arbitrairement (10).
Prenant ensuite, sur I'échelle, des longueurs proportionnelles
a BC, CD, AE, on construira, sans difficult, les sommets
Cet D,

ety it e

..h
Aty
!
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Levé & la planchette.

25. Quand on n’a pas besoin d'une grande précision, et que
'on veut opérer rapidement, on emploie un instrument ap-
pelé planchette, avec lequel on peut, tout & la fois, lever et
rapporter le plan.,

La planchette, comme son nom I'indique, est une petite
planche & dessiner, sur laquelle on tend une ou plusieurs
feuilles de papier, au moyen de deux petits cylindres paralléles
mobiles sur leurs axes, et disposés sur les bords de la plan-
chette. Celle-ci est supportée, de méme que le graphométre,
par un genou et par un pied & trois branches. Un petit niveau
a@ bulle d'air, que I'on pose sur la planchette, dans différentes
situations, permet de rendre I'instrument horizontal.

La partie mobile de la planchette est une régle ou alidade,
munie de deux pinnules verticales. Elle est évidée de facon
que son bord soit dans le plan vertical passant par les axes
des deux pinnules,

26. Supposons que P'on veuille lever, & la planchette, le
terrain polygonal ABCDE (19). On commence, comme pour
le levé au graphométre, par mesurer une base MN. On se
transporte en M, et, aprés avoir marqué arbitrairement,
sur la feuille de papier, le pointsn homologue de M, on dispose
l'instrument de maniére que ces deux points M, m soient dans
une méme verticale : un fil & plomb, ou méme un petit caillou
quon laisse tomber de dessous m, sert & cette opération pré-
liminaire. On enfonce ensuite en m uneaiguille trés-fine ; puis,
appuyant le bord de la régle contre I’aiguille, on vise succes-
sivement les points N, A, B,...; et, a chaque fois, on trace,
avec un crayon tres-fin, que I'on fait glisser le long de la régle,
les lignes de visée mN, mA, mB,... : elles coincident, évidem-
ment, avec MN, MA, MB. L’échelle adoptée donne ensuite la
position du point n, homologue de N. Enfin, si on se trans-
porte en ce dernier point, et que I'on opére comme & la pre-
miére station, les droites nA, nB, nC,.... donnent, par leurs
intersections avec les premiéres, les points a, b, ¢,..., homo-
logues de A, B, C....

27, Dans le levé & la planchette, on peut, comme dans le
levé au graphométre, substituer la méthode par cheminement 3
la méihode par intersection : cette derniére méthode est celle
qui vient d’étre expliquée.
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Problémes.

28. ProBLEME 1. — Déterminer la distance d'un point acces-
sible A d un point inaccessible 1.

Si I'on chaine, 4 partir du point A, unehase AB, et que I'on
mesure ensuile, avee le graphométre, les angles A et B, le
triangle AIB sera déterminé. On
pourra done, soit au moyen d'une
échelle, soit par le caleul (Trigonom.,
$9), déterminer la distance Al

Quand on n'a pas de graphoméire,
on jalonne les droites AA’, BB, et
on détermine les angles A et B par
des triangles auxiliaires, comme dans
le levé au métre.

29. PropriMe II. — Déterminer
la distance de deuwx points inaccessi-
bles C, D.

On mesure encore une base AB;
puis, avec la planchette ou le gra-
phometre, on évalue les angles CAB,
DAB, CBA, DBA, — Ces cing élé-
ments déterminent le quadrilalére
ABCD (Trigonométrie, 59).

30. ProsrimE III. — Prolonger une droite AB au dela d'un
abstacle 0.

On établit une station en un point G d’olt 'on puisse aper-
cevoir la droite AB, I'obstacle O et la partie du lerrain surla-
quelle doit se trouver le prolongement DE cherché. Aprés
avoir chainé AB, AC, BC, on jalonne la direction arbitraire
CE, et 'on mesure avec le graphométre 'angle BCE.

Au moyen des trois cotés du Lriangle ABC, on connait
angle EBC; en sorte que le
triangle BCE est détermind.
On peut donc calculer, dans
ce friangle, le coté CE el I'an-
gle E (Trigon., 62). Connais-
sant ces deux éléments, il
est facile de marquer, sur le
terrain, le point E et la di-
rection ED.
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31. ProsiiME IV, — Par trois points A, B, C, donnés sur
un terrain, faire passer une circonférence.

Ce probléme peut étre résolu de bien des maniéres : voici
P'une des plus simples.

Apres avoir mesuré, avec lo graphometre, les angles CAB,
CBA, on jalonne les droites Am, An, Ap, qui divisent A en n
parties égales (en 4 par exemple), et les droites Bs, Br, By, qui
divisent pareillement B en n parties égales. On ajoute ensuite
al’angle A, n—1{ angles égaux A ABs, et ’on ajoute de méme,
a I'angle B, n—1 angles égaux
& BAm. Enfin, on echerche :
1°le point de rencontre m des di-
rections Am, Bm; 2° le point de
rencontre n des alignements An,
Bn, etc. Les points My Ny Py e,
ainsi déterminés, appartiennent
a la circonférence cherchée,

En effet, d’aprésla construction, la somme des angles a la
base, dans les triangles AmB, AnB,..., est égale 4 A{B;
donc le lieu des points m, n,.,., est lare capable de ACB, dé-
crit sur AB,

32. ProsLimE V., — Délerminer le rayon dune tour inac-
cessible.
On mesureune base AB; puis, plagant le graphomcire en A,
y On dirige Palidade fixe vers |o
point B, et I'alidade mobile tan-
gentiellement A la surface de Ia
tour, successivement dans les di-
rections AN, AQ, de maniére i dé-
terminer les angles BAN, BAQ. On
mesure, de la méme manibre, les
| angles ABN, ABQ; et l'on a plus
d’éléments qu’il n’en faut pour cal-
culer le rayon OC du quadrilatére
circonserit MNPQ (Trigonoméirie,
63).

33. ProsrLime VI. — Déterminer la hauteur d’une maontagne
ou ba hauteur d'une tour inaccessible.

On mesure, dansla plaine, une base horizontale AB, des
extrémités de laquelle on puisse apercevoir le sommet S de la
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montagne ou de la tour. A la station
A, on mesure d’'abord l'angle SAB,
puis P'angle CAS formé par le rayon
visuel AS avec sa projection horizon-
tale AG: il suffit, pour cela, de placer
le limbe du graphomeétre dans le plan
vertical CAS. De méme, 4 la station B,
on mesure les angles ABS, CBS. Ces
cing éléments déterminent la hauteur
cherchée SC (Zrigonom., 67).

34, Proprimr VII. — Trois points A, B, C, situés sur un
terrain uni, étant Tapportés sur une carte, déterminer sur
cette carte le point P d'oti les distances AC et AB ont été vues
sous des angles connus B, «.

Graphiquement, on ob-
tient le point P par Iin-
tersection d'un arc capable
de Tangle B, déerit sur
AC, avec un arc capable
de Pangle «, déecrit sur
BC*,

De I'arpentage.

35. L'arpentagea pour objet la mesure de la surface des
terrains. Les instruments que I'on emploie pour arriver &
cette mesure sont la chaine et Iéquerre, dont la description
a été donnée ci-dessus. Nous avons indiqué, dans la Géométrie
(223), une formule commode, qui exprime I'aire d’un poly-
gone en fonction des abscisses et des ordonnées de ses sommefs.
Cette formule s'applique, évidemment, au cas d’un terrain ter-
miné par des lignes droites.

36. Mesure d'un terrain terminé par une ligne courbe **. —
On pourra toujours, en opérant comme on vient dele rappeler,

* Nous renvoyons a la Trigonoméirie (chap. V) pour une aufre
solution de ce probleme.

** Ce paragraphe répond & la question : Aire approchée d’une
figure plane limitée par une courbe quelconque (chap, X),
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partager ce terrain en plusieurs trapézes mimiilignes tels que
APpa. La question est donc ramenée & la détermination de
Vaire d’'un trapéze limité par une courbe AP, par un axe Oz,
el par dewr ordonndes Aa, Pp, perpendiculatres @ cet ame. La
solution exacte de ce probléme exige évidemment que la
cpurbe AP soit parfaitement définie; de plus, les méthodes
sur lesquelles cefte solution re-
pose ne sont pas de nature 2 étre
indiquées ici ; mais il existe diffé-
rentes formules de quadratures qui
donnent, avec une approximation
plus ou moins grande, I'aire cher-
chée, ef qui ne supposent pas que
§ 'on connaisse la nature de la
courbe.

Nous allons démontrer [a plus simple de ces formules.

37. Méthode des trapézes. — Partageons'intervalle ap enun
eertain nombre n de parties égales; ef, par les points de divi-
sion, élevons les ordonnées bB, ¢C, dD,..., aN. Si la distance
comprise entre deux ordonnées consécutives est assez petite,
nous pourrons, sans grande erreur, snpposer que lesarcsAB,
BG,..., déterminés par ces ordonnées, sont confondus avec
leurs cordes. Nous aurons dong, a fort peu prés, en appelant
A P’aire cherchée,

A=38(y+y)+13(y +rra}+%5 )+
+49 (Hn-:
ou

A =8 Yottt oo Yn-aF 2 Yn)s

ou encore, en représentant par S la somme de toutes les or-
données,
Aep ( g Yotun ) :
9

Ainsi, l'atre A a pour valeur approchée le produit de la dis-
lance comprise entre deuxc ordonnées consécutives, par la somme
de toufes les ordonndes, diminude de la demi-somme des ordon-
nées exirémes.
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38. Pour appliquer la formule précédente, nous suppose-

rons qu’en chainant les ordonnées aA, Bb,..., menées a 1™ de
distance les unes des autres, on ait trouvé:

Y= 25m1750, y-, == 2'.’&,6" G,
yy =25, 679, - Yy = 2,45k,
ys =25, B46, Yy = 24,328,
Yy; =135, 384, Y1 = 24,250,
y, =25, 198, Yo = 2,232,
y5=25| s = 2-&{236.

yozﬁé‘l 809‘1
Ces valeurs donnent
S=2323,518, y,+ y1a="50,036;

done
A =1323,618 — 25,018 =298" b *,

* La courbe prise pour exemple a pour équation

— S
V=g 5T
'arc considéré est compris entre # = —5 et # = 7. La méthode
générale des quadratures donne J
(T T af o o
Y (UL A b T S 0 VA (AL BT o 8 T R
& (‘a T T T) (2 300 102 ) *

L'erreur provenant de la formule ci-dessus est donc moindre iue
12 décimetres carrés.
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