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PREFACE DE LA PREMIERE EDITION (1843).

(exTRANITS. )

. . D . B . . . . . . . . . . . .

D’aprés I'exemple donné par M. Lionnet, je n’ai
pas défini la ligne droite. Cette proposition : Za
ligne droite est le plus court chemin d’un point &
un autre, ne définit rien ; en outre, elle suppose la
notion de lomgueur , notion qui suppose elle-méme
une connaissance approfondie de presque toute la
Géométrie. Il est donc bien plus simple de regarder
comme une ¢dée primitive , celle de la ligne droite.
Néanmoins, comme il convient de n’emprunter a
I'expérience qu’un tres-petit nombre de principes ,
je propose en note (') une définition qui me parait

(1) Définition. — Le plan est une surface indéfinie, qui est partout identique
avec elle-méme. .
Définition. — La ligne droite est U'intersection de deux plans.
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exacte, qui se rapproche de celle d’Euclide ('), et
de laquelle ou déduit immédiatement plusieurs théo-
rémes préliminaires.

J’ai adopté aussi, d’aprés le professeur que je
viens de citer, cette définition : la Géoméirie est la
science des figures. On la trouvera peut-étre incom-
pléte ; mais ce défaut, s’il existe, est racheté par la
clarté ; et d’ailleurs, la définition exacte d’une science
est & peu pres inintelligible pour un commengant.

Depuis Porigine de la Géométrie, la théorie des
paralléles a fait le désespoir des personnes qui pré-
tendent tout démontrer, et qui demandent e pour-
quot du pourquoi. Lia maniére dont chaque auteur éta-
blit cette théorie est intimement liée a I'idée qu’il
attache au mot azgle. Aprés avoir hésité longtemps,
je me suis décidé a définir 'angle, la portion de plan
comprise entre deux droites indéfinies,issues d'un méme
point. Je crois connaitre les objections, trés-fondées
d’ailleurs, -que 'on oppose a cette manierc d’envisa-
ger la question ; mals je crois aussi que I’embarras est
bien plus grand si 'on adopte une autre définition.
Quand on dit qu'un angle est 'écartement ou Uincli-
naison de deux droites, on remplace seulement un mot
par un autre. Legendre, qui a lutté longtemps contre
la difficulté inhérente a la théorie des paralleles, n’est
point parvenu & la vaincre ; et, pour avoir voulu re-
jeter toute notion d’infini, il est tombé, apres de longs
efforts, dans une contradiction singuliére, qui ressort
clairement des deux définitions suivantes :

(') « La ligne droite est celle qui est également placée aux points qui sont
en elle, » (EUCLIDE, traduction de Peyrard, tome 4cr, page 1.)



PREFACE. _ 1X

w Lorsque deuz lignes droites se remcomtrent, la
quantité plus ou moins grande dont elles sount écar-
tées Uune de Uautre , quant a leur position, s appclle
angle. (') u :

w Angle solide -cst Uespace angulaire compris enire
plusieurs plans qui se réunissent en un méme point (*).n

La définition ordinaire de la ligne droite entraine
cette conséquence : Dans tout triangle, un cdté que’-
conque est plus petit que la somme des deuw autres.
D’apres la marche que je m’étais imposée, cette pro-
position devenait, ou un postulatum, on un théoréme :
j’aurais pu la considérer sous ce dernier point de vue ;
mais alors il m’aurait fallu bouleverser I'ordre des ma-
tieres composant le Livre premier, ordre qui me pa-
ralt simple et naturel. J’ai donc mieux aimé présenter
cette vérité comme résultant de Pexpérience..

Apres ces considérations essentielles, il me reste-
rait beaucoup de choses a dire sur le moyen que
jemploie pour étendre aux lignes courbes et aux
surfaces courbes les théorémes démontrés pour les
figures rectilignes. Je me bornerai a faire observer,
en premier lieu, que le mode de démonstration
connu sous le nom de réduction @ Pubsurde, qui
vise & la rigueur, n’atteint pas son but, car il admet
toujours, implicitement, des vérités tout aussi diffi-
ciles & prouver que celle qui fait l'objet du théo-
réme. Par exemple, si I'on veut établir, par la 1é-

(') LEGENDRE, Eléments de Géométrie, 12¢ édition, page 2.
(2) LEGENDRE, Eléments de Géométrie, page 137.
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duction a labsurde, que les circonférences sont
entre elles comme leurs rayons, on suppose qu'il
y a des circonférences de toutes les grandeurs : or,
ce point étant admis, la longue et pénible démons-
tration dont il s’agit devient inutile.

Guidé par teus ces motifs, j'ai adopté la métkode
des limites ; mais, comme ce mode de démonstra-
tion n’exclut pas la rigueur, et qu’il est difficile de
raisonner juste si 'on n’a pas défini les expressions
dont on fait usage, j’ai expliqué, aussi clairement
que j’ai pu, les dénominations de lomgueur, aire
et volume. A Vaide de ces préliminaires, qui ont
besoin d’étre bien étudiés, les propositions relatives
au cercle, a la sphére, etc., acquiérent un grand
degré de simplicité.
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La deuxiéme édition de nos Eléments de Géométrie,
que nous publions aujourd’hui, n’aurait peut-étre ja-
mais paru, si la libre et hospitaliere Belgique n’efit
offert a auteur la position a laquelle il croyait avoir
droit en Frauce. Nous pourrions insister sur ce pénible
sajet ; mais nous croyons témoigner de notre respect
envers le Public, en ne l'initiant pas a de petits mys-
teres dans lesquels les considérations scientifiques ont
toujours occupé le second rang. Signalons seulement,
parmi les causes qui ont empéché, pendant vingt ans,
la réimpression d’'un ouvrage trés-favorablement ac-
cueilli par les professeurs et les éléves, I'influence mal-
faisante des hommes qui, sous prétexte de réformer
I’ Enseignement , avaient pris a tache, semble-t-il , d’a-
bétir lajeunesse. Heurcusement, ils n’y ont pas réussi,
malgré les forces dont ils disposaient : leurs complices
mémes ont di réclamer la suppression de ces Pro-
yrammes, a jamais célébres, ou le Théoreme de Sturm
était remplacé par la Régle a calcul !

Apres avoir donné ces explications essentielles, in-
diquons en quoi la nouvelle édition différe de I'an-
cienne, ' :
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Depuis 1843, la controverse relative a la définition
de Pangle en est restée au méme point. Quelques au-
teurs, esquivant la difficulté, disent simplement :
v Quand deuw droites se rencontrent, elles forment un
« angle. » Tout en admirant la prudence dont ils font
preuve, ne pourrait-on leur demander : « L’angle
w est-il dans le plan des droites? » — Si la réponse
n’est pas affirmative (et il semble difficile qu’elle le
soit), comment sera-t-on assuré que deux angles coiz-
cident dans toutes leurs parties, lorsqu’ils sont formés
par les mémes droites?

Ce semblant de définition étant rejeté, il a fallu,
sous peine d’expliquer, comme Legendre, 'angle par
I’écartement ; 1l a fallu, disons-nous, continuer a nous
servir de la définition dont Lacroix et M. Vincent
se sont contentés, a défaut d’une autre qui fiit plus sa-
tisfaisante. Néanmoins, certaines démonstrations, dans
lesquelles l'infini apparaissait trop , ont été changées.

Nous reproduisons, avec de nouveaux développe-
ments , nos idées sur les rapports des grandeurs in-
commensurables, et sur les nombres appelés longueurs,
aires, volumes. Ces idées, que nous avons émises il y
a bientot trerfte ans , paraissaient alors fort étranges,
presque #évolutionnaires : un critique, trés-honorable et
trés-bienveillant, les déclarait entaclées de puritanisme.
Aujourd’hui, elles sont généralement admises; et on
les retrouve (sans indication d’origine, bien entendu)
dans quelques Traités publiés récemment.

La détermination approchée du rapport de la cir-
conférence  au diamétre, un peu écourtée dans la
premiére édition, a été reprise en entier, avec tous
les détails nécessaires.
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Au moyen d’un Lemme presque évident, la théorie
de la Perpendiculaire au plan a été notablement sim-
plifiée. Ce Lemme peut, croyons-nous, remplacer
avec avantage la Proposition a laquelle certains au-
teurs attribuent la dénomination de - Z%éoréme des
trois perpendiculaires ; dénomination qui ne semble
pas heureuse. - :

Dans la premiére édition, les angles diédres étaient
considérés comme un cas particulier des angles po-
lyeédres : les uns et les autres venaient apres les Plans
perpendiculaires. Cette disposition, dont les avantages
sont nombreux, a l'inconvénient de nécessiter une
définition des plans perpendiculaires, moins naturelle
que celle qui est calquée, pour ainsi dire, sur la défi-
nition des droites perpendiculaires (Livre I). Pour ce
motif, sans doute, la premiere définition, tres en fa-
veur il y a une vingtaine d’années, est généralement
abandonnée aujourd’hui. Afin de nous conformer a
Pusage , nous avons donc, mais a regret, placé les
angles diedres avant les plans perpendicilaires.

D’aprés I’avis de plusieurs personnes compétentes,
nous avons introduit, dans le Livre VI, le beau
Théoréme de Cauchy, sur ’égalité des polyeédres con-
vezes , ainsi que diverses conséquences du Théoréme
d’Euler. '

Les Appendices, que 'on pourra passer a une pre-
miére lecture, de méme que Jes paragraphes ou n°
précédés d’un astérisque, renferment les principes de
théories importantes, dues a MM. Poncelet, Chasles,
Brianchon , Steiner, et a d’autres Géomeétres : ces
théories appartiennent & la Géométrie moderne. Le
lecteur les retrouvera, plus développées, dans les
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Théorémes et Problemes de Géométrie élémentaire ,
ouvrage qui peut étre considéré comme un complé-
ment de celui-ci. :

Enfin, chaque Livre est terminé par les énoncés
d’un grand nombre de Théorémes & démontrer et de
Problémes a résoudre.

Liége, 1er juillet 1866.
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» 32,

» 4,

» 109,
» 160,

» 178,

» 243,
» 213,
» 217,
» 344,
»  33%,
» 339,
» 343,

ligne 23.

ERRATA.

Au lieu de : CDB, lisez : DCB.

» derniére. Au lieu de : celui qui est équilatéral et équiangle &

la fois, lisez : celui qui est, & la fois, équiangle et
équilatéral.’
Au licu de : supérieur, égal ou inférieur, lisez : infé-
rieur, égal ou supérieur.
Au lieu de : (fig. 164), lisez : (fig. 161 bis).
— 203, lisez : 201.

Lisez : compri 223 22

: pris entre TN et =

Au lieu de : (fig. 426), lisez : (fig. 463).
— 431 — 464.

» (en remontant) Au lieu de : 206, lisez : 209.

» '1 7
» 9
» 4
» AT
» 29
» 31
ligne 20.
» 26
» 10
» 2%

Au lieu de : (fig. 299), lisez : (fig. 296).

— 308 — 308.
— M7 — 312.
— 323 - — 318.

N. B. Par suite d'une erreur , les nos d'ordre 539 a 844 ont été répétés.
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DE GEOMETRIE.

INTRODUCTION.

Notions préliminaires.

1. Toute chose occupe, dans !'Espace, un lieu déterminé.
Ce lieu, considéré sous le rapport de sa forme, et indépen-
damment de la matiére qu’il renferme, est appelé corps (*).

2. La limite d’'un corps, c’est-a-dire ce qui le sépare de
I'espace environnant, est une surface.

La surface se concoit indépendamment du corps qu’elle
termine.

3. Si deux corps se pénétrent, I'intersection de leurs sur-
faces est une ligne.

On appelle également ligne, la limite commune de deux
portions d’'une méme surface.

La ligne se congoit indépendamment de la surface sur
laquelle elle est située.

4. L'intersection de deux lignes est un pomt

On appelle égaleient points, les extrémités d’une ligne.

Le point se congoit indépendamment de la ligne & laquelle
il appartient.

5. Les corps, les surfaces et les lignes sont dés1gnés sous
le nom générique de figures.

(1) Afin d'éviter toute équivoque, nous attribuerons désormais au mot corps
le sens qui vient d'atre défini.
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6. La Géoméirie est la science des figures.

7. Deux figures sont égales lorsqu’elles sont superposables,
c’est-a-dire lorsqu'elles peuvent coincider.

De la ligne droite.

8. Tout le monde acquiert , par I'expérience, la notion
de la ligne droite. Par exemple , aréte d’une régle bien
dressée est sensiblement droite. Secondement , si l'on
suspend un petit poids & Vextrémité inférieure d'un fil
homogene et flexible, dont autre extrémité soit fixe, et si
I'on met ce fil en équilibre sous I'action de la pesanteur, on
pourra, en faisant abstraction de I'épaisseur du fil, le regar-
der comme une ligne droite, ou presque droite, etc.

9. Toute droite finie AB (fig. 1) doit étre considérée
comme étant une partie, ou un segment, d’une autre droite
finie A'B’, plus grande que la premiére. De méme, A'B’ est
un segment de A"B”, etc. En continuant ainsi indéfini-
ment, on parvient au principe suivant, qui doit étre regardé
comme une demande :

Toute droite FINIE AB est un segment d’une droite INDEFINIE
CD.

10. Chacune des parties AC, BD est appelée prolongement
de la droite AB.

11. On doit admettre, comme étant vérifiée par I'expé-
rience, la demande suivante:

Par deux points donnés, on peut toujours faire passer une
droite, mais lon wWen peut faire passer qu’une.

12. Des deux principes qui précédent, on conclut que:

1° Deux droites finies ou indéfinies, qui ont deux points com-
muns, coincident ;

2° Toute droite finie a, d’'unméme coté, un seul prolongement.

13. La direction d’'une droite finie AB est la droite indé-
finie CD A laquelle appartient AB. ‘

14. Deux droites différentes ne peuvent avoir qu'un seul
point commun.

Car si elles avaient deux points communs, elles coinci-
deraient (12, 1°).
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15. La ligne brisée est celle qui est composée de lignes
droites. — Elle est aussi appelée polygone.

16. La ligne courbe est celle qui n’est ni droite, ni com-
posée de lignes droites.

Du plan.

17. Le plan est une surface indéfinie sur laquelle est
située tout entiére la droite qui unit deux quelconques de
ses points.

18. Une figure plane est celle qui est tout entiére dans
un méme plan.

19. La Géométrie plane est la partie de la Géométrie rela-
tive aux figures planes;

La Géométriede Uespaceest relative aux figures non situées
dans un méme plan.

De la mesure des droites.

20. Si la partie AG de la droite AB (fig. 2), est égale & CD
(7), la droite AB est plus grande que CD; et la différence
entre ces deux lignes est BG.

De méme, si les deux parties AG, BG de AB sont respec-
tivement égales aux droites CD, EF, la droite AB est la
somme de CD, EF.

21. L’addition et la soustraction des droites se font com-
modément avec le compas.

22. Si la droite AB est composée de quatre parties AE,
EF, FG, GB (fig. 3), égales chacune 4 CD, le rapport de AB
4 CD est 4. Nous verrons plus loin comment on peut com-
pléter cette notion du rapport de deux droites.

23. Prenons la droite CD pour unité; alors le nombre 4
mesure AB : nous dirons que la longueur de cette derniere
droite est égale & 4.

24. Le mot longueur signifie aussi la droite finie ; et 'on
dit, indifféremment, la droite AB ou la longueur AB.

28. Enfin, la droite finie qui joint deux points s’appelle
aussi leur distance.
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Termes usités en Géométrie.

26. Un azxiéme est une vérité évidente par elle-méme.

27. Une demande est une vérité presque évidente, que
I'on énonce sans preuves (9, 11).

28. Un théoréme est une vérité qui devient évidente au
moyen d’un raisonnement appelé démonstration. La proposi-
tion du n° 14 est un théoréme. L’énoncé d’'un -théoréme
renferme toujours une supposition et une conclusion.

29. Un probléme est une question qui exige une solution.

30. Un lemme est une proposition peu importante qui sert
4 démontrer un théoréme ou & résoudre un probléme.

31. Un corollaire est 1a conséquence qui se déduit, pres-
que immédiatement, d’'un ou de plusieurs théorémes.

32. Un scolie est une remarque faite sur une proposition.

33. La réciproque d’'un théoréme est un théoréme inverse,
dans lequel la supposition est remplacée par la conclusion,
et vice versd. — Une réciproque peut étre fausse.

34. Hypothese est synonyme de supposition.
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FIGURES RECTILIGNES.

PRELIMINAIRES.

35. La portion de plan, comprise entre deux droites in-

définies AB, AC', issues du méme point A, s’appelle angle
(fig.%). Le point A est le sommet de I'angle; les droites AB,
AC en sont les cotés. '
- On désigne un angle par la lettre du sommet, ou par
les trois lettres qui indiquent les cotés, en ayant soin de
mettre au milieu celle du sommet. Ainsi I'on dit : Pangle A,
I'angle BAC, ou I'angle CAB.

36. Si la droite AG, d’abord appliquée sur AB, fourne
autour du point A, en restant constamment dans le méme plan,
elle engendre 'angle CAB.

37. Deux angles BAC, CAD (fig.5), extérieurs l'un i
lautre, qui ont méme sommet et un coté commun, sont
dits adjacents.

38. La bissectrice d'un angle BAD (fig.5) est la droite AG
qui le divise en deux parties égales.

39. Demande. — Tout angle a une bissectrice ; et n'en a
quune.

40. Lorsqu'une. droite CD (fig. 6) rencontre une droite
AB, de maniére que les angles adjacents ACD, CDB soient
égaux, chacun d’eux est un angle droit, et la ligne GD est
dite perpendiculaire sur AB. Le point C est le pied de la
perpendiculaire. '
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4. Demande. — D’un point G, pris sur une droite AB , on
peut toujours mener une droite CD perpendiculaire & AB (*),
mais U'on wen peut mener quune.

42. La droite CE, qui fait avec AB des angles adjacents
ACE, BCE, inégaux entre eux, est une oblique relativement
3 AB. L’angle ACE, moindre que 'angle droit ACD, est un
angle aigu ; Yangle BCE, plus grand que I'angle droit BCD,
est obtus.

43. Un polygone (fig. T) est une partie de plan , terminée
par des droites. On donne aussi ce nom, soit & la ligne
brisée qui limite la partie de plan (18), soit & un systéme
quelconque de droites (fig. 8).

44 Le polygone de trois cotés s'appelle triangle ; celui
de quatre cotés, quadrilatére; celui de cing cotés, pentagone;
celui de six cotés, hexagone, etc.

48 On appelle diagonale d’'un polygone la droite qui joint
deux sommets non consécutifs : telle est BG (fig. 7).

46. Une ligne convexe est celle qui ne peut étre rencontrée
en plus de deux points par une droite.

47. Demande.— Dans tout triangle, un coté quelconque est
plus petit que la somme des deux autres.

Ainsi, dans le triangle ABC (fig. 9), on a

AB < AC 4 BC.

Cette proposition, que I'on peut regarder comme dé-
montrée par l'expérience, entraine les conséquences sui-
vantes :

48.1°r Corollaire. — Si Von joint par des droites les extré-
mités d’un méme coté AB d'un triangle (fig. 10), avec un point
intérieur D, la somme de ces deux droites est moindre que
celle des deux autres cotés du triangle.

Prolongeons la droite AD jusqua ce qu’elle rencontre en
E le coté BC ; nous aurons, dans le triangle BDE,

(1) Cette demande peut étre regardée comme un cas particulier de celle
qui précéde. Elles ont, l'une et Y'autre, le degré d'évidence de cette autre
demande : Toute droite finie a un milieu unique.
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BD < DE 4 EB;
et, dans le triangle ACE,

AD+-DE < AC - CE.

Ajoutant membre & membre ces deux inégalités, suppri-
mant la partie commune DE, et faisant attention que
EB + CE = BE,
on trouve
AD 4+ BD < AG + BG.

49. 2¢ Corollaire. — La somme de deux droites qui se cou-
pent est plus grande que la somme des droites opposées qui
joignent, deux & deux, les extrémités des premieres.

80. 3¢ Corollaire. — Dans tout quadrilatére convexe, la
somme des cotés est comprise entre la somme des diagonales et
le double de cette seconde somme.

Taconiur I.

51. Dans tout polygone, un coté quelconque est moindre que
la somme de tous les autres.
1° Soit le polygone convexe ABCDE (fig.11). Menons les
diagonales AG, AD: nous aurons
AB < BG + AG,
AC < CD + AD,
AD < DE + EA;
d’ont
AB < BG + CD 4+ DE + EA.
2 Soit le polygone quelconque ABCDEFGHI (fig. 12).
Nous aurons, en menant une ou plusieurs diagonales,
telles que CE, et en prenant les points M, N, P ol la droite
AB rencontre les autres cotés :
AM < Al 4 IM,
MN < MH 4+ HG 4+ GN,
NP < NF + FP,
PB < PE + CE 4 CB,
CE < CD + DE.
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Ces inégalités donnent

AM + MN + NP + PB 4 CE < AI + IM + MH + HG
4+ GN + NF + FP 4 PE + CE - CB + CD + DE,

ou
AB < AI + IH + HG 4 GF + FE + CB + CD + DE.

Taionkue II.

52. Une ligne brisée convexe ABCDE (fig. 13) est plus
courte que toute ligne brisée AFGHIK qui Uenveloppe, et qui
est terminée aux mémes extrémiteés.

Pour que la ligne convexe soit enveloppée par l'autre, il
faut qu'en menant la droite AE, le polygone conveze ABCDE
soit intérieur 3 I'autre polygone.

Cela étant, prolongeons dans le méme sens AB, BC,....,
et soient A', B',.... les points ol ces droites rencontrent
1a ligne AFG... Nous aurons, par le théoréme précédent,

AB 4 BA' < AF 4 F6 4 GH + HA',
BC + CB' < BA' +'A'l 4 IB,
CD 4 PC’' < €B' 4 BK 4 KC/,
DE < DC' + CE.
Dong, en ajoutant,

AB 4+ BGC 4- CD 4 DE<AF +4 FG 4+ GH + HI + IK 4 KE.
Tatorime IIX.

83. Une ligne brisée convexe est plus courte que toute ligne
brisée qui Venveloppe de toutes parts.

Ce théoréme se démontre comme le précédent.
ANGLES ET PERPENDICULAIRES.

Taonkmx IV.

84. Tous les angles droits sont égaus.
Soient les droites CP, C'D’, respectivement perpendicu-
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laires 4 AB, A'B’ (fig. 14): je dis que I'angle droit ACD est
égal & langle droit A'C'D’.

Transportons la seconde figure sur la premiére, de ma-
niére que le point C' coincide avec le point G, et qu’un point
A’ de A'B' coincide avec un point A de AB: les deux
droites A'B’, AB coincideront (12). Dailleurs, par le point
C, on ne peut mener qu'une seule perpendiculaire 3 AB (41);
donc C'D' prendra la direction de CD; /donc

A'CD’ =ACD.
85, Deux angles sont complémentaires ou supplémentaires,

suivant que leur somme est égale & un angle droit ou 4 deux
angles droits. '

TaEoREME V.

86. Toute droite CD (fig. 18) qui en rencontre une autre AB
fait avec celle-ci, d'un méme cité, deux angles supplémen-
taires.

Par le pied C de 'oblique CD, menons la perpendiculaire
CE 4 AB ; nous aurons

ACD = ACE 4 ECD,

BCD = BCE — ECD;
d’ol, & cause de ACE = BCE = 1¢:

ACD + BCD = 2¢.

87. Réciproque. — Si deux angles adjacents ACD, DCB
(fig. 16), sont supplémentaires, leurs cotés extérieurs AC, CB
sont en ligne droite.

Si CB n’est pas le prolongement de AG, soit CB' ce

prolongement; nous aurions, par hypotheése,

ACD + DCB = 2¢;
et, par la proposition directe,

ACD 4 DCB' = %¢;
d’olr

DCB = DCB’;

ce qui est absurde.



10 GEOMETRIE.

88. 1¢ Corollaire. — La somme de tous les angles consécu-
tifs formés, d’'un méme coté d'une droite, par d’autres droiles
quelconques, issues d’un méme point de la premiere, égale
2 droits.

59. 2¢ Corollaire. — La somme des quatre angles consécu-
tifs, formés par deux droites qui se coupent , égale 4 droits.

60. 3¢ Corollaire. — La somme de tous les angles consécu-

tifs, formés autour d’un méme point, par des droites issues de
ce point, égale 4 droils.

Taioreue VI.

61. Lorsque deux droites AB, CD (fig. 17), se coupent,
les angles AOC, BOD, opposés aw sommet, sont égauz.
Par le théoréme précédent,

AOC -+ COB
BOD - COB

I
[3=]
L=

I
b

donc
AOC = BOD.

62. 1 Corollaire. — Le prolongement OD (fig. 18) de la
perpendiculaire OCG & une droite AD, est également perpen-
diculaire & cette droite AB.

Les angles AOD, BOD sont respectivement égaux a BOG,
AOG (61); mais, par hypothése , ces derniers angles sont
droits ; donc

AOD = BOD = 1¢:

en dautres termes , CD est perpendiculaire & AB.

63. 2¢ Corollaire. — Si une droite CD est perpendiculaire &
une droite AB, réciproquement celle-ci est perpendiculaire a
la premiére.

D’apres le premier corollaire, si 'un des deux segments
0C, OD d’une droite CD est perpendiculaire & une droite
AB, P'autre segment jouit de la méme propriété : on dit alors
que la premiére droite est perpendiculaire & la seconde.

Ceci posé, nous venons de voir que
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AOD =B0OC = AOC=BOD = 14
done AOD = A0C = 14, BOC=BOD =1¢;
donc AB est perpendiculaire 4 CD.

Triorkme VII.

64. Par un point O (fig. 20), donné hors d’une droite AB :

1° On peut toujours mener une perpendiculaire OC & cette
droite ;

2° On w'en peut mener qu'une.

1° Soit 0’ 1a position que viendrait occuper le point O si
I'on faisait tourner autour de AB la partie supérieure de la
figure; menons 00’ qui rencontre AB au point G : je dis
que 00’ est perpendiculaire 2 AB.

En effet, les angles OCA, O'CA sont égaux 4 cause de la
superposition des droites CO, C'O; de plus, ils sont sup-
plémentaires (56) ; donc AB est perpendiculaire 4 00';
donc, ete.

2° Si la droite OC est perpendiculaire & AB, toute droite
0C’, différente de OC, ne sera pas perpendiculaire 4 AB.

Soit O'C’ la position que prendra OC’ aprés la rotation
autour de AB. .

Si OC’ était perpendiculaire & AB, les deux angles droits
OC'A, O'C’'A seraient supplémentaires; donc (87) 0C'O’ se-
rait une ligne droite.

65. Sid'un point O, extérieur & une droite AB, on méne
la perpendiculaire OC et une oblique OC’, T'intervalle CC/,
compris entre le pied de I'oblique et celui de la perpendicu-
laire , est appelé projection de I'oblique.

Tatornkime VIII.

66. Si dun point O (fig. 21), extérieur & une droite AB ,
on méne la perpendiculaire OC et plusieurs obliques OD, OE,
OF & cette droite :

1° La perpendiculaire OC est plus courte que toute oblique;

2° Deuz obliques OD, OE, qui ont des projections égales
sont égales ;
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3° De deux obligues OD, OF, celle qui a la plus grande
projection est la plus grande.

1o Faisons tourner la figure GOD autour de AB, jusqu’a
ce quelle vienne occuper la position GO'D. L’angle OCA
étant droit, son égal O'CA est droit; donc 0CO’ est une ligne
droite (87), et ODO’ est un triangle. Conséquemment,

0C + CO' < OD + DO,
20C < 20D,

ou

ou enfin
0C < OD.

20 Si I'on fait tourner la figure AOGC autour de OG, la
droite CA, perpendiculaire & CO, prend la direction de
CB. De plus, CD étant égald CE, le point D tombe sur le
point E, et 'oblique OD coincide avec OE (12, 1°) : ces deux
obliques sont donc égales.

3° On peut supposer les deux obliques situées d'un
méme coté de OC; car si elles étaient de coté et d’autre
de cette droite, comme OD et OF , on prendrait CE = CD;
et, menant OE, on aurait 0D = OE

Sment donc OE ., OF deux obliques situées d’un méme
coté de la perpendiculaire OC. Faisons tourner la figure
autour de AB, de maniére que le point O vienne en O'; me-
nons O'E et O'F.

Le point E, intérieur au triangle OF0", donne (48);

OE + EO' < OF 4 FO',
ou
20E < 20F,

ou .
OE < OF.

67. Réciproques. — Si d’un point , extérieur & une droile,
on meéne la perpendiculaire et plusieurs obliques :

1¢ Deuzx obliques égales ont des projections égales ;

2° De deux obliques inégales, la plus grande a la plus grande
projection.

La démonstration de ces 1eclp1 oques est ev1dente par le
principe suivant, qui est lui-méme évident :



LIVRE PREMIER. 13

Si UVénoncé d’un théoréme renferme toutes les hypothéses que
Von peut faire sur un sujet délerminé, et si chaque hypothése
conduit & une conclusion différente de toutes les autres , les ré-
ciproques du théoréme sont vraies.

68. Corollaire. — D’un point & une droite, on ne peut mener
trois droites égales. '

69. Remarque. — Le triangle OCD (fig. 21), aprés la ro-
tation autour de OC , coincide avec le triangle OEC ; donc
les deux angles ODC, OEC sont égaux. Ainsi les deux obli-
ques égales OD, OE , menées d’un point O & une droite AB,
font, avec cette droite, des angles égauz. Cest ce qu’on ex-
prime en disant qu'elles sont également inclinées sur AB.

70. La perpendiculaire abaissée d’'un point sur une droite
est appelée distance du point & la droite.

Tatorkme IX.

T1. 1° Tout point de la perpendiculaire au miliew d’une
droite est également distant des extrémités de cette droite ;

2° Tout point extérieur & la perpendiculaire est inégalement
distant des mémes extrémités.

1° Soit M (fig. 22) un point quelconque de la-perpendicu-
laire CD, élevée au milieu C de AB.

Les deux obliques MA , MB, ayant des projections égales,
sont égales; donc, etc.

2° Soit N un point extérieur 4 la perpendiculaire ; menons
NA, NB; nous aurons AN < BN. )

En effet, soit M le point ou NB rencontre CD. Le triangle
ANM donne

AN < AM + MN,
ou
AN < BM 4 MN;
ou enfin
AN < BN.

72. On appelle liew géométriqgue une ligne contenant fous
les points qui satisfont & une méme condition, ou qui
jouissent d’'une méme propriété.
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D’aprés cette définition, les deux parties du théoréme
précédent, et les réciproques de ce théoréme, peuvent se
résumer ainsi :

La perpendiculaire au miliew d’une droite est le liew géomé-
trique des points tels , que chacun d’eux soit également dis-
tant des extrémités de la droite.

TastornEme X.

73. Lorsque deux droites AB, CD (fig. 23) se coupent :

1° Les bissectrices OE, OF, de deux angles adjacents BOD,
AOD, sont perpendiculaires entre elles ;

2° Les bissectrices OE, OG, de deux angles BOD, AOC,
opposés au sommet, sont en ligne droite.

1° La ligne AOB étant droite, on a (58)

AOF + FOD + DOE + EOB — 2 ,
ou
2FOD + 2DOE = 2¢,
ou FOD -+ DOE — 1a.

2 Les droites OE, OG, étant perpendiculaires & OF, les
angles EOF, FOG sont supplémentaires; donc EOG est
une ligne droite (57).

Tatorkur XI.

T4. 1° Tout point M (fig. 24) pris sur la bissectrice AD d’'un
angle BAGC, est également distant des cotés de cet angle;

20 Tout point N (fig. 28) situé dans Uangle, extérieurement
& la bissectrice, est inégalement distant des cotés.

1° Abaissons les perpendiculaires ME, MF sur les cotés
AB, AC : il faut démontrer que ces perpendiculaires sont
égales (70).

Faisons tourner la figure DAFGC autour de DA, jusqu’a ce
que le coté AC vienne, 4 cause de ’égalité des angles DAG,
DAB, s’appliquer sur AB. Dans ce mouvement, le point M
reste immobile ; et comme , d’'un point 4 une droite , on
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ne peut mener qu'une seule perpendiculaire (64), la droite
MF, perpendiculaire & AC, coincide avec ME.

2° Faisons tourner NAFC autour de AN, jusqu’a ce que
AC prenne la position AC/, et que NF vienne en NF'. Soit
G le point ol NE rencontre AC'. L’oblique NG est plus
longue que la perpendiculaire NF'; donc, & plus forte raison,

NE > NF,
ou NE > NF.

15. Corollaire. — Le liew géométrique des points tels, que
chacun d’eux soit également distant des cotés d’'un angle ou
de leurs prolongements, se compose de la bissectrice de cet
angle et de la perpendiculaire & la bissectrice , menée par le
sommet. :

PARALLELES.

76. On nomme paralleles deux droites qui, étant situées dans
un méme plan, ne pewvent se rencontrer, quelque loin quwon
les suppose prolongées.

Cette définition est justifiée par les propositions sui-
vantes.

Totorkme XII.

T1. Deux droites CD, EF (fig.26), perpendiculaires a une
méme droite AB, sont paralléles entre elles.

Car si elles se rencontraient en un point O, il y aurait
deux perpendiculaires OC, OE, abaissées de ce point sur la
droite AB; ce qui est absurde.

18. Corollaire. — Par un point donné G (fig. 27), on peut
mener une paralléle & une droite donnée AB.

Du point C, abaissons une perpendiculaire CD sur la droite
AB; puis, de ce méme point G, élevons & CD la perpendi-
culaire CE : cette derniére droite est paralléle & AB.

19. Demande. — Par un point donné G, on ne peut mener
qu'une seule paralléle & une droite donnée AB.

80. 1°r Corollaire.— Deux: droites, paralleles & une troisiéme,
sont paralléles entre elles.
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81. 2¢ Corollaire. — Deux droites, Vune oblique , Uautre
perpendiculaire & une méme droite , se rencontrent.

82. 3¢ Corollaire. — Si deux droites sont paralléles , toute
perpendiculaire & I'une est perpendiculaire a Uautre.

83. 4° Corollaire. — Si deux droites sont paralléles, leurs
perpendiculaires respectives sont paralléles entre elles.

84. B¢ Corollaire. — 8i deux droites AB , AC (fig. 33) se
coupent , leurs perpendiculaires respectives DE , FG se coupent
aussi.

En effet, si les droites DE , FG étaient paralléles, leurs
perpendiculaires AB, CD seraient paralléles (83).

85. Si deux droites AB, CD (fig. 28), paralléles ou non,
sont coupées par une droite EF, celle-ci est appelée trans-
versale.

Elle détermine, avec les deux autres droites, huit angles
qui, considérés deux a deux, prennent différentes dénomi-
nations:

1°Deux angles, situés d’'un méme co6té de la transversale,
et placés de la méme maniére relativement aux deux droites,
sont dits correspondants. Tels sont, par exemple, AHE et
CGE.

20 Deuxangles, situés de coté et d’autre de la transversale,
et en dedans des deux droites, sont alternes-internes. Ainsi,
AHE , DGF sont alternes-internes.

3° Deux angles, situés de coté et d’autre de la transversale,
mais en dehors des deux droites, sont alternes-externes. Les
angles AHF, DGE sont dans ce cas.

4° Deux angles, situés d'un méme edté de la transversale,
et en dedans des deux droites, sont internes d’un méme coté.
Tels sont AHE et CGF. ‘

5° Enfin, deux angles situés d’'un méme co6té de la trans-
versale, et en dehors des deux droites, sont dits externes
d’'un méme coté. Tels sont, par exemple, AHF et CGE.
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Tadonkme XIIE.

86. Deux droites AB,CD (fig. 31) sont paralléles lorsqu’elles
font , avec une méme transversale EF , des angles correspon-
dants égaux.

Soit T'angle FGB égal 4 I'angle FHD; et supposons que
les droites AB, CD se rencontrent en un point O.

Les angles FGB, AGE, opposés au sommet, sont égaux (61);
done AGE = FHD.

Ces derniers angles étant égaux, leurs suppléments BGE,
FHG le sont aussi.

Transportons la figure BGHD sur CHGA , de maniére que
le point G vienne en H, et que le point H vienne en G.
A cause de I'égalité des angles BGE, CHF, la droite GB
prendra la direction HC. Pour une raison semblable, HD
prendra la direction GA. Si donc les lignes GB, HD se cou-
paient en un point O, situé a droite de EF, les lignes HG,
GA devraient se couper en un point O, situé & gauche. Au-
trement dit, les deux droites AB, GD auraient deux points
communs 0, 0'; ce qui est absurde.

87. Réciproque. — Deux paralléles AB, CD (fig. 32) font,
avec une méme transversale EF , deux angles correspondants
égauz.

Soit FCD' un angle ayant CF pour cdté , C pour sommet ,
et égal 4 FEB. Si la droite CD', paralléle 4 AB (86), n’était
pas confondue avec CD, on pourrait, par un méme point,
mener deux paralleles & une droite; ce qui est impossible
(79).

88. 1e Corollaire. — Si deux droites font, avec une méme
transversale, des angles correspondants inégauzx, ces droites,
prolongées suffisamment, doivent se rencontrer.

89. 2¢ Corollaire (réciproque du 1¢). — Si deux droites,
prolongées suffisamment, se rencontrent, elles font, avec une
méme transversale , des angles correspondants inégauz.

90. 3¢ Corollaire.— Deuzx droites sont paralléles lorsquelles
font, avec une méme transversale,

1° Des angles alternes-internes égaux;
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2° Des angles alternes-externes égaux;
3° Des angles internes d’'un méme coté, supplémentaires ;
" 4° Des angles externes d’un méme coté, supplémentaires.
91. 4 Corollaire. — Deux paralléles font, avec une méme
transversale ,
1° Des angles alternes-internes égaux ;
2 etc.
~ Ces deux corollaires se démontrent facilement au moyen
des Théorémes V et VI.

TecorEme XIV.

92. Deux angles sont égaux ou supplémentaires , lorsque les
cotés de Uun sont paralléles auz cotés de Uautre.

Soient les deux paralléles AB, A'B’ (fig. 34) , et les deux
paralléles CD, G'D'. Je dis que les quatre angles en O et les
quatre angles en O' sont, deux 4 deux, égaux ou supplémen-
taires.

Prolongeons A'B' : cette droite rencontre nécessairement
CD (79). Les angles AOG, A'EG sont égaux comme corres-
pondants. De méme, les angles A'0'G’, A'EC sont égaux.
Done ' :

AOC = A'0'C.
On comparerait de méme les autres angles.

TatorEvE XV.

93. Deux angles sont égaux ou supplémentaires, lorsque les
cotés de U'un sont perpendiculaires aux cotés de Uautre.

Soient les deux perpendiculaires AB, A'B’ (fig. 35), et les
deux perpendiculaires CD, C'D'. Je dis que les quatre angles
en O et les quatre angles en O’ sont, deux & deux, égaux
ou supplémentaires.

Menons, par le point 0', les droites A"B", G"D", respec-
tivement paralléles & AB, CD. D’aprés le théoréme précé-
dent, les angles AOG, A"0'C" sont égaux. Il reste donc
faire voir que A"0'C" égale A’O'C'. Or,
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AIIOICII J— 1‘[ + AIOICII,
A0C =14 4+ AOCr,
donc, ete.
La démonstration serait identique pour les autres cou-
ples d’angles.

TRIANGLES.

94. On appelle triangle équilatéral, celui qui a les trois
cOtés égaux ; triangle isocéle, celui qui a deux cotés égaux;
et triangle scaléne, celui qui a les trois cotés inégaux.

95. Dans un triangle isocéle, le coté adjacent aux deux
cOtés égaux prend le nom de base.

96. Un triangle est dit rectangle, obtusangle ou acutangle,
suivant qu’il a un angle droit, un angle obtus, ou trois
angles aigus.

97. Dans tout triangle rectangle, le coté opposé & I'angle
droit est nommé hypoténuse.

'l‘nisorﬁmm XVI.

98. Dans tout triangle, la somme des trois angles est égale
2 droits.

ABC étant un triangle quelconque (fig. 36), prolongeons
indéfiniment le coté AB et menons, par le sommet B, une
paralléle BE au coté AC.

Les angles A, EBD sont égaux comme correspondants
(87); les angles C,CBE sont égaux comme alternes-
internes (91, 1°). La somme des trois angles du triangle
est donc égale A la somme des angles EBD, CBE, ABC:
or, cette derniére est égale & 2 droits (58).

99. 1er Corollaire. — Un triangle ne peut avoir ni deux
angles droits, ni deux angles obtus.

100. 2¢ Corollaire.—Dans tout triangle rectangle, les angles
aigus sont complémentaires. -

101. 3¢ Corollaire. — Chaque angle extérieur d’un triangle
est égal a la. somme des deux angles intérieurs opposés.
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102. 4¢ Corollaire. — Si deux angles d’un triangle sont,
chacun & chacun, égauz. & deux angles d’un autre triangle, les
deux derniers angles sont égaux entre euz.

Teiornkme XVII.

103. 1° Dans tout triangle isocéle, les angles opposés aux
cotés égaux sont égaux ;

20 Dans tout triangle, & un plus grand coté est opposé un plus
grand angle.

1° Les cotés AG, BC (fig. 37) étant égaux, joignons le som-
met C au milieu du coté opposé AB: la droite CD sera per-
pendiculaire sur AB (72); et les obliques AC, BG seront
également inclinées sur AB (69).

20 AG étant plus grand que BGC (fig. 38), abaissons CD
perpendiculaire 4 AB, prenons DE = DB, puis tirons CE.
A cause de BD < AD (67, 2°), I'oblique CE, égale & BC, est
intérieure au triangle rectangle ADC ; et 'angle CEB, égal 4
CBA (69), est extérieur au triangle CAE. Donc

CBA > CAB.

10%. Réciproque. — Si un triangle a deux angles égaux ,
les cotés opposés & ces angles sont égauz (67).

105. Corollaire. — Tout triangle équilatéral est en méme
temps équiangle, et réciproquement. '

106. Remarque.— Dans tout triangle isocele, la droite menée
du milieuw de la base au sommet opposé, partage la figure en
deux triangles rectangles égaux.

TaEorkme XVIII.

107. Dans tout triangle, les perpendiculaires aux milieux
des cotés concourent en un méme point.

Les perpendiculaires élevées aux milieux D, E des cotés
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BCG, AG (fig. 39) se coupent en un point O (83). Si nous joi-
gnons ce point au milieu F du troisiéme cdté AB, la droite
OF sera perpendiculaire sur AB.

En effet, le point O, appartenant aux perpendiculaires DO,
EO, est également distant des sommets B,C et des som-
mets A, G. Donc ce point est également distant des sommets
A, B. Le point F est, par hypothése, également distant des
mémes sommets; donc, ete. '

108. Corollaire. — Un triangle étant donné, on peut toujours
trouver, dans son plan un point également distant des trois
sommels ; mais on n'en peut trouver qu’un.

109. Remarque — Selon que le triangle ABG est acutan—
gle, rectangle ou obtusangle, le point de concours des per-
pendiculaires se trouve dans UVintérieur du triangle, sur
Thypdténuse ou & Vextérieur du triangle,

TaionkEME XIX.

110. Dans tout triangle, les bissectrices des angles intérieurs
ou extérieurs concourent, deux & deux, en quatre points.

Les bissectrices AO, BO (fig. 40) des angles intérieurs
BAG, ABC se coupent en un point 0, situé dans Uintérieur du
triangle ABC. Si nous joignons ce point au troisiéme som-
met G, la droite OC sera bissectrice de 'angle ABC. En effet,
le point O, appartenant aux bissectrices AO, BO, est égale-
ment distant des cotés AB, AC et des cotés AB, BG (74).
Donc ce point, situé 4 égale distance des cotés AG, BC,
appartient & la bissectrice de 'angle ACB (75).

Si, par les sommets A, B, C, nous menons EF, FD, DE
respectivement perpendiculaires sur AO, BO, CO, ces per-
pendiculaires seront les bissectrices des angles extérieurs
du triangle (73). On verra, par le raisonnement qui vient
d’étre employé, que les points D, E, F, ou ces droites se
coupent deux & deux, sont respectivement situés sur les
‘bissectrices AO, BO, CO.

114. Corollaire. — Un triangle étant donné, on peut tou-
jours trouver, dans son intérieur, un point également distant
des trois cotés; mais on w’en peut trouver quun.
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EGALITE DES TRIANGLES.

112. Dans la théorie qui fait 'objet de ce paragraphe, on
se propose de trouver des conditions dont I'existence per-
mette d’affirmer que deux triangles sont égaux, sans qu'il
soit nécessaire de vérifier que toutes les parties de 'un sont
égales aux parties de I'autre.

Tatonkive XX.

113. Deux triangles sont égaux lorsqu’ils ont un angle égal,
compris entre deux cotés égaux, chacun & chacun.

Supposons I'angle A égal & T'angle A’ (fig. 41), le coté AB
égal & A'B’, et le coté AC égal &4 A'C’; je dis que les deux
triangles ABC, A'B'C’ sont égaux.

Portons le second triangle sur le premier, de maniere
que le coté A'B’ coincide avec AB. A cause de I'égalité des
angles A, A’, le coté A'C’ prend la direction AG; et, comme
A'C = AG, le sommet C' tombe en C. Donc les deux
triangles coincident; donc ils sont égaux.

TatornEme XXI.

114. Deux triangles sont égaux lorsqu’ils ont un coté égal ,
adjacent & deux angles égaux, chacun & chacun.

Supposons AB=A'B', A = A’, B=B'. Portons le triangle
A'B'C’ sur ABC, de maniére que A'B' coincide avec AB. Le
coté A'C’ prend la direction AC, et le coté B'C' prend la
direction BC. Le point C', devant se trouver & la fois sur
AC et sur BG, tombe en C. Donc les deux triangles sont
égaux.

118. Corollaire. — Deux triangles rectangles sont égaux
lorsqu’ils ont Uhypoténuse égale et un angle aigu égal , chacun
& chacun.

'l‘ln’mni:n XXII.

116. Lorsque deux triangles ont un angle inégal, compris
entre deux cotés égaux, chacun & chacun, le coté opposé au
plus grand angle est plus grand que le coté opposé au plus petit
angle.
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Suppbsons (fig. 42) :
AG=A'C’, BG=B'C/, ACB > A'CB.

Je dis que le c6té AB est plus grand que le coté A'B'.
Portons le triangle A'B'C’ sur ABC, de maniére que B'C’
coincide avec BC : le c6té A'C' tombera dans l'intérieur de
Pangle ACB, et prendra une position telle que CA”. Menons
AA"; puis abaissons, du sommet G, une perpendiculaire CD’
sur cette droite : & cause des obliques égales AG, A”C, nous
aurons AD = A"D. Par suite , le point E, intersection de
AB, CD, est également distant de A et dq A" (72).
Actuellement , le triangle A"BE donne

A'B < A'E + BE,

ou
A"B < AE 4+ BE,

A'B' < AB.
117. Réciproque des Théorémes XXI et XXII.
Lorsque deux triangles ont deux cotés égaux , chacun &
chacun , et un coté inégal , Uangle opposé au plus grand coté
est plus grand que Uangle opposé au plus petit coté.

ou enfin

Tatonkur XXIII.

118. Deux triangles sont égaux lorsqu’ils ont les trois cotés
égaux , chacun & chacun.

Supposons (fig. 41):

AB = A'B', BC = B'(’, AC= AC.
Je dis que les deux triangles sont égaux.

Cette égalité serait évidente si I'angle A était égal & I'angle
A’; car alors les deux triangles auraient un angle égal com-
pris entre deux cotés égaux, chacun & chacun.

Or, si angle A était différent de A', le coté BGC serait,
contrairement & 'hypothése , différent de B'C’' (117). Donec,
ete. .
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119. Remarque. — Dans deux triangles égaux , les angles
opposés aux cOtés égaux sont égaux.

TekorEmeE XXIV.

120. Deux triangles rectangles sont égaux, lorsqu’ils ont
Uhypoténuse égale et un coté égal , chacun & chacun.

Supposens {fig. 43) :

' BC =B'(’, AB= A'B’;
A et A’ étant les angles droits. Je dis que les deux triangles
sont égaux.

Cette proposition serait démontrée si le coté AG était
égal au coté A'C’ (118).

Portons le triangle A'B'G’ sur ABC, de maniére que A'B’
coincide avec AB. Les angles A, A’ étant égaux, le coté
A'C’ prend la direction AC. Mais alors BC et B'C’' sont
des obliques égales, menées d’un méme point 4 la droite
AG; leurs projections sont donc égales; cest-a-dire que

A'C' = AC.
QUADRILATERES.

121. Parmi les quadrilatéres, on remarque :

1° Le trapéze, qui a deux cOtés paralléles nommés bases ;

2° Le parallélogramme, qui a les cOtés paralléles deux a
deux;

3° Le rectangle, dont tous les angles sont droits;

4° Le losange, qui a tous les cotés égaux;

8° Le carré, qui a les coOtés égaux et les angles droits.

122. Nous devons faire observer, relativement A ces défi-
nitions:

1° Que le rectangle ABCD (fij. 44) peut étre regardé
comme composé de deux triangles réctangles égaux ABC,
CDA, ayant une hypoténuse commune AG;

2° Que le losange ABCD (fig.45) résulte de la réunion de
deux triangles isocéles égaux, ABC, CDA, ayant une base
commune AG ;
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3> Que 1le carré peut étre considéré comme un losange-
rectangle.

Tatonkme XXV.

123. Dans tout parallélogramme, les cotés opposés sont
égauz. '

Menons la diagonale AG (fig. 46), et comparons les trian-
gles ABC, ADC.

Le coté AG est commun; les angles BCA, DACG sont égaux
comme alternes-internes (91); les angles BAC, DCA sont
égaux par la méme raison; donc les deux triangles sont
égaux (114); done

AB=CD, BC=AD, B=D.

124. Corollaire. — Dewx paralléles sont partout également
distantes.

Soient deux paralleles AB, CD (fig. 47) et deux droites
EF,GH, perpendiculaires & AB et CD (82). La figure EFGH
est un rectangle; donc EF = GH. Cest 14 ce qu’exprime
I'énoncé du corollaire. :

125. Réciproques. — 1° Si, dans un quadrilatére, les coteés
opposés sont égaux deux & deux, la figure est un parallélo-
gramme.

20 Si, dans un quadrilatére, deux cotés sont égaux et paral-
léles, la figure est un parallélogramme.

" 126. Remarque.— Dans tout parallélogramme, les angles
opposés. sont égaux, et les angles adjacents & un méme
-¢Oté sont supplémentaires.

Tatonkmrg XXVI.

127. Les diagonales d’'un parallélogramme se coupent mu-
tuellement en deux parties égales.
Dans les deux triangles AOB, COD (fig. 48),'on a

AB = CD, ABO = CDO, BAO = DCO.
Ainsi, ces deux triangles sont égaux; donc
BO = DO, A0 == CO.
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128. Réciproque. — Si, dans un quadrilatére, les diagonales
se coupent mutuellement en deux parties égales, la figure est un
parallélogramme.

129. Le point O, ou se coupent les diagonales AG, BD,
est le centre du parallélogramme. On peut démontrer que ce
centre divise en deux parties égales toute corde EF qui y
passe.

130. D’aprés le n° 122, le rectangle, le losange et le
carré sont des cas particuliers du parallélogramme. Ces
figures doivent donc jouir des propriétés qui viennent d’étre
démontrées. Le rectangle et le losange jouissent encore des
propriétés suivantes, qui appartiennent, I'une et I'autre, au
carré,

Tatorkme XXVII.

134. Les diagonales d’un rectangle sont égales.

En effet , les deux triangles ABG, BAD (fig. 49) ont un
angle égal compris entre un c¢oté commun et un coté égal;
donc ils sont égaux (113); done

AC = BD.
THEOREME XXVII[.

132. Les diagonales d’'un losange sont perpendiculaires entre
elles.
~ En effet, 1a diagonale BD (fig. 50), ayant deux de ses points,
B, D, également éloignés chacun des extrémités de la dia-
gonale AC, est perpendiculaire au milieu de AG (72).

TeionkvME XXIX.

133. Dans tout trapéze, la droite EF (fig. 51) qui joint les
milieux des cotés non paralléles AB, DG, est : 1° paralléle auz
deux bases AB, CD; 2° égale a leur demi-somme; 3° également
distante de chacune d’elles,
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Menons, par le point F, GH paralléle & AD; et soient
G, Hles points ol cette droite rencontre AB, DC.

Les deux triangles CHF, BGF ont: les cotés CF, BF égaux
par hypothése; les angles HCF, GBF égaux comme alternes-
internes; les angles HFC, GFB égaux comme opposés par le
sommet. Done ces triangles sont égaux. Par.suite, HF =GF:
le point F est le milieu de GH.

La figure AGHD est un parallélogramme; donc
GH = AD, GF = AE.

Le quadrilatére AGFE , ayant deux cdtés égaux et paral-
léles, est un parallélogramme (125, 2°). La premiére partie
de la proposition est ainsi démontrée.

En second lieu, les parallélogrammes EFDH, AGEF don-
nent :

EF = DH = DC -+ CH,
EF = AG = AB — BG;
d’ol, & cause de CH = BG,
AB DC

Enfin, si du point F on méne la droite IFK perpendiculaire
aux trois paralléles, on forme deux triangles rectangles
CKF, BIF, égaux comme ayant un angle aigu égal et 'hypo-
ténuse égale (115). Donc

FI = FK;
donc la droite EF est également distante de AB et CD.
134. Réciproque. — Dans tout. trapéze, la paralléle aux

bases, menée par le miliew de Uun des cotés non paralléles, divise
Vautre en deux parties égales.

POLYGONES.

135. Un polygone est dit équilatéral ou équiangle, suivant
quil a les cotés égaux ou les angles égaux. Le carré est a la
fois équilatéral et équiangle.
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Tafoniur XXX.

136. La somme des angles intérieurs d’un polygone convexe
est égale & autant de fois 2 droits, qu’il a de cotés moins deux.

Menons, de I'un des sommets, des diagonales 4 tous les
sommets opposés : le polygone sera décomposé en triangles
dont le nombre égale celui des cotés du polygone, moins
deux. Or,la somme des angles de tous les triangles estégale
A la somme des angles intérieurs du polygone ; donc, etc.
* 137. Remarque. —L’angle droit étant pris pour unité, et n
désignant le nombre des cotés d'un polygone convexe, la
somme de ses angles est 2n—4.Si le polygone a les angles
égaux, chacun d’eux a pour valeur

=2 (1-3)

A mesure que n augmente, la fraction o diminue. En

méme temps, 1a mesure de I'angle augmente indéfiniment,
sans pouvoir devenir égale A 2.

Taitonkime XXXIN.

138. Si lon prolonge dans le méme sens tous les cotés d’un
polygone convexe, la somme des angles extérieurs ainsi formés
est égale & 4% droifs.

La somme de Iangle intérieur FAB (fig. 52) et de 'angle
extérieur adjacent BAA', est égale 4 2 droits; donc la somme
de tous les angles intérieurs et extérieurs vaut autant de
fois 2 droits qu’il y a de cotés dans le polygone; et comme
1a somme des angles intérieurs est égale & celle-ci, dimi-
nuée de 4 droits (136), il reste 4 droits pour la somme des
angles extérieurs.

Tatorime XXXII.

139. Deuz polygones P, P' sont égauz lorsqu’ils sont com-
posés d'un méme nombre de triangles égaux, chacun & chacun,
et assemblés de la méme maniére.
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Si T'on transporte le polygone P’ sur le polygone P, de
maniére qu'un triangle A’ du polygone P’ coincide avee le
triangle A du polygone P, les deux triangles égaux B’ et
B, ad]acents AA'et A, ayant un coté commun, coincide-
ront; et ainsi de suite.

TaiorkME XXXIII.

*  140. Deux polygones de n cotés sont égauzx lorsqu’ils ont
(n—1) cotés égaux, chacun & chacun, ainsi que les (n — 2)
angles compris entre ces cotés.

Soient, pour fixer les idées, les deux pentagones ABCDE,
A'B'C'D'E' (fig. 53), dans lesquels

AB =A'B', B=DF, etc.

Transportons le second polygone sur le premier, de ma-
niére que le coté A'B’ coincide avec AB.

L’angle B’ étant égal &4 B, le coté B'C! prend la dlrectlon
de BG; et comme ces deux cdtés sont égaux, le sommet
(' coincide avec G. De méme, D', E' coincident avee D, E.
Par suite,

EA'=FEA, EE=E, A'=A.
TaiorimeE XXXI1V.

* 141. Deux polygones de n cités sont égaux lorsqu’ils ont
(n — 2) cdtés consécutifs égaux, chacun & chacun, ainsi que les
(n — 1) angles compris entre ces cotés et les deux derniers.
Ce théoréme se démontre comme le précédent.

* 142. Remarque.— Deux polygones de n cotés éiant égaux
lorsqu’ils ont (n — 1) cotés et (n — 2) angles égaux, chacun
A chacun, ou bien (n — 2) cotés et (n— 1) angles, il s’ensuit
que (2n — 3) éléments, angles ou cotés, choisis convenable-
ment, suffisent pour déterminer un polygone de n cotés.

FIN DU LIVRE PREMIER.



EXERCICES SUR LE LIVRE I(*).

4. Les trois hauteurs () d’un triangle se coupent en un méme point.

2. Les médianes (3) d'un triangle se coupent en un méme point situé au
tiers de chacune d’elles, a partir du coté correspondant.

3. Dans tout triangle, la somme des médianes est comprise entre le péri-
metre( ¢) du triangle et les trois quarts de ce périmetre.

4. Dans tout triangle, 2 un plus grand coté correspond une plus petite
médiane.

5. Dans tout triangle, une bissectrice intérieure quelconque ne surpasse
pas la médiane correspondante.

6. Dans tout triangle, la somme des bissectrices est comprise entre le pé-
rimétre et le demi-périmétre.

7. Dans tout triangle, 4 un plus grand coté est opposée une plus petite
bissectrice.

8. Parmi tous les triangles formés avec un angle donné, compris entre
deux cotés dont la somme est constante , celui dont le périmetre est un mini-
mun est le triangle isocele.

9. Dans tout quadrilatére, les milieux des cotés sont les sommets d'un
parallélogramme.

10. Dans tout quadrilatére, le point de rencontre des droites qui joignent les
milieux des c6tés opposés est situé au milieu de la droite qui joint les milieux
des diagonales.

14. Deux polygones convexes, d'un nombre impair de cdtés, sont égaux
lorsque leurs cotés ont mémes points milieux.

(1) Les solutions des Exercices se trouvent, pour la plupart, dans I'ouvrage
intitulé : THEOREMES ET PROBLEMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE, (4e édition).

(2) La hauteur est la perpendiculaire abaissée d'un sommet sur le coté
opposé: on donne a celui-ci le nom de base.

(3) Les médianes sont les droites qui joignent les sommets aux milieux des
cdtés opposés.

(+) Le périmétre est la somme des cotés.
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12. Par un point, situé dans un angle donné, mener une droite qui soit
divisée en deux parties égales par ce point.

13. Trouver, sur I'un des cdtés d'un angle, un poini M également distant
du second c6té et d'un point A, donné sur le premier coté.

14. Construire un triangle, connaissant deux cotés et une médiane.

45. Construire un triangle, connaissant un c6té et deux médianes.

16. Construire un triangle, connaissant les trois médianes.

17. Construire un triangle, connaissant le périmétre et deux angles.

18. Construire un parallélogramme, connaissant les diagonales et un coté.

19. Construire un quadrilatére, connaissant les quatre cotés et lI'une des
deux droites qui joignent les milieux des cotés opposés.

20. Sur les prolongements des cotés AB, AC d’un triangle ABC , on prend
les distances BD, CE, de maniére que leur somme soit égale au troisiéme coté
du triangle, et 'on meéne DE. Dans quel cas cette droite DE est-elle un
minimum ?

24. Trouver, sur une droite donnée AB, un point M tel, que la somme de
ses distances a deux points donnés C, D, situés d'un méme coté de AB, soit
un minimum.

22. A un angle donné, inscrire un triangle MNP, de périmétre minimum, et
dont I'un des sommets soit un point donné P, situé entre les ctés de I'angle.

23. A un angle ABC, inscrire un triangle MNP, de périmétre minimum.

24%. Quelle route doit suivre une bille M pour rencontrer une hille N, apres
avoir touché les quatre bandes du billard ?

25. Quelle route doit suivre une bille pour revenir au point de départ,
apres avoir touché les quatre bandes du billard ?

26. A un quadrilatere convexe, inscrire un quadrilatére de périmétre
minimum.

27. Trouver, sur une droite donnée AB, un point M tel, que la différence de
ses distances & deux points donnés C, D, situés de part et d’autre de AB, soit
un maximum.

28. Trouver, sur I'un des cotés d'un triangle, un point tel, que la somme de
ses distances aux deux autres cotés soit un minimum.

29. Trouver, dans le plan d'un triangle, un point tel, que la somme de ses
distances aux trois cotés du triangle soit un minimum.

30. Trouver le lieu géométrique des points tels, que la somme des distances
de chacun d’eux a deux droites données soit égale 4 une longueur donnée.

31. Deux trapézes sont égaux lorsqu'ils ont les quatre cotés égaux, chacun
a chacun, et disposés de la méme maniére.

32. On joint un point donné P, & un point quelconque M d'une droite donnée
BC. Sur la droite PM, on construit un triangle isoctle MPQ, rectangle en P,
Quel est le lieu du sommet Q ?
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33. Meme question, en supposant-que- le triangle isocéle soit rectangle en
Mouen Q.

34. On: joint les milieux des cotés.d'un carré (fig. 188) avec les. sommets
non adjacents, par les droites:BE; CE, CF, DF";... Démontrer : 10 que I'octo-
gone MNPQ)..., déterminé par ces: droites; est. équilatéral ; 20 que- les, angles
K, M, P, R de ce polygone sont égaux, et.qu’il en est de mémepour les angles
I,L, N, Q ; 3¢ que la somme de deux angles inégaux, tels que L, M, est égale
4 3 droits.

38. Si les cotés et les diagonales d'un pentagone sont paralltles deux & deux,
le pentagone est-il régulier (1)?

(') On appelle polygone régulier celui qui est équilatéral et équiangle & la
fois.
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CERCLE, ET MESURE DES ANGLES.

PRELIMINAIRES.

143. La circonférence est une ligne plane dont tous les
points sont également distants d’'un point intérieur appelé
cenlre.

144. Le cercle est 1a partie du plan limitée par la circon-
férence.

148. Une droite telle que OA (fig. 5%), menée du centre 4
un point quelconque de la circonférence, est un rayon.
En vertu de Ja définition, tous les rayons OA, OB, OG sont
égaux.

146. Toute droite DOE, qui passe par le centre, et qui se

termine & deux points de la circonférence, est un diamétre.
— Tous les diamétres sont égaux.
#.147. Une partie quelconque de la circonférence , telle
que AFB, est appelée arc. La droite AB, qui joint les extré-
mités d’un are, est une corde. On dit que la corde sous-tend
Iare, ou que I'arc est sous-tendu par la corde.

A la méme corde AB, répondent toujours deux arcs AFB,
ACB; mais I'arc sous-tendu est le plus petit des deux.

148. La portion de cercle AFBG, comprise entre un arc et
sa corde, est nommée segment. La partie OAFBO, comprise
entre un arc et les rayons menés i ses extrémités, est un
secteur.

149. Toute droite HL, qui n’a qu'un point M de commun
avec la circonférence, est une fangente.

Le point M est appelé point de contact.
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150. Enfin, toute droite qui traverse 1a circonférence est
nommeée sécante.

Tatorkme I.

181. Une ligne droite ne peut rencontrer la circonférence en
plus de deux points.

Si une droite pouvait rencontrer la circonférence en trois
points, les rayons menés & ces points étant égaux, il s’en-
suivrait que, d’un point , on pourrait mener 2 une droite
trois droites égales; ce qui est impossible (68).

Taioneme I,

182. Tout diamétre partage le cercle et la circonférence, cha-
cun en deux parties égales.

Plions la figure suivant AB (fig. 85) : la partie ACB de la
circonférence doit coincider avec la partie ADB; car tous
les rayons sont égaux.

Tetonkme III.

183. Toute corde est plus petite que le diamétre.
En effet, dans le triangle AOB (fig. 56), on a

AB < AO + OB.

154. Corollaire. — Le diametre est la plus grande droite
inscrite au cercle.

Tatorkme IV,

188. 1° La perpendiculaire & Uextrémité d’un rayon est tan-
gente & la circonférence;

2° Toute oblique & Vextrémité d’un rayon est sécante.

1° Soit 1a droite BC (fig. 87), perpendiculaire & I'extrémité
du rayon OA. Si nous prenons sur BC un point quelconque
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M, différent de A, I'oblique OM sera plus grande que la
perpendiculaire OA;et le point M, dont la distance au centre
surpasse le rayon, sera extérieur au cercle. Donc la droite
BC est tangente 4 la circonférence.

2° Soit la droite AB (fig. 58), oblique A P'extrémité du rayon
OA. Si nous menons du centre une perpendiculaire sur AB,
cette perpendiculaire est plus petite que l'oblique OA : le
pied de la perpendiculaire est dans le cercle; done la droite
AB est sécante.

156. Réciproque. — 1° La tangente est perpendiculaire &
Vextrémité du rayon mené au point de contact ;

2° La perpendiculaire abaissée du centre sur une tangente,
passe par le point de contact.

187. Corollaire. — Deux tangentes, menées aux extrémités
d’'un méme diametre, sont paralléles.

188. Remarque. — Une droite est sécante, tangente ou
extérieure 4 la circonférence, selon que sa distance au centre
est inférieure, égale ou supérieure au rayon.

.

Tatorkme V,

189. A tout triangle, on peut circonscrire une circonférence,
mais on W'en peut circonscrire quune.

‘Les perpendiculaires élevées aux milieux des cotés du
triangle se rencontrent en un point unique, également dis-
tant des trois sommets (107 et 108). Ce point est donc le
centre d’une circonférence circonscrite au triangle. D’ail-
leurs, avec un centre et un rayon donnés, on ne peut tracer
qu'une seule circonférence; donc, etc.

Tekonkue VI.

160. A tout triangle, on peut inscrire une circonférence, mais
on n'en peut inscrire qu'une.

Les bissectrices des angles intérieurs se rencontrent en
un point unique, également distant des trois cotés (110 et
111). Si P’on abaisse, de ce point , des perpendiculaires sur
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les cotés, elles seront égales; donc la circonférence décrite
du méme point comme centre, avec une de ces perpendlcu-
laires pour rayon, est située dans lintérieur du tirlangl et
a pour tangentes les trois cotés (153) Donc cette circonfé-
rence est inscrite au triangle; etc.

161. Remarque. —Si Ton proposait cette questlon géné-
rale: tracer une circonférence tangente & trois droztes données
AB, BC, CA (fig. 89), on trouverait pour SOluthIlS d’abord
la clrconférence 0, inscrite au triangle ABC, et ensuite
trois cxrconférences D, E, F extérieures au trlangle ayant
pour centres les points ol les bissectrices des angles exté-
rieurs sont rencontrées par les bissectrices des angles
intérieurs (111). Ces circonférences sont dites ex-inscrites au
triangle.

CORDES ET ARCS.
Tatonkme VII.

162. Dans un méme cercle ou dans des cercles égaux , les
arcs égaux sont sous-tendus por des cordes égales.

1° Soient deux cercles égaux O, O' (fig. 60), c’est-A-dire
ayant des rayons égaux; soit ACB = A'C'B'. Je dis que

AB=AB.

Transportons le cercle 0’ sur le cercle O, de maniere que
le rayon A'O’ comclde avec le rayon AO. Les deux circonfé-
rences , ayant méme centre et méme rayon, comcldent
et, Yarc A'C’B’ étant égal & I'arc ACB, le point B’ ,toml_)g en
B; donc

A'B' = AB.

2 Soient, sur une méme circonférence , les arcs ACB ,

A'C'B’ (fig. 61) , égaux entre eux. Je dis que
AB = AB.

Imaginons une circonférence O’ égale & la circonférence
0. Prenons, sur cette circonférence auxiliaire, un arc
A"C"B" = ACB = A'G'B'. La corde A"B" sera, en méme
temps, égale aux deux cordes AB, A'B’; donc, etc..
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Tatontme VIIL.

163 Diétns‘un miéme celcle o danis des'cercles‘égau , un plus’
grand arc (moindre qu'une demi-circonférence) est sous-tendu’
par une plus-grande corde.

Par le théoréme précédent, on peut toujours supposer que
les deux arcs ‘appartiénnent 4 la méme circonférence, et
qué’, partant du méme point, le' plus peétit soit appliqué
sur le plus'grand. Soient alors ADB et ADBC (fig. 62) ces
ares. Menons les rayons AO, BO, CO.

Les triangles AOB, AOGC ont un angle inégal’ compris
entre deux cotés égaux, chacun i chacun ; done (116)

AB < AC.

164. Réciproque des deux théorémes précédents. — Dans un
méme cercle ou dans des cercles égauz :

1° Des cordes égales sous-tendent des arcs égliuz ;

2° Une plus grande corde sous-tend un plus grand arc.

Tarorkne IX.

165. Le diametre CD (fig. 63), perpendiculaire & une corde
AB, partage cette corde et les deux arcs sous-tendus, chacun en
deux parties égales.

Menons les rayous OA, OB, et les cordes AC, BC.

Les obliques égales ont des projections égales; donc
AE =-EB; donc le diamétre CD est perpendiculaire au
milieu de AB. Par suite, les cordes AG, BC sont égales;
donc (164)

arc AG = arc BC.

On démontrera de méme que les arcs AD, BD sont égaux.

166. Remarque. — La droite CD :

1° Passe par le centre ; 2° est perpendiculaire & AB ; 3° di-
vise AB en’ deux parties égales; 4° passe au miliew de Varc
ACB;j 5° passe au milieu de Uarc ADB!

Or, une droite étant généralement ‘déterminée par deux
conditions , il résulte., du-théoréme, que toute droite qui
satisfait & deux des cing conditions précédentes, satisfera
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nécessairement aux trois autres. Ce théoréme est donc sus-
ceptible de dir énoncés. Autrement dit, la proposition
directe entraine neuf réciproques. Nous laissons au lecteur
le soin de les chercher.

167. En généralisant cette maniére de raisonner, on peut
établir, relativement aux réciproques, le principe suivant,
différent de celui qui a été posé au numeéro 67.

Si, en vertu d’un théoréme, une certaine ligne satisfait & plus
de conditions qu’il n’en faut pour la déterminer, toute ligne de
méme nature , déterminée par un certain nombre de ces condi-
tions, satisfait & toutes les autres.

La seconde réciproque du numéro 1586 est évidente par
ce principe.

Taiorkume X.

168. Deux cordes égales sont également éloignées du centre;
et, de deux cordes inégales, la plus petite est la plus éloignée
du centre.

1° Soient (fig. 19)les cordes égales AB, A'B'. Je dis qu’elles
sont également distantes du centre O, c’est-a-dire que les
perpendiculaires 0G, OC' sont égales (70).

D’aprés I'une des réciproques de la proposition précé-
dente, ces perpendiculaires divisent les cordes, chacune
en deux parties égales. Si donc nous menons les rayons
A0, A'0', nous formerons deux triangles rectangles ACO,
A'CO’ égaux entre eux, comme ayant 'hypoténuse égale et
un coté de I'angle droit égal. Donc

0C =0C.

2° Soient AB, AD deux cordes inégales, ayant une extré-
mité commune A et inscrites au méme demi-cercle. La
corde AB étant supposée plus grande que AD, I'arc ADB
sera plus grand que I'arc AD (164). Donc la droite OE, per-
pendiculaire sur AD, coupe AB en un point F. Et comme
OF est une oblique 4 AB, tandis que OC est perpendicu-
aire & cette corde, nous aurons

OF > 0C;
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d’ol, & plus forte raison,
OE > OC.

Tatonkue XI.

169. Deux paralléles interceptent, sur la circonférence, des
arcs égauzx. )

Ces paralleles peuvent étre : 1° deux sécantes; 2° une
sécante et une tangente; 3° deux tangentes.

Soit une sécante AB (fig. 64). Menons un diamétre CD
perpendiculaire & cette droite, puis les tangentes EF, GH
en G,D : elles sont paralléles & AB.

Nous avons (152, 165)

AC=C(B, DAC =DBG:

les deux derniers cas sont donc démontrés.
Si nous menons une autre sécante IK, parallele & AB,
nous aurons de méme '

IAC = KBC;
d’ou, & cause de
AC=CB,
il résulte
Al = BK.

CIRCONFERENCES SECANTES ET TANGENTES.

170. Deux circonférences situées dans un méme plan
peuvent occuper, 'une par rapport & 'autre, cing positions
différentes. Elles peuvent étre, en effet : 1° extérieures I'une
i lautre; 2° tangentes extérieurement; 3° sécantes; 4° tan-
gentes intérieurement ; 8° intérieures 'une & I'autre.

Nous allons chercher quelles sont les relations de gran-
deur qui existent entre les rayons et les distances des cen-
tres, dans ces cing circonstances.

171. Lemme. — Si deux circonférences ont un point com-
mun A (fig.65), situé d’un coté de la ligne des centres 00', elles
en ont un second, B, symétrique du premier par rapport & cette
ligne.
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Abaissons du point A la perpendiculaire AGB sur 00, et
prenons CB=CA : le point B sera dit symétrique de A par
rapport & 00'.

Menons OA, OB : ces deux obliques, ayant des projections
égales , sont égales. Donc le point B appartient & la cir-
conférence décrite du point O comme centre, et passant en
A.On verrait de méme que le point B appartient & la seconde
circonférence ; donc, etc.

THEprEME XAK.

172. Lorsque deux circonférences se coupent, la ligne des
centres est perpendiculaire au milieu de la.corde commune.
Ce théoréme est évident par le lemme qui précede.

Taronkuwr XIIX.

173. Lorsque deux circonférences se touchent, la ligne des
centres passe par le point de.contact,

En effet, si le point de contact était situé en dehors de la
ligne des centres, les deux circonférences auraient un se-
cond point commun ; ce qui est contre I'hypothése.

TaiorEmE XIV.

174. Deux circonférences étant situées dans un meéme plan :

10 Si elles sont extérieures. 'une & Uautre, la distance des
centres est plus grande que la somme des rayons;

20 Si elles-sont tangentes extérieurement, la distance des cen-
tres est.égale & la somme des rayons;

3° Si elles sont sécantes, la distance des centres est plus petite
que la somme des. rayons, et plus grande que leur différence;

4 Si elles sont tangentes intérieurement , la distance des
centres est égale & la différence des rayons;

Be Si elles sont intérieures I'une & Vautre, la distance des

centres est plus petite que la différence des rayons.
En effet :

1e 00" = 0A 4 O'A’ + AA’ (fig. 66);
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2> Les centres 0, O’ (fig.67), et le point de contact A,
étant en ligne droite-(173), on a
00" = 0A + 0'A;
3°. Le triangle OAQ’ (fig. 68) donne
00’ < OA + 0'A, 00" > 0A — OA ;

4o 00" = 0A — O'A (fig. 69);
5o ~0A = 00" 4 O'A’' + AA' (fig. 70);
done

00" < OA—O'A".

175. Corollaire. — Devx circonférences, situées dans un méme
plan, sont : 1° extérieures, 2° tangentes extérieurement, 3° sé-
cantes, 4° tangentes intérieurement, 5° intérieures, suivant que
la distance des centres est : 1° supérieure & la somme des rayons,
20 égale & la somme des rayons, 3° plus petite que la somme des
rayons et plus grande que leur différence, &° égale & la diffé-
rence des rayons, 8° plus petite que la différence des rayons.

Ce corollaire est évident par le premier principe sur les
réciproques (67).

TutoREME XV,

# 176, Lorsque deux circonférences w'ont aucun point com-
mun, la plus grande et la plus petite droite que U'on puisse me-
ner de Uune & Vautre, est un segment de la ligne des centres.

Soient les circonférences 0, O (fig. 71), extérieures. Me-
nons la ligne des centres 00', qui rencontre en A,B la
premiére circonférence , et qui rencontre la seconde en A’,
B'. Joignons ensuite un point quelconque M de la premiére
a un point quelconque M' de la seconde. Je dis que I'on
aura '

MM’ < AA’, MM' > BB

La ligne droite MM' est plus courte que la ligne brisée
MOO' M’ (31); donc

MM' < MO + 00"+, 0'M,
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ou
MM < A0+ 00’4 0'A,
ou enfin
MM < AA'.
En second lieu,
00 < OM MM’ -- O'M/,
ou
00' < OB + MM -+ OB,
ou enfin
MM' > BB. ‘
La démonstration serait la méme pour deux circonfé-
rences intérieures I'une & 'autre.

* 1AT1. Corollaire. — La plus grande et la plus petite droite
que Uon puisse mener & une circonférence, d’un point extérieur
ou intérieur, sont les distances de ce point aux extrémités du
diamétre qui y passe.

MESURE DES ANGLES.

178. En général, mesurer une grandeur A, c’est chercher
le rapport qui existe entre A et une autre grandeur B, de
méme espéce, prise pour unité. Si la comparaison immé-
diate ne peut étre établie, en tiche de la ramener & celle-
de deux grandeurs A' et B', choisies de telle sorte, que leur
rapport étant connu, on puisse facilement en conclure le
rapport de A & B. Si ces rapports sont égaux, la question
est simplifiée autant que possible ; car le nombre qui me-
sure A’, lorsque B’ est prise pour unité, est précisément
celui qui aurait exprimé la mesure de A, si la comparaison
immédiate de A & B avait pu étre faite et que I'on eiit pris
B pour unité. A

Ce procédé, qui consiste  substituer & la mesure directe
d’une grandeur la mesure d’une grandeur auxiliaire , est
fréquemment employé en Géométrie. Nous allons voir, par
exemple, comment on est parvenu & remplacer la compa-
raison de deux angles, par la comparaison de deux arcs
décrits d’'un méme rayon, avec les sommets de ces angles
pour centres.
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Tatorkime XVI.

179. Dans un méme cercie ow dans des cercles égauz , les
angles aw’centre , correspondant & des arcs égauz, sont égaux.

1>, Soient les deux cercles égaux 0, 0’ (fig. 12) , et soit
ACB = A'C'B'. Je dis que les angles au centre AOB, A'0'B’
sont égaux.

Menons les cordes AB, A'B’ : ces cordes sont égales
(162). Par suite, les triangles AOB, A'O'B’ sont égaux,
comme ayant les trois cotés égaux, chacun & chacun; done,
etc.

2° Si les arcs égaux sont situés sur une méme circonfé-
rence, on ramene ce cas au précédent, comme on a fait
au n° 162.

Taioneme XVII.

180. Dans un méme cercle ou dans des cercles égauz, les
angles au centre sont entre eux comme les arcs correspondants.

Par la proposition précédente, nous pouvons toujours
supposer que les deux arcs sont situés sur la méme circon-
férence, et que, leurs extrémités coincidant, le plus petit
arc soit appliqué sur le plus grand.

Cela posé, soient AB,AC (fig. 73) les arcs, AOB,AOC les
angles correspondants.Je dis que le rapport des angles est
égal & celui des arcs, ou que I'on a

AOB AB
A0C — AC

Il y a deux cas & distinguer, selon que les arcs AB, AC
sont commensurables ou incommensurables entre eux.

1° Supposons les arcs AB, AC commensurables, et soit
Aa leur plus grande commune mesure. Supposons en outre,
pour fixer les idées, que cette plus grande commune me-
sure soit contenue B fois dans I'arc AB, et 8 fois dans 'arc
AG ('), de telle sorte que le rapport des arcs soit 3. Divi-

(1) On démontre, en Arithmétique, que les quotients de deux grandeurs, par
leur plus grande commune mesure, sont deux nombres premiers entre eux, et
que la réciproque est vraie.
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sons I'arc ABG en 8 parties égales; et, par les points de
division a, b, c,..., et le centre O, menons les droites indé-
finies Oa; Ob, Oc,... Il résulte, de cettée construction, des
angles' AOw, aOb, . .., tous égaux entre eux, comme répon-
dant 4 des-arcs égaux. Or, les angles AOB, AOC contien-
nent, respectivement, 5 fois et 8 fois 'angle AOa, lequel est
ainsi leur plus grande commune mesure. Le rapport de AOB
4 AOG est done $. Cest ce qu'il fallait démontrer.

# 2° Supposons les arcs AB, AC ( fig. 74) incommensu-
rables entre eux. Je dis que 'on aura encore

AOB _ AB
AOC — AC

Pour bien fixer le sens de cette proposition, il est essen-
tiel de rappeler ce que I'on entend par rapport de deux
grandeurs incommensurables.

A cet effet, divisons I'arc AC en n parties égales; soit D le
dernier point de division, précédant le point B, et soit m
le nombre des divisions contenues dans AD. Divisons en-
suite I'arc AG en n' parties égales, moindres que la moitié
de DB. Soit D' le point de division qui précéde immédiate-
ment B, et soit m' le nombre des divisions contenues dans
AD'. De méme , divisons AC en n” parties égales, moindres
que la moitié de BD' ; etc. Si nous continuons ainsi, nous
trouverons une série de points D, D', D", qui s’approcheront
indéfiniment du point B, sans jamais l'atteindre. En effet , les
arcs BD, BD',BD", . .. diminuent plus rapidement que les ter-
mes de la progression

1L L1 1 .
799 1) 8 169

et aucun de ces arcs ne peut étre nul, puisque AB et AG
sont incommensurables.

D’aprés cela, 'arc AB est la limitedes arcs AD, AD',AD",...
D’un autre coté, les rapports de AD & AC, deAD' & AC, de AD"

@ AC, ..., respectivement exprimés par les fractions
m m m' .
—, —s — - - > oaugmentent sans cesse, tout en restant in-
n n n

férieurs & Uunité : ils tendent done vers une certaine limite.
Cette limite est ce qu'on appelle rapport-de ABa A€.
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Revenons actuellement & 1a comparaison des angles AOB,
AOC; et, en conservant les constructions indiquées tout
T'heure, supposons que l'on joigne les points D, D', D",.....
au centre O, par les droites indéfinies OD, OD' OD",... Les
arcs AD et AC, AD' et AC,... étant commensurables, nous
aurons

AOD _ AD AOD' _ AD' AOD"  AD"
AOC ~ AC’ AOC ~— AC’ AOC ~ AC™
D’apres la définition qui vient d’étre rappelée, la limite
des premiers membres de ces égalités est le rapport de AOB
4 AOC, et la limite des seconds membres est celui de AB 4
AC. Drailleurs , lorsque deux séries de quantités variables ont
tous leurs termes égaux, chacun a chacun , la limite des pre-
miéres quantités est égale a la limite des secondes (') ; donc

AOB _ AB
AOC ~ AC

* 184. Nous venons de donner, avec tous les développe-
ments nécessaires, le principe de la proportionnalité entre
les grandeurs incommensurables. Le raisonnement que
nous avons employé subsistant dans toutes les circonstances
analogues, nous le supprimerons & l'avenir, nous conten-
tant de considérer les proportions entre grandeurs com-
mensurables. Mais le lecteur devra répéter, & chaque fois,
la démonstration.

182. Par le théoréme ci-dessus, la comparaison des angles
se trouve, ainsi que nous I'avions annoncé, remplacée par
la comparaison des arcs décrits d'un méme rayon, et des
sommets de ces angles comme centres. Si, comme nous 'a-
vons fait jusqu'ici, nous prenons pour unité d’angle 'angle
droit, et si en méme temps nous prenons pour unité d’arc
le quart de la circonférence, ou le quadrans, le méme théo-
réme entraine la conséquence suivante:

183. Corollaire. — Tout angle a pour mesure Uarc compris
entre ses cotés, et décrit de son sommet comme centre.

(1) Autrement dit, une méme variable ne peut avoir qu'une limite.
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En effet, si dans la proportion
AOB AB
AOC ~ AC
on suppose que AOC et AC soient I'unité d’angle et I'unité

’

d’are, le rapport i:i()f(;} ,mesure de 'angle AOB, sera égal au

nombre qui mesure I'arc AB. L’énoncé précédent exprime
que ces deux mesures sont égales.

184. Remarque sur la mesure des angles par les arcs corres-
pondants. — Afin de pouvoir évaluer plus facilement les
angles, on suppose le quadrans partagé en 90 parties
égales, appelées degrés. Chaque degré se divise en 60 mi-
nutes ; chaque minute en 60 secondes, ete. Si, par le centre
de la circonférence, on méne ensuite des droites a tous les
points de division, I'angle droit sera partagé en 90 angles
égaux entre eux; puis chacun de ceux-ci en 60 angles égaux
entre eux, etc. D’aprés ce que nous avons démontré ci-
dessus, la grandeur d’un angle dépend seulement du nom-
bre de degrés, minutes, secondes,... de Farc correspondant.
C'est pourquoi I'on dit: un angle de 1°, un angle de 1', un
angle de 1",..., en faisant porter, en quelque sorte, sur
langle droit, le mode de division établi d’abord pour le
quadrans.

185. 11 est bon de se rappeler les valeurs suivantes:

1° La circonférence est partagée en 360°;

2° L’angle droit = 90°;

3¢ L’angle d’'un triangle équilatéral = 60°;

4° Chacun des angles aigus d’un triangle rectangle iso-
ceéle = 45°; ete.

Tatorkur XVIIE.

186. Tout angle inscrit a pour mesure lamoitié de Uarc com-
pris entre ses c0tés.

Cet énoncé signifie qu'un angle tel que BAC (fig. 75), est
]a moitié de 'angle au centre BOC, correspondant a 'arc BG
compris entre les cotés du premier.
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Cela posé, plusieurs cas peuvent se présenter.

D’abord, si les cotés de I'angle sont des sécantes, le cen-
tre peut -étre situé sur un des cdtés, ou entre eux, ou exté-
rieurement A ces cotés.

1° Soit I'angle BAD, dont I'un des coOtés passe par le
centre. Je dis que BAD est la moitié de BAD.

En effet, I'angle BOD est extérieur au triangle isocéle
BOA ; done, etc.

2° Soit I'angle BAC. Je dis que cet angle est la moitié de
BOC.

Menons le diamétre AOD ; nous aurons

BAD = { BOD, DAC =3 DOC;
done, etc.

3° On prouverait de méme que I'angle BAE est la moitié
de BOE. .

Considérons maintenant I'angle BAC (fig. 76), formé par
une tangente AC et par une sécante AB.

Menons le diameétre AOD. L’angle BAC sera décomposé
en un angle aigu BAD et un angle droit DAC. Or, I'angle
BAD a pour mesure 3 BD, et I'angle droit a pour mesure le
quadrans, c’est-3-dire £ DEA. Donc, etc.

187. 1¢r Corollaire. — Tous les angles ACB, AC'B, AC"B,...
(fig. 1), inscrits & un méme segment ACB, sont égauz.

188. Remarque. — A cause de cette propriété, le segment
ACB est dit capable de 'angle ACB.

189. 2¢ Corollaire. — Un angle inscrit est aigu, droit ou
obtus, selon que Uarc compris entre ses cotés est supérieur, égal
ou inférieur & la demi-circonférence.

TatorkmE XIX.

190. Un angle BAC (fig. 78), dont le sommet est dans la cir-
conférence, a pour mesure la demi-somme des arcs BC, DE
compris entre ses cotés.

Menons DC. L’angle BAGC, extérieur au triangle CAD, est
égal 4 1a somme des angles C et D. Or, 'angle G a pour me-
sure 1 DE, et I'angle D a pour mesure 3 BC. Donc la mesure
de BAC est § (BC + DE).
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Tatorkue XX.

191. Un angle dont le sommet est hors la circonférence, u
pour mesure la demi-différence des arcs compris entreses cités.

La démonstration est laméme que celle du théoréme pré-
cédent, excepté quand I'angle est formé par deux tangentes.
Dans ce dernier cas, il est facile de voir que I'angle BAC
(fig. 79), a pour mesure £ (BDC—BEC).

192. Corollaire. — Le liew géométrique du sommet d’un
angle dont les cités passent par deux points fixes A, B (fig. T7),
est un arc de circonférence.

Soit ACB une premiére position de I'angle. Par les trois
points A, B, G faisons passer une circonférence (159). En
vertu des trois théorémes précédents, un angle dont les
cOtés passent en A et en B est égal & ACB, ou différent de
ACB, suivant que son sommet est ou n’est pas sur l'arc
ACC'B. Done, etc.

QUADRILATERE INSCRIT OU CIRCONSCRIT.
TatorEme XXI.

193. Dans tout quadrilatére inscrit, les angles opposcs sont
supplémentaires.

Dans le quadrilatére inscrit ABCD (fig. 80) les angles A
et G ont pour mesure, respectivement,

3 arc BCD, § arc BAD.

Leur somme a donc pour mesure la moitié de la circon-
férence.

194. Réciproque (A démontrer). — Un quadrilatére est ins-
criptible, lorsque ses angles opposés sont supplémentaires.

195. Lemme. — 1° D’un point situé hors d’un cercle on peut
toujours mener deux tangentes & la circonférence; 2° ces deux
tangentes sont égales.

10 Joignons le point A (fig. 81) au centre O; sur OA,
comme diamétre, décrivons une circonférence OBAC ; elle
coupera la circonférence O en deux points B, G. Menons
AB, AC, 0B, OC.
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L'angle OBA, inscrit & un demi-cercle, est droit (189);
donc AB, perpendiculaire au rayon OB, est une tangente
(188).

2> Les triangles rectangles ABO, ACO sont égaux comme
ayant hypoténuse égale et un coté égal; donc

AB = AC.
Tetorktmr XXIIE.

196. Dans tout quadrilatére circonscrit, les cotés opposés,
pris deuz & deux, forment des sommes égales.

Soient E, F, G, H (fig. 82) les points de contact. Par le
lemme qui précéde , nous avons

AG = AH, DG=DF, BE=BH, CE=C(T;
d’ou ‘

AG + DG 4 BE -+ CE=AH 4 BH -} DF + CT,
ou bien

AD 4 BC = AB - CD.

197. Réciproque (h démontrer). — Un quadrilatére est cir-
conscriptible lorsque ses cotés opposés, pris deux & deux,
forment des sommes égales.

PROBLEMES RELATIFS AUX DEUX PREMIERS
i LIVRES.

PronLeur H.

Par un point donné G, mener une perpendiculaire ¢ une
droite donnée AB.

Ce probléme présente quatre cas principaux.

1 Cas. — Le point étant situé sur la droite.

Du point G comme centre (fig. 83), et d’'un méme rayon
arbitraire, décrivons deux arcs qui coupent en D, E la droite
AB. De ces deux points comme centres, et d'un méme rayon

4
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plus grand que CD, décrivons, d’'un méme coté de AB, deux
arcs qui se couperont en un point F (175). La droite CF est
la perpendiculaire demandée.

En effet, chacun des points G, F est également distant
des extrémités D, E de la droite finie DE. Donc CF est per-
pendiculaire au milieu de DE.

2 Cas. — Le point étant situé sur la droite, et vers son
extrémité.

Décrivons une circonférence qui passe au point donné G
(fig. 84) et qui coupe la droite AB en un second point E. Joi-
gnons ce point au centre D par le diamétre EDF; menons
enfin CF : cette droite sera perpendiculaire 4 AB.

En effet, 'angle ECF, inscrit & un demi-cercle, est droit.

3¢ Cas. — Le point étant situé hors la droite.

Du point C (fig. 85) comme centre, et d’'un rayon suffisam-
ment grand, tragons une circonférence qui coupe aux points
D, E la droite donnée AB; puis, de ces deux points comme
centres, et d'un méme rayon plus grand que la moitié de DE,
décrivons deux ares qui se coupent en F. La droite CF est
la perpendiculaire demandée.

Eneffet, chacun des points C, F est également distant des
extrémités de DE; donc, etc.

4¢ Cas. — Le point étant situé hors la droite, et vers son ex-
trémité.

Tracons arbitrairement deux circonférences ayant leurs
centres D, E (fig. 86) situés sur AB, et se coupant au point
donné C. Ces lignes se coupent une seconde fois (171) en
un point F; et, si nous menons CF, cette droite sera perpen-
diculaire & AB (72).

ProumrLEme K.

Diviser en deux parties égales une droite donnée AB (fig. 87).

Des extrémités A, B comme centres, avec un méme rayon
arbitraire, plus grand que la moitié de AB, décrivons deux
circonférences : elles se coupent en deux points G, D(175),
également éloignés, chacun, des extrémités de AB. Donc la
droite CD est perpendiculaire au milieu de AB.
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'I‘lemarque. — En répétant la méme construction, on peut
diviser une droite en 4, 8, 16, ... parties.égales.

PronLimg III.

Par un point donné A, mener une paralléle & une droite
donnée BC.

1re Solution. — Du point A comme centre (fig. 88), avec un
rayon suffisamment grand, tracons un arc DF qui coupe en
D la droite BC. Du point D comme centre, avec le méme
rayon, tragons I'arc AE. Enfin, du méme point D comme
centre, avec une ouverture de compas égale A la distance
AE, décrivons un nouvel arc qui coupe en F le premier. La
droite AF sera la paralléle demandée.

En effet, si nous menons les droites AE, FD, le quadrila-
tere AEDF, qui a ses cotés opposés égaux deux & deux, est
un parallélogramme.

2¢ Solution. Plagons, sur le plan ABC (fig. 89), une équerre
PQR, de maniére que I'hypoténuse QR coincide avec la
droite BC, et que le coté QP appuie contre une régle fixe
MN ; puis, faisons glisser 'équerre le long de la régle
jusqu'd ce que QR vienne, en Q'R’, passer par le point A.
Les droites QR, QR' formant, avec la droite MN, des angles
correspondants égaux, sont paralléles (86).

ProprLive IV,

Par un point donné A, mener une droite qui fasse, avec une
droite donnée BG, un angle égal & un angle donnéD.

1t Cas. — Le point étant situé sur la droite.

Du point D comme centre (fig. 90), décrivons un arc qui
coupe en E, T les cotés de 'angle donné. Du point A comme
centre, avec le méme rayon, tracons un autre arc F'E'.
Enfin, du point F' comme centre, avec une ouverture de
compas égale A la distance FE, décrivons un dernier arc
qui coupe F'E' en un point E'. AE’est ladroite cherchée.
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En effet, les triangles DEF, AE'F'sont égaux comme ayant
les coOtés égaux, chacun & chacun.

2: Cas. — Le point étant situé hors la droite.

Menons, par le point A (fig. 91), une parallele AE & BG
(Probléme 11); puis , faisons EAF égal 4 'angle donné D :
AF est la droite demandée.

En effet, les angles alternes-internes EAF, AFB sont
égaux.

Remarques. — 1° Le probléme que nous venons de ré-
soudre admet deux solutions, excepté quand I'angle D est
droit. - :

2 La construction indiquée dans le premier cas peut
servir & construire un arc égal & un arc donné.

ProBLimz V.

Diviser en deux parties égales un angle donné BAC (fig. 99).

Déerivons, du point A comme centre, un arc qui coupe
en B, C les cotés de Tangle; puis, de ces derniers points
comme centres, avec un méme rayon suffisamment grand,
tragcons deux arcs qui se coupent en un point D : la droite
AD est la bissectrice demandée.

En effet, si nous menons BD, CD, les deux triangles ABD,
ACD, seront égaux.

Remarque. — La méme construction permet de diviser
un arc en 2, 4, 8,... parties égales.

ProsLiur VI.

1° Par trois points donnés A, B, C. (fig. 93) faire passer une
circonférence ; 2° trouver le centre d'une circonférence donnée
ou d'un arc donné.

“1° Des points A, B comme centres, et d'un méme rayon,
décrivons deux arcs qui se coupent aux points D, E. Des
points B, G comme centres, et d’'un méme rayon , décrivons
deux arcs qui se coupent aux points F, G. Enfin, menons
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les droites DE, FG : leur point de rencontre est le centre 0O
de la circonférence cherchée (159).

2° Si ABG estidonné, on prend sur cet arc trois points
A, B, G; etl'on achéve comme précédemment.

Remarque. — Cette méme construction donne le centre du
cercle circonscrit & un triangle donné.

ProLime VIE,

Inscrire un cercle & un triangle donné ABG (fig. 94).

Menonsles bissectrices AO, BO de deux des angles. (Pro-~
bléme V). Ces droites se coupent en un point O, centre du
cercle cherché (160). Si donc, de ce point comme centre,
avec un rayon égal & sa distance au co6té AB, nous tragons
une circonférence, elle touchera les trois cotés du triangle
(188).

Remarque.— Une construction analogue donne les centres
des cercles ex-inscrits.

PROBLEME Vlll.‘

Construire un triangle, connaissant deux cotés a, b (fig. 95)
et Uangle compris O.

Tirons la droite indéfinie Cz; formons au point C I'angle
2Cy égal A 'angle donné O (Probléme IV); prenons CB = a,
CA = b; et menons AB. Le triangle demandé est ABC.

Remarque. — Ce probléme est toujours possible.

ProBLEmME IX.

Construire un triangle , connaissant un coté et deux angles.

Si les deux angles doivent étre, I'un et 'autre, adjacents
au cOté donné, la construction se fait immédiatement. Sil'un
des angles donnés doit étre opposé au cdté connu, le troi-
siéme angle, étant supplémentaire de la somme des deux
premiers, s’obtient facilement; et le probléme est ramené
au premier cas.
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Remarque. — Le probléme est possible toutes les fois
que la somme des deux angles donnés est moindre que 2
droits.

PRoOBLEME X,

Construire un triangle, connaissant les trois cotés a, b, ¢
(fig. 96).

Sur une droite indéfinie zy, prenons BC = a. Des points
B, C comme centres, avec des rayons respectivement égaux
Acet b, tragcons deux circonférences. Enfin, joignons I'un
des points ou elles se coupent, avec les points B, C, par
les droites AB, AC. Le triangle demandé est ABC.

Remarque. — Supposons

a>b> c,
d’ol évidemment,

a>b—c;
en sorte que la distance des centres est plus grande que
la différence des rayons. Le probléme sera donc possible si
a, b, ¢ satisfont 4 la condition

a<b+te

Ainsi , pour que Uon puisse construire un triangle connais-

sant ses trois cotés , il faut et il suffit que le plus grand cité
soit moindre que la somme des deux autres.

ProprLEme XI.

Construire un triangle , connaissant deux cotés a, b (fig. 97)
et Uangle O opposé au coté b.

Contruisons 1'angle By égal & 0. Prenons BC = «; puis,
du point G comme centre, avec b pour rayon, tragons un
arc qui coupe en A la droite By. Le triangle demandé est
ABC.

Discussion. — Ce probléme présente trois cas principaux,
selon que l'angle O est aigu, droit ou obtus.
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1er Cas. O < 1. Abaissons, du point G, la perpendiculaire
CD sur By.

1° Si b est moindre que CD, la circonférence décrite du
point G comme centre ne rencontre pas By (158), et le pro-
bléme est impossible; .

2° 8i b = CD, la circonférence touche By en D, le pro-
bléme admet une solution, et le triangle ABC est rectangle ;

3°8Silon a CD < b < a, la circonférence coupe By en
deux points situés d’'un méme coté du sommet B, et le pro-
bléme admet deuz solutions ;

4° 8i b = a, la circonférence passe en B, le probléme
n’admet plus qu'une solution, et le triangle ABCG est isocéle;

B Enfin, silona b > a, la circonférence coupe By en
un point, et son prolongement By’ en un point : le probléme
admet une seule solution.

2¢ Cas. 0 = 1¢. Le probléme a wune solution si 'on a

b > a. 1l est impossible pour b ja.

3¢ Cas. O > 14. Le probléme n’est possible que si I'on a
b > a. Il admet une Solution.

ProsrLEme XII.

Construire un carré, connaissant son cété AB (fig. 99).

Parmi les différentes solutions de ce probléme, nous
indiquerons la suivante, qu’il est aisé de démontrer.

Des points A et B comme centres, avec AB pour rayon,
décrivez les arcs BGG, ACD, qui se coupent en C. De ce
point G comme centre, avec le méme rayon, décrivez I'arc
BD, qui coupe ACD au point D. Menez AD, qui coupe BCG
en E. Du point G comme centre, tracezl'arc GEF; menez FB,
FG, GA. Le carré demandé est ABFG.
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ProprEme XIKI.

Construire un polygone égal & un polygone donné.

Soit ABC...(fig.100) le polygone donné. Tragons, dans son
plan, une droite quelconque xy; puis, par les différents som-
mets A, B, G,..., menons lés droites Aa, Bb, Cc,... paralléles
entre elles.

Tragons actuellement une droite quelconque z'y’. Au
point a' de cette droite , faisons un angle A'a’y’ égal & Aay.
Prenons, A partir du point «', les distances a'd’, a'c',...,
respectivement égales & ab, ac,... Par les points ¥', ¢',..,
menons des paralleles & &' A'. Enfin, prenons a'A'=aA,
b'B'=bB, ¢'G'=cC, etc. Le polygone demandé est A'B'C'...

Prosiemr XIV.

Construire , sur une droite donnée AB (fig. 101), un are ca-
pable d'un angle donné C. ‘

Supposons le probléme résolu, et soit AMB le segment
cherché. Si, au point B, nous menons la tangente BE, 'angle
EBD, formé par cette tangente et par le prolongement de
AB, sera égal 4 I'angle donné C (186). D'ailleurs, BE est per-
pendiculaire au rayon OB; et le centre O se trouve sur la
perpendiculaire élevée au milieu de AB. Done, pourrésoudre
le probléme propossé :

Menez une droite BE qui fasse, avec le prolongement de
AB, un angle égal & I'angle donné C. Au point B, élevez BO,
perpendiculaire & BE; et, sur le milieu de AB, élevez la per-
pendiculaire FO. Du point O, ol ces perpendiculaires se
coupent , décrivez I'arc BMA qui détermine , avec la corde
AB, le segment AMBA, capable de I'angle donné.

PromzrEmwr RV,

Par un point donné , mener une tangente & une circonférence
donnée (Voyez n*s 155 et 195.).
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Proprine XVI. .

Mener une tangente commune & deux cercles donnés 0, 0’
(fig. 160).

Soit AB'une des tangentes inconnues. Joignons les points
de contact A, B, aux centres 0,0, par les rayons OA, O'B :
ces droites, perpendiculaires 4 AB, seront paralléles entre
elles. Si done, par le centre O, nous menons O'E parallele &
AB, nous connailrons, dans le triangle rectangle OE0’, 'hy-
poténuse 00' et le coté OE, égal A la différence des rayons
0A, 0'B.

De cette analyse résulte la construction suivante :

Sur la distance 00’ des centres, comme diamétre, décrivez
une circonférence OEO'E’. Du point O, centre du plus grand
des deux cercles, décrivez, avec une ouverture de compas
égale & la différence des rayons donnés, une circonférence
EKE'. Joignez les points E,E’, ou elle coupe la circonfé-
rence 00', avec le centre O, par les rayons OEA, OE'A'.
Menez aussi, par le centre O', les rayons O'B, O'B', res-
pectivement paralléles & OA , OA'. Enfin, tirez AB, A'B':
ces droites seront tangentes aux cercles donnés.

Remarques I. — La construction qui vient d’étre indiquée
donne les tangentes extérieures. En remplagant la circonfé-
rence EKE' par une circonférence FLF, décrite du centre O,
avec un rayon égal & la somme des rayons donnés, on ob-
tiendra les tangentes intérieures CD, GD'. Le probléme
admet donc, en général, quatre solutions qui peuvent, dans
certains cas particuliers, se réduire i trois, i deux ou i une:
il est impossible si les cercles donnés sont intérieurs I'un &
Pautre.

I1. La plupart des Problémes contenus “dans ce para-
graphe ont été résolus par la Synthése. Cette méthode se
réduit 4 indiquer la construction du Probléme, et i la jus-
tifier apres coup. On voit qu'elle suppose une véritable di-
vination de la solution. Aussi, n’est-elle applicable qu'a
des questions excessivement simples. L’ Analyse, dont nous
venons de faire une application, consiste & supposer le
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probléme résolu, et 4 chercher, au moyen des théorémes qui
semblent devoir s’y rapporter, des relations entre les données
et les inconnues : si I'on peut conclure, de ces relations, une
série de constructions déterminant de proche en proche, au
moyen des données, les inconnues auziliaires et les inconnues
principales, le probléme est résolu (').

ProeLiue XVII.

Trowver la plus grande commune mesure de deux droites
données.

La commune mesure de deux droites A, B, est une autre
droite. La recherche de la plus grande commune mesure de
deux droites équivaut donc a I'opération du plus grand com-
mun diviseur de deux nombres.

D’aprés cela, pour résoudre le probléme proposé :

Portez la plus petite droite B sur la plus grande A, autant
de fois qu’elle y peut étre contenue; portez le reste C sur B
autant de fois quil y peut étre contenu; puis le deuxiéme
reste D sur le premier reste G, etc. Si les droites données
sont commensurables , vous arriverez 3 un dernier reste M
qui divisera exactement le reste précédent, et qui sera la
plus grande commune mesure demandée.

Supposons, pour fixer les idées, que I'on ait trouvé

A=3+C B=2C+4D,
C="T-+E D= 3E

Ces équations donnent
C=2E +E = 22E, B = 4E 4 3E = 4TE,
A = 14FE 4 22E = 163E.

Ainsi, la commune mesure E est contenue 163 fois dans
A et 48 fois dans B ; donc

() Ainsi que le fait remarquer avec raison M. Vincent, dans son remar-
quable Cours de Géométrie élémentaire, I'Analyse est la véritable méthode
d’invention, la Synthése n'est qu'une méthode de démonstration.
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Si les droites données sont incommensurables, I'opération
précédente n’aura pas de fin, et 'on ne pourra pas détermi-
ner rigoureusement le rapport des deux droites. Mais, en
négligeant le dernier reste obtenu , on obtiendra, au lieu
de ce rapport, une valeur qui en approchera d’autant plus,
que le reste négligé sera plus petit. (Voyez les Traités
d’Arithmétique et d’Algebre.)

Remarques 1.—La régle ci-dessus, exacte en théorie, est i
peu prés illusoire dans la pratique, parce que les pointes du
compas ne peuvent se rapprocher indéfiniment. On évite cet
inconvénient en doublant ou triplant, & chaque fois, les deux
restes conséeutifs que 'on veut comparer.

II. Lorsque deux droites A, B sont commensurables ,
elles ont une infinité de communes mesures : la plus grande
commune mesure M jouit de cette propriété que les quo-

. A B .
tients i sont premiers entre eux ('). Dans 'exemple ci-

dessus, ces quotients étaient 163 et 48; aussi la fraction

63 . .
dest irréductible.

ProsrLine XVIII.

Trowver la plus grande commune mesure de deux angles
donnés.

Des sommets de ces angles, comme centres, décrivons,
avec un méme rayon, des arcs A, B, compris entre les cotés
des deux angles. En opérant comme dans le probléme pré-
cédent, c’est-d-dire en cherchant combien de fois A contient
B, puis combien de fois B contient le reste G de la premiére
opération, etc., nous pourrons trouver la plus grande com-
mune mesure M de ces arcs. Et si nous prenons I'angle cor-
respondant & M, cet angle sera la plus grande commune
mesure cherchée.

FIN DU LIVRE DEUXIEME.

(1) (P. 43, Note.)



EXERGIGES SUR LE LIVRE II.

36. Les hauteurs d'un triangle sont les bissectrices des angles du triangle
ayant pour sommets les pieds de ces droites. ’

37. Les circonférences qui passent par- deux des sommets d'un triangle et
par le point de concours des hauleurs, sont égales a la circonférence circons-
erite au triangle.

38. Si, sur les cotés d'un triangle quelconque ABC, on construit extérieure-
ment des triangles équilatéraux ABC’, BCA', CAB’, et si I'on méne les droites
AA’BB', CC': 40 ces trois lignes sont égales ; 2¢ elles se coupent en un méme
point O ; 30 les cotés du triangle ABC sont vus, de ce point, sous des angles
égaux.

39. Les bissectrices des angles intérieurs d'un quadrilatére forment un
quadrilatére inscriptible.

40. Les bissectrices des angles formés par les cités opposés d'un quadrila-
tere inscriplible, sont perpendiculalres entre elles.

41. Les circonférences qui ont pour cordes les cotés d'un quadrilatere ins-
criptible, donnent lieu, par leurs secondes intersections, a un quadrilalére
inscriptible.

492, Les points de concours des hauteurs des triangles déterminés par les
sommets d'un quadrilatére inscriptible, sont les sommets d'un quadrilatere
égal au premier.

43. Un polygone inscrit, de = cotés , étant décomposé en triangles au
moyen de diagonales,les points de concours des hauteurs de ces triangles sont
n(n—1)

2
rence donnde, par rapport aux cotés ou aux diagonales du polygone.

44. Les pieds des perpendiculaires abaissées d’un point d’une circonférence
sur les cotés d'un triangle inscrit, sont situés sur une méme droite (Théoréme
de Simpson). :

48. D'un point pris sur une circonférence, on méne trois cordes ; sur ces
droites, prises comme diameétres, I'on décrit trois circonférences : les points
o1 ces lignes s coupent deux a deux, sont situés sur une méme droite.

situés, n—2 & n—2, sur circonférences, symétriques de la circonfé-
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46. Si, par le point de contact de deux circonférences, on mene deux cordes
communes AB, CD, les droites AD, BC, qui joignent les extrémités de ces
cordes, sont paralléles. :

47. Si, par le point d'intersection de deux circonférences, on méne deux
cordes communes AB, CD, les droites AD, BC, qui joignent les extrémités de
ces cordes, font entre elles un angle constant.

48. Si,aun cercle I, inscrit & un angle O, on méne des fangentes intérieures
ou extérieures : 19 les tangentes intérieures AB déterminent des triangles ayant
méme périmetre ; 20 les tangentes extérieures CD déterminent des triangles
dans lesquels I'exces du demi-périmétre sur le coté CD est constant ; 30 en
joignant le centre aux extrémités des tangentes intérieures ou extérieures, on
forme des angles constants pour chaque espece de tangente ; 4° les angles au
centre, pour la tangente extérieure et pour la tangente intérieure, sont supplé-
mentaires.

49. 10 Les segments délerminés sur les cotés d'un triangle par les points
de contact du cercle inscrit et d'un des cercles ex-inscrits sont égaux, chacun,
au demi-périmetre moins un c6té ; la somme de ces segments est égale au
demi périmetre (!).

50. Dans tout triangle ABC : 1° la circonférence qui passe par le centre I du
cercle inscrit, par les extrémités d'un coté et par le centre I' du cercle ex-
inscrit tangent & ce c6té, a son centre sur la circonférence circonscrite ; 20 la
circonférence qui passe par les extrémités d'un coté et par les centres I', I
des cercles ex-inscrits, tangenls aux prolongements de ce cOté, a son centre
sur la circonférence circonscrite.

81. Dans tout triangle , la somme des rayons des cercles ex-inscrits est
égale au rayon du cercle inscrit, augmenté de quatre fois le rayon du cercle
circonscrit.

52. Dans tout triangle, la somme des rayons du cercle inscrit et du cercle
circonserit est égale & la somme des distances des c6tés au centre du cercle
circonscrit.

83. Si, par le centre O d’'un cercle, on éleve une perpendiculaire OC au rayon
0A, égale & la corde AB d'un arc ADB ; l'arc décrit du point C comme centre,
avec une ouverture de compas égale au rayon OA, divise ADB en deux parties
égales.

84. Etant donnés une circonférence et un rayon prolongé OA ; si au point A
I'on méne une perpendiculaire AB & ce rayon, ct une sécante ADE & la circon-
férence ; puis que, par les points d’interseclion D, E, on méne les tangentes
DC, EB ; ces droites déterminent, par leurs intersections avec la perpendicu-
laire, deux distances égales AB, AC.

(1) On trouvera, plus loin, la démonstration de ce théoréme.
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85. Trouver la bissectrice de I'angle de deux droiles qu'on ne peut prolonger
jusqu'a leur point de rencontre.

56. Deux circonférences qui se coupent étant données, mener, par 'un des
points d'intersection, une sécante qui ait une longueur donnée.

$7. Inscrire, entre deux circonférences données, une droite parallele & une
droile donnde et qui ait une longueur donnée.

58. Par deux points A, B, donnés sur une circonférence, mener deux cordes
paralleles AC, BD, dont la somme soit donnée.

89. Construire un triangle, connaissant les pieds des trois hauteurs.

60. Construire un triangle, connaissant la base, la hauteur et I'angle au
sommet.

61. Construire un triangle, connaissant un angle, la hauteur correspondante
et le rayon du cercle inscrit.

62. Construire un triangle, connaissant la base, la somme des deux aulres
cités, et un angle i la base.

63. Construire un triangle, connaissant 1a base, la différence des deux
autres cotés, et un angle a la hase.

64. Construire un triangle, connaissant un angle a la hase, la hauteur cl le
périmétre.

65. Construire un triangle, connaissant la hase, 1'angle opposé et la somme
des deux derniers c6lés.

66. Construire un triangle, connaissant la hase, l'angle opposé et la diffé-
rence des deux derniers cotés.

67. Construire un triangle, connaissant un c6té et le cercle inscrit.

68. Construire un triangle, connaissant le cercle inscrit et 'un des cercles
ex-inserits.

69. Construire un triangle, connaissant deux des cercles ex-inscrits.

70. Construire un triangle, connaissant les centres des cercles ex-inscrits.

71. Construire un triangle, connaissant un c6té, 'angle opposé et le rayon
du cercle inscrit.

72. Construire un triangle, connaissant un c6té, la somme des deux autres
cotés et le rayon du cercle inserit.

73. Construire un triangle , connaissant un coté, la différence des deux
autres cOtés et le rayon du cercle inscrit.

T4. Construireun triangle, connaissant le périmetre, un angle, et le rayon
du cercle inscrit.

75. Construire un triangle, connaissant le périmetre, un angle ct la hauteur
correspondante.

76. Construire un triangle, connaissant les longueurs de la médiane, de la
hissectrice et de la hauteur issues d'un méme sommet.

77. Construire un triangle, connaissant les longueurs de la bissectrice et de
la hauteur issues d'un m¢me sommet, ainsi que le rayon du cercle circonserit.
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78. Construire un triangle équilatéral ayant ses sommets sur trois paralltles
données.

79. A un triangle donné, circonscrire un triangle égal i un triangle donné.

80. A un triangle donné, circonscrire un triangle équilatéral maximum.

84. Par un point donné, mener une droite qui forme, avec les deux cotds
d'un angle donné, un triangle ayant un périmetre donné.

82. Etant donnés un triangle ABC et un point O, mener par ce poinl une
droite OMN, telle que le segment MN, compris dans l'angle A, soit égal a la
somme des segments BM, CN.

83. Construire un quadrilatére, connaissant deux angles opposés, les deux
diagonales et leur angle.

84. Inscrire, & un carré donné, un autre carré donné.

85. Placer, dans I'angle A d'un triangle donné ABC, une droite DE de lon-
gueur donnée, égale & la somme des segments BD, EC.

86. Etant donnés un point et deux circonférences, mener une droite termi-
nde aux circonférences et diviséc cn deux parties égales par le point.

87. Mener, dans un triangle ABC, une transversale MNP telle, que les seg-
ments MP, NP, déterminés par les cotés du triangle, soient égaux a des droites
donndes.

88. Des sommets d'un triangle, comme centres, décrire trois circonférences
tangentes deux a deux.

89. Etant donnés, sur une circonférence, deux points situés d'un méme coté
par rapport a un diametre donné, trouver sur la circonférence, de I'autre coté
de ce diameétre, un point tel, qu'en le joignant aux deux points donnds, les seg-
ments du diamétre, compris entre le centre ct les droites de jonction, soient
dgaux entre eux.

90. Mener, a deux circonférences données, deux tangentes égales, faisant
entre elles un angle donné.

91. Par un point, situé hors d'une circonférence, mener une sécante qui soit
divisée en deux parties égales par la circonférence.

92. Inscrire, & un cercle donné, une corde de longueur donnée, qui soit di-
viséc en deux parties égales par une corde donnde.

93. Par un point donné sur un diamétre AB, mener unc iransversale CD
telle, que I'arc AC soit le triple de BD.

94. Décrire un cercle qui touche une civconférence donnée et qui touche, en
un point donné, une droite donnée.

95. Dderire, sur une corde donnée, une circonférence qui coupe unc cireon-
férence donnée, de maniére que la corde commune soit parallele & une droite
donnée. :

96. Dédcrire d’un point donné, comme centre, une circonférence qui coupe

une droite donnée, de maniére que 'un des deux ares interceptds soit capable
d'un angle donné.
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97. Décrire une circonférence ayant pour centre un point donné, et qui dé-
termine, avec les c6tés d'un angle donné, une corde paralléle & une droite
donnée. :

98. Connaissant une circonférence C, une droite XY et un point-A situé
sur cette droite, décrire une circonférence qui touche XY en A, et qui coupe C
sous un angle donné «, ' .

99. Connaissant deux circonférences, avec un point pris sur I'une d'elles,
on propose d'en tracer une qui pass¢ en ce point et qui coupe les deux pre-
miéres sous des angles donnés «, 3.

100. Quel est le lieu géométrique des sommets des triangles ayant méme
base AB et dans lesquels la médiane AM a une longueur donnée ?

404. Par un point D, pris sur le c6t¢ BC d'un triangle donné ABC, on méne
une transversale quelconque EDF. On trace les circonférences CDE, BDF. Quel
est le lien du second point d'intersection de ces circonférences ?
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SIMILITUDE ET MESURE DES POLYGONES.
——00000——
PRELIMINAIRES.

198. Si quatre droites A, B, A’, B’ sont telles, que le
rapport des deux premiéres égale le rapport des deux der-
niéres, on a la proportion

A A
B - .B”
et les quatre droites sont dites proportionnelles.

La théorie des lignes proportionnelles, d'un usage continuel

en Géométrie, repose tout entiére sur les propositions sui-
vantes :

Tatonemne I,

199. Les segments de deux droites quelconques, déterminés
par trois paralléles , sont proportionnels.

1° 8i les deux droites sont paralléles, la proposition est
évidente.

2° Si les droites concourent en un méme point, et que
les deux segments de la premiére soient égaux entre eux,
les deux segments de 'autre droite sont aussi égaux entre
eux'(134) ; la proposition est donc démontrée.

3° Soient deux droites quelconques AB,CD (fig. 102), et
trois paralléles AG, EF, BD.

Supposons que le point E partage AB en deux parties com-
mensurables entre elles, et qui soient, par exemple, dans le
rapport de 3 4 B,
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Portons la plus grande commune mesure Ag, & partir du
point A, sur AB; elle sera contenue 3 fois dans AE, et 5 fois
dans EB.

Par les points de division «, c..., menons des paralléles
aux transversales données. La droite CD sera partagée en
8 parties égales, et CF en contiendra 3.

En effet, si 'on considére trois paralléles consécutives
gh, kI, mn, on vetombe sur le deuxiéme cas. Par suite ,

AE CF

EB ~ FD
#* 4o Enfin, supposons les segments AE, EB (fig. 103),
incommensurables entre eux.

Divisons AE en un certain nombre de parties égales; por-
tons ces divisions sur EB, 4 partir de E ; et soit I I'extré-
mité de la derniére.

En menant IK paralléle & AG, nous avons

AE _ CF
Tl FK’

Divisons AE en parties égales, moindres que la moitié de
IB; nous trouverons un dernier point de division I', situé
entre I et B; d’ou

AE CF
El ~ FK’
ete.
Il est évident qu’en suivant la marche indiquée au n° 180,

nous conclurons
AE CF
EB FD
200. Réciproque. — Toute droite qui partage proportion-
nellement les deux cotés non paralléles d’un trapéze, est paral-
lele aux deux bases.
201. 1¢r Corollaire. — Toute paralléle & I'un des cités d'un
triangle, partage proportionnellement les deux avtres cotés; —
et réciproquement.
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202. 2¢ Corollaire. — Les segments de deux droites quel-
conques, déterminés par tant de paralléles que l'on voudra,
sont proportionnels.

SIMILITUDE DES POLYGONES.

203. On se forme & peu prés l'idée de la similitude
en disant : deux figures sont semblables, lorsque l'une est en
grand ce que Uautre est en petit. Mais, sous le point de vue
géométrique, cette explication est trop vague. Nous arrive-
rons A une définition nette et concise, en observant d’abord
quétant donné un triangle, on peut toujours en construire
un autre dont les cotés aient un rapport quelconque avec
les cotés du premier.

En effet, soient a, b, ¢ les cotés d'un triangle, et m un
nombre quelcongue. Supposons

a>b>c;
nous aurons
ma > mb > mec.

D'ailleurs, on a nécessairement

a<b+c;
d’our
ma < mb 4+ mec.
Si donc T'on cherche & former un triangle avec ma, mb,
me pour cotés, ce triangle est possible, attendu ue le plus
grand des cdtés donnés est moindre que la somme des deux
autres (Liv. II, Prob. X).

204. Deux triangles sont dits semblables, lorsee les cotés
du premier sont proportionnels aux cdtés du second.

Deux polygones sont dits semblables, lorsqu’ils sont
composés d’'un méme nombre de triangles semblables, cha-
cun & chacun, et semblablement disposés.

208. Ces deux définitions entrainent les conséquences
suivantes :

1° Deux triangles semblables & un troisiéme sont semblables
entre eus;



68 GEOMETRIE.

.

20 Deux polygones semblables & un troisiéme sont sem-
blables entre eux.

206. Quelquefois on distingue une similitude directe et
une similitude inverse.

Deux polygones sont directement ou inversement sem-
blables, selon qu’ayant fait, dans un certain sens, le tour
du premier polygone, on est obligé, pour trouver dans le
second les cotés correspondants aux cotés du premier, de
faire le tour de ce second polygone, dans le méme sens,
ou en sens contraire.

Ainsi, P et P' (fig. 104) sont directement semblables, tan-
dis que P et P" sont inversement semblables.

Dans ces Eléments, nous nous occuperons seulement de
la similitude directe.

Tatorkwr II.

207. Toute paralléle B'C' (fig. 108) & I'un des cotés d’un
triangle ABG, détermine un triangle A'B'C’ semblable au pre-
mier.

Nous avons (199)

AB’ AC
BB~ CC
ou
AB _AC
AB AG
Menons C'D paralléle & AB ; nous aurons de méme
AC _ BD
AC  BC’
Mais la figure BB'C'D est un parallélogramme ; donc
BD = B(C;
et enfin

AB_ A B

AB -~ AC - BC
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Tacorkrme LIH.

208. Deus triangles semblables sont équiangles entre euz.
Soient (fig. 106)
AP T AC ~ BC’
je dis que
A=A, B=DB, C=C.
Prenons AB” = A'B', AC’" = A'C/, et menons B"C".
En vertu de I'hypothése , nous aurons
AB AC |

AB" ~ AC"
donc la droite B"C" est paralléle & BC (201) ; d’our (207)

AB  AC _ BG
AB < A0 ~ BT
En comparant les deux suites de rapports égaux, on
conclut B"C" = B'C'. Ainsi les triangles AB"C", A'B'C’ sont
égaux comme ayanl les trois cotés égaux, chacun & cha-
cun. D’ailleurs AB"C" et ABC sont équiangles entre eux;
done, ete.

ToEOREME 1V,

209. Deux triangles équiangles entre eux sont semblables.
Soient (fig. 106)
A=A, B=B, C=0C.
Je dis que 'on a
AB BGC AG

AB ~ BG AT
Prenons AB"= A'B’, AC" = A'C’, et menons B"C". Les
triangles AB"C", A'B'C’ sont égaux, comme ayant un angle
égal compris entre deux cdtés égaux, chacun & chacun.
Donc les angles B”, B’ sont égaux; et comme B =B,
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les angles B” et B sont égaux. Ainsi la droite B"C" est paral-
l1¢le 4 BC ; donc, ete.

210. 1¢ Corollaire. — Deux triangles rectangles sont sem-
blables lorsqu’ils ont un angle aigu égal.

211. 2° Corollaire. — Deux triangles isocéles sont sembla-
bles lorsque leurs angles & la base, ou lorsque leurs angles au
sommet opposé, sont égauz.

212. Remarque. — Dans deux triangles semblables, les
coOtés opposés aux angles égaux sont proportionnels, et sont
dits homologues.

‘ TororEmE V.

213. Deux triangles sont semblables lorsqu’ils ont un angle
égal compris entre cotés proportionnels.
Soient (fig. 106) A = A, et
AB_AC
AB — AC
Si I'on répéte la construction précédente, les triangles
AB"C", A'B'(/ seront égaux, comme ayant un angle égal com-
pris entre deux cotés égaux.Mais, en vertu de I'hypothése ,

AB  AC .

AB"~ AC"’

donc la droite B”C” est paralléle & BG; donc le triangle
AB"C", égal & A'B'C’, est semblable & ABG; etc.

Tatoriwe VI.

214. Deux triangles sont semblables lorsqu’ils ont les cotés
paralléles , chacun & chacun , ou lorsqu’ils les ont perpendicu-
laires.

Nommons A, B, G les angles du premier triangle, et A’,
B, C' les angles correspondants dans le second ; je dis que

A=A,B=B,0=0C.
Nous savons déja (92, 93) que ces angles sont égaux ou
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supplémentaires; examinons done les hypothéses suivantes:

A =2 — A, B=2—B, ¢=2—C;
mais alors

A+ A+4+B+ B+ G+ 0 = 64

ce qui est absurde. .

2 A=2_A B=2—B =020
Cette hypothése donne

A+ A+ B4 B = 44

et comme A 4 B = A’ 4 B, il vient

A |+ B = 24
ce qui est absurde.
3° B =B, ¢ = (;
alors : A = A;

donc les deux triangles sont équiangles, et semblables.

215. Remarque. — Les cotés homologues sont les cotés
paralléles ou perpendiculaires : car ils sont opposés aux
angles égaux. :

TotonEme VIE,

216. Deux polygones semblables ont les angles égaux et les
cotés proportionnels, chacun & chacun.

Admettons, pour plus de simplicité, que les deux poly-
gones aient été décomposés en triangles au moyen de dia-
gonales.

1° Chacun des triangles de P (fig. 107) répondant & un
triangle semblable dans P’ (204), il est clair que, dans ces
deux polygones, deux angles correspondants quelconques
seront égaux, comme étant omposés d’angles égaux.

2° La similitude des triangles donne cette suite de rap-
ports égaux :

AB BC AC CD AD

== e =S e—— ==

AB — BC A'G GD' A'D'
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donc
AB BC CD

AB ~ BC CD

217. Dans deux polygones semblables, les cotés propor-
tionnels sont appelés homologues, parce que ces cdotés sont
homologues dans les triangles correspondants. Les cotés
homologues sont adjacents aux angles respectivement égaux.

218. On appelle points homologues, deux points situés de
la méme maniére dans les deux polygones. Autrement dit,
deux points sont homologues lorsque, étant joints aux extré-
mités de deux c6tés homologues, ils déterminent deux trian-
gles semblables et semblablement disposés.

219. Les droites homologues sont celles dont les extrémi-
tés sont homologues, chacune & chacune.

220. Le rapport de deux c6tés homologues est appelé rap-
port de similitude des deux polygones.

Tetonkmr VIII.

* 221, Deux polygones de n cités sont semblables, lorsqu’ils
ont (n—1) cotés proportionnels, et les (n—2) angles compris
entre ces cotés, égaux chacun & chacun.

Considérons, pour fixer les idées, deux hexagones (fig.
107). Soient

AB BG CDh DE EF
t AB  BC CD” DE_ EF
e
B=B, G=(C, D=D', E=E.
Menons les diagonales AC, AD, AE, A'C’, A'D, A'E".
Les triangles ABC, A'B'C’ sont semblables, comme ayant
un angle égal compris entre cotés proportionnels; donc
AB  BG AG CD
AB~ BC~ AC~ CD’
et
ACB=A'C'B.
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Ainsi, les triangles ACD, A'C'D’ ont les cotés AC, CD pro-
portionnels & A'G,G'D'. De plus, ACD = A'G'D’; donc ces
triangles sont semblables. '

En continuant de méme, nous prouverions que les deux
polygones sout composés d’'un méme nombre de triangles,
semblables chacun & chacun, et semblablement disposés;
done, ete.

TuronkEme 1X.

* 222, Deux polygones de n cotés sont semblables, lorsqu’ils
sont équiangles et qu’'ils ont (n—2) cotés consécutifs propor-
tionnels.

Méme démonstration.

* 223. Remarque. Nous avons vu (142) que I'égalité de deux
polygones de n cotés exige,généralement, (2n—3) conditions.
D’aprés les deux derniers théorémes , la similitude de deux
polygones de cette espéce suppose seulement (2n — 4)
conditions ('). Il suffit donc de (2n—4%) éléments, convena-
blement choisis, pour que l'on puisse construire un poly-
gone semblable & un polygone donné : en effet, le rapport
de similitude reste arbitraire.

Si ce rapport est 4, les deux polygones semblables de-
viennent égauz.

TuionEme X.

224. Dans deux polygones semblables, les droites homologues
sont proportionnelles aux cotés homologues.

Supposons que les triangles AMB, CND (fig. 108) soient

(1) Dans la démonstration du Théoreme VIII, le nombre des égalités dis-
tinctes est (85—1) - 4=: (6—2) - (6—2)==2.6—4%. En général, ce nom-
bre serait (2 —2)4- (n—2) = 2 n—4%. De ' méme, dans la démonstration du
Théoréme IX, le nombre des égalités serait (n—1) 4 (n— 3) =2n—4,
parce que les deux polygones sont équiangles du moment qu'ils ont (n—1)
angles égaux, chacun a chacun.
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semblables, respectivement, aux triangles A'M'B',GND'.
Les points M,M' sont homologues (218) ; les points N,N' le
sont pareillement; et MN,M'N' sont deux droites homolo-
gues (219).

Menons les diagonales AG, AD, A'C', A'D': elles décomn-
posent en triangles semblables, chacun & chacun, les poly-
gones donneés.

Cela étant, nous pouvons regarderles figures AMBCNDE,
A'M'B'C’'N'D'E’, comme formées d’'un méme nombre de trian-
gles, semblables chacun & chacun, et semblablement dispo-
sés. Sous ce point de vue, les droites MN, M'N' deviennent
des cotés ou des diagonales homologues; donc elles sont
dans le rapport de similitude.

225, On appelle périmétre d’'un polygone, soit une droite
égale A la somme des cOtés, soit une longueur (24) égale a
la somme des longueurs de ces mémes cotés.

TuoREME XIH.

226. Les périmétres de deux polygones semblables sont entre
eux dans le rapport de similitude.
En effet (fig. 107),

AB BC GD

AR~ BC 0D
done
AB + BC 4 CD +.. AB
AB + BC + CD F... AB

227. On dit que deux polygones semblables sont sembla-
blement situés, lorsque deux cotés homologues quelconques
sont paratléles el de méme sens; lorsqu’ils sont paralléles et
de sens contraires, les deux polygones sont dits : inversement
situés (*).

(') M. Chasles appelle, en général, figures homothétiques celles qui sont
ainsi définies : deux points homologues quelconques sont situés sur une méme
droite passant par le centre d’homothétie (centre de similitude) ; de plus, leurs
distances & ce centre sont dans un rapport constant.
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Tekonzwe XII.

228. Les droites qui joignent les sommets homologues de deux
polygones P,P', semblables et semblablement ou inversement si-
tués, se coupent en un méme point.

Soient AB,BG (fig.98) deux coOtés consécutifs du polygone
P, et A'B', B'C' les cotés correspondants du polygone P
Soit O le point de rencontre des droites AA', BB’ : il sagit
de démontrer que la droite CC' passe par le point O.

Les triangles semblahles OAB, OA'B’ donnent

AB  BO .

AB ~ B0’

AB—AB BB

T AB  BO A
Appelons 0’ le point de rencontre des droites BB, CC' ;

nous aurons, de la méme maniére,

BC—BC _ BB

d’ou

~ BC ~ BO”
Mais, les polygones P, P’ étant semblables, on a
AB _ BC,
AB — BC
doit AB—AB' _ BCG—-BC
AB BC

Les proportions ci-dessus ont donc un rapport commun.
Conséquemment, :

BB BB’

BO B0’
d'ou

BO = BO'.

Ainsi, le point O’ coincide avec le point O.
229. Remarques. 1. On appelle, en général, centre de simi-
litude de deux lignes, un point situé de la méme maniére par
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rapport & chacune d'elles. En adoptant cette définition, on
voit que le point O est le centre de similitude des polygo-
nes P,P'.

II. Le centre de similitude est externe lorsque les deux
figures sont directement semblables ; il est interne dans le
cas contraire.

III. Deux figures semblables et semblablement placées
peuvent avoir deux centres de similitude. Exemple : deux
circonférences.

Taiceorkme XAIIK.

230. Deux polygones semblables ont un centre de similitude.

AB,A'B’ (fig. 29) étant deux cdtés homologues, soit G
leur point de concours. Par les trois points A, A’, G, fai-
sons passer une circonférence; puis, par les trois points
B, B', C, faisons passer une autre circonférence. Ces deux
lignes, qui se coupent en G, se couperont en un autre point
0, centre de similitude des deux polygones.

En effet, dans le quadrilatére inscrit OACA’, les angles
A A’ sont supplémentaires; donc OAB = OA'B'. De méme,
OBA = OB'A’. Conséquemment, les triangles OAB,0A'B’
sont semblables, et le point O est situé de la méme maniére

relativement aux coOtés AB,A'B'. C’est ce quil fallait dé-
montrer.

* Tuiortme XIV.

231. Les centres de similitude de trois polygones P,P',P",
semblables et semblablement placés, sont en ligne droite.

Soit X le point du polygone P', homologue du centre
de similitude O’ de P,P". La droite 0'X, qui joint deux
points homologues de P,P’, passe par 0", cenire de si-
militude de ces deux polygones. Cette méme droite , qui
joint deux points homologues de P',P”, passe par leur
centre 0. Les quatre points 0,0',0",X sont donc en ligne
droite.
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232. Remarques 1. La droite qui passe par les centres de
similitude de trois figures semblables et semblablement pla-
cées s’appelle axe de similitude.

1I. Trois circonférences ont en général siz centres de si-

militude, lesquels sont situés, trois A trois, sur quatre axes
de similitude.

APPLICATIONS DE LA SIMILITUDE DES
POLYGONES.

TRionEmE XV.

233. Dans tout triangle : 1°la bissectrice de chaque angle
divise le cOté opposé en deux segments ADDITIFS proportionnels
aux cotés adjacents ; 2° la bissectrice de chaque angle extérieur
divise le coté opposé en deux segments SOUSTRACTIFS propor-
tionnels aux cotés adjacents.

1° Soit, dans le triangle ABC (fig. 109), 1a bissectrice AD
delangle A. Je dis que

BD _ AB
CD  AC
Menons, par le sommet C, une paralléle CE & la bissec-

trice, et soit E le point ou cette paralléle rencontre BA pro-
longée. Nous aurons

BD AB
CD AE
Les angles BAD, BEC sont égaux comme correspondants,
etles angles DAC, ACE sont égaux comme alternes-internes.
Donc, 4 cause de BAD = DAC, les angles BEC, ACE sont
égaux ; par suite, AC = AE; donc, etc.
2° La méme construction donne, AD (fig. 110) étant 1a bis-
sectrice,
BD AB
CD ~ AE
On prouve, comme dans le premier cas, que AEG est iso-
céle: done
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BD AB

CD ~ AC
23%. Remarque. — Si, dans un triangle, on meéne la bis-
sectrice AD (fig. 111) et la perpendiculaire AD' & cette
droite, on aura
BD BD'
Cch — T
Ainsi, la droite BC est divisée de telle sorte, aux points
D, D', que les segments additifs sont proportionnels aux seg-
ments soustractifs. Quand il en est ainsi, on dit que la droite
est divisée harmoniquement. (Voir I'Appendice au Livre 1.)

TntonkEme XV.

238. Si, du sommet A (fig. 114) de Vangle droit d’un triangle
rectangle, on abaisse une perpendiculaire AD sur Ihypoténuse
BC : '

10 Les deux triangles partiels sont semblables entre eux et
semblables au triangle total ;

2° Chaque coté de Vangle droit est moyen proportionnel
entre I'hypoténuse et la projection de ce coté sur I hypoténuse ;

3° La perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre les
projections des cdtés de Uangle droit.

1° Les angles ABC, CAD sont égaux, comme ayant pour
complément 'angle BAD ; donc les trois triangles rectangles
ADB, CDA, CAB ont un angle aigu égal ; donc ils sont sem-
blables (210).

2° En comparant les triangles ADB, CAB, nous aurons

BD _ AB
AB ~ BC
Ainsi, AB est moyen proportionnel entre BD et BC. De
méme, AGC est moyen proportionnel entre BC et CD.
3 Les deux triangles ADB, CDA donnent

BD AD,

= S

AD — CD
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donc AD est moyen proportionnel entre BD et CD.
236. Remarque. Reprenons la proportion
BD _ AB
AD BG
Si les droites BD, AB, BC sont rapportéés & une certaine

unité, et que a, b, ¢ soient les nombres qui mesurent ou qui
représentent ces droites, on aura

a b.

b= ¢’
d’oll

b=1""ac.

Ainsi, quand une droite AB est moyenne proportionnelle
entre deux droites BD, BC, le nombre qui mesure AB est
égal & la racine carrée du produit des nombres qui mesurent
BD et BC. Pour éviter cette périphrase, on écrit et I'on
énonce

AB =)/BC. BD.
De méme,

AC=/BC.CD, AD=}/BD . CD.

Cette remarque est faite une fois pour toutes.

231. Corollaire.—Si, d’un point d’une circonférence, on méne
la perpendiculaire au diamétre, et des cordes aux extrémités de
ce diametre :

1° Chaque corde est moyenne proportionnelle entre sa pro-
jection et le diamétre ; '

2 La perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre
les projections des deux cordes.

TuiorREmE X VEE.

238. 1° Les segments de deux cordes qui se coupent dans le
cercle sont inversement proportionnels;

9. Les sécantes qui se coupent hors du cercle sont inverse-
ment proportionnelles & leurs parties extérieures ;
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3e Une tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante
issue du méme point et la partie extérieure de celle-ci.

1° Soient AB,CD (fig. 115) les deux cordes, se coupant en
E. Je dis que l'on aura

AE _DE
CE BE’

c'est-d-dire que, les deux segments d’'une corde formant les
extrémes de la proportion, les deux segments de l'autre
corde en seront les moyens. C’est 14 ce que signifie 'expres-
sion inversement proportionnels.

Menons AD et BGC: dans les triangles ADE, BCE, les
angles en E sont égaux comme opposés par le sommet, et les
angles D, B sont égaux parce qu’ils sont inscrits au méme
segment (187). La comparaison des c6tés homologues donne
la proportion ci-dessus.

20 Menons AD et BC (fig. 116): les deux triangles ADE,
CBE ont I'angle E commun, et les angles B, D égaux; donc

AE DE

CE ~— BE

3" Soient la tangente AD (fig. 117) et la sécante BCD; je

dis que
BD AD
AD T CD

Menons AB et AG : dans les triangles BAD, ACD, I'angle
D est commun, et les angles ABD, CAD sont égaux comme
ayant méme mesure (186) ; donc, etc.

239. Remarque. — Gonsidérons, comme cas particulier,
celui dans lequel la tangente AD (fig. 118) étant égale au dia-
metre, la sécante BD passe par le centre O. Nous venons
de trouver

BD _ AD,

AD ~ CD’
done

BD BG
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Ainsi, 1a sécante BD est partagée au point C, de maniére
que le segment BC est moyen proportionnel entre la droite
entiére et le second segment CD. Pour exprimer cette pro-
priété, onditque BC e%dmsce en moyenne et extréme raison.

Si I'on fait DE = DG, la droite AD est partagée aussi en
moyenne et extréme raison au point E. En effet, la propor-
tion précédente donne

BC CD
BD —BC BC — CD’

ou
AD _ DE
DE  AE’

MESURE DES POLYGONES.

240. On appelle figures équivalentes, celles qui sont décom-
posables en un méme nombre de parties, égales chacune
chacune.

Ainsi, soient les pentagones égaux ABCDE, A'B'C'D'E
(fig 119), et les triangles égaux BCF, IHG : le quadrilatére
AFDE et le polygone ATHGB'C'D'E’ sont équivalents.

241. Si les parties égales qui composent les deux figures
équivalentes sont disposées de la méme maniére, ces figures
deviennent égales.

242. On peut regarder comme évidents les principes sui-
vants, qui découlent immédiatement de la définition :

1° Les sommes ou les différences de figures equlvﬂentes
sont équivalentes;

2° Les multiples ou les sous- multlples de figures équiva-
lentes sont équivalents.

243. La hauteur d’un triangle est la perpendiculaire abais-
sée d’'un sommet sur le coté opposé, lequel prend le nom de
base.

244. La hauteur d'un parallélogramme, d’un rectangle ou
d'un trapéze est la perpendiculaire & deux cotés paralléles,
lesquels sont nommés bases.
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245. Deux rectangles de méme base et de méme hauteur sont
égauz ; car ils ont les cotés égaux et les angles égaux, cha-
cun & chacun.

Tatorkme XVIEE.

9246. Deux rectangles de méme base sont entre eux comme
leurs hauteurs.

Placons le plus petit rectangle ABC'D' (fig. 120) sur le plus
grand, de maniére que AB soit la base commune. Je dis que

ABCD BD
ABCD ~ BD'

1° Supposons les hauteurs BD, BD' commensurables, et,
par exemple, dans le rapport de 8 & 3.

Si nous divisons BD en 8§ parties égales, BD' en contien-
dra 3; et si, par les points de division, nous menons des pa-
ralléles 3 AB, lerectangle ABCD sera partagé en 8 rectangles
qui seront égaux, comme ayant méme base et méme hauteur.
ABC'D' contient 3 de ces rectangles; donc etc.

20 8i les hauteurs BD, BD' sont incommensurables, lapro-
position est également vraie (179).

241. Corollaire. — Deux rectangles de méme hauteur sont
entre eux comme leurs bases.

TatonkME XEX.

248. Le rapport de deux rectangles est égal au rapport des
bases, multiplié par le rapport des hauteurs.
Soient R,R' deux rectangles ayant pour bases B,B’ et
pour hauteurs H,H'. Je dis que
R_B_H
R BT H
Prenons un rectangle auxiliaire R”, dont la base soit B et
dont la hauteur soit H'. Par le Théoréme XVIII,
R H R” B

=% ®m—F
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D’un autre coté,le produit des rapports de R @ R" et de R”
a R’ est égal au rapport de R & R'(1); done, etc.

249. Remarques. — 1. Soient deux rectangles ABCD,
A'B'CD’ (fig. 121) tels, que leurs bases soient dans le rap-
port de 4 4 3, et leurs hauteurs dans celui de 4 4 5. Le théo-
réme précédent exprime que le rapport des deux rectangles

est
16

15°

|

X

2]

ala

ou quun méme rectangle peut étre contenu 16 ois dans
ABCD et 18 fois dans A'B'CG'D'. C'est ce qui est réndu évi-
dent par la figure. .

II. Supposons qu'avec une certaine unité, on ait mesuré
B,B, H,H'; alors ces lignes pourront étre remplacées par
leurs longueurs, ¢'est-d-dire par des nombres (23). Représen-
tons ces nombres par b, ', k, i'; le théoréme ci-dessus de-
viendra

R bh
R: - blhl
Ce résultat s'énonce ainsi: Deur rectangles sont entre eux
comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs.
III. On doit bien observer que bh est le produit de deux

nombres, et non le produit de deux lignes, ce qui n’aurait
aucun sens.

250. Supposons que I'on prenne R’ pour unité de surface;

R )
alors le nombre — est ce qu’on appelle aire du rectangle R.

RI
En représentant cette quantité par a, nous aurons
bh
a =

(1) On démontre, en Arithmétique, la proposition suivante :
Le rapport de deux grandeurs A, B est égal au quotient des rapports entre
A, B et une troisitme grandeur C ; ou, ce qui est équivalent :
A_ B A

B G [
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On voit que Paire est, pour les rectangles, ce que la lon-
gueur est pour les droites : un nombre représentant la
mesure.

2581. L’expression précédente se simplifie si, au lieu de
prendre arbitrairement le rectangle R', nous choisissuns
pour unité de surface le carré qui a pour co6té I'unité de lon-
gueur. En effet, nous aurons

d’otr
a = bh.

Ce nouveau résultat s'énonce ainsi :

L'aire d’un rectangle est égale & la base multiplide par la
hauteur,
ou

Tout rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur.

252. Dorénavant, nous prendrons pour unité de surface
celle qui vient d’étre définie. En outre, nous supposerons
toujours que les dimensions des figures sont rapportées &
I'unité de longueur, et représentées par des nombres; ce
qui permettra de simplifier les énoncés et de faire entrer les
lignes dans le calcul, absolument comme des nombres.

283. Corollaire. — L'aire d’un carré est égale & la seconde
puissance de son cOté.

En effet, si dans la formule ¢ = bh, on suppose & = b,
il vient @ = b*. Si, par exemple, le coté d’un carré est re-
présenté par B, Iaire de ce carré sera 25.

C'est pour cette raison que I'on donne, en Arithmétique,
le nom de carrés aux secondes puissances des nombres.

Turorrme XX.

284. Deux parallélogrammes de méme base et de méme hau-
teur sont équivalents. '

Supposons que les parallélogrammes aient méme base
inférieure AB (fig. 122); leurs bases supérieures CD, C'D
seronl en ligne droite.
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Le premier parallélogramme ABGD se compose du trapéze
ABCD', diminué du triangle DBD'. De méme, ABC'D' se
compose de ABCD’, diminué de GAG'. Or, les triangles
CAC', DBD' sont égaux , & cause de A = B (92), AC= BD,
AC —BD’ (123). Donc, d’aprés la deﬁ111t10n (240), les palal-
1élogrammes sont équivalents.

255. Corollaires. — 1. Tout parallélogramme est équivalent
au rectangle de méme base et de méme hauteur.

II. Tout parallélogramme a pour mesure le produit de sa
base par sa hauteur.

Tacoreme XXIK.

256. Tout triangle est la moitié du parallélogramme de méme
base et de méme hauteur.

En effet, la diagonale d’un parallélogramme partage cette
figure en deux triangles égaux.

257. €Corollaire. — Tout triangle a pour mesure la moitié du
produit de sa base par sa hauteur.

Takonkns XXEI.

258. Tout trapéze a powr mesure le produit de sa hauteur
par la demi-somme de ses bases.

En effet, le trapéze ABCD (fig. 123) est égal & la somme
des triangles ABC,CAD de méme hauteur que le trapéze.

259. Remarque sur la mesure des polygones. — Tout poly-
gone étant décomposable en triangles, si l'on peut mesurer
la base et la hauteur de chacun d’eux, on déterminera
Paire du polygone.

Cette méthode, simple el rigoureuse en théorie, ne l'est
plus dans Vapplication. Elle ne pourrait servir, par exemple,
A mesurer un terrain de forme’irréguliére. Le procédé sui-
vant, commode & employer, GOlldUIt 4 une formule qu’il
est bon de connaitre.

Menons, dans le plan du polygone AA'A"... (fig. 124), une
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droite indéfinie OX, et prenons, sur cette droite, un point
de repére O.

Abaissons ensuite, des différents sommets du polygone,
des perpendiculaires sur OX ('), et mesurons chacune
d’elles, ainsi que sa distance au point O.

Désignons par b, b', b",... les distances 0B, OB', OB",...,
etpara, a', a’,... les perpendiculaires. Enfin, représentons
par P laire du polygone; nous aurons

2P=(a+a)(b'—Db) + (¢+a") 0" —D)-+(a"4-a") (0" — ")
—(@" 4 a") (0" —Db") — (@ +a") BV —b")— (a¥ +-a) (b"—b) ;
ou, en mettant a, a’, a”,... en facteur commun,,

2P =a(d'—b")+a' (B" —0b) 4 a" (0" —b)+ o (BY —D")
+av (B'—0") + a' (b—b).

Pour abréger, appelons abscisses les distances b, b, b",...,
et ordonnées les perpendiculaires a, a', a’,... : nous pourrons
dire que

Laire d’un polygone quelconque est éyale & la demi-somme
des produits que Uon obtient en multipliant I ordonnée de chaque

sommet par la différence entre les abscisses des deux sommets
voisins (2).

PROPRIETES NUMERIQUES DES FIGURES.
ToiorEme XXIII.

260. Le carré construit sur la somme AG (fig. 128) de deux
droites AB,BG, est égal au carré de la premicre, plus le carré
de la seconde, plus deux fois le rectangle construit sur ces deuvz
droites.

Sur AG, comme coOté, construisons le carré ACDF; pre-

(+) Sur le terrain, cette construction se fait aisément avec I'équerre d’Ar-
penteur.

(2) Cette différence, qui peut étre positive ou négative , doit toujours étre
prise dans le méme ordre.

La formule ci-dessus est une réduction de celle qui a été donnée par De
Stainville (Mélanges d’Analyse algébrique et de Géométrie).
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nons AG = AB, et menons les droites BE, GI, respecti-
vement paralléles & AD, AC. '

Le carré ACDF est décomposé en deux carrés dont les
coOtés sont égaux 4 AB,BC, et en deux rectangles égaux en-
tre eux, dont les dimensions sont AB, BG; donc, etc.

261. Remarques. — 1. L’aire d’'un carré étant égale a la

" seconde puissance de son ¢oté (253), et aire d’un rectangie
étant égale au produit de la hase par la hauteur, 'énoncé
précédent peut étre remplacé par I'éguation suivante, dans
laquelle on suppose AB, BG, AGremplacés par des nombres:

—29 2 2
AC = AB + BG 4 2AB X BG (V).
Et comme il y a des carrés de toutes dimensions , on peut

conclure que, « et breprésentant desnombres quelconques,
on a généralement

(@ =4 D) = a* + 2ab + b°.

II. Nous voyous qu’en vertu des conventions établies sur
les unités de longueur ef de surface, & la proprieté géome-
triqgue démontrée ci-dessus, correspond une propriété numé-
rique qui est, en quelque sorte, la traduction dela premiére.
Laméme correspondance s’observe danslaplupart des théo-
rémes suivants.

Tatonemr XXIV.

262. Le curré construit sur la différence AG (fig. 126) de
deux droites AB, BC, est éyal an carré de la premiére, plus le
carré de la seconde, moins deux fois le rectangle construit sur
ces deux droites.

Sur les droites AB,BC,AC, construisons les carrés ABGH,
ACDF, BCIK. En prolongeaut DF jusqu'en E, nous forme-
rons deux rectangles DEGH, FIEK, ayant pour dimensions
AB et BC. Or, la figure entiére se compose, soit de ces

(') Cette remarque n'est guére quun complément de celle qui a été faite
I'occasion du Théoreme XVI.
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deux rectangles et du camjé construit sur AG, soit des car-
rés construits sur AB et BG; done, etc.

263. Remarque. — Ge théoréme s’exprime par I'équation
_ 2 _ a2 _ 9
AC =AB 4 BC — 2AB X BC.
En général,
(@ —b)f = a* — 2ab + b*.

Tuntontvws XXV.

264. Le rectangle construit sur la somme AG (tig. 127) et la
différence AF de deux droites AB, BC, est égal & la différence
des carrés construits sur ces droites.

Construisons le carré ABDE. Prenons BC' = BG =EF,
et menons (T paralléle 4 BD. Les rectangles BG,FI, qui ont
pour dimensions BC, AF, sont égaux. Or

‘AGGF = ABKF 4- BCGK;
done :

ACGF = ABKF 4 FHIE = ABDE —KDIH;
etc.

265. Remarque. a, b étant des nombres quelconques,
(@ + D) (@ —b) = a* — b°.

Tuktonkmr XX VE.

266. Le carré construit sur Uhypoténuse d’un triangle rec-
tangle, est égal a la.somme des carrés construits sur les deux
autres cotés.

1re Démonstration. — Abaissons, du sommet A de I'angle
droit (fig. 128), la perpendiculaire AHI sur ’hypoténuse BC.
Le carré BCDE sera décomposé en deux rectangles BI , CI.
Menons encore AD et FC.

Les angles ABD,FBC sont égaux; car chacun d’eux se
compose de 'angle aigu ABC, augmenté d’'un angle droit.
Donc les triangles ABG, FBC sont égaux, comme ayant
un angle égal compris entre deux cotés égaux, chacun &
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chacun. Or le triangle ABD est la moitié du rectangle BI ,
de méme hase et de méme hauteur (256); par la méme rai-
son, le triangle FBG est 1a moitié du carré FBA ;donc (242, 2°)
ce carré est équivalent au rectangle BI.

On démontrerait de méme I'équivalence du carré ACG et
du rectangle CI; done, ete, '

2¢ Démonstration. — Sur Ihypoténuse BC (fig 129), con-
struisons le carré BCDE. Menons DF paralléle & BA, et
EG paralléle & CA. Il est visible que les quatre triangles
rectangles sont égaux, et que AHFG est un carré. Si donc
nous désignons par ¢ 'hypoténuse, et par b, ¢ les cotés de
l'angle droit, nous aurons, en observant que chaque triangle
a pour mesure 3 be,

a*=2bc + (¢ — b)?,
ou
a*= b+ c.

3¢ Démonstration. — Dans tout triangle rectangle, cha-
que cOté de I'angle droit est moyen proportionnel entre’hy-
poténuse et la projection du cdté sur I'hypoténuse (229, 2°).
Ce théoréme, appliqué aux cotés AB AC (fig.114) donne,
d’apreés les remarques faites précédemment ,

2
AB = BC X BD,

_2
AC = BC X DG;
d’oir

2 2 2
AB +AC =B(C(BD -+ DC) =BC.

4 Démonstration. — Apres avoir construit des carrés sur
les cotés du triangle BAC, rectangle en A (fig. 112), menons
IK paralléle 4 AB, et HK paralléle & AC : le triangle IHK est
égal A BCA. Menons ensuite FE, AK, GA, DA : ces deux
derniéres droites n’en font qu’une , parce qu'elles sont bis-
sectrices des angles BAF, CAE (73).

Cela posé, les quadrilatéres DEFG, DCBG, ACIK, KHBA
sont égaux; car deux quelconques d'entre eux ont trois
cOtés consécutifs égaux chacun i chacun, ainsi que les deux
angles compris entre ces cotés (140),
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En second lieu, la somme des carrés BF, CE se compose
de la somme des deux premiers uadrilatéres, diminuée
des triangles égaux BAG, EAF; et le carré construit sur
I'hypoténuse se compose de la somme des deux derniers
quadrilatéres, diminuée des triangles égaux BAC, IKH. Donc,
conformément A la définition (240), le dernier carré est
équivalent & la somme des deux autres.

267. Remarque. —La premi¢re démonstration fait voir que
les carrés ABF, ACG (fig. 128) sont équivalents aux rectan-
gles BI, CI. Or, ces rectangles ayant méme hauteur HI, sont
entre eux comme leurs bases BH, CH (246). La méme rela-
tion existe donc entre les carrés ; ainsi :

Les carrés des cotés de U'angle droit sont entre eux comme les
projections de ces cotés sur Uhypoténuse;
et

Le carré d'un cdté de Uangle droit est au carré de Uhypoté-
nuse, comme la projection de ce coté est & I'hypoténuse.

Ces deux conséquences se déduisent également des équa-
tions posées dans la troisieme démonstration. Elles con-
firment ce que nous avons annoncé dans le n° 261.

268. Corollaire. — Le carré construit sur la diagonale d'un
carré est double de celui-ci.

Tutonkme XXVIL

269. 1° Dans tout triangle, le carré du coté opposé & un angle
aigu, est égal & la somme des carrés des deux autres cotés,
moins deux fois le rectangle de U'un de ces cotés par la projec-
tion du second sur le premier ;

2° Dans tout triangle obtusangle, le carré du coté opposé &
Vangle obtus, est égal & la somme des carrés des deua: autres
cotés, plus deux fois le rectangle de Uun de ces cités par la pro-
Jjection du second sur le premier.

1° Soit le coté BC (fig. 130), opposé & I'angle aigu A. En
abaissant-CD perpendiculaire sur AB, nous avons, p'u le
théoréme précédent,

—2 2 __2
BC =GCD + BD,

—2 2 __2
CD = AC — AD.
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La droite BD étant la différence enire AB et AD, nous
avons aussi (262), .

9 _ 2 2
BD = AB 4+ AD — 2AB X AD.
Ajoutant ces égalités, nous trouvons
BC = AB -+ AC — 2AB X AD.
2° Si T'angle A (fig. 131) est obtus, on a pareillement

2 _ 9 @
BC = CD - BD,
2 __9 _ 9
CD — AC — AD,
2 9 9
BD — AB - AD -+ 2AB X AD;

et

2 _2 2
BC = AB + AC +2AB X AD.
268. Corollaire. — Un triangle est acutangle, rectangle o
obtusangle, selon que le carré du plus grand coté est inférieur,
égal ou supérieur & la somme des carrés des deux autres cotés.

Taiorkmre XXVIIL.

271. Dans tout triangle ABC (fig. 132), la somme des carrés
de deux cités AB, AGC, est égale & deux fois le carré de la moitié
du troisiéme cité BC, plus deux fois le carré de la médiane AD
relative & ce troisieme cité.

Abaissons AE perpendiculaire sur BC; nous aurons suc-
cessivement, dans les deux triangles, ABD, ACD :

9 9

AB — AD -+ BD -+ 2BD X DE,

—2 —2 -2
AC = AD 4+ CD —
d’ou, & cause de BD = CD,

2CD X DE;
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271. Remarque.— Nommons a, b, ¢ les trois cotés, et « la
médiane aboutissant au milieu de @ ; nous avons

b* + ¢t =} a* 2.

La méme équation, appliquée aux deux autres médianes
8, v, donne facilement

R et L R
Takontme XXIX.

273. Dans tout quadrilatére ABCD (fig. 133), la somme des
carrés des cotés est équivalente & la somme des carrés des
diagonales, plus quatre fois le carré de la droite EF qui joint
les milieux des diagonales.

Menons CF, AF, BE, DE : le théoréme précédent donne

2 2 2 _2
CD 4+ CB = 2BF -} 2CF,
2 __2 __2 __2
AD + AB = 2BF -+ 2AF,
2 _2 __2 2
2CF + 2AF = 4CE - 4EF ;
d’ol1, en ajoutant,
2 2 2 2 2 2 2
CD + CB + AD -+ AB = 4BF 4 4CE -+ 4EF,
ou
2 _2 _2 _ 2 _92 _° @
CD + CB + AD 4 AB = BD -+ AG -} 4EF.
274. Corollaires. — 1. Dans toutparallélogramme, la somme
des carrés des cotés est égale & la somme des carrés des diago-
nales.
II. Dans tout quadrilatere, la somme des carrés des diago-

nales est égale & deux fois la somme des carrés des droites qui
ioignent les milieux des cotés opposés.
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Tatortur XXX.

278. Dans tout triangle ABC (fig. 152), le carré d’une bissec-
trice AD est équivalent au rectangle des deux cdtés adjacents,
diminué du rectangle des segments BD, CD détm minés, sur
le troisieme coté, par la bissectrice.

Prolongeons ladroite AD jusqu’a sa 1encontre, en E, avec
la circonférence circonscrite au triangle ABC : 4 cause de
Iégalité des angles BAE, CAE, le point E est le milieu de
rarc BEG. Menons la corde BE.

Les angles BEA, BCA sont égaux, comme inscrits au méme
segment; donc les triangles BEA, DCA sont équiangles et
semblables. Conséquemment,

AB AE
- AD ~ AG
ou .
AB.AC=AD . AE.
Mais

_ 2
AD . AE = AD (AD-+DE) =AD-}- AD . DE.
Dailleurs (Th. XVI, 1°),

AD .DE=BD.CD;
done enfin

9 .
AD = AB .AC—BD. CD.

276. Remarque. SiYon désigne par a, b, ¢ les cotés d’'un
friangle et par z, y, z les bissectrices respectivement oppo-
sées, on conclut, du théoréme précédent,

be @+ b+ ¢ (b+0—a)
b+ o

a+b—-|—c a+c—b)
(¢ + a)?

s abl@+Db+o(b+a—c)

- b+ o '

Y=

I3
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COMPARAISON DES AIRES.
Tatorkme XXXI.

277. Deux triangles qui ont un angle égal, sont entre eux
oomme les rectangles des cotés qui comprennent cet angle.

Soient les triangles ABG, ADE (fig. 134),qui ont un angle
égal A. Je dis que

ABC  AB X AG
ADE = AD X AE

Menons BE : les triangles ABG, ABE ont méme som-
met B, et leurs bases AC,AE sont situées sur une méme
droite; ces triangles ont donc méme hauteur; conséquem-
ment, ils sont proportionnels i leurs bases; c'est-d-dire
que

ABG _ AG
ABE.  AE
On trouve de méme
ABE _ AB
AED ~ AD

Donc, (248, note)

ABC _ AC  AB.
AED ~ AE © AD’
etc.

Tucorimr XXXIN.

278. Deux triangles semblables sont entre eux comme les
carrés des cotés homologues.
Si, dans la figure 134, les deux triangles sont semblables,

AC  AB.

AE — AD’
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done
ABC _  AG,,
, AED ( AE) .
Ainsi, le rapport de deux triangles semblables est égal au
carré du rapport de deux c6tés homologues.

Et si les cotés sont représentés par des npmbres, I'équa-
tion précédente devient

2
ABC _ AG

b

AED o
AE
doune, ete.
Treorime XXXIEE,

279. Deuz polygones semblables sont entre eux comme les
carrés des cotés homologues.

Deux polygones semblables peuvent toujours étre décom-
posés en un méme nombre de triangles, semblables chacun
4 chacun. Or, un triangle quelconque du premier polygone,
et son homologue dans le second, sont entre eux comme les
carrds de deux cotés homologues des polygones; done, ete.

280. Corollaire. — Si, sur les cotés d’un triangle rectangle,
comme homologues, on construit trois figures semblables, la
figure construite sur Uhypoténuse est équivalente & la somme
des deux autres figures.

Soient a, b, ¢, les longueurs des cotés du triangle rectan-
gle, a représentant 'hypoténuse; soient A, B, G les aires des
polygones semblables correspondants. Nous aurons

A B G,

d’olt

Mais

done, ete.
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Tetortur XXXIV.

281. Si, sur différentes cordes AG, AC', AC',. . . . (fig. 135)
menées par Uextrémité d’'un diametre, comme homologues, on
construit des figures semblables, ces figures seront entre elles
comme les projections AD, AD', AD",... des cordes sur le dia-
métre.

Cette proposition est évidente par les n° 237 et 280.

AIRE DU TRIANGLE. — QUADRILATERE INSCRIT.

Tomiopemr XXXV.

282. Dans tout triangle, le rectangle deux cotés AB, AC (fig.
136) est équivalent au rectangle construit sur la hauteur AD
correspondant au troisieme coté, et sur le diamétre AE du cercle
circonscrit.

Menons CE : les deux triangles ABD,AEC seront sembla-
bles, car ils sont rectangles, et les angles B, E sont égaux,
comme inscrits au méme segment. Gomparant les cdtés ho-
mologues, nous trouvons

AB _ AD
AE — AC
ou
AB X AC= AD x AE.
283. Dans I'équation précédente , les lignes sont rempla-

cées par des nombres. Si nous multiplions les deux mem-
bres par la valeur numérique de BG, il viendra

AB X AG X BC=AD x BC X AE.

Mais AD X BC est le double de l'aire du triangle ; donc :

Corollaire. — Dans tout triangle, le produit des trois cdtés
est égal & Uaire du triangle, multipliée par le double du dia-
métre du cercle circonscrit.
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284. Remarque. — Si a, b, ¢sontles trois cOlés d'un
triangle, R le rayon du cercle circonserit, T Paire du
triangle ; on a

Tarorkme XXXIV.

285. Dans tout quadrilatére inscrit, lerectangle des diago-
nales est équivalent & la somme des rectangles des cités opposés.

Soit ABCD (fig. 137) un quadrilatére, inscrit & une cir-
conférence ; je dis que

AC X BD=AB X CD + AD X BC.

Menons par le sommet A la droite AE, de maniére que
I'angle BAE = CAD. Les deux triangles BAE, CAD, évidem-
ment semblables, donnent

AB _ BE,
AC — CD’
ou
AB x CD=AC X BE.

Les angles BAC, EAD sont égaux, parce qu’ils se compo-
sent de 'angle EAC et des angles égaux BAE, CAD. En outre,
les angles ADE, ACB sont égaux comme inscrits au méme
segment. Donc les triangles BAC, EAD sont semblables et
donnent .

BC _ AG
ED ~ AD’
ou
BC X AD = AC X ED.

Ajoutant membre 4 membre les deux équations, on
trouve :

AB X CD -+ BG X AD = AG(BE 4 ED);
ete.

~
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Totonkme XXXV.

286. Dans tout quadrilatére inscrit, les diagonales sont entre
elles comme les sommes des rectangles des cotés qui aboutissent
& leurs extrémités.

Soil le quadrilatére inscrit ABCD (fig. 139); je dis que

BD _ AB X BG4 AD x GD
AC T ABXAD + BC X CD

Le quadrilatére peut étre regardé comme égal & la somme
des triangles ABD, BCD, ou comme égal & la somme des
triangles ABG, ACD.

En considérant la premiére décomposition, et désignant

parD le diamétre du cercle circonserit au quadrilatére, nous
aurons (280)

2D X ABD,

AB X AD X BD
D = 2D X% BCD;

BC x CD x B
d’ou, en ajoutant, '
(AB X AD + BC X CD) BD =2D X ABCD.
La scconde décomposition donnerait pareillement
(AB X BC + AD % CD) AC = 2D X ABCD.
Par suite, .
(AB XX AD+BC X CD)BD=(AB X BC -~ AD X (D) AC;
etc.

I

2817. Remarques.— 1. Soient a, b, ¢, d les cotés d’'un qua-
drilatére inscriptible, et «, s les diagonales. Le Théoréme
XXXIV donne

«g = ac -+ bd;
et le Théoréeme XXXV,

a__ad--be
B ab--ed
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Si nous multiplions ou si nous divisons membre 4 membre
ces deux équations, nous obtiendrons

(ac -- bd) (ad -{- be)

« = ab + ed _
.__(ac 4 bd) (ab + cd
F="""ad b

IL. Soit & la droite qui joint les milieux des diagonales;
nous aurons, par le Théoréme XXIX,

at - B et - AP =t gt 40

Si, dans cette équal,ion, on remplace «% et g2 par les va-
leurs précédentes, on trouve, par un calcul que nous sup-
primons,’

(@* — ¢)2bd 4 (h* — de)2ac

= (ad + he) (ab + cd)

TororgmE XXX VI,

288. L'aire d'un triangle est égale & la racine carrée du pro-
duit que Uon obtient en multipliant le demi-périmétre par ce
demi-périmétre diminué de chacun des cotés.

1 Démonstration. — 1° Menons les hissectrices AO, BO,
CO (fig. 140) des angles intérieurs : elles se coupent au
point O, centre du cercle inserit (160). Menons aussi les
bissectrices BO', CO' des angles extérieurs : elles coupent
AOQ au point O', centre d’'un des cercles ex-inscrits (161).

Enfin abaissons , sur les c6tés du triangle , les perpendi-
culaires OD, OE, OF, 0'G, O'H, O'L.

En désignant par «, b, ¢ les cotés, et par r le rayon du
cercle inscrit, nous aurons, pour mesures des triangles
BOCG,COA,AO0B :
| 1

ar, hr, Ler.

1
3 p
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L’aire du triangle ABC est donc
T=}@+b+orn
ou
T = pr,
2p étant le périmétre du triangle. Ainsi :

Laire d'un triangle est égale au produit {u demi-périmétre
par le rayon du cercle inscrit.

9 La droite AH est égale au demi-périmétre du triangle
ABC; et les trois segments AF, ¥B, BH sont égauzx, chacun, au
demi-périmetre moins un coté. .

Yobserve que le périmétre est

AB 4- AC + BC = AB + AC +4- BG + CG.
Mais (195,2°) :
BG = BH, CG = (I, etc.;
donc
2% = AB -+ BH - AC - CI == AH }- AI=2AH;
et
p=AH.
Secondement, A cause de
AF = AE, BD =BF, CE= CD ,
le demi-périmetre
p =AF+4 BF+CD=AB -+CD.
Et comme
p=AH=AB-- BE=AB-+ BG;
il s’ensuit que
CD= BG, BD = CG.

Nous aurons ensuite , pour les valeurs des trois'seg-
ments :

AF=p—FB—BH=p—BD—CD=p—a,
FB=p —AF —BH=p —AE—CE =p — b,
BH=p—ec.
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3 Coinparons maintenant les deux triangles rectangles
BFO, O'BH. Ces triangles sont semblables, comme ayant
les cotés perpendiculaires (214); done

OF _ BF
BH =~ HO’

ou
(p—¢) (p— by=r.HO".
Les deux triangles AFO, AHO' donnent
AF _ FO
AH = HO"
ou :
(p—a)HO' = pr.

Multipliant les deux équations membre & membre, nous
trouvons

(p—a) (p—Db)(p —c) =p™;
ou bien, en multipliant de part et d’autre par p,
p(p—a)(p—D) (p—c)=ph=

Le second membre représente le carré de I'aire du trian-
gle ; donc

T=yplp—a)(p—>h) (p—c)
2¢ Démonstration. — Pour 'déterminer l'aire du triangle,
nous allons calculer 1a hauteur AD (fig. 141).
En supposant I'angle B aigu, nous aurons d’abord (269).
P =a*-4 ¢*— 2a BD;
d’olr
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Telle est 'expression du carré de la hauteur ; mais cette
formule peut étre considérablement simplifiée.
Le second membre, étant la différence de deux carrés, est

égal &
(+EHe=Py (o— St E=r)
a

2ac-a? -+ c2— D2
2a

Dans ce produit, le premier facteur égale

- (@4 c)— 1

I Ici eucore le numérateur, étant la diffé-

rence de deux carrés, peut étre mis sous la forme
@—c+Db) (@+ c—b).

Notre premier facteur devient donc @teot ;;(a+c~b) .

Le second se transforme pareillement en
2a¢ —at— 4B BP—(@—cp _ (h+a—0)(h—atc)

2a 2a o 2a
Par suite,

T _ (@+c+h) [a+-c—b) (b—ato)(b+a—c)
AD = .
4a
Introduisons dans cette expression le périmétre 2p du tri-

angle : les quatre facteurs du numérateur deviennent , res-
pectivement :

Qp’ 2([’ - b)) 2(1) - a)) 2(1’ i 6)1

donc

2 pp—a)(p—Db) (p—¢
AD = 4 s

Et comme T = § ADa, il vient finalement

T=yplp—a(p—10)(p—o
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289. Remarques.—I1. Dans la premiére démonstration (1),
représentons par « le rayon du cercle O’ ; nous aurons, en
observant que le triangle ABC= ABO' -+ ACO' — BCO/,

T=(p— a)a.

Si nous désignons par g, v les rayons des cercles ex-
inscrits , situés dans les angles C,B, nous obtiendrons de
‘méme '

T=@p—=048 T=@{p—o0or.

Mais nous avons trouvé T == pr; donc

Ti=pp—a) (p—10) (p — ¢) apyr.
Et comnme .
p(p - a)(p—2>0)(p~c)=Te
il vient

T = [/ﬂzﬁ'y.
Ainsi laire d'un triangle est égale @ la racine carrée du
produit des rayons du cercle inscrit et des cercles ex-inscrils.

II. Les quatre valeurs de T, écrites ci-dessus, donnent
T T T T
) == ~ —_— = -, —_— b == — —_—= - .,
1 g P e=g p 2 p—c¢ "

Ajoutons, membre & membre, les trois derniéres équa-
tions, et relranchons la premiere ;-nous aurous

1 1 1 1
A

Ainsi Pinverse du rayon du cercle inscrit est égal & la somme
des inverses des rayons des cercles ex-inscrits.

(1) Due a Euler, aussi bien que la démonstration du Th. XXXVII.
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Tatontme XXXVIR,

290. L'aire A d'un quadrilatére inscrit ABCD (fig. 142), est
égale & la racine carrée du produit que U'on obtient en retran-
chant du demi-périmétre chacun des cotés, et en muliipliant
entre eux les quatre restes.

Prolongeons les cotés BG, AD jusqu’a ce qu’ils se rencon-

contrent en 0. Nommons T I'aire du triangle CDO, sembla-
ble 4 ABO ; nous aurons (278),

A4+T @
T &
ou
A ar—c&
TS
done
A=T.(l/2——62'
c‘.’.

Par le théoréme précédent,

T={1ety+dety—al+az—yC+y—a
Il reste & déterminer chacun des facteurs de la quantité
placée sous le radical.
La comparaison des cotés homologues, dans les deux tri-
angles, donne

btz _d+ty,
y oz

@ala

De ces proportions, nous déduisons les suivantes :

¢ btaztd+y a diy—b—az
c ¢ z—y

Tty ’
e—c b4d  adc_d—b.
c 2ty ¢ x—y’
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puis, de ces deux derniéres ,

a—__a—c+b+d a—c¢ b4d—a+tc

¢ crzfy c zt+y—c ’

a+-c at+c+d—b adc atc—d+0

¢ c+ax—y ¢ . c—z+y
Donc

4

a4~

a—-

TAy+c=
4 Loy

, — o — . t—-—-v,

T+y—c a__c(b—}-c—,—-( «)

c+x—y=d&ja+a+d—w,

Yy —x= @t b—+c¢c—ad.

¢
a-+c
En substituant, nous aurons

2

T= Zaz_c_cz'i/(a-}-b—kd-@(b Fetd-aatotd-batbte-d).

Si I'on pose
Wp=0a-+bh+4c¢-+d,
cette formule devient

= —=H G — O —d);

T=

done, A étant 'aire du quadrilatére,

A=y (p—a)p—Db)p—c)p—ad.



APPENDICE AU LIVRE TROISIEME .

CENTRE DES MOYENNES DISTANCES.
Taionime .

291. Une droite AB (fig. 187) étant partagée en deux seg-
ments AG, BG, proportionnels aux nombres b,a; si, des points
A,B,C on abaisse, sur une droite quelconque XY, des perpen-
diculaires AA', BB', CC/, on a

(a-+b) GC'=a AA'4 b. BB
Menons la diagonale A'B, qui rencontre GC' en un pointD.
Les triangles semblables BCD, BAA’ donnent
€ _BC_ o .
AN T BA  atb
d’olt
(@+b) CD==qa. AA'.
De méme, & cause des triangles semblables A'C’'D, A'B'B:
CD_AD_AC_ b
BB AB AB ™ atb’
d’olt
(a4-b) C'D= b. BB'.

(1) Cet Appendice contient les premiéres notions de diverses théories créées
par Desargues, Pascal, Carnot, Brianchon, le générul Poncelel et M. Chasles,
et constilvanl la Géométrie moderne. Le lecteur qui voudra se meltre en ctat
d'entendre les ceuvres des Géometres que nous venons de citer pourra consul-
ler, préalablement, les Théorémes et Problémes de Géométrie élémentaire , Ou
la remarquable Introduction @ la Géométrie supérieure, par M. Housel.
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Ajoutant les deux égalités, on troave

(@+b) CC' = a. AA'+b. BB'.

292. Remarques. — 1. Lorsque la droite XY ne-laisse pas,
d’'un méme coté, les trois points A, B, G, on doit affecter du
signe--les perpendiculaires situées d’un coté de cette ligne,
et du signe — celles qui sont situées de I'autre coté.

Considérons, par exemple, la figure 188. Nous aurons,
comme ci-dessus,

(a+-b) CD = a. AA/,
(a+bCD=10. BB
Mais la perpendiculaire CC’ est égale & GD—CD; donc
(¢4-0) GC' = b. BB' — a. AA".

IL. Si les segments AC, BG, au lieu d’étre additifs, sont
soustractifs, c'est-a-dire si le point G est situé sur le pro-
longement de AB (fig. 159), on aura

(@— b)GC' = a. AA’'—b. BB
En effet, de
AC «a

AB™ 0
on conclut
AG_ b .
BCG al-b’
d’oli, par le théoréme ci-dessus,
a.AA' =b.BB' + (a —b) CC.

Tecornkne XE.

293. Il existe toujours un poinl tel, que sa distance & unc
droite quelconque XY (fig. 160) soit égale ila moyenne arith-
métique entre les distances de la méme droite & des points don-
neés A,B,C,...
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Daprés le Théoréme I, la proposition est vraie dans le
cas ou le nombre des points A,B, C,... se réduit & deux.
Admettons donc qu'elle ait été démontrée pour le cas de n
point A,B,C,D,E, et vérifions qu'elle subsiste si l'on fait
intervenir un nouveau point F.

Soit I le centre des moyennes distances des points A,B,G,
D, E; nous avons, par hypothése,

n.II'=AA'+ BB + CC + DD' + EE.

Tirons IF, et divisons celte droite en deux segments 10 ,
OF, proportionnels aux nombres 1, n. Par le Théoréme I,

m+1) GG =nlIl' +FF.
done
AA'4+ BB 4+ CC + DD’ + EE' 4 FF'.

n 1.

294. Remarques.—1. Pour trouver le centre des moyenues
distances d’'un systéme de points A,B,C,... il suffit, évidem-
ment, d’appliquer la régle suivante :

Tracez la droite AB, et prenez-en la moitié AM; (racez la
droite MC , et prenez-en le tiers MN; tracez la droite ND , et
prenez-en le quart NP etc : le dernier point de division O est
le centre des moyennes distances cherché.

II. Tout systéme de points a« un centre de moyennes dis-
tances. .

II1. Ce centre est unique. )

En effet, si unméme systémede points avait deux centres,
chacun de ces deux points serait également distant d’une
droite quelconque ; ce qui est absurde.

IV. Si la somme algébrique des distances d'une droite XY &
des points A, B, G, .. est nulle, cette droite contient le centre des
moyennes distances du systeme.

De cette proposition résultent les propriétés suivantes :

V. Le centre des moyennes distances d’'un triangle est lepoint
d’intersection des trois médianes. De plus, ce centre est situé
aux deux tiers de chaque médiane, & partir du sommet corres-
pondant.

00" =
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VI. Le centre des moyennes distances d’un quadrilatére est
le point de rencontre des droites qui joignent les milieux des
cOtés opposes. )

VIL. Le centre des moyennes distances d'un polygone régulier
est le centre de figure du polygone (').

TRANSVERSALES.
Tatonkus IIE.

295. Toute transversale A'B'C’ (fig.164) détermine, sur les
cotés d'un triangle ABC, siz segments tels, que le produit de trois
segments non consécutifs est égal au produit des trois autres (2).

Soit CD la parallele & la transversale, menée par le som-
met C ; il en résulte

DC' AC' CA'_ BA

CB'~ AB’ DG BC

On tire, de ces deux proportions,
' CA" AC" BA',
CB'~ AB" BC”
puis, en supposant les droites remplacées par leurs me-
sures,
AB'.BC'.CA'.=BA.'CB'. AC'.

296. Remarques. — 1. Pour caractériser la relation précé-
dente, on (i que les segments sont en involution.

II. Laréciproque du théoréme est vraie ; c’est-a-dire que
si trois points, pris sur les cOtés d’un triangle, déterminent
six segments en involution, ces trois points sont en ligne

(') Voir le Livre IV.

(2) Cette proposition, connue sous le nom de Théoréme de Ptolémée, lui est
antérieure d'au moins un siécle (CHASLES ; Géométrie supérieure). L'énoncé
suppose, comme tous ceux qui se rapportent a la théorie des transversales, que
les dvoites considérées sont indéfiniment prolongées.
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droite, On démontre aisément celte réciproque, au moyen
de la réduction & I'absurde.

III. La réciproque prouve que, dans tout triangle : 1° les
bissectrices intérieures rencontrent les cités opposés en irois
poinis situés en ligne droite; 2° deux bissectrices intérieures el
une Dbissectrice extérieure rencontrent les cités opposés en trois
points situés en ligne droite ; etc.

Tatoreur V.

2917. Trois droites AA', BB', CC' (fig. 162), issues des trois som-
mets d’un triangle, et concourant en un méme point O, détermi-
nent, sur les cotés du triangle, siz segments en involution ().

Le triangle AGC’ et 1a transversale BOB' donnent, par le
théoréme précédent,

AB'. CO. BC' = AB. 0C'. CB..
Le (riangle BGC' et 1a transversale AOA’donnent, envertu
dn méme théoréme, _
AB. OC'. CA' = BA'. CO. AC.
Multipliant membre & membre ces deux‘égalités, on trouve
AB. BC. CA' = BA'. CB". AC.

298. Remarques.— 1. La réciproque du théoréme est vraic.

I1. De cetie réciproque, on conclut que, dans tout triangle,
les trois médianes se coupent en un méme point, et qu'il en est
de méme pour les trois bissectrices, pour les trois hauteurs,
pour les droites qui joignent les sommets aux points de contact
des cotés opposés avec le cercle inscrit; ete.

(1) Ge théoreme , qui avait été attribué a Jean Bernoulli, est peul-étre da
i Jean de Ceva, géometre ilalien (CHASLES, Géométrie supérieure).
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Tatonkme V.

299. Si les droites qui joignent les sommets correspondants
de deuz triangles se coupent en un méme point, les points de
concours des cotés opposés sont en ligne droite ().

Soient (fig. 170) ABG, A'B'C’ les deux’ triangles, et soit
0 le point de concours des droites quijoignent les sommets
correspondants. Il faut démontrer que les points M, N, P,
ol se coupent les cOtés respectivement opposés 4 ces som-
mets, sont en ligne droite.

Le triangle OAB et la transversale A'BP donnent, par le
Théoréme de Ptolémée,

OA'. AP. BB'= OB'. BP. AA".

Le triangle OBC et la transversale B'C'M donnent, sem-
blablement,

OB'. BM. CC' = OC’' CM. BB
Enfin, le triangle ABC et la transversale A'C'N' :
0C'. CN. AA’ = OA'. AN. CC"..

Multipliant ces égalités membre & membre, et supprimant
les facteurs communs, on trouve

AP. BM. CN = BP. CM. AN.
Donc (298, 1I.) les points M, N, P sont en ligne droite.

300. Remarques. 1.La réciproque du théoréme est vraie.

II. Les triangles ABC, A'B'C’' sont dits homologiques ; O
est un centre d’homologie; PMN est un axe d’homologie.

(1) Ge théoreme est allribué i Desargues.
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TaEtoREME VI,

301. Si lon considére, sur les cotés du triangle ayant pour
sommets les centres C, C', C" de trois circonférences, (fig. 189)
les trois centres de similitude internes 1, ', 1" et les trois centres
de similitude externes E, E', E" : 1° les trois centres internes
sont en involution; 2° deux centres internes et un centre ex-
terne sont en involution.

Le centre 1" de similitude interne de deux circonférences
divise laligne des centres GG’ en deux segments additifs C1",
C'T", proportionnels aux rayons R, R'.

Semblablement, le centre de similitude externe E” partage
la droite GC' en deux segments soustractifs CE", C'E", pro-
portionnels 4 R, R'.

" Cela posé, il faut démontrer que :

1e CI".C1.G'T'=dCI'.C"1.CT";

2 CE".CL.C'T=(I.C'L.CE". ,

Or, ces deux relations deviennent évidentes si 'on multi-
plie terme & terme les proportions

' R G1 R ¢T _ R",

CI' R’ CI R” CI R’
ou si I'on multiplie celles-ci :

GEH R CII Rl CHII Rll

CEE R CTI_ ®R” T R’
Onvoit donc que : 1° les droites CI, CG'T', G'T" concourent en
un méme point P; 2°les points 1, I, E" sont en ligne droite.
On démontrerait, de la méme maniére , que les points I,
1", E' sont en ligne droite, ainsi que les points I, I', E".

FAISCEAUX HARMONIQUES.

302. Nous avons déjadit(234) qu’une droite AB est partagée
harmoniquement aux points G, D, lorsque les deux segments
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additifs AC ,' BC sont proportionnels aux deux segments
soustractifs AD, BD ; ¢’est-d-dire si I'on a

AG _ AD
BC  BD
303. Les points G, Dsont dits conjugués harmoniques. 11 en
est de méme des points A, B, parce que la droite CD est

divisée harmoniquement en ces deux points. En effet, la
proportion précédente équivaut & celle-ci :

AG  BG
AD=BD’

304. Enadoptant ces définitions, on conclut que les bissec-
trices de Tangle d'un triangle divisent harmoniquement le
coté opposé ; et que les centres de similitude de deux circonfé-
rences divisent harmoniquement la distance des centres.

308. Plus généralement, d’aprés les Théorémes III et IV,
si Uon joint les sommets d’untriangle aun point O, par lestrans-
versales AA', BB', CC' (fig. 162 bis), et que I'on méne ensuite
la transversale B'A'C", les points C',C" divisent harmonique-
ment la base AB.

306. Cette remarque donne le moyen de construire, avec la
régle seulement, le conjugué harmonique C* d’'un point C'.

307. Lorsque, aprés avoir divisé harmoniquement une
droite AB (fig. 248) aux points G, D, on joint les points
A, B, G, D avec un point quelconque O, les quatre droites
0A, 0B, 0C, OD forment ce qu’on appelle un faisceau har-
monique.

Tntonkmr VII.

308. Toute paralléle & l'un des rayons d'un faisceau harmo-
nique est partagée en deux parties égales par les trois autres
rayons.

Menons, par le point B, MN paralléle & OA ; nous aurons

BD BG

BM = AO. =, BN = A0. 7%
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Mais
BD _ BG,
AD T AC
done
BM = BN.

309. ReciproQuE. Si, par le sommet d’un triangle, on méne
la médiane et la paralléle & la base correspondante, ces deux
droiles sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux
autres cotés du triangle.

Testonise VWILI.

310. Silonmene, dans un faisceau harmontique, une trans-
versale quelcongue , elle est coupée harmoniquement par les
quatre rayons.

Ce théoréme est évident par celui qui précéde.

POINTS RECIPROQUES. — CERCLES ORTHOGONAUX.

311. Deux points G, D (fig. 249), situés sur un diamétre
AB, et d’'un méme ¢6té par rapport au centre O, sont dits
réciproques, lorsque le rectangle de leurs distances au centre
est équivalent av carré du rayon; c’est-A-dire lorsque I'on a

-—2
0C. OD = 0B.
I est évident, d’aprés cette définition, que si le point C est
intérieur au cercle, son conjugué D sera extérieur.

Tokonkxzs IX.

312. Deux points réciproques quelconques C,D divisent har-
moniquement le diamétre AB qui les contient.
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Légalité

0C. OD = OB
équivaut A la proportion
0B__ 0D
0C~ OB’

d’oui I'on tire .
OB+ 0C__ 0D+ 0B
0B—0C 0D— OB’

ou

AC__AD

BC BD
313. Remarque. Le théoréme peut étre énoncé ainsi :
Lorsqu'une droite AB est divisée harmoniquement en G,D ,

la moitié de cette droite est moyenne proportionnelle entre les
distances de son milieu aux points C,D.

- TeiorEmE X.

314. Lorsqu’une droite AB est divisée harmoniquement en
G, D, la circonférence décrite sur AB comme diamétre coupe
orthogonalement toutes les circonférences passant par les points
G, D.

Soit (fig.250) M 'un des points d'intersection des deux cir-
conférences. D’aprés le Théoréme IX, le rayon OM est moyen
proportionnel entre OC et OD ; ce rayon est donc tangent,
en M, & la circonférence CD. En d’autres termes : les tan-
gentes MO, MO', aux circonférences CD, AB, sont perpendi-
culaires entre elles. C’est ce qu'on exprime en disant que les
circonférences sont orthogonales.

318. Remarques. — 1. Si, laissant les points C, D fixes, on
fait varier les points A, B, les circonférences décrites sur les
droites AB, A'B, A”B",. . prises comme diamétres, coupent
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orthogonalemeént toutes les circonférences passant par les
points G,D (').

I1. Cette considération des systémes de cercles ortho-
gonaux sert de base & la projection stéréographique.

A}

Thneiorkme XI.

316. Les distances d'un point quelconque M d’une circonfé-
rence, & deux points réciproques G, D, sont dans un rapport
constant.

Les droites MA, MG, MB, MD (fig. 251) forment un faisceau
harmonique dans lequel les deux rayons conjugués MA, MB
sont perpendiculaires entre eux. Donc (304) ces droites sont
les hissectrices des angles déterminés par MC, MD. Consé-
quemment,

MC_ BC
MD  BD
317. Ric1prouE. Le liew géométrique des points tels que les
distances de chacun d'eux & deux points donnés, G,D sont dans

un rapport constant, est une circonférence ayant son centre sur
la droite GD

POLES ET POLAIRES

318. On appelle polaire d’un point D, par rapport & un
cercle O, la perpendiculaire au diametre 0D, menée par le
point C, réciproque ou conjugué du point D. Remproque-
ment, D est le pile de la perpendiculaire.

(1) On peut démontver qu'il n'existe pas, dans un plan, de systémes ortho-
gonaux autres que ceunx qui résultent de cetie construction (Journal de Liou-
ville, tome XIX).
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Taronkme XII.

319. Le sommet D d’un angle circonscrit EDF (fig. 251 bis) a
pour polaire la corde de contact EF.

Le rayon OE est moyen proportionnel entre I'hypoténuse
OD et le segment OG ; donc

0C. OD = OB .

Ainsi, la perpendiculaire EF au diameétre passant par le
sommet D rencontre ce diametre au point conjugué de D :
EF est donc la polaire du point D.

Teitoneme XIIK,

320. Le pole N (fig. 232) de toute droite GH passant par
un point G est sur la polaire EF de ce point.

Le pole de GH est situé sur OM, perpendiculaire & GH. Il
faut donc, pour démontrer le théoreme, faire voir que le
point N, ol les droites OM, EF se coupent, est conjugué de
M. Or, les triangles rectangles OMG, ODN sont semblables;
donc

OM. ON = 0C. 0OD.
Mais, les points G, D étant réciproques, on a

0C. 0D — 0B :
done aussi
OM. ON = 0B .
TotorEnme XIV,

321. La polaire de.tout point pris sur une droite passe par le
pole de cette droite.
Cette proposition est la réciproque évidente du Théoréme
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XIII. Dans le cas ou la droite A est extérieure a la circon-
férence, on peut remplacer I'’énoncé par celui-ci :

Si, par différents points G, C', C",... (fig. 252 bis) pris sur
une droite AB, on meéne des tangentes & une circonférence O,
les cordes de contact DE, D'E,... passent toutes par un méme
point P.

Tuionime XV,

322. Etant donné un polygone P, on peut toujours construire
un polygone P’ tel, que les sommets de Uun des polygones soient
les poles des cotés de Uautre, relativement & un cercle donné O.

Supposons, pour fixer les idées, que ce polygone P soit
un quadrilatére ABCD (fig. 253). Soient A', B', ¢/, D' les poles
des coOtés de cette figure. La droite A'B’, qui joint le pole de
AB au pole de BC, est la polaire de B ; etc. Donc les deux
quadrilatéres ABCD, A'B'C'D’ jouissent des propriétés énon-
cées (1).

THEOREMES DE PASCAL ET DE BRIANGHON.
TeEomiug XVI.

323. Dans tout hexagone ABCDEF (fig.284) inscrit au cercle,
les points de concours des cotés opposés sont en ligne droite.

Ce théoréme, I'un des plus féconds de la Géométrie, est
dd & Pascal (*). On le démontre facilement comme il suit :

Prolongeons les cotés, de deux en deux, jusqu'a ce qu’ils
se rencontrent aux points I, M, N.

Nous aurons (238, 29)

LA. LF = LB. LG,

MC. MB = MD. ME,
FN. ND = NF. NA.

(1) Voir, pour la théorie des polaires réciproques , les Théorémes et pro-
blémes de Géométrie élémentaire.

(2) On peut voir, dans les Nouvelles 4nnales de Mathématiques (tome XI
une analyse des travaux auxquels a donné lieu I'Hexagramme mystique- d
Pascal. Quand il fit connaitre son Théoréme, cet homme extraordinaire avait &
peine dix-sept ans !



LIVRE TROISIEME. 119

D’un autre coté, le triangle LMN, coupé par les transver-
sales AG, DI,FH donne, & cause du Théoréme de Ptolémée:

LB. MG. NA = MB. NG. LA,
MD. NI. LG = ND. LI. MG,
ME. NF.LH = NE. LF. MH.

Multipliant ces six égalités membre & membre, et suppri-
mant les facteurs communs, nous trouvons

MG. NI. LH = NG. LI. MH.
Donc (296, II) les points G, H,I sont sur une méme droite.

Teiorimr X VIN,

324. Dans tout hexagone abedef (fig. 255) circonscrit au
cercle, les diagonales menées par les sommets opposés se cou-
pent en un méme point ().

SiTon trace les cordes de contact AB,BC,...,elles forment
uit hexagone inscrit ABCDEF. Les cotés de cet hexagone
ont pour poles les sommets correspondants de I'hexagone
circonscrit. Si 'on méne be, le pole de cette droite ap-
partient & la polaire de b et 4 la polaire de e (320); donc G
est ce pole. De méme, les poles des diagonales ad, ¢ fsont
les points I, H. Et, puisque les points G, I, H sont en ligne
droite (323), leurs polaires concourent en un méme point.

325. Les Théorémes de Pascal et de Brianchon donnent lieu
4 un grand nombre de corollaires, que nous ne pouvons in-
diquer ici.

AXES ET CENTRES RADICAUX.
Taftonimxs XVIEN.

326 Le lieu géométrique des points M d’égale puissance par

1) Théoréme de M. Brianchon.
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rapport & deux circonférences 0, O', est une perpendiculaire
MN a la ligne des centres.

On appelle puissance d’un point, par rapport & une circon-
férence, le rectangle constant des segments additifs ou sous-
tractifs que forme ce point sur toute corde qui le contient.

Draprés cette définition, il est évident : 1° que la ligne
cherchée se confond avec le lieu des points d’ou 'on peut
mener aux deux circonférences des tangentes MT, MT'
(fig. 256), égales entre elles; 2° que, si les circonférences sont
tangentes ou sécantes, le lieu géométrique dont il s'agit
est la tangente commune ou la corde commune. Gonsidé-
rons donc le cas ol les circonférences seraient extérieures
ouintérieures. :

Abaissons MP perpendiculaire 4 00', et menons MO, MO'.
Nous aurons

MT =0M — 0T, MT —O0M— 0T
d’oll, & cause de MT —=MT’, et en appelant R, R’ les deux
rayons :
OM—R* = O'M — R™.
or, OM= 0P MP, OM — OB 4 MNP
onc OP —R*=0P—R™.
Cette dgalité donne

0P — 0P = R’ —R”,
ou
(OP+ OP) (OP—OP)==(R +R') (R—R');
ou encore, & cause de OP 4 O'P = 00/,

{(R+R)(R—R')
OP— 0P =- .
00’
Ainsi, la position du point P est indépendante de celle du
point M : tous les points du lieu cherché ayant méme projec-
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tion sur 00', ce lieu est précisément la perpendiculaire
MP.

327. Remarques.—1.La droite MN est appelée axe radical
des circonférences 0,0'. (*).

II. D’aprés la valeur {rouvée pour OP—OP’, on voit que
si R surpasse R', OP doit surpasser O'P. Ainsi, 'aze radi-
cal est plus prés du centre de la petite circonférence que du
centre de la grande.

III. De
0P —R*= 0P —R",
on déduit
(OP + R) (OP — R) = (O'P + R') (0P —R)),
ou
(OP 4 R) AP = (0P + R') A'P.

Nous avens supposé R > R’, d'ol nous avons conclu
OP > O'P. Done, par compensation, AP < A'P. C'est-i-dire
que Vaxe radical est plus pres de la grande circonférence que de
la petite.

Takorkme XIX.

328. Les axes radicoux de trois circonférences, considérées
deux & deux, se coupent en un méme point.

Les axes radicaux MN, M'N’' (fig. 287) se coupent en un
point tel, que si 'on méne, de ce point, les tangentes GT ,
CT', GT", on aura, en méme temps, CT' = CT", CT" = CT.
Donc CT' = CT ; done le point G est sur I'axe radical M"N".

329. Remarques. — 1. Le point C est le centre radical des
trois circonférences.

II. Pour trouver I'axe radical de deux circonférences G, ¢/

(") La théorie des axes radicaux est due & Gaultier (de Tours) (Journal de
VEcole Polytechnique, 16¢ cahier). ’
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qui n'ont aucun point commun, il suffit de les couper par
une circonférence auxiliaire C”, puis d’abaisser, du point de
rencontre des deux cordes communes, une perpendiculaire
sur la droite qui joint les centres des circonférences G, C'.

330. Corollaire. 1° Si trois circonférences se coupent deuz d
deux, les trois cordes communes se coupent en un méme point ;
90 Si trois circonférences se touchent deux & deux, les trois
tangentes se coupent en un méme point ; ete.

PROBLEMES RELATIFS AU LIVRE TROISIEME,
ProBLus H.

Diviser en parties égales une droite donnée.

Supposons qu’il s'agisse de diviser en B parties égales
la droite AB (fig. 143 et 144).

1r¢ Construction. — Par P'une des extrémités de AB
(fig. 143), menons une droite indéfinie Az. A partir du
point A, prenons une longueur AC, & peu prés égale au
cinquiéme de AB, et portons-la cing fois sur Ax. Joignons
le dernier point de division G, avec le point B, par la
droite GB ; puis, par les autres points F, E, D, G, me-
nons 4 cette derniére ligne les paralléles FL, EK, DI, CH :
elles divisent AB en cing parties égales (199, 2°).

2¢ Construction. — Menons, comme ci-dessus; la droite
indéfinie Az (fig. 144). Prenons la division arbitraire AC un
peu plus grande que le cinquiéme de AB ; puis, du point A
comme centre, décrivons, avec AG pour rayon, un arc qui
rencontre en G' la droite GB prolongée. Menons AG' et
portons, sur cette droite, AC'= AC, AD' == AD,... Si nous
tirons GG/, DD',..., ces droites, évidemment paralleles &
GG, déterminent les points de division H, I, K,...

ProprLtnwe IN.

Diviser une droite donnée AB, en parties proportionnelles &
des droites données m,n, p (fig. 145).
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Par I'extrémité A de AB, menons une droite indéfinie Az.
Prenons, sur Az, des longueursAC, CD,DE, respectivement
égales & m, n, p. Tirons BE, et, par les points D, C, menons
a cette droite les paralléles DF, GG : elles divisent AB
en trois parties AG, GF, FB, qui satisfont & la question
(202). :

Remargque.—Si 'on demandait de partager AB en parties
proportionnelles & des nombres donnés, la question se ra-
ménerait au Probléme 1.

ProprLeus EIN.

Trouver une quatrieme proportionnelle & trois droites don-
nées m, n, p (fig. 146).

Sur lescotés;d’un angle quelconque xz Ay, prenonsAB=m,
AB=mn,AD = p; tirons BC, puis menons, par le point D, la
paralléle DE & BC.La droite AE est évidemment la quatriéme
proportionnelle demandée.

PropLime AV,

Trouver une troisieme proportionnelle & deux droites données
m, n.
Soit z 1a droite cherchée. On doit avoir
m n

n X
Ce probléme rentre donc dans le précédent.

PresLime V.,

Trowver une moyenne proportionnelle entre deux droites
données m, n.

1re Construction. — Prenons, sur une droite indéfinie zy
(fig. 147), AB=m, BG =n.

Sur AC =m + n comme diamétre, décrivons la demi-
circonférence ADC. Elevons, au point, B la demi-corde BD
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perpendiculaire & zy ; cette droite est la moyenne propor-
tionnelle demandée (237, 29).

2¢ Construction. — Sur une droite AB (fig. 148), égale & la
plus grande m des deux droites données, décrivons la demi-
circonférence ACB. Prenons AD = n ; élevons DC perpen-
diculaire 4 AB, et menons AG : cette droite est moyenne
proportionnelle entre m et n (237, 19).

Le Théoréme XIV, qui vient de nous servir & trouver une
moyenne proportionnelle entre deux droites données, per-
met aussi de résoudre le Probléme 1V.

3¢ Construction. — Sur une droite indéfinie, prenez la
distance AB égale 4 la plus petite n des droites données, et
les distances ABG, BAD égales & m. Des points C,D comme
centres, avec m pour rayon, décrivez des arcs qui se coupent
en un point 0. Enfin, tirez AO ou BO : chacune de ces droites
est la moyenne proportionnelle demandée (!).

ProBLEmE VI.

Partager, en moyenne et extréme raison , une droite donnée
AB.

Au point A (fig. 149), élevons la perpendiculaire AC égale
4 la moitié de AB.Menons BC. Prenons GCD= CA, BE =BD:
le segment BE est moyen proportionnel entre la droite en-
tiere AB et I'autre segment AE (239).

Remarque. — En représentant par « la longueur de AB,
nous aurons

AC=1a, BC=} a®Fla*=1a}’5,
et
BE=BD=1la}) B—la=1la (/5 1)

Ainsi, quand une droite est partagée en moyenne et ex-

(1) Cette construction, qu'il est trés-facile de justifier, a été indiquée par
M. Gouzy (de Lausanne). -
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tréme raison, le plus grand segment est égal au produit de
cette droite par la quantité incommensurable § (/5 —1).

ProeLkme VII.

Construire un carré équivalent & un parallélogramme ou &
un triangle donné.

Soit C le coté du carré inconnu équivalent & un parallélo-
gramme dont la base et la hauteur sont des droites données
B et H. Nous devons avoir (248)

.E X _}_{ = 1:

G G ’
d’out

B_C

¢ H

Ainsi, le coté du carré est moyen proportionnel entre la
base et 1a hauteur du parallélogramme.

On verrait, de méme, que le coté du carré équivalent & un
triangle donné est moyen proportionnel entre la base et la
moitié de la hauteur du triangle. )

Dans les deux cas, on construira le coté du carré par le
Probléme V.

PromrLiwe YEIE.

Construire, sur une droite donnée, un rectangle équivalent
& un rectangle donné.

Soit ABCD (fig. 180) le rectangle donné, et soit AB'C'D’ le
rectangle inconnu, dont la hase AB' est donnée. Le Théo-
réme XIX donne

AB AD'
AB AD
ou
AB'  AD
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Ainsi, la hauteur inconnue est une quatriéme propor-
tionnelle & 1a base du rectangle cherché, 4 la base du rec-
tangle donné, et 4 la hauteur de celui-ci. On trouvera donc
le point D' en menant, par le point B, la paralléle BD' &
BD.

ProepLEwE I1X.

Trouver deux droites dont le rapport soit égal & celui de
deux rectangles donnés.

Soient B,B’ les bases des rectangles; H,H' leurs hauteurs;
X,Y les droites cherchées. Nous devons avoir (248)

X_B H.
Y B H’
d’olr
B H
X =Y. _E" ﬁ"

. — B
Si nous prenons arbitrairement Y, nous trouverons Y B

en construisant une quatriéme proportionnelle aux droites
B'.B et Y : soit Z cette quatriéme proportionnelle. Nous
aurons ensuite X =17 T Ainsi, X est une quatrieme pro-
portionnelle aux droites H', H et Z.

Pour simplifier la construction, on peut prendre Y = B’;
alors Z = B, puis X =B g—,

Remarques. — 1. Si les rectangles sont des carrés ayant
pour cotés G et G, la solution se simplifie ; car si 'on con-
struit un triangle rectangle dont les cotés de I'angle droit
soient G, G, le rapport demandé est celui des projections
de ces cOtés sur I'hypoténuse (267).

II. Gette construction peut servir & trouver le rapport de
deux polygones semblables quelconques ; car ces figures sont
proportionnelles aux carrés des cotés homologues (279).
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PaooLEuE X.

Trouver un carré équivalent a la somme ou a la différence de
deux carrés donnés.

1°. Soient A, B les cOtés des carrés donnés, et soit X le
coté du carré cherché. Si I'on construit, qvec A et B pour
cdtés de T'angle droit, un triangle rectangle, I'hypoténuse
sera X (266). )

2°. A étant le coté plus grand des cotés donnés, décrivons
sur cette droite, prise comme diameétre, une demi-circon-
iérence. De l'une des extrémités de ce diamétre, comme
centre, avec une ouverture de compas égale i B, tracons un
arc qui coupe la circonférence. Enfin, joignons le point d’in-
tersection, avecl'autre extrémité du diamétre, parune corde.
Cette derniére droite est le co6té du carré cherché (266).

Remarque. — En appliquant plusieurs fois ce probléme,
on peut faire 'addition et la soustraction d'un nombre quel-
conque de carrés.

ProprLEmwe XI.

Construire un carré qui soit & un carré donné, dans le rap-
port de deux droites données.

Soit A (fig. 181) le cdté du carré donné, et soient n, m les
deux droites.

Prenons, sur une droite indéfinie, AB= m, BC=n ;
sur AC, comme diameétre , décrivons une demi-circonfé-
rence ; élevons en B la perpendiculaire BD au diamétre, et
menons les droites indéfinies DA, DC.

Prenons ensuite, sur la premiére de ces deux droites,
DE = A ; et, par le point E, menons EF paralléle & AC. Je
dis que DF est le c6té du carré cherché.

En effet, en désignant par AD et CD les carrés construits
sur AD et CD, nous avons d’abord (267)

n

AD AB m



128 GEOMETRIE.

De plus, les paralléles EF, AC donnent

AD_DE_ A

CD~ DF DF’
ou

AD _ a

¢’ DR
done

A _m

DF* n

Remarque. — Dans le cas particulier ou AD se trouverait
égal & A, CD serait le coté du carré demandé.

ProsrLime XII.

Construire un triangle équivalent & un polygone donné.

Soit, pour fixer les idées, le pentagone ABCDE (fig. 153),
qu’il s’agit de transformer en un triangle équivalent.

Par le sommet G, menons GC' paralléle 4 la diagonale
DB, et soit C' le point de rencontre de cette paralléle avec
le prolongement de AB. Menons C'D.

Au moyen de cette construction, nous avons remplacé le
triangle BCD par le triangle AG'D équivalent au premier,
comme ayant méme base et méme hauteur. Done, 4 cause
de la partie commune ABDE, le quadrilatére AC'DE est
équivalent au pentagone proposé.

De méme, si nous menons EE' paralléle & DA, nous rem-
placerons le triangle DEA par le triangle équivalent DE'A.
Le pentagone proposé sera donc transformé dans le triangle
CDE'". '

La construction est évidemment indépendante du nombre
de coté du polygone proposé,

Remarque. — Par le Probléme VII, on sait construire un
carré équivalent A un triangle donné ; done, & l'aide des
Probléemes VII et XII, on pourra toujours construire un
carré équivalent & un polygone donné.



IIVRE TROISIEMI. 129
raonLime XIEI.

Construire un polygone semblable & un polygone donné,
connaissant le rapport de similitude de ces figures.

1re Construction. — Elle se réduit & décomposer en trian-
gles le polygone donné, et A construire une série de trian-
gles semblables aux premiers ; ce qui est conforme & la
définition des polygones semblables (204 La méthode
suivante est préférable.

2¢ Construction. — Soit h construire un pentagone sem-
blable & ABCDE (fig.184), et dont les cotés soient, & ceux de
cette derniere figure, dans le rapport de n & m.

Menons, dans le plan du pentagone donné, une droite
indéfinie xy.

Par les différemts sommets, menons des droites Aa, BD,
Cc,..., toutes paralleles entre elles.

Prenons, sur les cotés d’un angle 20z, OM = m, ON=mn ;
portons, & partir du sommet, sur le coté 0z, des distances
égales i aA, DB,..., ae, ad, ab,...; puis, par les poinls ainsi
trouvés , menons des paralleles & MN : elles coupent Oz
en des points dont les distances au point O sont, avec
les premiéres, dans le rapport de n & m.

Si donc nous portons, sur une droite indéfinie a'y’, des
longueurs a'e', a'd', a'll,..., égales A celles que nous venons
d’obtenir; si nous faisons T'angle y'a’A’ égal i yad ; sinous
menons des paralleles & ¢'A’, ete. ; le pentagone A'B'CD'E’
sera, comme il est aisé de le démontrer, semblable au pen-
tagone proposé.

Remarque. — La construction que nous venons d’'indiquer
est,"h quelques modifications prés, celle que I'on emploie
dans I'Arehitecture, U Arpentage, cte. Elle est susceptible de
plusieurs simplifications dont nous ne pouvons parler ici.
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Prosrimr XIV.

Construire un polygone semblable & un polygone donné, et
qui soit & celui-ci dans le rapport de deux droites donnéesn, m.

Nommons a,z deux cotés homologues du polygone donné
et du polygone cherché; nous devrons avoir (279)

at __m,
T 0

done la question est ramenée aux Problémes XI et XIII.
ProBLEME XV,

Construire un polygone X semblable & un polygone P et
équivalent & un polygone ().

Soient x et @ deux cotés homologues des polygones X et
P ; nous aurons :

X z?
P &

Afin de ramener cette proportion & une autre qui ait lieu
entre des lignes, cherchons, par le Probléme XII, les cotés
B, A des carrés équivalents 4 Q, P : I'dquation précédente
deviendra

A2 @

B: x_“
d’'olt

A o

B™ z

Ainsi, le cOté x est une quatriéme proportionnelle aux
droites A, B et a.

ProLEME XVI.

Construire un rectangle équivalent & un carré donné, con-
naissant la somme ou la différence des cotés adjacents.
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1° Soit AB (fig. 155) 1a somme de la base et de la hauteur
du rectangle. Sur cette droite, comme diamétre, décrivons
une demi-circonférence ; menons parallélement au diamétre,
4 une distance égale au coté du carré, la droite CD. Elle
rencontre généralement la demi-circonférence en deux
points G, D. Si,par 'un d’eux, nous menons CE perpendicu-
laire A AB, les cotés adjacents du rectangle demandé seront
égaux 4 AE et BE. . ‘

En effet, la perpendiculaire CE est moyenne proportion-
nelle entre les segments AE, BE (237, 2°) ; donc, etc.

2°. Soit AB (fig. 156) 1a différence donnée. Sur cette droite,
comme diameétre, décrivons la circonférence AFBE. Aupoint
A, menons la tangente AD, égale au cdté du carré donné.
Enfin, joignons le point D avec le centre C, par la sécante
DFE. Les dimensions du rectangle cherché sont DE et DF.

Effectivement, la tangente AD est moyenne proportion-
nelle entre ces deux droites (238, 3°), dont la différence est
AB.

Remarques. — 1. Nommons s la somine de la base et de
la hauteur du rectangle, et ¢ le coté du carré donné. La
droite CD (fig. 188) rencontre la demi-circonférence en
deux points, si I'on a ¢ < 3s; elle touche la demi-circon-
férence sic = 4s, et alors le rectangle cherché est préci-
sément le carré donné ¢*. Enfin, si I'on a ¢ > {s, la droite
CD est extérieure 4 la circonférence, et le probléme est
impossible (158).

20 On conclut, de cette discussion, ce théoréme d’arith-
métique : '

Le produit de deux facteurs dont la somme est constante, est
le plus grand possible lorsque ces facteurs sont égauz.

3° L’équation générale du second degré
@'+ pz + ¢ =o,

prend, si I'on met en évidence les signes de p et de ¢, les
quatre formes suivantes :

1) 22 4+pr4g=0 (@ 2—pr+q=o,
B &4 pr—q=o0, (4 2*—pr—qg=o.
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Si Yon change z en — «, les équations (1), (3) se chan-
gent dans les équations (2), (4).

Donc I'équation générale du second degré peut toujours
étre ramenée A 'unée ou A l'autre des équations (2) et (4),
lesquelles peuvent étre écrites ainsi :

B z(p— a2 =q, 6 z@—1p =q.

Dans I'équation (5), la somme des facteurs z, p — z est
p, et leur produit est ¢.

Dans I'équation (6), la différence des facteurs est p, et leur
produit est q.
~ On voit donc que les deux problémes résolus ci-dessus
reviennent 4 la résolution d’'une équation du second degré ;
et que réciproquement I'on peut, par des constructions
graphiques trés-simples, trouver les racines d'une équation
du second degré.

ProsrLime XVII.

Mener une tangente commune & deux cercles donnés.

Soient O, O'(fig. 161) les deux cercles, et soit AB une
droite qui les touche aux points A, B. Menons les rayons
OA, O'B : ces droites, perpendiculaires & AB, sont pa-
ralléles entre elles. De plus, si par le centre O', nous
menons O'E paralléle 4 AB, nous connaitrons, dans le
triangle rectangle OEQ’, Thypoténuse 00’ et le colé OE,
égal Ala différence des rayons OA, O'B.

De 14, la construction suivante :

Sur la distance 00’ des centres, comme diameétre, déeri-
vez une circonférence OEO'E'. Du point O, centre du plus
grand des deux cercles, décrivez, avec un rayon égal 4 la
différence des rayons donnés, une nouvelle circonférence;
elle coupe la premiére aux points E, E'. Menez OE, OF', qui
rencontrent la circonférence O aux points A, A’. Menez
aussi, par le centre 0, les droites O'B, 0'B’, respectivement
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paralléles 4 OA, OA’. Enfin, tirez AB, A"B': ces droites serout
tangentes aux cercles donnés.

Remarques. — 1. La construction qui vient d’étre indi-
quée donne les tangentes extéricures. En remplacant la
circonférence EE', par une circonférence FF', décrite du
centre O, avec un rayon égal & la somme des rayons don-
nés, on trouvera les tangentes intérieures CD, C'D'. Le
probléeme proposé est donc, en géndral, susceptible de
quatre solutions qui peuvent, dans certains cas particuliers,
se réduire & un plus petit nombre : il est impossible, si les
cercles donnés sont intérieurs I'un 4 Pautre.

II. Les tangentes extérieures AB, A'B' rencontrent la
ligne des centres en un méme point G; et les tangentes
intérieures CD, C'D' rencontrent cette droite en un point
H. Cela étant, nommons R, R’ les rayons des circonfé-
rence, et d la distance des centres; nous aurons, dans les
triangles OAG, O'BG :

R 0G .
R~ 0G’
d’oln
R—R _d
R — 0G’
puis
R
| 0G =d -
De la méme maniére, les triangles OCH, O'DH donnent
R _OH
R~ OH’
d’olr
R+R_d
R OH’
et
OH =d R

R+ R
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Ainsi, les distances OG, OH peuvent s’obtenir par des
troisiémes proportionnelles ; ce qui donne une autre cons-
truction du probléme.

* IIL. Des proportions
R_OG R_OH
R 0G R OH
on conclut
06_ 0K
0G OH
Ainsi, la droite 00’ est partagée aux points G, H, de
maniére que les segments additifs OH, HO' sont proportion-
nels aux segments soustractifs 0G, 0'G; c’est-a-dire que

les deux systémes de tangentes divisent harmoniquement la
distance des centres (234, 304, etc.)

ProoLimre X VAL

Trouver, sur une droite donnée AB (fig. 163), un point
également distant de deux points donnés G, D

Elevons sur le milien de CD la perpendiculaire EM :
elle rencontre AB en un point M qui satisfait 4 1a question.

Ce probléme trés-simple va nous donner un premier
exemple d’applications numerlques dont nous ne nous
sommes pas encore o0ccupeés.

Supposons que les positions des points G et D soient
déterminées par les distances CC' = ¢, DD' = d, C'D' =a.
Abhaissons, du milieu de CD, la perpendiculaire EE sur
AB, et prenons pour inconnue la distance E'M = «z.

Si nous tirons DF parallele & AB, les deux triangles
DFC, EE'M seront semblables comme ayant les cotés per-
pendiculaires, chacun & chacun; donc

DF _ CF
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ou
e c—d
ftad) =’
puis
_le—d+d,
2a

Prenons, pour application,
CC = ¢ =97,27, DD' = d = 4,13, C'D' = a = 2", 35.
En substituant dans la formule précédente, on trouve

5,14 X 13,4 68,876
= R T = AT =14,654.
Ainsi, la distance E'M est, 3 moins de un milliméire ,
14m, 684. . ‘

Remarque. — Dans cet exemple, bien que les lignes
fussent exprimées en fonction d’une unité concréte, nous
avons opéré sur des nombres abstraits (*). I1 en est de méme
dans tous les calculs.

PnonLime XIX.

Trouver, & moins de un centimétre carré, la surface d'un
triangle dont les trois cdtés sont 27,13, 19™,24%, 40™,14.

La formule qui donne l'aire d’un triangle en fonction des
cOtés est (288)

T='pp—a) (p—b)(p—o.

Nous aurons, dans I'exemple proposé, en prenant pour
unités de longueur et de surface le mélre linéaire et le
metre carré,

(1) Cette dénomination, utile a I'époque ot il y avait un. calcul des nombres
concrets et complexes, est a peu prés abandonnée aujourd’hui : les nombres,
n'étant que de simples rapports, sont nécessairement abstraits.
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a = 21,13, p — a = 16,125,
b = 19,24, p — b = 24,015,
c=40,14, p — ¢ = 3,115,
2 = 86,51
n = 43,255
T ==1%3,255 . 16,128 . 24,015 . 3,115.
Eu opérant par logarithmes, nous aurons ensuite

log p = 1,6360363
log (p — a) = 1,2074997
log (p — b) = 1,3804826
log (p — ¢) = 0,4934581
4,T1T4767

5 = 2,3587283 = log T.
T = 228,4170.

Ainsi, la surface du triangle est, 4 moins de un diz-
millieme de meétre carré, ou & moins de .un centimétre carré,
228m-¢ 4170,

ProsLEmr XX.

Trowver la surface d'un terrain AN'A". . . (fig. 124), d'aprés
les mesures suivantes :

b = 7,23, 0V 19,37, V" = 40™,15, b = 63,71,

v = B2m 45, b = 18,40 ;
¢ = 3017, ¢ = 3™,15, @' = 29,18, a" = 31",17,
v == 12"35, ¢ = 10", 65.

En appliquant la seconde formule du n° 239, et en prenaut
le métee carré pour unité de surface, nous aurons, 2P
étant Paire du terrain,

2P = 30,17 x 0,97 4 37,15 x 32,92 + 29,18 X 44,34
+ 31,17 X 12,30 — 12,35 x 48,31 — 10,68 x 45,22
= 29,2649 + 1222,9780 - 1293,8412 - 383,3910
— B89,8785 — 481,5930 — 1888,3036 ;
P = 944,1518

Ainsi, la surface du terrain serait de 944™ -, 1518.



* EXERGICES SUR LE LIVRE III.

1. La somme des carrés des dislances de n poinls A, B, C..., 4 un point
quelconque S, est égale & la somme des carrés des distances des mémes points
aleur centre O, augmentée de » fois le carré de SO.

2. Le lieu géométrique des points tels que la somme des carrés des dis-
tances de chacun d'eux 4 des points donnés A, B, C..., soit constante, est une
circonférence qui a pour centre le cenire O des moyennes distances des
points A, B, C...

3. Si les cotés d'un polygone sont coupés par une transversale, le produit
des segments qui n'ont pas d'extrémités communes est égal au produit des
aulres segments.

4. Si, par un point pris dans le plan d’un polygone quelconque, d'un nombre
impair de cdtés, on meéne a chaque sommet une droite qui partage le coté
opposé en deux segments, le produil des segments qui n'ont pas d'extrémités
communes est égal au produit des autres segments.

5. Si, d’un poinl quelconque , on méne des droites aux trois sommets d'un
triangle, ct des perpendiculaires & ces droites; qu'on prolonge chaque perpen-
diculaire jusqu'a ce qu'elle rencontre Ic colé opposé au sommet qui lui corres-
pond ; les trois points ainsi obtenus seront sur une méme droite.

6. Dans tout pentagone inscrit , les points de concours de deux couples de
colés non-conséeutifs quelconques, et celui du cinquieme coté avecla tangente
au sommet opposé, sonten ligne droite (*).

7. Danstout quadrilatére inscrit, les points de concours des cités opposés,
et ceux des tangentesaux sommets opposés, pris deux a deux, sont tous quatre
en ligne droite (*).

8.Dans tout quadrilatere inscrit, le point de concours de deux cotés opposés,
et les points de concours des tangentes menées aux extrémités de I'un de ces
cOtés, avec les deux autres, sont tous trois en ligne droite (™).

(*) Corollaire du Théoréme de Pascal.



138 GEOMETRIE.

9. Dans tout triangle inscril, les points de concours des cotés avec les
tangentes aux sommets opposés, sont sur une méme droite (*).

10. Dans tout pentagone circonscrit , les diagonales menées par deux cou-
ples de sommets non consécutifs quelconques, et la droite qui joint le cin-
quime sommet au point de contact du cdté opposé, concourent toutes trois
en un méme point (**).

11. Dans tout quadrilatére circonscrit, les droites menées par les points de
contact des cotés opposés, et les diagonales, concourent en un méme point (**).

12. Dans tout quadrilatére circonscrit, la droite menée par les sommets de
deux angles opposes, et les droites qui joignent les points de contact des cotés
formant I'un de ces angles, avec les deux autres sommels, concourent toutes
trois en un méme point (**).

13. Dans tout triangle circonscrit, les droites mendes des sommets aux
points de contact opposés, concourent en un méme point. (**).

14. Le lieu des centres des circonférences qui coupent orthogonalement deux
cercles donnés, est I'axe radical de ces cercles.

18. L'axe radical de deux cercles est également distant des deux polaires de
chaque centre de similitude.

46. Le centre radical de trois cercles est le cenlre commun des huit hexa-
gones ayant pour cotés les polaires des six centres de similitude, pris trois &
trois.

17. Lorsque deux circonférences sont orthogonales, la polaire d'un point M
de la premiére , par rapport a la seconde, passe par le point M' diamétrale-
ment opposé a M.

18. Le lieu des points réciproques d'un point donné M, relativement a toutes
les circonférences ayant méme axe (***), est la circonférence orthogonale aux
circonférences données, passant par le point M.

19. 10 Le lieudes points M Lels, que les polaires de chacun d'eux, par rap-
port a trois cercles donnés, se coupent en un méme point P, est la circonlé-
rence O, orthogonale & ces cercles; 20 le lieu des points P est la méme cir-
conférence O; 30 le centre de cetle circonférence est le centre radical des
cercles donnés; 4° les points M, P sont diamétralement opposés.

20. Trois cercles étant donnés, si I'on trace une circonférence ayant méme
axe que deux d'entre eux et touchant le troisieme, les six points de contact

(") Corollaire du Théoréme de Pascal.
(**) Corollaire du Théoréme de Brianchon.

("*) Lorsque plusieurs circonférences, considérées deux a deux, onl méme
ligne des centres et méme axe radical, on dit qu'elles ont meme axe.
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ainsi oblenus coincident avec les points ol les circonférences données coupent
la circonférence orthogonale.

21. Le point de rencontre O des trois hauteurs d'un triangle ABC est : 10 le
centre radical des circonférences ayant pour diameétres les cotés du triangle ;
20 le centre radical des circonférences ayant pour diameétres les segments OA,
0B, 0C destrois hauteurs.

22. Dans tout quadrilatére complet, les circonférences décrites sur les dia-
gonales comme diametres, étant prises deux a deux, ont méme axe radical ().

23._Les points de rencontre des hauteurs des triangles délerminés par les
cOlés d'un quadrilatere complet, sont situés sur une méme droite.

24%. Dans tout quadrilatere complet, les milieux des trois diagonales sont en
ligne droite.

28, Si, d'un point quelcongue, on méne des droites aux sommels d'un qua-
drilatére et des perpendiculaires a ces droites :

10 Les points ou la perpendiculaire qui répond 4 un sommet coupe les
droites qui joignent deux & deux les trois autres sommets sont, trois a trois,
sur quatre droites ;

20 Ces quatre droites concourent en un méme point.

_ 26. Dans tout quadrilatere complet, chaque diagonale est partagée harmo-
niquement par les deux autres.

27. Dans tout quadrilatere inscrit , le point de venconire des diagonales
et les points de concours des cotés opposés forment un triangle dont chaque
sommel est le pole du coté opposé.

28. Danstout quadrilatére complet circonscrit, chacune des diagonales est
la polairve du point d’intersection des deux autres.

29. Si deux quadrilatéres sont I'un inscrit et I'autre circonscrit 4 un méme
cercle, de maniere que les sommets du premier soient les points de contact
des cotés du second : 19 les points de concours des cotés opposés de ces qua-
drilateres sont situds sur une méme droite; 20 les diagonales du quadrilatéere
inscrit et celles du quadrilatére circonscrit se coupent en un méme point, pole
de cette droite; 30 les points de concours des colés opposés du quadrilatére
inscrit sont silués sur les diagonales du quadrilatére circonserit.

30. Siune premiere droile partage proportionnellement deux cotés opposés
d'un quadrilatére, et qu'une seconde droite partage proportionnellement les
deux autres cotés , chacune de ces droiles est divisée, par lautre , dans le
méme rapport que les cotés qui déterminent celle-ci.

31. Par le centre O d'une circonférence inscrite a un angle xAy, on éleve

(*) On appelle quadrilatére complet la figure formée par les colds d’un
quadrilatére convexe ABCD, ces cdtés étant indéfiniment prolongés. Tout
quadrilatére complet ABCD, a trois diagonales : AC, BD, et la droite EF qui
Joint les points de concours des cotés opposés, pris deux A deux.
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une perpendiculaire BC i la bissectricé AO, et 'on méne ensuite une tangente
DE 2 la circonférence : ces deux droites déterminent, sur les cotés de I'angle,
des segments BD, CE dont le rectangle est constant.

32. Les segments délerminés, surdeux cotés opposés d'un quadrilatere cir-
conscrit, par le diametre perpendiculaire a la bissectrice de I'angle formé par
ces cotés, sont inversement proporlionnels.

33. Dans tout quadrilatére circonscrit, la droite qui joint les milieux des
diagonales passe par le centre du cercle (*).

34. Dans tout quadrilatére circonscrit :

40 La droite MN qui joint les milieux des diagonales divise, en segmenls
inversement proporiionnels, les cotés opposés;

20 La partie de cetle droilc, comprise entre deux cOlés opposés, esl paria-
gée, par le centre du cercle, proportionnellement & ces colés;

30 Les segments de la droite MN, déterminés par 'une des diagonales et par
les cotés, sont en proportion.

35. Si d'un point A, pris dans le plan d'un angle, on meéne des transversales
ABC, AB'C’, AB" C"...,les points de concours des quadrilatéres BC', B'C"...,
sont situés sur une méme droite passant par le sommet de I'angle.

36. Si les cOtés d'un triangle coupent une circonférence, de maniére qu'il
¥ ait sur chaque coté deux segments déterminés par : un sommet et la courbe,
le produit des six segments ohtenus en faisant le tour de la figure dans un sens
est égal au produit obtenu en faisant le tour en sens contraire (**).

37. Un quadrilatére élant inscrit & une circonférence, si'on méne une trans-
versale qui rencontre la courbe en deux points, et les cotés du quadrilatére en
(uatre points, ces six points sont en involution : les points conjugués sont
situés sur la circonférence et sur les colés opposés du quadrilatére.

38. SiI'on joint les sommets A, B, C d'un triangle & un point inléricur O,
par les droites AOA’, BOB', COC', on a

0A' OB’ 0oC:
T+t —*
AAY BB’ cce

39. Si trois droites, aboutissant en un méme point O , sont coupdes par

deux (ransversales ABC, A’B'C’ | on a
AB OC _ BC 0A  AC OB
AB'” OC' B'C’ 0A' AC' OB

40. Si l'on joint le sommet A d'un triangle & un point quelconque M de la

base BC, on a

o —2 —2 —2
AB.CM - AC.BM =(AM - BM.CM).BC.

(*) Théoréme de Newton.
(**) Théoréme de Carnof.
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41. La somme des carrés des segments formés par deux cordes qui se cou-
pent rectangulairement est égale au carré du diamétre.

42. La somme des carrés de deux cordes perpendiculaires est égale 4 huit
fois le carré du rayon , moins quatre fois le carré de la distance du centre au
poinl d'intersection des deux cordes.

43. Dans tout triangle, le point de rencontre des trois hauteurs, le centre
des moyennes distances et le centre du cercle circonscrit sont sur une méme
droite. De plus, la distance des deux premiers points est double de la distance
des deux derniers.

44. Dans tout triangle, la distance des centres dela circonférence inscrite et
de la circonférence circonserite, est moyenne proportionnelle entre le rayon de
celle-ci et 'exces de ce rayon sur le double du rayon de la premiére (™).

45. Dans tout triangle, la distance des centres d’une des circonférences ex-
inscrites et de la circonférence circonscrite, cst moyenne proportionnelle
entre le rayon de celle-ci et 1a somme de ce rayon et du double du rayon de la
premiére.

46. Dans tout triangle, la somme des carrés des distances comprises entre
lc centre ducercle circonscrit et les centres des cerclestangents aux trois cotés,
est égale a douze fois le carré du rayon du cercle circonserit.

47. Dans toul triangle, le carré de la distance comprise entre le centre du
cercle circonscrit ct le centre des moyennes distances, est égal au carré du
rayon de ce cercle, moins le neuvieme de la somme des carrés des cotds.

48. Dans lout triangle, la somme des carrés des distances des sommels au
centre du cercle inscrit, est égale & la somme des carrés des cotés, augmentée
de trois fois le carrd du rayon du cercle inserit, et diminuée du carré dn demi-
périmetre.

49. Dans lout triangle, la somme des carrés des distances des sommets au
cenlre du cercle inscrit, est ¢gale 4 la somme des rectangles des cotés, dimi-
nude de douze flois le rectangle des rayons du cercle inserit et du cercle cir-
conserit;

50. Dans tout triangle, la somme des carrés des distances des sommets au
centre d'un cercle ex-inscrit, cst égale A douze fois le reclangle des rayons de
ce cercle et du cercle circonscrit, plus le rectangle des colés adjacents & 1'angle
auquel est opposé le cercle ex-inscril, moins la somme des reciangles de cha-
cun de ces cotés et du troisieme.

51. Dans tout triangle, la somme des carrés des douze droiles qui joignent
les sommets aux centres des cercles tangents aux trois colds, est égale & qua-
rante-huit fois le carré du rayon du cercle circonserit.

(™) Théoréme d’Fuler.
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592. Dans tout triangle, le carré de la distance comprise enire le centre du
cercle inserit et le centre des moyennes distances, est égal an carré du rayon
de ce cercle, augmenté des deux ncuvidmes de la somme des carrés des cotés,
et diminué du douzieme du carré du périmétre.

53. Dans tout iriangle, le carré de la distance comprise entre le centre du
cercle inscrit et le point de concours des hauleurs, est égal & quatre fois le
carré durayon du cercle circonscrit, plus deux fois le carré du rayon du cercle
inscrit, moins la demi-somme des carrés des cotés.

84. Dans tout triangle, les carrés des rayons des cercles tangents aux cétés,
augmentés des carrés des cotés, donnent une somme égale 4 seize fois le carré
du rayon du cercle circonscrit.

88, L'inverse du rayon du cercle inscrit & un triangle est égal & la somme
des inverses des trois hauteurs.

56. Les circonférences circonscrites aux triangles formgs par les ¢otés d'un
quadrilatére complet se coupent toutes les quatre en un méme point.

57. Sil'on circonserit des circonférences aux triangles formés par chacun
des cotés d'un pentagone et les prolongements des cotés adjacents, les points
d'intersection de ces lignes sont situés Lous les cing sur une méme circonfdé-
rence ().

58. Le lieu des points récipropres des points d'une droite donnée, relati-
vement a un cercle donné, est une circonférence.

59. Le lieu des points réciproques des points d'une circonférence donnée,
relativement & un cercle donné, est une circonférence.

60. Dans deux figures réciproques, les angles correspondanis sont égaux.
61. A, B étant deux points d'une figure, et A’, B’ les points correspondants
de la figure réciproque, on a, en appelant R le rayon du cercle directeur :
Re
0A0B
62. Si, aun cercle I, inscrit & un angle xOy, on méne une tangente exté-

rieure quelconque A'B’, la circonférence circonscrite au triangle OA'B’ est
tangente a une circonférence fixe , inscrite a 'angle x0y.

A'B'=—AB.

63. Deux polygones de n cotés sont équivalents quand leurs cités ont les
mémes milienx.

64%. Ladroite de Simson, relative 2 un point M de la circonférence circons-
crite a un triangle, divise en deux parties égales la droite menée du point M
au point de concours H des haateurs du triangle.

63. Dans tout triangle :

10 Les milieux des cotés, les pieds des hauteurs , les milieux des segments

(") Théoréme de Miquel.
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compris entre les sommets et le poinl de rencontre des hauteurs, sont neuf
points situés sur une méme circonférence ;

20 Le centre de cette circonférence cst le milieu de la droite qui joint le point
de rencontre des hauteurs au centre du cerele circonscerit;

30 Le rayon de cette circonférence est la moitié du rayon du cercle cir-
conscril.

66. Si deux circonférences mobiles C, C' touchent deux circonférences fixes
0, 0' aux points A, B, A, B': 10 les cordes AA’, BB, des cercles mobiles , se
coupent en un point fixe B; 20 le lien du point de rencontre des cordes AB,
A'B' appartenant aux cercles fixes, est I'axe radical de ces cercles.

67. Soit AA’ une tangente commune 4 deux cercles 0, 0, et soit C' une cir-
conférence tangente i ces deux cercles: 1° les cordes de contact AB, A'B' se
coupent en un point R de la circonférence C'; 20 le point R appartient & I'axe
radical des cercles 0, 0'; 3° le rayon RC' est perpendiculaire & la tangente
AA'.

68. Soient 0, O’ deux circonférences données ; AA’', DD’ deux de leurs tan-
gentes communes conjuguées (*); C', une circonférence tangente 4 0, 0'; R,R’
les points ot cette ligne coupe l'axe radical de 0,0’ : la tangente DD’ est I'axe
radical commun de la circonférence C’' et de chacunedes circonférences ortho-
gonales & 0, 0', déerites du point R ou du point R’ comme centre.

69. Dans tout triangle, la circonférence des neuf points (**) est tangente au
cercle inscrit et aux cercles ex-inscrits.

70. Soit D le point ol le c6té BC du triangle ABC touche la circonférence
inscrite I; soit E le point ot ce méme coté touche la circonférence ex-inserite ,
opposée au sommet A. Si, sur DE comme diamétre, on décrit une circonférence
qui coupe en F, G la tangente commune conjuguée de AB, ces deux points F,G
appartiennent a la circonférence des neuf points.

71. Dans tout triangle, la circonférence des neuf points touche les douze
cercles inscrils ou ex-inscrits aux trois triangles déterminés par deux des
sommets et par le point de concours des hauteurs.

72. Si deux cercles 0, I sont tels, qu'un triangle ABC puisse étre inscrit au
premier et circonscrit au second, les circonférences tangentes aux colés du
triangle A'B'C’ qui a pour sommets les points o ABC touche la circonférence
I, sont tangentes & un cercle fixe.

73. Si deux cercles 0, I sont tels, quun triangle ABC puisse étre inscril au
premier et circonscrit au second, la circonférence circonscrite au triangle formé
par les tangentes en A, B, C, au cercle O, est tangente & uncercle fixe.

(") C'est-a-dire, symétriques par rapport & la droite des centres.
(**) Voyezla question 63.
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74. Le cercle circonscrit & un triangle ABC louche les seize cercles inscrits
ou ex-inscrits aux quatre triangles ayani pour sommets les centres des cercles
tangents aux trois cotés de ABC.

75. Dans tout triangle ABC la circonférence des neuf points touche : 1° les
seize cercles inscrits ou ex-inscrits aux quatre triangles ayant pour sommets
les centres des cercles tangents aux trois cotés du triangle dont les sommets
sont les milieux des segments compris entre les sommets A, B, C et le point de
concours des hautcurs ; 20 trois autres groupes de seize cercles.

76. Placer, dans un angle donné, une droite qui soit divisée, par un point
donné, en deux segments ayant un rapport donné.

77. Par un point, donné dans le plan de trois droites qui concourent en un
méme point, mener une droite MNP telle, que les deux segments MP, PN aient un

m
rapport donné —-
n

78. Par un point, donné sur le colé d'un triangle, mener une droite qlll

partage ce triangle en deux segments ayant un rapport donné.

79. Partager un triangle dans un rapport donné, par une droile parallele &
une direction donnde.

80. Partager un quadrilatére ABCD en deux parties équivalentes , par une
droite partant du sommet A.

81. Partager un quadrilatére, dans unrapport donné, par une droit¢ paral-
lele & une direction donnée.

82. Inscrire un carré & un triangle donné.

83. Inscrire, & un triangle donné, un rectangle semblable 4 un rectangle
donné.

8%. Inscrire, 2 un (riangle donné, un rcetangle équivalent & un carré
donné.

85. Aun quadrilatére donné, circonscrire un quadrilatére semblable 2 un
autre quadrilatére donné.

86. Inscrire, 2 un rectangle donné, un rectangle semblable & un autre rec-
tangle donné.

87. DPar un point, situé sur la bissectrice d'un angle droit, mener une trans-
versale telle, que le segment de celte droite, compris entre les cotés de I'angle,
soit de longueur donnde.

88. Par un point O, silué sur la hisscetrice d'un angle droit CAB, mener
une transversale MN telle, que le triangle MAN soit équivalent & un carré
donnd.

89. Par un point 0, silué dans un angle droit CAB, mener une lransversale
MN telle, que le triangle MAN soit dquivalent & un carré donné,

90. Parun point O, situé dans le plan d'un angle quelconque CAB, mener
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une transversale MN telle, que le (triangle MAN soit dquivalent a un carré
donné.

91. Par un point, situé dans le plan d’'un angle, mener une transversale telle,
que le rectangle des segments déterminés par celte droile, sur les cdlés de
I'angle , soit équivalent & un carré donné.

92. Par un point, situ¢ dans le plan d'un angle, mener une transversale
telle, que le rectangle des segments de cette droite, interceptés entre le point
donné et les cotés de I'angle, soit équivalent & un carré donné.

93. Inscrire, & un angle donné, unc droite de longueur donnée, de maniére
(ue le triangle résultant soil équivalent & un carrd donné.

9%. Construire un triangle, connaissant les trois hauteurs.

95. Construire un triangle, connaissant deux hauteurs et le rayon du cercle
inseril.

96. Construire un triangle, connaissant la hauleur ¢’ abaissée sur le coLé
inconnu a, lerayon du cercle inserit, et le rayon du ccrele ex-inscerit, tangent
au coté a.

97. Construire un triangle, connaissant la hauteur «' abaissée sur-le coté
inconnu a, ainsi que les rayons des cercles ex-inscrits, tangents aux cotés b, c.

98. Construire un triangle, connaissant les rayons des trois cercles ex-
inscrits. :

99. Construire un triangle, connaissant les rayons du cercle inscril et
de deux des cercles ex-inscrits.

400. Construire un triangle, connaissant la base, I'angle opposé el le rapport
des deux derniers cotés.

101. Décrire une cironférence qui passe par deux points donnés, et qui
touche une droite donnéc.

102. Décrire une circonférence qui passc par deux points donnds, et qui
touche une circonférence donnée.

103. Décrire unc circonférence qui passe par un point donné, ct qui touche
deux droites données.

104. Décrire une circonférence qui passe par un point donné, el qui louche
deux circonférences données.

105. Décrire une circonférence qui passe par un point donné, et qui touche
une droite donnde et une circonférence donnée.

106. Dccerire une circonférence tangente & deux droites données et & une
circonférence donnée

107. Décrire une circonférence tangente 2 une droite donnée et 4 deux cir-
conférences données. ’

108. Décrire une circonférence tangente & trois circonférences données.

109. Décrire une circonférence passant par deux poinls donnés et intercep-
tant, sur un cercle donné, une corde de longucur donnée.

10
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110. Décrire une circonférence qui passe par deux points donnés, et qui
coupe, suivant un diamétre, une circonférence donnée.

114. Trouver, sur un arc donné, un point tel , que le rectangle de ses dis-
tances aux extrémités de l'arc soit équivalent & un carré donné.

112. Par un point, extérieur & un cercle, mener une droite qui soit parta-
gée en moyenne et extréme raison par la circonférence.

413. Inscrire, & une circonférence donnée, un triangle isoctle, connaissant
la somme de la base et de la hauteur.

A44. A un cercle donné , inscrire un trapéze ayant une hauteur donnée , et
équivalent a un carré donné.

118. Trouver, sur une droite donnée, un point tel, que la somme de ses dis-
tances a deux points donnés soit égale a une longueur donnée.

146. Trouver, sur une droite donnée , un point tel, que la différence de ses
distances 4 deux points donnés soit égale & une longueur donnée.

117. Par l'extrémité d'un diamétre perpendiculaire 4 une corde , mener une
droite dont le segment, compris entre la corde et la circonférence, soit de lon-
gueur donnée.

118. Par un point, extérieur 4 un cercle , mener une sécante telle, que la
somme des carrés de ses deux segments soit équivalente a un carré donné.

149. Par l'un des points d'intersection A de deux circonférences données,
mener une corde commune BAC telle, que le rectangle fait sur le segment AB et
une droite donnée m, augmenté du rectangle fail sur le segment AC et une droite
donnée n, soit équivalent & un carré donné.

120. Inscrire, 4 un cercle donné, un (riangle dont les cotés soient paralleles
a trois droites données.

121. Inscrire, & un cercle donné, un triangle dont deux cotés soient paralléles
a deux droites données, et dont le troisieme coté passe par un point donné.

122. Inscrire, a4 un cercle donné, un triangle dont deux cotés passent par
deux points donnés, et dont le troisieme coté soit paralléle a une droite donnée.

428, Inscrire, 4 un cercle donné, un triangle dont les cotés passent par trois
points donnés.

124. Inscrire, & un cercle donné, un polygone dont un cité passe par un
point donné, et dont les autres cotés soient respectivement paraliéles a des
droites données.

128. Inscrire, & un cercle donné , un polygone dont les cotés passent res-
pectivement par des points donnés.

126. Circonscrire, a un cercle donné, un triangle dont les sommets soient
silués sur trois droites données.

1217. Construire un cercle tel, que les angles circonscrits, dont les sommets
seraient trois points donnés, soient respectivement égaux & des angles donnés.
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128. Construire un cercle tel, que les tangentes menées 4 ce cercle,par trois
points donnés, aient des longueurs données.

129. Quelle est la route que doil suivre une bille sur un billard circulaire ,
pour revenir au point de départ, aprés deux réflexions sucessives sur la hande?

130. Trouver un point tel, que 1a somme de ses dislances a trois points don-
nés soit un minimum.

134. M ¢étant le point dont la somme des distances aux trois sommets d'un
triangle donné ABC est un minimum, exprimer cette somme en fonction des
cotés.

132. Trouver un point tel, que la somme des carrés de ses distances aux
trois cotés d’un triangle donné soit un minimum.

133. Etant donnés un cercle O et une droite AB, trouver sur le diamétre OE,
perpendiculaire A cette droite, un point P tel que, menant par ce point une corde
quelconque CC', et ahaissant des extrémités de celte corde les perpendiculaires
CD, C'D’ sur la droite donnée, on ait

1 1 )
o + oD = constante.

134. Etant données deux circonférences O , O', on prend un point A sur la
premiére et un point B sur laseconde; et 'on demande de trouver, sur I'axe ra-
dical de ces deux lignes, un point C tel, que si I'on méneles sécantes CAD, CBE,
la droite DE, qui joint les seconds points d'intersection de ces sécantes et des
circonférences donndes, soit perpendiculaire a l'axe radical.

133. Décomposer uncarré en trois carrés égaux.

136. On donne une circonférence et un point de celte ligne. Par ce point on
meéne une sécante quelconque sur laquelle on prend un point G tel, que le ree-
tangle de la sécante entire et de sa partie extérieure soit équivalent a un carré
donné. Quel est le lieu géométrique du point C ?

187. Etant donnés quatre points A, B, C, D sur unc droite indéfinie, on de-
mande quel est le lieu géométrique des points M tels, que les angles AMB, CMD
soient égaux entre eux.

138. Par deux points A, B d'une circonférence O, on fait passer une cir-
conférence quelconque AMB. Par deux autres points C, D de la circonférence
0, on fait passer une circonférence CMD, tangente a AMB. Quel est le licu du
point de contact M ?

139. Quel est le lieu des points de contact mutuels de deux circonférences
variables, tangentes & deux circonférences fixes?

140. Par 'une des extrémités d'un diametre AB du cercle O, on méne une
transversale ACD, sur laquelle on prend CD =m AC, m étant un nombre don-
né. On joint le point D au centre du cercle, par la droite OD; enfin on trace la
corde BC, qui rencontre CD en M. Quel est le lieu du point M?
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141. Quel est le lieu'des points lels, que la différence des carrds des distances
de chacun d’eux 4 deux points donnés, soit égale 4 un carré donné ?

142, Ktant donnés deux points A, B, trouver le lieu des points C satisfaisant
ala relation

mAC 4 n FCZ=I'2,

dans laquelle m, n, I sont des nombres donnés et une longuenr donnde.

143. Etant donnds deux points A, B, trouver le lieu des points C satisfaisant
4 la relation

—2 —2
mAC —n BC = &,

dans laquelle m, n, I sont des nombres donnés et unc longueur donnée.

144. Etant donnés deux groupes de points, trouver le lieu des points tels,
que la somme des carrés des distances de chacun d’cux aux points du premier
groupe, diminuée de 1a somme des carrés de ses distances aux points du second
groupe, soil égale aun carré donné.

148. Quel est le lieu des points tels , que les tangentes menées de chacun
@’eux A deux cercles donnés,soient entre elles comme deux longucurs données?

146. Quel est le lieu géométrique d'un point tel , que sa distance & la base
d'un triangle isoctle donné , soit moyenne proportionnelle entre ses distances
aux deux autres cotés ?

147. Quel est le lieu des points d'otr deux cercles sont vus sous des angles
égaux ?

148. Btant donndes une droile fixe AB et deux perpendiculaires indéfinies
AC, BD, on coupe ces derniéres par une transversale quelconque EF ; on prend
sur AB un point P tel, que le rectangle des deux segments de AB soit équiva-
lent au rectangle des deux segments déterminés sur les perpendiculaires ; puis,
du point P, on abhaisse PM perpendiculaire 2 EF. Quel est le lieu du point M?

149. Par I'un des points d'intersection de deux circonférences , on méne
deux droites rectangulaires Pa, Pa’, qui rencontrent la ligne des centres en
a. a', et les deux circonférences en b, ¢ et &', ¢'. Il s'agit de démontrer qu'on
a toujours

ab _a'b
aw ac

450. Par un point 0., pris sur le prolongement d'un diamétre BA du corcle
C, on méne une sécante quelconque OMM'; on prend les milieux N, N' des ares
AM, AM'; on joint le centre C aux points N, N’ par les droites CN, CN’, les-
quelles rencontrent en D, D’ la perpendiculaire menée au diametre AB par le
point 0. Prouver que lc rectangle de OD par OD' est constant, quelle que soit la
direction de la séeante. i
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181. Prouver qu'il existe, sur la ligne CC' des centres de deux cercles qui ne
se coupent pas, deux points 0, 0’ satisfaisant aux relations

¢0.CO'=R2?, C'0.C'0'=R?,
dans lesquelles R, R’ désignent les rayons.

152, Prouver qu'il existe, sur lalignc des centres de deux cercles intéricurs
'un & I'autre, deux points tels, que les distances de chacun d’eux aux extrémi-
tés d'unc corde commune, perpendiculaire i la ligne des eentres, sont dans un
rapport constant.

4153. Etant donnés un cercle O et une droite AB qui ne se rencontrent pas ;
on prend, sur la droite, un point quelconque M, d’olt I'on meéne deux tan-
gentcs au cercle; on prolonge la corde de contact CD jusqu'a sa rencontre,
en M',avec la droite donnée. Existe-t-il unpoint P d'oli le segment MM’ soit
vu sous un angle droit, quelle que soil la position du point M ?

184. Un triangle PQR étant circonscrit & un cercle O, on forme un second
triangle ABC dont les sommets soient situés sur les cdlés des premiers, et tel,
en outre, que les droites AP, BQ, CR se coupent en un méme point D. Des
sommets, A, B, C on meéne les tangentes Aa, Bb, Cc: elles coupent en a, b, ¢
lescotés'BC, CA, AB respectivement opposés 2 ces sommets. On propose de dé-
montrer que les (rois points a, b, ¢ sont en ligne droite.

185. Etant donnés deux points fixes A, B et deux longueurs constantes A, .,
on prend, sur la direction de AB, un point quelconque M qu'on regarde comme
Ie centre d'un cercle décrit d'un rayon R déterminé par la relation

R.AB =XAM —+ pBM.

Prouver que les différents cercles , ainsi déerits pour les différents points M de
la droite AB, sont tous tangents & deux droites fixes.

156. Etant donnds deux axes fixes Ox, Oy; autour d’un point fixe P on fait
tourner un angle aPb de grandeur donnée «. On demande de prouver qu'il existc
sur 'axe Oz un point fixe A, et sur I'axe Oy un point fixe B, tels que le rectan-
gle des segments Aa, Bb reste constant pour toutes les positions de I'angle.

187, Etant donnés deux cercles fixes 0,0’ qui ne s¢ touchent pas; de
chaque point M de l'un 0, on méne deux droites aux centres de similitude S, 8’
des deux cercles; ces droiles rencontrent I'autre cercle 0’ en quatre points
a,a', b, b'. Prouver que deux de ces points sont sur un diametre du cercle
0’, et que la droite qui joint les deux autres passe par un point fixe, quel
que soitle point M pris sur le cercle 0.

188. Par un point A, situé sur la hissectrice d'un angle xOy, on méne une
ransversale BAC, qui rencontre en B, C les cités de l'angle. On abaisse BD,
CE perpendiculaires A la bissectrice; puis, ayant pris le milieu G de 04, ondé-
crit une circonférence sur GE comme diametre. Quel est le lieu des intersec-
tions de cette ligne avec la perpendiculaire BD ? :
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189. Par le point de contact A de deux circonférences 0, 0', on méne deux
cordes AC, AC' dont le rapport est donné. Des centres O, O' on abaisse des
perpendiculaires OP, O'P sur ces cordes. Quel est le lieu du point P'?

160. Si une circonférence variable coupe deux circonférences fixes 0, 0',
chacune sous un angle constant, elle touche constamment deux circonférences
fixes C, C'. (*)

161. Construire un quadrilatére inscriptible, connaissant les qualre cotés.

162. Partager un trapéze en parties proportionnelles & des droites données,
par des paralitles aux bases. .

163. Sur une méme hypoténuse BC — «, 'on construit deux triangles rec-
tangles BAG, BA'C, dont les cotés BA, BA’ ont des longueurs données c, c'.
Quelle est, en fonction de «, ¢, ¢’ I'expression du colé x d'un (riangle équilatéral
ayant I'un de ses sommets en B, et dont les deux autres sommets seraient
situés sur les droites CA, CA' ?

(*) Théoréme de M. Heegmann.
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POLYGONES REGULIERS, ET MESURE DU CERCLE.

PROPRIETES DES POLYGONES REGULIERS.

331. On appelle polygone régulier celui qui est i la fois
équiangle et équilatéral.

Ainsi, un triangle équilatéral, un carré, sont des polygones
réguliers.

De cette définition résulte immédiatement la conséquence
suivante :

332. Deuzx polygones réguliers, d’un méme nombre de ‘cités,
sont semblables.

En effet, les cotés sont propor tlonnels, chacun a chacun,
et les angles sont tous égaux.

TuioRkmMe 1.

333. Tout polygone régulier est : 1° inscriptible & une circon-
férence ; 2° circonscriptible & une circonférence.

1° Menons les hissectrices AO, BO (fig. 164), des angles
A, B du polygone régulier ; joignons le point O, ol ces
lignes se coupent, aux sommets G, D, E,... Je dis que toutes
les droites OA, OB, OC,... sont égales.

Les cotés du polygone étant tous égaux entre eux, et OB
étant la bissectrice de langle B, les triangles ABO, CBO
sont égaux, comme ayant un angle égal compris entre deux
cOtés égaux. Mais ABO est isoceéle, donc CBO I'est pareil-
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lement ; done OC == OB = OA. De plus, OC est la bissectrice
de 'angle BCD.

Le méme raisonnement est applicable aux triangles OBG,
OCD ; et ainsi de suite. Donc Ia circonférence décrite du
point O comme centre, avec OA pour rayon, passe par tous
les sommets du polygone régulier.

2 Les triangles AOB, BOC,... élant isocéles et ¢gaux,
ont méme hauteur ; donc la circonférence déerite du point
0 comme centre, avec OM pour rayon, touche tous les
cOtés, chacun en son milieu.

334. Le point O, centre commun de la circonférence ins-
crite et de la circonférence circonscrite, est appelé centre du
polygone. .

Le rayon OM du cercle inscrit, est Vapotheme.

335. Remarque. — Dans deux polygones réguliers d’un
méme nombre de cotés, les rayons des cercles circonscrits
sont des droites homologues (219). Il en est de méme des
apothémes. Done

Les périmetres de deux polygones réguliers d’un méme nom-
bre de cités sont entre eux comme les rayons des cercles cir-
conscrits, ou comme les apothémes. Les aires de ces polygones
sont entre elles comme les carrés des mémes droites.

- TaeoneEme IX.

336. Le coté du cairé est au rayon du cercle circonscrit,
comme 2 est a 1.

Les diagonales AC,BD (fig. 165) étaut perpendiculaires
entre elles (132), le triangle isocéle AOB est reclangle;

douc (168)

AB =210,
ou

AB_ 173

A0 1T
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337. Scolie. — Soit ¢ le coté d’'un carré, soient R le rayon
du cercle circonserit et a l'apothéme :

¢c=R? a=iR}
Teionkme III.

338. Le coté de Uhexagone régulier est égal au rayon du cercle
circonscrit.

Dans le triangle isocele AOB (fig. 166) , 'angle AOB étant
'angle au centre de I'hexagone, a pour valeur # ou 2 d’angle
droit. Donc

d 24

angle OAB = 2 = 2,

Le triangle AOB est donc équiangle, et AB = AO.
339. Menons I'apothéme OM ; nous aurons

OM2= O_Az— m.z 3 (_)Xe.
On déduit de 13, en désignant OA par R, et OM par a,
a=1LR3.

Tacongme IV,

340. Le coté du triangle équilatéral est au rayon du cercle
circonscrit, comme /'3 est & 1.

Joignons, de deux en deux, les sommets de 'hexagone par
les cordes AG, CE, EA (fig. 166): ces droites sont égales,
comme sous-tendantes d’arcs égaux ; donc le triangle ACE
est équilatéral. De plus, la figure ABGO est un losange ;
conséquemment

AC = 2AG = 20N,
ou :
¢c=R 3.

341. L’apothéme OG est la moitié de OB ; donc

a=3;R.
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TuionkEme V.,

342. Le coté du décagone régulier est égal & la plus grande
partie du rayon du cercle circonscrit, partagé en moyenne et
extréme raison.

Soit AB (fig. 167) le coté du décagone régulier inscrit au
cercle dont le rayon est AO.

Qd—%d_f.
=
Ainsi, dans le triangle isocéle ABO , 'angle 4 la base est

double de I'angle au sommet. D’aprés cela, si nous menons

la bissectrice BG, le triangle BCO sera isoceéle, et les trian-

gles ABO, ACB, ayant un angle commun et un angle égal, se-
ront semblables. Donc

AC_AB
AB A0

L’angle O a pour valeur ?; et 'angle ABO,

Mais comme AB = BC = CO, la proportion précédente
devient
AB GO
€0 A0
Sous cette forme, on voit que le point G partage AO en
moyenne et extréme raison ; donc, etc.

343. Scolie. — Soient ¢ le coté du décagone régulier, R le
rayon ; on aura (Probléme VI, Livre III)

c=iR@B—1).
Quant a 'apothéme,
@ =R —}c=R— LR (6—21/5) =4 R (10+21/3);
dotr

a=1R10 4 2175,
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* Toeronime VI.

344. Le carré du cité du pentagone régulier inscrit égale le
carré du décagone régulier, plus le carré du rayon.

Soit AB (fig. 168) le coté du pentagone. Menons le rayon
0G, perpendiculaire sur AB: AC, CB seront deux cotés con-
sécutifs du décagone régulier.

d
L’angle au centre AOB = /;— ; done
2—¢ 3
ABO =—5-=5%-

Par suite, si nous menons la bissectrice OE de AOC, nous
aurons _

_ 34
angle BOE=2 + } =5—-==ABO.

Ainsi, le triangle OBE est isocéle, et semblable 4 ABO (211).
Conséquemment, ,

BE __ B0
BO ~ AB’
ou
BO'= AB X BE. ()

D’un autre coté, si nous menous EC, le triangle AEC sera
isocéle, et semblable 4 ACB; donc

AE_AG
AC~ AB’
ou
AC =AB X AE. @)

Ajoutant les égalités (1), (2), on trouve

BO - AC'= AB (AE -+ EB),
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ou
-2 2 __9
BO - AC — AB.

345. Scolie. — Nommons ¢ le coté du pentagone régu-
lier ; nous aurons (343)

c=1R®—215 +R=1R (10 —2/5);
donc
c=3R l/m
L’apothéme a pour valeur
a=1R (B +1).

TaionkEme VII.

346. L'arc sous-tendu par le coté du pentédécagone régulier
inscrit est la différence des arcs sous-tendus par les cités de
Uhezagone et du décagone.

En effet, ces arcs sont respectivement %, ¢ , 15 de la cir-

conférence; et & = + — k.
* 347. Soient AC, AB ( fig. 169) les cotés du décagone et
de I'hexagone inscrits : la corde BG sera le coté du pentédé-
cagone. Menons le diamétre AOD et les cordes BD, CD. Le
quadrilatére inscrit ACBD donne (285)

AB X CD = AD X BC + AC X BD.

AB = A0 =R. Les cordes BD, CD sont les doubles des
apothémes de 'hexagone et du décagone; ainsi

BD=R 3, CD=LRV 10 +2}/5.

En substituant ces valeurs dans I'équation précédente, nous
aurons, ¢ étant le coté cherché,

LRV 10421 B =2Re +sR* 305 —1),
ou

c=41R(V 10 + 215 +1/3—/18),
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Taiorkme VIIEL.

348. Laire d'un polygone régulier est égale au périmétre
mulliplié par la moitié de U'apothéme.

D’aprés le Théoréme I, le polygone régulier est décompo-
sable en triangles isocéles égaux, ayant pour bases les cotés
du polygone. ¢ étantl'un de ces coOtés, et a 'apothéme, l'aire
de chaque triangle sera § ca. Si donc le polygone a n cotés
son périmélre p sera nc; et comme

tcaxn=cmX3ia=pXia,
on a o
P=p X ia,
P étant I'aire du polygone
349. En apphquant ce théoréme aux polygones 1cguhel‘
examinés ci-dessus, on trouve :
1° Triangle équilatéral :
n=3; P=3R2XLR,
ou .
P=3R3;
9 Carré : ~
n=14; P=4R}p2XiIR?,
ou
P = 2Re;
3e Pentagone :

n—=358; P=5.1R}10—2, xR B+1)
= &SR (10—2178) (64 2175),

ou .
P=2R 104215
4° Hexagone :
n—=6; P=6RXLR} 3,
ou _
=3R*3;
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§e Décagone : ~
n=10; P=10.iR(/5—1) X tRp 10425

=5R* (10 +2175) 6—215),

ou
P=3R10—215;

etc.

350. Ces formules donnent, pour n = 3, n = 4, n =5,
n=26,n=10,...:
P=R*x1,2990..., P=R*x 2, P=R?!x 2,3776...,

P=R?x 2,5980..., P=R*x 2,9389...

On voit, & Yinspection de ces valeurs approchées, que P

augmente avec n. Gette propriété sera généralisée plus loin.

PROBLEMES SUR LES POLYGONES RECULIERS.
PnosLkme 1.

384. Connaissant le coté d'un polygone régulier inscrit, et le
rayon du cercle, trouver le coté du polygone régulier inscrit,
d’un nombre double de cotés. — Et réciproquement.

1° AB étant le coté donné (fig. 171), menons la bissectrice
OC de I'angle au centre AOB : AG sera le c6té du polygone
cherché.

Or, dans le triangle AOG,

AC —A0 +0C - 20C % OD;
c'est-a-dire, en faisant OC = R, AB = ¢, AC = ¢":

=2 — 2R PR—Ie, ()
ou

¢=VR @R — Vl]ﬁ;——c") (*)

(™) Cette valeur de ¢’ peut étre transforméce ainsi :

=) RER 45— RER—2).
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L’équation (1), résolue par rapport 4 ¢, donne
AR = @
e=g! (@)

352. Remarque sur les polygones réguliers qui peuvent étre
inscrits au cercle par des procédés géométriques.

Nous avons vu précédemment qu’étant donné un cercle,
on y peut inscrire les polygones réguliers suivants : triangle
el hexagone; carré; pentagone et décagone; pentédécagone.
Nous avons méme trouvé, en fonction du rayon, les valeurs
des cotés de ces figures. Or, par le probléme qui vient d’étre
résolu, on saura toujours, connaissant le polygone régulier
inscrit de n cotés, trouver celui de 2ncotés. Par conséquent,
en employant la régle et le compas, on peut inscrire au cercle
les polygones réguliers de

3, 6,12, 2%, 48,... cotés;
4, 8, 16, 32, 64,... cités;
8, 10, 20, 40, 80,... cotés;
18, 30, 60, 128, 240,... cités.

Il existe d’autres polygones réguliers inscriptibles au cercle
par des opérations graphiques (').

Prosrewc 1.

383. Connaissant le cité d'un polygone régulier inscrit, et le
rayon du cercle, trouver le coté du polygone semblable circons-
crit. — Et réciproquement.

1° Soit AB = ¢ (fig. 172) le c6té donné. Abalssons OE per-
pendiculaire sur AB ; par le point E, menons une paralléle

(1) Voyez THROREMES ET PROBLEMES DE GEOMETRIE. ELEMENTAIRE.
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a4 AB, et soient C, D les points ol cette droite rencontre
les rayons OA, OB prolongés. CD = C sera le c6té du po-
lygone circonscrit, semblable au polygone inscrit dont AB *
est le coté. :

On a
CD OE,
AB  OF’
d’olr
C=c¢ R )
VR —To

2° Pour trouver ¢, connaissant G, j'observe que les trian-
gles ABO, CDO donnent aussi

AB_ A0
¢CD~ GO’
d’ou
R (%)

=0 ——»
VRLIC

valeur qui peut étre déduite de la formule (3).

* pPromikue IEIN.

384. Connaissant le coté d’un polygone régulier circonscrit,
et le rayon du cercle, trouver le coté du polygone régulier cir-
conscrit, d'un nombre double de cités. — Et réciproquement.

10 Soit CD = C (fig. 173) le c6té donné, touchant en son
milieu E la circonférence 0. Menons GO, DO, EO. Divisons
les angles égaux GOE, DOE chacun en deux parties égales,
par les droites OF, OG. Le c6té cherché est FG ; et, si nous
menons AF, cette droite, tangente en A & la circonférence,
est la moitié de FG = C'.

Les triangles ACF, ECO, évidemment équiangles, donnent

AF _AC
EO  CE

’
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ou
-‘,-_C’ VR 470 —R,
R 1C ’
d’ou enfin

o RIR+1C—R

G <o B

2. Résolvant cette équation par rapport & G, Fon trouve

8R2 C
Ce=_—— —_.
4R* — G ©

b

* pnosLimr IV,

385. Connaissant les cités ¢, C de deux polygones réguliers
semblables, U'un inscrit, Uautre circonscrit ; déterminer les cotés
¢, G des polygones réguliers d’'un nombre double de cités, Uun
inscrit, Uautre circonscrit.

Soient (fig. 173) : AB=¢, CD = C, AE = ¢, FG = (.

1° La droite OF étant bissectrice de I'angle AOE, T'on a

d’olt

On tire de cette derniére proportion, en doublant la va-
leur de EF,

Ce
¢ = . 7
. C+e¢ @
20 Les triangles semblables EIF; AHE donnent
EI EF

AH AE’
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d’ou
AR = 2 AH X EF.
La seconde formule cherchée est done
e =1cC. 8

356. Nommons P, p les périmetres des polygones aux-
quels appartiennent CD, AB, et soit n le nombre de leurs
cotés. Désignons de méme, par P' et p’, les périmetres des
polygones dont AE, EF sont deux cotés. Nous avons

P=nC, p =nc, P = 2nC, p' = 2n¢';
et, par conséquent,
. 2P
P = P—#
357. Remarques. — 1. De
AE + BE > AB
on conclut, en multipliant par n,
p>p.
Ainsi, le périmetre du polygone régulier inscrit, de 2n cotés,

est plus grand que le périmétre du polygone régulier inscrit, de
n cotés.

I1. La tangente AF, perpendiculaire & OA, est plus courte
que roblique CF ; donc

AF 4 FG + BG < CF 4+ FG - GD;
ou, 4 cause de

@), =1 Pp (10).

AF = FE = EG = GB,
2FG < CD;
et, par conséquent,
P<P:
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Ee périmétre du polygone régulier circonscrit, de 2n cotés, est
plus petit que le périmétre du polygone régulier circonscrit, de
n cotés.

IITI. A cause de p' < P' (83), les inégalités précédentes
donnent

p<p <P <P,
puis
P—p' < P—p.

Ainsi, la différence entre les périmetres des polygones régu-
liers de 2n cités, l'un inscrit, Uautre circonscrit, est moindre
que la différence entre les périmetres des polygones réguliers de
n cotés, Uun inscrit, Pautre circonscrit. On peut, comme il suit,

prouver que la premiére différence est inférieure au quart de la
seconde. '

* IV. A cause de I'identité

P PP —pt
A
on a d’abord, en remplagant p'z par P'p (356) :
o P P—p)
P—p = e (@)
Or,
P—p 2P _ p = P—=pp,
P+p P+p’

et, d'un autre coté,
P4p>P+4p,

ou
BP+pyp
pl U > ——e T 2,
+p Py
Au moyen de ces relations, la formule (a) devient
p( —_— pl PI ] b
P—p 3 +p “
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La fraction — est moindre que +. En effet, 'iné-

3p L

galité or
) S
P+p@P+4p ~*

se transforme aisément en

BP—p P—p > 0;

et celle-ci est évidente. Par suite, et a fortiori, 'inégalité (b)
se réduit A

P—p <3 P—p). ()
* PropLEmE V.

387. Connaissant les aires A, B de deux polygones réguliers
semblables, l'un inscrit , Uautre circonscrit; trouver les aires
A’,B' des polygones réguliers d'un nombre double de cotés, l'un
inscrit, Uautre circonscrit.

En conservant les notations précédentes, et en appelant n
le nombre des cotés de chacun des deux premiers polygones,
nous avons :

A = 2n. AOH, = 2n. COE,
A'= 2n. AOE, B' = 4n. EOF.

Cherchons donc des relations entre les aires des triangles
AOH, COE, AOE, EOF.

Les triangles AOH, AOE ayant méme hauteur,

AOH OH
AOE ~ OF

De méme, les triangles AOE, COE ont méme hauteur ;

done
AOE 0A
COE ~ oC

(1) On peut démontrer cette proposition au moyen de considérations géomé-
triques. Voyez THEOREMES ET PROBLEMES, p. 240.
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Mais, 4 cause des paralléles,
OH 0A
OE  0C
Conséquemment,
AOH AOE
AOE ~ COE’
d’out
A A
AT B
La premiére relation est donc
A’ =/ AB. 11)

Pour trouver la seconde, observons d’abord que les trian-
gles GOE, EOF, qui ont méme hauteur, donnent, & cause de
la bissectrice OF,

COE _CE _ OC -+ OE

EOF~ EF ~ OE
Mais OE = OA, et 'on a
0C OE AOE

OA~ OH AOH’
done

COE _ AOE 4- AOH

EOF~ = AOH

Multipliant les deux termes de chaque rapport par 4n,

nous trouvons ¢ .
2B A' A
iy
ou
B8y 19
A+A

(*) Les relations (11) et (12) ont été données par Saurin, membre de I'an-
cienne Académie des Sciences de Paris (1723).
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358. Remarques.—I.0n peut démontrer, soit par un caleul
trés-simple, soit par la méthode suivante, que la différence
B'—A'entre les aires des polygones de 2n cotés, est moindre que
le quart de la différence B — A entre les aires des polygones
de n cotés.

Ces différences sont proportionnelles 4 AFE et ACEH.
Conséquemment, il suffit de faire voir que le triangle AFE
est moindre que le quart du trapéze ACEH, ou que l'on a

EF < i (CE 4 AH). (¢

Soit K le point de rencontre de la bissectrice OF avec AH :
nous aurons EF = AF = AK = KE, attendu que AE est la
bissectrice de 'angle FAB. L’inégalité précédente se réduit
donc &

EF < } (CF -+ 2EF + KH),
puis &
EF < 1 (CF 4 KH). ()

Or, A cause des paralleles AF, KE, les triangles rectan-
gles CAF, EHK sont semblables; donc

CF AF
EK T KW’
ou
CF EF
EF - KH
Ainsi
EF =/CF . KH. )

Mais on sait que l& moyenne Par quotient est moindre que la
moyenne par différence : linégalité (c) est donc démontrée.

II. A, A’ A", étant les aires des polygones réguliers ins-
crits, de n, 2n et 4n cotés, on a

A? =2 A . *
AT (*)

(*) THEOREMES et PROBLEMES, p. 246. Cette relation remarquable a de nom-
breuses conséquences. Voyez l'ouvrage cité. ’
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ProsrLimE VI,

359. Connaissant le rayon R et Uapotheme v d'un polygone
régqulier, trouver le rayon R’ et Uapothéme r' d'un polygone
régulier isopérimetre, d’un nombre double de cotés.

Soient (fig. 174) : AB le coté du premier polygone ; O le
centre et OA le rayon du cercle circonscrit; OD, 'apothéme.
Prenons le milieu C de I'arc ACB. Menons AG, CB, puis OA’
perpendiculaive 4 AC,et OB’ perpendiculaire & BC. Il est clair
que la corde A'B’ est 1a moitié de AB, et que I'angle A'OB’
est la moitié de AOB ; d’ou il résulte que OA’ et OD' sont le
rayon R’ et 'apothéme + du second polygone (*).

Cela posé, le point D' est le milieu de CD, et 0A' est
moyenne proportionnelle entre OA’ et OD' (237) ; donc

P=30+R) (13, R =R (14).

Ainsi : 1° le second apothéme est moyen, par différence, entre
le premier apothéme el le premier rayon ; 2° le second rayon est
moyen, par quotient, entre le premier rayon et le second apo-
théme.

360. Remarques. — 1. La fléche CD est égale A R — 7 ; et
si, du point O pris comme centre, nous décrivons I'arc A’'EB’,
nous aurons R’ — »' = ED". _

Or, la corde A'E est bissectrice de lamle CA'D'; donc, &
cause de A'D‘ < A'C,ona

ED' < $CD'y ED' < {CD,
ou enfin
R—r<i@®—n).
Ainsi, la différence entre le second rayon et le second apo-
théme est moindre que le quart de la différence entre le premier
apothéme.

II. Les formules (13), (14) sont beaucoup plus simples que
celles qui résolvent les Problémes IV et V. Mais, ainsi que

() Cette élégante construction est due i Léger, ancien chef d'institution 4
Montmorency.
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M. Vincent I'a fait voir, on peut ramener les unes aux autres

Prenons, par exemple, les relations
2AB

"= /AB (11 = 19
A= AB (11), B rrx 12
Si I'on suppose
1 1 1 1
A.=— = - —— e
a) B b’A aI’B b:’

on trouve, par un calcul trés-simple,

'=/ab, V=41 +b).
¥ PpPresLimE VII.

361. Connaissant le rayon R et Uapotheme » d’un polygone
réqulier, trouver le rayon R’ et Uapothéme 1 d’'un polygone
régulier équivalent, d’'un nombre double de cités.

Soient (fig. 113) :
OA=0B=R, 0C=7r, 0A'=0B'= R/, OC' ="

D’aprés I'énoncé, le triangle isocéle A'OB' doit étre équi-

valent au triangle rectangle AOC.
1° Ces triangles ayant un angle commun, la' condition

d’équivalence devient (277)
0A’ X OB’ = 0A x 0C,

ou
R =R (1).
2 L’angle DAB, qui a pour mesure la moitié de l'arc
BD (186), égale A'OC'. Conséquemment, les triangles rec-
tangles A'C'0, DCA sont semblables, et 'on a

0C' _ 0A’
AC ~ AD’
ou
r R’

KE=A—-—D.
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Dailleurs AC = |/R* — 7% ; et, si 'on meéne le diamétre
DOE, AD = /2R (R — ) (237, 1°). La proportion précé-
dente donne done, 4 cause de la relation (13),

r =V BET ),

Ainsi : 1° le second rayon est moyen proportionnel entre le
premier rayon et le premier apothéme; 2° le second apothéme
est moyen proportionnel entre le premier apothéme et la demi-
somme du premier rayon et du premier apothéme (*).

AIRE DU CERCLE, ET LONGUEUR DE LA
CIRCONFERENCE.

362. Avant de passer & I'objet de ce paragraphe, il con-
vient de généraliser nos idées relativement aux longueurs des
lignes, aux aires des figures, et d’examiner ce que signifient
ces expressions, quand on veutles appliquer aux figures ter-
minées par des lignes courbes.

Pour plus de simplicité, considérons un triangle ABC (fig.
178). Nous avons trouvé, dans le Livre troisieme, que l'aire
de ce triangle est égale & la moitié du produit des nombres
qui représentent respectivement la base AB et la hauteur
CD.

Nous sommes parvenu a cette conclusion en démontrant
qu'un triangle est la moitié du rectangle de méme base et de
méme hauteur, et en obtenant, en premier lieu, le rapport
de ce rectangle au carré pris pour unité. Le théoréme sur
la mesure des triangles exprime donc que si I'on couvrait,
par des figures toutes égales entre elles, le triangle ABG et
le carré PQRS (fig. 176), et si la commuue mesure était conte-
nue m fois dans le triangle et n fois dans le carré, on aurait

m_,AB D
n 2PQ PS

wl—

(*) Ce théoréme est di a l'illustre Legendre.
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Or, on congoit qu'il n'est pas toujours possible de dé-
composer deux polygones en figures toutes égales entre
elles. Par suite de cette impossibilité, on est obligé de se
représenter d'une autre maniére la comparaison de ces po-
lygones; et I'on arrive alors, nécessairement, 4 1a considéra-
tion des limites, considération que nous avons déja em-
ployée.

Admettons, pour abréger, I'expression de l'aire du rec-
tangle. Partageons la hauteur CD (fig. 178) en un nombre n
de parties égales; par les points de division, menons des
paralléles A la base ; puis achevons les rectangles EFGH,
EFGH,.... Soit.alaire de la somme de ces rectangles.

-Sinous divisons la hauteur CD en un nombre n’' de parties
égales, moindres que les premiéres (en prenant, par exemple,
n' = 2n), nous trouverons une aire a', plus grande que a,
attendu que la somme des nouveaux rectangles surpasse la
somme des premiers. .

En continuant de 1a méme maniére, nous obtiendrons une
série de nombres a, &', a”,... qui augmentent sans cesse, et
qui, comme nous le vérifierons tout & I'heure, tendent vers
une certaine limite A. Or, cette limite est ce que nous pre-
nons pour définition de I'aire du triangle ABC.

363. Pour justifier cette définition, et pour démontrer,
dans ce cas trés-simple, que l'aire de la somme des rectan-
gles a une limite, exécutons le calcul qui vient d’étre indiqué.

En comptant les divisions & partir du sommet, soit MM' la
(m -1 1)ime, n veprésentant le nombre total des parties con-
tenues dans la hauteur h. Nous aurons, b étant la base du

triangle AB,

I£_m
AB n’
ou :
IK="25.
n

L’aire du rectangle IKI'K' est donc

m h m
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Si I'on fait successivement m = I,m=2,..m=n—1,
cette expression représentera I'aire du premier, du deu-
xiéme,..., du (n—1)% rectangle. Donc, en ajoutant,

o =20 42434t 0 —1).

n

n—1).
La quantité entre parenthéses a pour somme 1‘1( 3 )

ainsi

n—1

a =4 bh—

n—1

Si n augmente indéfiniment, la fraction =1 %
tend vers 'unité , qui en est la limite. Donc, & a pareille-
ment une limite, laquelle est A = % bh.

Nous retombons, de cette maniére, sur I'expression con-
nue de I'aire du triangle. .

364. Considérons actuellement une figure terminée par
une ligne courbe, et, pour plus de simplicité, supposons-la
convexe.

8i, comme nous venons de le faire pour le triangle, nous
inscrivons & ABCD (fig. 177) une série de rectangles, I'aire a
de cette somme de rectangles tend, quand leur nombre
augmente indéfiniment, vers une limite A. En effet , A est
toujours moindre que l'aire d’'un polygone extérieur i la
courbe ABCD. Cette limite A est ce que nous appelons aire
de la surface ABCD.

365. En considérant le polygone EFGHIKLM..,. formé
par I'ensemble des rectangles inscrits & ABCD , on voit
que, le nombre de ceux-ci augmentant indéfiniment, les
cotés de ce polygone diminuent de plus en plus, de maniére
A devenir moindres que toute grandeur assignable.

Tout autre polygone, jouissant de la méme propriété,
pourrait également étre employé. Par exemple, inscrivons
4 la courbe ABCD (fig.178) un polygone convexe MNPQR ;
puis faisons croitre indéfiniment le nombre de ses cotés,
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de maniére 4 les rendre tous aussipetits que nous voudrons:
les aires successives trouvées ainsi auront une limite, la-
quelle sera, par définition,l'aire de ABCD.

366. Nous venons d'indiquer deux maniéres d’inscrire,
A la figure donnée, des figures rectilignes.

Mais alors se présente cette question : En employant des
rectangles, comme dans le premier mode, et en employant
des polygones, comme dans le second, arrivera-t-on i la
méme limite ? Et méme, en conservant le second procédsé,
comme on peut concevoir une infinité de séries de poly-
gones, toutes ces séries conduiront-elles 4 la méme limite?

La réponse est affirmative ; mais la démonstration com-
pléte de 'identité des résultats ne semble pas pouvoir étre
établie sans le secours du Calcul intégral. Nous admettrons
donc cette identité ; et, sans nous préoccuper des différentes
méthodes qui peuvent conduire 4 la détermination de l'aire
d'une figure plane, nous adopterons la définition suivante :

367. L'aire d'une figure plane terminée par une courbe est la
limite des aires que Uon obtient en inscrivant a cette courbe une
série de polygones convexes dont les cités diminuent indéfini-
ment, de maniére & devenir moindres que toute droite donnée.

368. Si, aprés avoir inscrit & 1a courbe un premier poly-
gone convexe EFGH (fig. 179), nous prenons sur chaque arc
EF, GH,... un ou plusieurs points intermédiaires, nous for-
merons un second polygone dont le périmétre sera plus
grand que celui du premier. En continuant de la sorte, nous
trouverons donc une série de périmétres allant tous en aug-
mentant. D'ailleurs, ces périmétres ne peuvent pas devenir
infinis, car chacun d’eux est moindre qu'une ligne brisée
quelconque, enveloppant ABCD (53). Cela posé :

369. La longueur d'une courbe convexe plane est la limite
vers laquelle tendent les périmetres des polygones inscrits & cette
courbe, lorsque les cotés de ces polygones diminuent indéfini-
ment, de maniére & devenir moindres que toute droite donnée.

370. Les considérations précédentes s’appliquent 4 une
courbe quelconque, non convexe, attendu qu'une pareille
ligne est toujours décomposable en plusieurs arcs convexes.

Ainsi, soit la courhe ABCDEF (fig. 180), qui se compose
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des arcs convexes AB, BC, CD,... :nous appellerons longueur
de cette ligne la somme des longueurs de ses six parties;
ete.

371. Ces mémes considérations conduisent aux consé-
quences suivantes, qui ne sont qu'une extension des Théo-
rémes I, II, IIT du Premier livre :

1° Une droite finie AB (fig. 181) est plus petzte que toute ligne
plane ACDEB, terminée aux mémes extrémités A, B ;

20 Une ligne convexe est plus petite que toute ligne qui I'en-
veloppe, et qui est terminée aux mémes extrémités ;

3° Une ligne convexe est plus petite que toute ligne qui l'en-
veloppe de toutes parts.

372. Remarque. — La premiére proposition s'énonce en-
core de cette maniére

Le plus court chemin entre deua: points, sur un plan, est la
droite finie qui les joint. Cet énoncé justifie I'expression de
distance , par laquelle nous avons désigné la droite finie qui
joint deux points.

De méme, nous avons appelé distance d’'un point & une
droite la longueur de la perpendiculaire abaissée du point
sur la droite, parce que cette perpendiculaire est plus courte
que toute autre ligne plane, menée du point & la droite, etc.

Appliquons & lacirconférence les considérations générales
qui précédent : elles se simplifieront considérablement.

Taiorkmr XI.

313. A une circonférence donnée, on peut toujours inscrire
ou circonscrire deux polygones réguliers semblables tels, que la
différence de leurs périmétres ou de leurs aires soit moindre
quune quantité donnée quelconque. .

Inscrivons et circonscrivons 4 la circonférence deux po-
lygones réguliers semblables : soit n le nombre des cotés de
chacun d'eux. Puis, inscrivons et circonscrivons deux poly-
gones réguliers de 2n coOtés ; puis, deux polygones réguliers
de 4n coOtés ; et ainsi de suite indéfiniment. Je dis que l'on
pourra pousser 'opération assez loin pour que la différence
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entre les périmétres des polygones semblables auxquels on
s’arrétera soit moindre qu’'une quantité donnée J.
Soient : p, P les périmétres de ces deux polygones (fig.
172); R, le rayon OE; a, I'apothéme OF. On a
P R

- == -

p a
d’ou
R—a

R

Dans le second membre, le facteur P va en diminuant, le
dénominateur R est constant ; done il suffit de prouver que
R — a peut devenir moindre que toute grandeur donnée. Or,
R — @, ou AO — OF, est moindre que AF; c’est-i-dire
moindre que la moitié du cdté du polygone inscrit auquel on
s’'arréte; donc, etc.

La démonstration se ferait avec autant de facilité pour les
aires.

374. Puisque la différence entre les périmétres des poly-
gones semblables diminue indéfiniment, de maniére 4 de-
venir moindre que toute quantité donnée, ces périmétres
ont une limite commune. Il en est de méme pour les aires.
Et comme les formes des polygones réguliers, inscrits ou
circonscrits, s'approchent de plus en plus de celle du
cercle lorsque le nombre des cotés de ces polygones va
en augmentant, nous adopterons les définitions suivantes :

375. 1° On appelle longueur de la circonférence la limite
commune vers laquelle tendent les périmetres des polygones
réguliers inscrits ou circonscrits; 2° on appelle aire du cercle
la limite commune vers laquelle tendent les aires de ces poly-
gones. :

P—p=P

Takonkme XII.

376. 1° Deux circonférences sont entre elles comme leurs
rayons ;

20 Deux cercles sont entre eux comme les carrés de leurs
rayons.
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1° Soient deux circonférences ayant pour rayons R, r,
et dont les longueurs soient G, c.

Inscrivons 4 ces circonférences deux polygones réguliers
semblables, ayant pour périmétres P, p. Nous aurons (335)

P R

P r

Si nous doublons indéfiniment le nombre des cotés des

deux polygones (*), les périmétres P, p s’approcheront in-

finiment de G, ¢, qui en sont les limites respectives. D’ail-

leurs, le rapport entre les limites de deux grandeurs va-

riables est la limite du rapport de ces grandeurs (180) ;
done

|

R
.

2° Méme -démonstration.
311. Corollaire. — La proportion précédente donne
G ¢,
R~ 2’
ainsi le rapport d’une circonférence & son diamétre est le
méme pour toutes les circonférences ; ou

Le rapport de la circonférence au diamétre est un nombre
constant.

318. Remarque. — Le rapport de la circonférence au dia-
métre est, ainsi qu’on peut le démontrer, un nombre in-
commensurable ; on le représente ordinairement par la
lettre #. Sa valeur approchée, réduite en décimales, est

= = 3,141 892 653 589 793...

Tatontme XIIK.

379. Laire d'un cercle est égale & la circonférence multipliée
par la moitié du rayon..

(™) Doubler indéfiniment le nombre des cotés d’un polygone signifie que I'on
remplace ce polygone (de n cdtés) par un polygone de 2n cdtés, puis par un
polygone de 4n cotés, ete.
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Nous avens trouvé (348) que I'aire d’un polygone régulier
est égale au périmétre multiplié par la moitié de 'apothéme.
Or, les limites respectives du polygone, du périmétre et de
apothéme sont le cercle, la circonférence et le rayon ; done,
ete.

380. Scolie. — 1° Soit ¢ une circonférence de rayon R ; on
aura (377)

C = G)er;

2° Soit G I'aire du cercle de méme rayon R :

C=2R X iR,
ou

C = #R2.

381. Remarque. — Si, dans ces expressions, on suppose
R =1, on trouve .

c
ainsi le nombre incommensurable # est la longueur de la demi-
circonférence dont le rayon est 1, ou Uaire du cercle de rayon 1.

382. Deux cercles peuvent toujours étre considérés comme
étant les limites de polygones semblables deux 4 deux. Done
les cercles doivent jouir des propriétés qui appartiennent &
ces polygones. Il en est de méme pour les arcs ou pour les
secteurs semblables, ¢’est-A-dire répondant & un méme angle
au centre. Ainsi :

Taionkme XIV.

883. 1° Les arcs semblables sont entre eux comme leurs
rayons ;

9 Les secteurs semblables sont entre eux comme les carrés
de leurs rayons.

TuioreEme XV.

384. Dans un méme cercle, deux secteurs sont entre eux
comme les arcs correspondants, ou comme les angles au centre.
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Toéonkme XVI.

385. L'aire d'un secteur est égale & U'arc multiplié par la
moitié du rayon.

DETERMINATION DU RAPPORT
DE LA CIRCONFERENCE AU DIAMETRE.

386. Nous avons dit (378) que le rapport de la circon-
férence au diamétre est incommensurable ; ainsi, nous ne
pouvonsl'exprimer exactement par un nombre finide chiffres.
Mais nous pouvons, du moins, nous proposer d’en obtenir
une valeur approchée.

Cette recherche peut étre envisagée sous quatre points de
vue principaux, clairement indiqués par les questions sui-
vantes :

1° Calculer la longueur d’une circonférence dont le rayon
est donné;

20 Calculer Uaire d’un cercle dont le rayon est donné;

3° Calculer le rayon d'une circonférence dont la longueur
est donnée ;

4° Calculer le rayon d'un cercle dont l'aire est donnée.

Nous allons indiquer, sommairement, comment on peut
résoudre ces quatre problémes.

PromrLimr VIII.

381. Calculer la longueur d'une circonférence dont le rayon
est donné. .

Prenant le rayon pour unité, inscrivons et circonscrivons
des carrés au cercle. Leurs cOtés sont, respectivement :

c=12 C=2.

Par les formules des n°s 351 et 353, on peut, en partant
de ces valeurs, calculer les cotés ¢', G’ de 'octogone régu-
lier inscrit et de I'octogone régulier circonscrit, puis les
cdtés ¢”, C" des polygones réguliers de 16 cotés, 'un inserit,

12
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l'autre circonscrit, etc. Multipliant par 4, 8, 16, 32,... ces
divers nombres, on connaitra les périmétres des polygones
réguliers, inscrits et circonscrits, de 4, 8, 16, 32,.... cotés.
Les périmetres des polygones inscrits vont en augmentant ;
ceux des polygones circonscrits vont en diminuant ; et d’ail-
leurs, la longueur de la circonférence, représentée par
2+ (381), est comprise entre les périmétres de deux po-
lygones semblables quelconques. De 13 résulte que si I'on
arréte le calcul & deux de ces polygones, et sil'on prend
la moitié du nombre formé par les décimales communes
A leurs périmetres, on aura, avec ce méme degré d’ap-
proximation, la valeur du rapport .

388. En opérant d’une maniére un peu différente, Archi-
meéde (*) a trouvé que le périmétre du polygone régulier
inscrit, de 96 cotés, surpasse 2 (3 + 19), et que le péri-
métre du polygone circonserit est inférieur & 2 (3 -~ ).
Conséquemment, le nombre = est compris entre 222 et 22 :
cette derniére valeur, connue sous le nom de Rapport d’Ar-
chiméde, est approchée, par excés, 4 moins de 0,001.

% 389, Les calculs précédents deviennent plus réguliers si
’on fait usage des relations

. 2Pp ) —
Y=%1p P=VPp,
démontrées ci-dessus (356). En effet, les périmétres des
carrés étant
P=38, p=4172,
il en résulte, pour les périmétres de I'octogone circonscrit
et de loctogone inscrit :

p_ 16172 y= 128

Y%A 2412

ou
P—=163/2—1), p=8L2— 2

(*) Né a Syracuse, vers I'an 287 avant I'ere vulgaire.
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Appliquant de nouveau les mémes formules, on trouve les
périmeétres P", p” des polygones réguliers de 16 cotés ; et
ainsi de suite. Il est vrai que les résultats se compliquent
rapidement.

#* 390. Au lieu d’employer l'une ou l'autre des méthodes
précédentes, on peut adopter la marche suivante, indiquée
par Lacroix. )

Soient (fig. 30) OD = a, OD' = a' les apothémes de deux
polygones inscrits consécutifs. '

Si 'on trace le diameétre COE et 1a corde AE, on a, simul-
tanément,

AE = 2, AE =} /CE.DE.

Done, en prenant le rayon pour unité,

20 =2 + 2.

Ainsi, en ajoutant 2 au double de Uapothéme d'un polygone
régulier inscrit, et en extrayant la racine carrée du résultat,
on a le double de U'apothéme du polygone suivant (*).

Cela posé, si 'on part de 'apothéme «, du carré inscrit,
on pourra calculer les apothémes a,, a,, a,, des polygones
réguliers inserits, de 8, 16, 32,... cotés. Parvenu 4 un apo-
théme a, dontla différence avec le rayon soit jugée suffisam-
ment petite, on déterminera le coté ¢, du polygone corres-
pondant, au moyen de la relation

e =1"%— 2a.),
laquelle équivaut a -

Cn =l/9 - 2(1,._1 >
parce que
Qa,) = 2 + 2au_1.

Multipliant ¢, par 2" *', on a
Ap"=2"+‘|/'2—2a,‘_1, (1)

(") Cette proposition ne differe pas de la formule trigonométrique

1 cos a
cos %a:\/ +Q
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p. représentant le périmétre du polygone inscrit, dont le
nombre des co6tés est 2* * 1. Enfin, le périmétre P, du poly-
gone semblable circonserit étant donné par la proportion

P, 1

= —

Pa a

d’ol1 résulte
2—2a, ) (2)
2 —Jl— 2 Uy — 1,

il s’ensuit que l'on connaitra deux limites entre lesquelles

est compris le nombre 2.
* 391, Voici une application de cette méthode :

%, =12 = 1,41421356,
9a, — 1/3,41421356 = 1,84775907,
9, = |/3,84TT1590T = 1,96&57056,
2a, = |"3,96187056 = 1,99036945
%, = 13,99036945 = 1,99789091,
. 2a, = 173,99759091 = 1,99939764%;
p, = 291/0,00060236 = 256. 0,024843 = 6,2830;

Pn=9” +2

0,00060236
=2 ),00000290 _ 519, 0.01 _ '
P’ 399930764 — 012+ 0,012272 = 6,2833.
La moyenne entre ces deux valeurs est
= = 3,1416,

résultat exact & moins de 0,0001.
* ProsLimze IX.

392. Calculer Uaire d'un cercle dont le rayon est donné.
Si 'on emploie les formules

— 2AB
Al - ‘//AB’ B’ = A + A/’
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démontrées ci-dessus (357), et que l'on parte, par exemple,
des valeurs
A, =2, B =4,

qui représentent les aires du carré inscrit et du carré cir-
conscrit au cercle de rayon 1, on trouve d’abhord

16

A,=8, B,= m;

ou, plus simplement,
=279 B,=8(2—1):
A, et B, sont, respectivement, I'aire de 'octogone inscrit et

de Poctogone circonscrit. A leur tour, ces valeurs donnent,
par le moyen des mémes formules :

A=42—12 B=82+ 1221 2—1 21 2;
et ainsi de suite. D'ailleurs, l'aire du cercle, limite com-
mune de A,, A,, A,,... et de B,, By, B,,... (375), est comprise
entre A, et B,, entre A, et B,, entre A, et B,,etc. On pourra
donc, en poussant le calcul suffisaminent loin, déterminer
cette aire, ou le nombre = (381), avec une approximation
connue. _

393.. Remarque. Cette méthode, attribuée & Jacques Gre-
gory (*), est trés-compliquée. D’aprés la remarque de
M. Vincent, on peut la simplifier en prenant, pour incon-
nues auxiliaires, les inverses des aires (360); et alors on
trouve directement, non plus le nombre », mais son inverse

—, cest-a-dire le rapport du diameétre & la circonférence.
w
ProsiLeme X.

394. Calculer le rayon d'une circonférence dont la longueur
est donnée.

T

(*) Né a New-Aherdeen en 1636 ; morl en 1675.



182 GEOMETRIE.

Considérons le carré dont le coté est égal & l'unité de
longueur : son périmetre sera représenté par 4. Par consé-
quent, les rayons du cercle inscrit et du cercle circonscrit
ont pour valeurs,

o= %’ R, = % |/é-
Au moyen des formules
- r=30—R, R=}Rr,
nous pouvons calculer l'apothéme r, et le rayon R, de
loctogone régulier isopérimetre avec le carré (359). Une
nouvelle application des mémes formules donnera Il'apo-
théme r, et le rayon R, du polygone régulier de 16 cotés,

dont le périmétre est 4. Et ainsi de suite.
Nous avons trouvé (360)
R—r<i®BR—r),
relation d’ou résulte
R]—"g < %‘ Rl —7'1) R,—T, < (-})Z(Rl—rl\r R4—"‘4 < (Ji)a(Rl'_7'l)a
etc.

Ainsi, les différences entre les rayons et les apothémes cor-
respondants décroissent plus rapidement que les termes de la
progression L, (53, ()3,...; donc ces différences tendent vers
z6ro; c'est-A-dire que les rayons et les apothémes ont une
limite commune.

D’un autre coté, si I'on désigne par R, et r, le rayon et
I'apothéme d’un quelconque des polygones considérés, et
par ¢ le rayon de la circonférence isopérimeétre avec chacun
d’eux, on a, simultanément :

QTR,, > 4, 275’7',. < 4, 27;‘9 == 4,
et, par suite,
R.>p >

en sorte que le rayon ¢ de la circonférence égale & 4 est tou-
jours compris entre un rayon et lapothéme correspondant.
Donc la limite dont nous venons de parler n’est autre que ;.

395. En effectuant les calculs qui viennent d’étre indi-
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qués, on arrive aux résultats contenus dans le tableau
suivant (*) :

NOMBRE DES COTES. APOTHEME. RAYON.
r, = 0,5000000 R, = 0,7071068
e o .|y = 0,6035534% R, = 0,6532815
16.. ... | r, = 0,6284174% R, = 0,6407289
32.....|r = 0,6345731 R, = 0,6376435
64.. ...} r, = 0,6361083 R, = 0,6368754 |
128.. ... | r, = 0,6364919 R, = 0,6366836 |
286.. ... |r, = 0,6365878 R, = 0,6366357 f
512.. ... [ r, = 0,6366117 R, = 0,6366237 !
1024 . ... |r, = 0,6366177 | R, = 0,6366207 |
2048. . ... | r, = 0,6366192 R,, = 0,6366199 |
4096. . ... |r, = 0,6366195 | R,, = 0,6366197 |
8192.. ... | r, = 0,6366196 R,, = 0,6366196
On a donc, avec sept décimales exactes,
o = 0,6366196.
A cause 2s¢ = 4, on déduit, de cette valeur,
1 £ — 03183098,
et
T = 3,14159

396. Remarque. Au lieu de commencer la série des apo-

(*) Ce tableau est extrait du Cours de Géométrie de M. Vincent (1832).
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thémes et des rayons par 4 et 112, on peut prendre, pour
termes initiaux, 0 et 1. En effet,

Résumant alors les explications données ci-dessus (394),
on peut énoncer la proposition suivante, connue sous le nom
de Théoréme de Schwab :

Tatoseme XVI.

397. Une suite indéfinie de nombres dont les deux premiers

sont 0 et 1, et dont les autres, a partir du troisiéme inclusive-
ment, sont alternativement moyens par différence et par quo-
tient entre les deux qui les précédent, a pour limite le rayon
d'une circonférence égale & 4.
*  398. La méthode des isopérimétres,ordinairement attribuée
4 Schwab, est due & Descartes (*). Elle comporte plusieurs
simplifications de calcul, dans le détail desquelles nous
n’entrerons pas. Nous énoncerons, seulement, les deux pro-
positions suivantes, qu’il est aisé de vérifier :

1° La moyenne proportionnelle entre deux nombres a, b
est comprise entre

a+tb (@ — b)?
2 2@u+tD)
et
a-+b (@ — b)?
2 2(a -+ 3b)

20 a étant le plus petit des deux nombres donnés, celte
méme moyenne est comprise entre :

() Né a La Haye (Touraine), en 1596 ; mort a Stockholm, en 16350.
Dans un Mémoire publié au milieu du siecle dernier, Euler tira de I'oubli cette
élégante méthode, et déclara qu'elle avail pour auteur le célehre philosophe.
Malgré cette attention d'Euler, la méthode de Descartes fut, encore une fois,
si bien oubliée, que le professeur Schwab dut la découvrir de nouveau en 1812.
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at+b (@a—b

2 2(a+ b
et
a-+b (@ — b)*
2 " L@tb

Si l'on prend a = r, = 0,6365878, b = R, = 0,6366836,
on trouve
(a— b

(“;b)e ) 000 01:
T @2t D) < 0,000 000 01, T T < 0,000 00 ;

donc, avec sept décimales exactes,
a—+b .
L =0,6366351.
2
Conséquemment, & partir d'une certaine valeur de Uindice
n, on peut substituer les moyennes par différence aux moyennes
par quotient.

R, = ab =

* prosLEme XI.

399. Calculer le rayon d'un cercle dont U'aire est donnée.

Supposons que cette aire soit celle du carré dont le coté
est pris pour unité. Si I'on fait usage des formules de Le-
gendre (*):

_ ' s
Rl — ‘//’Rr, ’.' J— vr R "2]‘ 1,

démontrées dans le n° 361, on pourra, en partant de

R = % [/'/'2—, " = ;.7,
calculer le rayon R, et I'apothéme r, de I'octogone régulier
équivalent au carré ; puis le rayon R, et I'apothéme r, du

*Né a Toulouse, en 1752 ; mort a Paris, en 1834.
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polygone de 16 cotés équivalent ; et ainsi de suite. La limite
commune des rayons et des apothémes est le rayon z du
cercle dont l'aire est 1. Par conséquent,

- ==w:, = —

a ZX

400. Valeurs approchées de . En réduisant en fraction con-
314189

o> on trouve, comine pre-

tinue le nombre 3,14159 = 160000

miéres réduites :
3,22 333 388
1’ 7° 108" 113

Le premier rapport n’est jamais employé. Nous avons déja
dit que le second a été trouvé par Archimede ; il est appro-
ché & moins de 0,001. Le troisiéme est peu usité, parce que
le suivant, qui n’est guére plus compliqué, donne une appro-

ximation beaucoup plus grande. En effet, le rapport %—‘;’—g— *),
di & Metius (**), est approché & moins de 0,000 001.

. M3 . - . .
(*) Pour retrouver la fraction 385 0 écrit, deux fois de suite, les trois

premiers nombres impairs.
(™) Adrien Metius, géométre hollandais, né dans le seizieme siécle.
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401. Une figure est dite maximum ou minimum, selon
quelle est la plus grande ou la plus petite entre toutes
celles de méme espéce.

Ainsi, le diameétre d’'un cercle est une corde mazximum,
la perpendiculaire abaissée d’un point sur une droite est un
minimum relativement & toutes les lignes menées du point
a la droite, etc.

Tatonkue 1.

402. Entre tous les triangles formés avec deux cotés
donnés, le mazimum est celui dans lequel ces deur cotés sont
perpendiculaires U'un & Uautre.

Soient les deux triangles CAB, C'AB (fig. 182), qui ont le
coté AB commun, et les cotés AG, AC' égaux; je dis que le
premier triangle, dans lequel I'angle CAB est droit, est
plus grand que l'autre triangle C'AB.

Menons la hauteur CG'D : nous aurons C'D < C'A, ou
C'D < CA. Or, les deux triangles CAB, C'AB, qui ont méme
base AB, sont entre eux comme leurs hauteurs; donc, etc.

(™) Cet Appendice est tiré d'un Mémoire de Steiner, qui a paru dans le
Journal de Liouville (tome VI.) i
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Taionkne 1.

403. Le cercle est plus grand que toute figure plane isopé-
rimetre.

La démonstration de cet important théoréme sera dé-
composée en plusieurs parties.

1o Une figure qui a un périmétre donné ne. peut avoir une
aire infinie. '

En effet, la proposition n’a de sens quautant que 'on
suppose la figure fermée de toutes parts. Donc cette figure
est une portion finie de plan.

2° Entre toules les figures qui ont un périmeétre donné, il
existe un ou plusieurs maximums.

Cette proposition est évidente d’aprés celle qui précéde.

3° Une figure qui, avec un périmétre donné, renferme une
aire maximum, est convexe.

Cousidérons, en effet, la figure non convexe ACBD
(fig. 183). Si nous faisons tourner la partie rentrante ACB
autour des points A,B, nous pourrons former une figure
ACB, ayant méme périmétre que la premiére, et qui sera
évidemment plus grande que celle-ci.

4° Toute droite qui divise le confour d'une figure maximum
en deux parties équivalentes, divise aussi la surface de cette
figure en deux parties équivalentes.

Soit ABCD (fig. 184) une courbe qui, avec une longueur
donnée, renferme une surface maximum. Supposons que la
droite AB partage cette courbe en deux parties ACB, ADB,
ayant méme longueur.

Si la surface ABDA est plus grande que la surface ABCA,
faisons tourner ADB autour de AB; nous obtiendrons une
figure AD'BD, isopérimetre avec ACBD, et dont l'aire sera
plus grande que celle de cette derniére figure. Donc ABCD
ne serait pas un maximum. :

B° Une figure qui, avec un périmétre donné, a une aire
maximum, est un cercle.

La remarque précédente fait voir que si ADBC est une
figure maximum, ADBD’ en sera également une.
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Cela étant, soit ADBD’ (fig. 188) une pareille figure, com-
posée de deux parties ADB, AD'B telles, que si I'on fait
tourner la premiére autour de AB, elle coincide avec la
seconde. _

Prenons, sur ADB, un point quelconque D; abaissons
sur AB la perpendiculaire DD', partagée au point P en deux
parties égales; menons DA, DB, D'A et D'B.

Si les angles D,D' ne sont pas droits, transformons le
quadrilatére ADBD' en un autre adbd’ (fig. 186) ayant mémes
cotés que le premier, et dans lequel les angles d,d' soient
droits. D'apres le Théoréme I, ce second quadrilatére sera
plus grand que lautre. Si donc nous apportons les seg-
ments AED, DFB, etc., en aed, dfb, etc., la figure
aedfig... sera plus grande que AEDFBG...; donc celle-ci ne
serait pas un maximum.

Il suit de 1A que la courbe AEDFB (fig. 185) est le lieu
géométrique du sommet d'un angle droit dont les cotés
passent par les points A,B. Donc cette courbe est une
demi-circonférence (189 et 192).

Ainsi, dans la figure maximum ADBG (fig. 184), une
moitié quelconque, déterminée par une droite telle que AB,
est un demi-cercle. Donc la figure entiére est un cercle.

PROBLEMES RELATIFS AU LIVRE QUATRIEME.

Pnoengxe X.

Déterminer le coté dun pentagone régulier dont I'aire est
donnée .

Soient P, ¢, R l'aire donnée, le colé demandé et le rayon
du cercle circonscrit au pentagone; nous avons trouvé
(345, 349) :

c=iRV10—2/8, P=iR110+4 215
La premiére formule donne
2

V/10—2;8
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En substituant cette valeur dans celle de P, nous aurons
s oV 10+218 V10 + 98
P= 5 4 c. 2 500" — ——,
10—215 S—15
Si nous tirons de cette nouvelle formule la valeur de ¢,
il vient

2 — 4 p _____
‘ V10 +95

Pour simplifier cette expression, et la rendre applicable au
calcul numérique, multiplions les deux termes de la frac-

tion par L' 10 - 2,/8; nous aurons

Fe1p B—y B 10—28 m(5—1/5)1/10 —21°5
/(10421 5)(10— 2.5) 180
(5—1/5 V 10—2,5

V5
Je divise les deux termes par |5, et je fais passer sous le
radical le facteur |5 — 1; ce qui donne

=iPV (10— 2/8)(6—2 B =2PV 5—1 8) 3—1B)
=2P20 — 815;
u enfin

t=4PV5 — 215

Comme application, supposons que la surface du pentagone

régulier soit de 27 centimétres carrés, et proposons-nous de

trouver, & moins de 1 millimétre, 1a valeur de son coté.
Prenant le centimétre pour unité, nous avons

=91, e=12 85 98

¢= \/‘_2%——9»~ \/15;/5_——27_3 a
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et'cette derniére quantité doit étre calculée & moins de
0,1. .
Le facteur £ étant presque égal A T'unité, nous calcule-
rons I'autre & moins de 0,05; en outre, ce second facteur
étant plus grand que I'unité, il nous suffira, d’aprés un prin-
cipe démontré en arithmétique, de déterminer 15, 5—2;5
aussi 4 moins de 0,05.

est plus grande que l'unité : nous atteindrons donc I'ap-
proximation demandée si nous déterminons, & moins de
0,08, la quantité incommensurable

1128 — 4308 = 1128 — 10 | 710125.

Enfin, 4 cause du multiplicateur 10, nous devons cal-
culer, & moins de 0,008, la racine carrée de 10125.

En effectuant, on trouve, 4 ce degré d’approximation,
110125 = 100,62;
donc
1125 — 4805 = 118,8; /1125 — 450,/5 = 10,9;
\/my‘m =33, c=£x33=39.
Le coté du pentagone régulier est donc, & moins de
1 millimétre, 0,039.

Pnosrkue II.

Construire un pentagone régulier équivalent & un carré
donné. :

La question se réduit & déterminer le coté du pentagone.
Or, si m est le coté du carré, le probléme précédent donne,
en remplagant P par m?,

c’:%m’l/%’; —9/5;
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d'otr L
c=3m\/85-37%

Pour construire cette valeur, on peut d’abord la mettre
sous la forme suivante,

c=2%2 \/5m.mV5-1//T:5_.

En négligeant pour un instant le facteur 2, nous voyons
que le second membre est une moyenne proportionnelle

entre 5m et une autre droite égale d m X Vs — V' 4.8.
Nommons z cette droite; nous aurons

z=1mxm®B—%5).

Ainsi, « est une moyenne proportionnelle entre m et
m X (8 — /4.5). Soit y cette derniére droite; nous aurons
encore

y = 5m — 1/ %m.Bm.

De ces différentes valeurs, et en ayant égard au facteur
2, on conclut la construction suivante, qu'il est aisé de
justifier :

Avec un rayon égal au coté m du carré, décrivez une
demi-circonférence ADB (fig. 187). Divisez le diamétre AB
en cing parties égales; et, par le quatriéme point de divi-
sion G, élevez la perpendiculaire CD au diameétre. Du point
A comme centre, décrivez 'arc DE. Elevez la perpendicu-
laire EF, qui rencontre en Fla demi-circonférence décrite
sur BC comme diamétre. Du point B comme centre, dé-
crivez I'are FG; élevez GH perpendiculaire 4 AB : BH est le
cOté du pentagone.

ProerLime IIN.
Déterminer, en fonction du rayon du cercle circonscrit,

Paire du dodécagone régulier.
Soil R le rayon donné; soient ¢ et ¢’ les ¢Otés de I'hexa-
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gone régulier- et du dodécagone régulier inscrits; la for-
mule générale

¢t =9RR — /R =19,

trouvée au n° 351, nous donne, en prenant ¢ = R,
= 2R —5)=R'2 — 1 3);,
et

¢=Rye—p3.

L'apothéme @ du dodécagone sera donné ensuite par la
formule

,-_\/R2 h_R\/4_?:_l/i_ 1R2 + 173,

Au moyen de ces deux valeurs, nous obtenons, pour l'aire
du dodécagone régulier,

A=12RV2— /3 X {R2 4 13 = 3R

Ainsi, le dodécagone régulier, inscrit & un cercle de rayon
R, est e’quivalent @ 3 fois le carré construit sur R comme coté.
11 résulte au551, de cette valeur, que le dodécagone inscrit
est ‘au carré inscrit, comme 3 est 2 2 (349).

Remarque. — On parvient plus rapidement au résultat
qui précede, enobservant que le dodécagone régulier est dé-
composable en douze triangles isoceles égaux, ayant chacun
pour base un rayon R, et pour hauteur la moitié du coté
de T'hexagone inscrit, c’est-a-dire § R.

l’nnnmiugm iv.

Trouver, & moins de 1 millimétre, le rayon d'un cercle dont
la surface est de 3™ ,25.
L’aire d’'un cercle de rayon R est représentée par zR?.
Done, en prenant le métre pour unité, nous aurons
aR? = 3,9‘5,
" N 13
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RV 1

Pour calculer cette quantité & moins de 1 milliéme., obser-
vons que

d’ou

325 _ 395 % L

o =z

Or, 1, rapport du diamétre & la circonférence, égale
o

0,3183098.... Donc nous obtiendrons I'approximation de
mandée en prenant

R = 1/3,25 % 0,3183 = /1,034475 — 1,011.

Ainsi le rayon du cercle est, & moins de 1 millimétre,
im 017.

Pnonnicnin V.

Trouver, & moins de 1 millimétre, Uarc d'un secteur dont la
surface est de 2™ ¢ 19, et Uangle au centre, 47°18'.

Un secteur a pour mesure I'arc quilui sert de base, mul-
tiplié par la moitié du rayon (385). Représentons par z et R
ces deux grandeurs ; nous aurons, en prenant le métre pour
unité,

2,19 = Rz
2
L'arc de 47°18' ayant pour longueur 2, la longueur de la
demi-circonférence sera

. 180°
47°18"
donce
z 180°
R = oy 47018( )
et, par suite,
2,19 x> 90°
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Cette équation donne
_ 47018’
2=\ 219 x = x S
Pour évaluer x, observons d’abord que
AL R
90° ~ 90 900’

ce qui donne

T=1219 X = X 2= ;1517219 X 413 X .

11 suffit maintenant de calculer, & moins de %, le radical.
Or,
r = 3,141892. . ;

done

219.473. = 325428,08; 1219.473. = B70,5.
Enfin,
r =1,901.

L’are du secteur est done 1™,901....

Remarquons, en terminant, que les deux derniers calculs
seraient plus simples et plus rapides par 'emploi des loga-
rithmes.

FIN DU LIVRE QUATRIEME.



EXERCIGES SUR LE LIVRE 1V.

1. Dans tout pentagone régulier, les diagonales se coupent mutuellement
en moyenne et extréme raison.

2. Le c6té du décagone régulier étoilé inscrit est égal au coté du déca-
gone régulier inscrit, augmenté du rayon.

3. Si, sur les segments AC, BC du diametre AB d’un cercle O, on décrit, de
part et d’autre de cette droite, deux demi-circonférences ADC, CEB, la ligne
ADCED, formée par l'cnsemble de ces demi-circonférences, partage le cercle
en deux segments proportionnels aux segments du diameétre.

4. Si deux arcs ont une somme moindre que la demi-circonférence, le rec-
tangle de leurs cordes est équivalent & celui qui aurait pour dimensions le
rayon et I'exces de la corde du supplément de la différence des arcs sur la corde
du supplément de leur somme.

8. Si deux arcs ont une somme plus grande que la demi-circonférence, le
rectangle de leurs cordes est équivalent & celui qui aurait pour dimensions le
rayon et la somme des cordes du supplément de la différence et du supplément
de la somme de ces arcs.

6. Une circonférence étant parlagée en un nombre impair de parties égales,
si 'on joint le point diamétralement opposé & I'un des points de division avec
tous ceux qui sont silués sur la méme demi-circonférence, le produit des cor-
des ainsi menées cst égal & une puissance du rayon marquée par le nombre
des cordes.

7. Une circonférence étant partagée en un nombre impair de parties égales,
sil'on joint le point diamétralement opposé & celui dont l'indice est zéro avec
les points dont les indices sont les termes de la progression 1, 2, 4,8...,le
produit des cordes ainsi menées est égal a une puissance du rayon marquée
par le nombre des cordes.

1
8. On peut, au moyen de la régle et du compas, diviser la circonférence en
dix-sept partics égales.

9. Il existe toujours une circonférence a laquelle est inscriptible un poly-
gone convexe dont les cotés sont respectivement égaux a des droites données.

10. Enfre toules les figures dquivalenles, le cercle a le périmétre minimum.
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11. Entre tous les polygones formés avec des cités donnés, le maximum est
le polygone convexe inscriptible.

42. Entre tous les triangles isopérimeires et de méme base, le maximum
est le triangle isoctle. '

43. Entre tous les polygones isopériméires et d’'un méme nombre de cotés,
le polygone maximum est équilatéral.

14. Entre tous les polygones isopérimeétres, d'un méme nombre de cotés,
le maximum est le polygone régulier.

13, Entre tous les polygones équivalents, d'un méme nombre de cétés, le
polygone régulier a le périmétre minimum.

46. De deux polygones réguliers isopérimeétres, le maximum est celui qui a
le plus grand nombre de cdtés.

17. De tous lestriangles inscrits 4 un méme segment , le maximum, en sur-
face et en périmeétre, est le triangle isocéle.

18. Entre tous les polygones d'un méme nombre de cétés, inscrits 4 un
méme cercle, le maximum, en surface et en périmétre, est le polygone ré-
gulier.

19. De deux polygones réguliers, inscrits & un méme cercle, celui qui a le
plus grand nombre de c6tés est le plus grand en surface.

20. De deux polygones réguliers, inscrits 2 un méme cercle, celui qui a le
plus grand nombre de cotés a le plusgrand périmeétre.

21. De tous les triangles qui ont méme hauteur et méme angle opposé 4 la
base, le plus petit est le triangle isocele.

292. De tous les polygones d'un méme nombre de colés, circonscrits 3 un
meéme cercle, le plus petit, en surface et en périmetre, est le polygone régu
lier.

23. De deux polygones réguliers, circonscrils & un méme cercle, celui qui a
le plus grand nombre de cotés est le plus petit, en surface et en périmetre.

24. Si, sur les cotés d'un triangle rectangle, pris comme diamétres, on
déerit des demi-circonférences, la somme des deux lunules comprises entre la
grande demi-circonférence et les deux autres, est équivalente au triangle
donné (*).

25. Le nombre = est égal a la limite des quantitds :

9, al/’ﬂ", 2’1/2—1/2’, ?“\/2—[/24- 1/5,

by \/2_.\/ R VCIRZ

(*) Théoréme d'Hippocrate de Chio.
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26. Le nombre .;f est égal a la limite des produits :
2 « 2
Ve Vet
2 2 2
—X ==X = —————
Ve Vat e \/2 ViV
27. On construit, sur le diamétre AB d'une circonférence C, un triangle
équilatéral ABD ; on divise AB en un nombre  de parties égales, et 'on joint

I'extrémité E de la deuxime division, avec le point D, par la sécante DEF.
Quelle est I'expression de la corde AF ?

28. On construit, sur le diamétre AB d'une circonférence C, un triangle
équilatéral ADB; on divise le rayon CA en n parties égales, et I'on joint I'ex-
trémité E de la quatridme division, avec le point D, par la sécante DEF. Quelle
est I'expression de la corde FG, G étant I'extrémité du diamétre DCG?

29. Sur les prolongements de deux rayons OA, OB, perpendiculaires entre
eux, on prend AC =BD = . 0A. On méne CD, qui coupe en F, G la cir-

conférence (*). On joint le point d’intersection G (voisin de D) au point E
détermind en prenant, sur BO,BE = 3 BD. 1° Démontrer que la droite EF est,

‘l ,
approximativement, égale & la corde qui sous-tend le ot de la circonférence ;

20 chercher vers quelle limite tend la valeur de EF, lorsque n augmente indé-
finiment (**).

30 On joint les milieux des cotés d'un carré avec les sommets non adja-
cents, et I'on demande : 10 de quelle nature est le polygone déterminé par
les huit droites ainsi menées; 20 & quoi est égal le périmétre du polygone;
30 quel est le rapport entre ce méme polygone et le carré donné?

31. Alextrémité B du rayon CB d'un cercle donné C, on éléve une tangente

BD égale au diametre; on prolonge cette tangente d'une longueur Da égale au
cinquieme du rayon, et d'une longueur Db égale aux trois cinquidmes du rayon;
on prend BA égale 4 Ca; enfin, par le point A, on méme AE paralléle & Cb.
Quelle est I'expression de BE ?

32. Connaissant les rayons de deux polygones réguliers isopérimétres,

(*) Pourvu que » surpasse 4.
(**) La construction précédente a éié imaginée par M. Redier, horloger
a Paris.
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l'un de n cét'e's, l'autre de 2n cotés, trouver le rayon du polygone régulier
isopérimetre, de 4n cotés.

83. Calculer les aires et les périmetres des polygones réguliers de 4, 8,
16.... cotés, inscrits a un cercle donné.

3. Les cotés d’un décagone régulier étoilé, inscrit a un cercle donné,
forment, par leurs intersections successives, un polygone régulier, ayant vingt
cotés. Quels sont, en fonction du rayon du cercle, I'aire et le périmétre de ce
polygone ?

35. Inscrire, a une circonférence donnée, un polygone régulier de trente-
quatre cotés.

36. Calculer, 2 moins de 0,0001, lc rapport entre le c6té du polygone régu-
lier de trentc-quatre cotés et le rayon du cercle circonscrit.

37. Calculer, & moins de 0,0001, le rapport entre le c6té du polygone régu-
lier de dix-sept cdtés et le rayon du cercle circonscrit.

38. A un cercle donné, inscrire six pentagones réguliers égaux, de maniere
que I'un d’eux soit concentrique au cercle, et que chacun des cinq autres ait
un sommet sur la circonférence.

39. A un cercle donné, inscrire sept hexagones réguliers égaux, de maniére
que I'un d'eux soit concentrique au cercle, et que chacun des six autres ait
deux sommets sur la circonférence.
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PLANS, ET ANGLES POLYEDRES.
—she—

PRELIMINAIRES.
TEEoREME XK.

404. Une droite ne peut étre en partic dans un plan, en
partie au dehors.

Cela résulte de la définition du plan (17).

405. Remarque. Pour reconnaitre si une surtace dounée
est plane, on cherche 4 y appliquer, en différents sens, une
ligne droite.

Taiontur KN,

406. Trois points, non en ligne droite, déterminent un
plan.

Cette proposition, analogue & celle du n° 11, pourrait
également étre regardée comme une demande; mais on
peut cependant la rendre évidente.

Pour cela, soient A, B deux des points donnés, et AB
la droite qui les joint. Suivant AB, faisons passer un plan
quelconque ; puis, imaginons que ce plan tourne autour
de AB, jusqu'a ce qu'il vienne passer par le troisiéme point
donné C. Alors sa position dans I'espace sera déterminée.

Je dis maintenant que tout autre plan, passant par les
points A, B, G, coincide avec le premier.

En effet, toute droite qui rencontre deux des trois lignes
AB, AC, BC est située entiérement dans chacun des deux
plans ; done, etc.
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407. 1¢ Corolluire. — Deux droites qui se coupent sont
dans un plan, et en déterminent la position.

408. 2¢ Corollaire. — Deux droites paralleles déterminent
la position d'un plan.

Toxonkme MK,

409. Lintersection de deux plans est une ligne droite.

Si I'on pouvait trouver, sur lintersection, trois points
qui ne fussent pas en ligne droite, les deux plans donnés,
passant par ces trois points , se confondraient (406); donc,
etc.

_PERPENDIGULAIRE AU PLAN.
TaEorkEuy IV.

410. Si une droite AB (fig. 190) est perpendiculaire & deux
droites BG, BD, passant par son pied dans un plan MN, elle
est perpendiculaire & toutes les droites menées, de ce point,
dans le méme plan.

Soit BE une de ces droites : je dis qu'elle est perpendi-
culaire 4 AB.

Menons la droite DEC, de maniére qu'elle rencontre BC,
BD, BE.

Prenons, sur AB, de part et ’aulre du plan, les distances
égales BA, BA'; joignons enfin les points A, A’ aux points
G E,D. , ‘

La droite BC est perpendiculaire au milieu de AA’; donc
AC = A'C. De méme, AD = A'D. Conséquemment, les
triangles ACD, A'CD sont égaux, ainsi que les angles ACE,
A'CE. Les triangles ACE, A'CE, ayant un angle égal compris
entre deux cotés égaux, chacun 4 chacun, sont égaux ; donc
AE = A'E. La droite BE, ayant deux de ses points situés,
chacun, 4 égale distance des points A,A’, est perpendicu-
laire au milieu de AA’; done, etc.
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Totonine V.

1. Trois droites AC, AD, AE (fig. 191), perpendiculaires
i une droite AB en un méme point A, sont dans un méme
plan. ‘

Car, si la droite AE n’était pas dans le plan CAD, celui-ci
couperait le plan BAE suivant une droite AE' (£09), diffé-
rente de AE, et qui, d’'aprés le théoréme précédent, serait
perpendiculaire & AB. On aurait donc, dans un méme plan,
deux droites AE, AE', perpendiculaires & une méme droite
AB, en un méme point; ce qui est absurde.

412. Corollaire. — Tant de droites que Uon voudra, per-
pendiculaires & une méme droite en un méme point , sont dans
un méme plan. '

413. A cause des deux derniers théorémes, on adopte les
définitions suivantes :

Une droite est dite perpendiculaire & un plan, lorsqwelle
est perpendiculaire & toutes les droiles menées, de son pied,
dans le plan ; o

Réciproquement, le plan est dit perpendiculaire & la
droite.

414. Ces deux théoremes peuvent donc étre énoncés
ainsi :

1° Si une droite est perpendiculaire & deux droites passant
par son pied dans un plan , elle est perpendiculaire au plan ;

20 Le liew géométrique des droites perpendiculaires & une
méme droite, en un méme point, est le plan perpendiculaire
la droite, en ce point. '

415. Lemme. — Deux triangles rectangles ABG, ABD (fig.
192) ayant un coté commun AB; si Uhypothénuse BG de lun
est perpendiculaire au second coté BD (*) de Uautre, récipro-
quement Uhypothénuse AD de celui-ci est p<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>