SUR LES NOMBRES DE SEGNER ¢*)

Par M. Eugéne Catalan, & Liége

(Seduta del 19 dicembre 1886)

I. INTRODUCTION.

1. Divers Géométres se sont occupés de ce probléme : De com-
bien de manitres un polygone convexe, de n cdlés, peut-il éire décomposé

en triangles, au moyen de diagonales ? (**)
Soit T, le nombre des décompositions. On sait que

T,=2, I,=5, T, =14, T, = 42, ....

s

Les nombres T,, considérés par Segner (***), satisfont aux re-

lations

Tn-n = Tz Tn + T; Tont.oo + T""‘ T3 + T:' T’ (****), (I)

T, =%—%T, @)

n

/

T" - Cn-r,x Tn—-x + Cu—-z,; T;t—-z — ... =0 (*****)' (3)

(*) Les résultats principaux démontrés dans le petit Mémoire suivant ont été
communiqués, au Congrés de Nancy, aoft 1886. En outre, une partie des onze
premiers paragraphes se trouve dans le tome II des Mélanges mathématiques.

Liége, 23 mars 1887.
E. C

(*) Journal de Liouville, t. III et IV,

(***) Ibid. tome III, p. so05.

(****) On suppose T, =T ,==1.

(*****) J’ai_donné celle<ci en 1839.



191

. De plus, comme I’ a trouvé Binet (*), la fonction génératrice
de T, est LT_,/Z_;_‘_‘P‘ ; Cest-3-dire que

Lrl/2+—4f — i Lrt T2 et Toet o (@)
2. De la formule (2), on déduit d’abord celle-ci:

_ 2.600...4n—6
T = 2.3.4... n# ()

puis, en observant que

26,10 ... 4n—6 = n(n4+1) ... (2n—2): )

_(n4D(42) .. 2n—2)
Tun= 1.23 ... (n—1) ? ™
ou encore : ‘ _
n T'rl+l= Czn—z, n—1 (8)

i . . x
3. Dans I’ égalité (4), changeons x en x*, puis x en = Nous

aurons :

I— 1 1% X

2 ____l/_‘___ = EI T =
x o 4

ou

0 29142
V'1i—x=1 ——Z‘o T,, gﬁ *) )

4. D’apres la génération des Nombres de Segner, ils doivent se

(*) Journal de Liouville, tome IV, p. 8s.
(**) De la résulte, en passant, cette proposition connue :

X N
Dans le développement de (1 —]—{)‘zl‘ s les coefficients sont réductibles & la forme 2
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rencontrer dans les séries qui proviennent de la formule du bindme,
Par exemple, comme

© I1.3.5 ... 2n—I &%
o 246 ... 20 2n41’

arc sin x =

ou

e sinx — © 2.6.10 ... gn—2 X"
arc sin x =
l ZI .23 ... n 4(nt1)’

on peut écrire:

n + I x1ﬂ+(
arc Slﬂ x = 2 ’ 211+ I 1t+2 7’ (IO)
5. Soit
2 7 .
y=]/1T—%* arcsinx; (11)
et, par conséquent,
x
I AR .
y=1 ZEra arc sin x. (12)

Il est trés facile, non-seulement de développer la fonction y, mais
encore de trouver une nouvelle relation entre les Nombres de Segner.
Posons, en effet,

0 .
y= Zlo A" x:"+l7 (13)
ou .
0
y= Z' (2n + 1) 4, x*". (19)
Des relations (11), (12), on conclut
y o 1=x
y—1 x °

puis, 4 cause de 4, =1:

1+ Adxe 44,50+ .0+ 4,874 ...

+(1—x%) [3A1+5A, 47450 . (et 1)d, 27 4L .]= 0.
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En égalant A zéro le coefficient de x*, on obtient

246 ... (2n—2)
" 3.5.7 «o. (20 +41)°

et, par P'emploi des relations (8) et (2):

22”—! I

4= — nn+1) @n+1) T,, (15)

Dans le produit des fonctions (9), (10), le coefficient de x** est

n-f1
G+ 0 T
_ L s _n
o BTt 2 TL4 2T+ o+ 5 T r]
ou

2n — I T

I
—?E———[ 2 n+1+ 3Tn+'§_ T4,Tn—-1+ L] + m—1 Tu+1T]
Ce coefficient égale aussi 4,. Conséquemment,

n

T3
n+1 + T; Tn+ T T4 Tn-—|+ ) + ZT—-—_I. Tn-i-l T;
| (16)

2n— 1 4 I

T a1 Lo +n(n-|—1) Gr+1) T,

Telle est la relation annoncée. (*)

(*) En la combinant avec I’égalité (1), on la simplifie un peu,
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6. Laméthode précédente est susceptible de généralisation. Je trouve,
par exemple,

fdxmf I—x"

= I 4 07 ILI§ ... 4n—5 4% — 4
- 5__._'-2l §+9.13 ...4n+1 an+ 1’

ou, aprés quelques transformations simples :

SR/ -3 e
7. D’aprés la formule de Lagrange, appliquée a I’équation

y=a+ i: (18)

LIRS ) .

1.2.3

-k

y

=gt—

Si 'on suppose @ = 2, et que I’on change x en —4x, on a,
par P'équation (18):

puis, par la formule (4):

o \
¥ = —21,,-[1+ Lx+T,54 ITx° + ],

et enfin
[1+Tx+Tx’+Tx3+ ]k
— Me+3) . Kkt 9+ s)
—I+—I + 12] + 1.2.3 x4 (19).

(*) Bertrand, Caleul. différentiel, p. 320.
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8. Dans le second membre, le coefﬁcient de x" est

Ek+n+ 1)(k+n+z)...(k+2n—1)

1.2.3 ...

Ck+zn-r," — Ck+zn—1m—| .

Par conséquent :

Si
at By d o FA =k, (20)

on a

ZTan TB+1 s TM-: = Ck+zu—x, n T Ck—l-zn—x 5 1=l (*) (21)

9. Le petit Mémoire intitulé : Sur un développement de I'intégrale
elliptique, de premitre espice (**), contient les relations suivantes :

P, = "“[(zn—-r) T = 4" (n— 3 T

a (ﬂ _ 2) (11 3) (27’1 s)z 2 = .. ],

wP,—8(3n —3n+1)P,_ +128(n—1) P,_, =0(™).

Il en résulte, évidemment, une équation du premier degré, entre les
carrés des nombres de Segner. Pour le moment, je ne puis m’en oc-
cuper.

(") Le nombre des termes, dans le premier membre, “est celui des solutions,
entitres et positives, de I'équation (20), laquelle renferme % inconnues. On sait que
ce nombre égale Cpypyy,p - : ' :

(**) Académie de Belgique, 10 octobre 1885

(**) Les nombres entiers P, P», P;, .... que M. de Jon q uiéres abien
voulu calculer, ont les valeurs suivantes : :

P =38, Pz=8o,P3=896,P4=IO 816, ..v4\



II. PROPRIETES DES NOMBRES DE SEGNER

10. D’aprés la relation

4n—6
Tn+x o Tn!
ou
4n — 10
L= =1 T
1° Si n est premier avec 6, T, = M(n).
2° Si m—1 est premier avec 6, T, = HM(4n — 10).
3% Si T, est divisible par un nombre premier p, supérieur o 5, sans
que T, le soit, p divise 2n — 5.

4° Aucun facteur premier, de T, , ne surpasse 2n — .
5% La plus petite valeur de n, quirende 2n — § divisible par p, est

I
Y ('P +5).
6° On a
T, = (),
mais non M (p*).
7° Soit p un nombre premier , supériewr a 5. Dans la suite

3

T,, T, ..., T,, i yatoours P% termes comsécutifs divisibles,

. .o . I .
une seule fois, par p. L’indice du premier de ces termes est - (+5); Vin-

dice du dernier est p.
Autrement dit:

T,, etles P_E_S termes qui précedent T, sont divisibles par p, mais

non divisibles par p*.
8° Les nombres de Se gner, prolonges suffisamment, contiennent,

comme facteurs, tous les nombres premiers (*).

(*) Les démonstrations sont fort simples. Pour abréger, nous les omettons,
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11. Soit ¢ le nombre des termes #mpairs compris dans la suite

(7 o) o7 o)

1° Si n est pair, T, est divisible par 2'.
2° Si n est impair, et égal & 2°w 4- 1, T, est divisible par 27 (*).

12. On sait, et il est facile de démontrer que

C,., = M(n—T1).

211,11

Or, 21,1 (ﬂ + I) I‘n-i-; DOI]C
(4 )T, = Hn—1), ou (1—D)T, = H(an—s).

La discussion de cette égalité conduit 4 la proposition suivante :

Lorsque n = 3p.4- 1, T, = .%C( 21— ; ) Dans les cas contraires,

T, = 9 (2n— ).
13. Tukortme. — Dans la suite T,, T, ... ,T,, T, ... deux
termes conséculifs ne sont pas composés des mémes facleurs premiers.
Cette propriété résulte de I'égalité (2), combinée avec un Lemme
presque évident (**).

(*) Cette proposition résulte de 1’égalité (8), combinée avec le théoréme suivant :
s tlant le nombre des termes impairs compris dans lu suite

n n n n
E(—), E{—), E{—), E(—%), -
1 2 4 8
Cou,n est divisible par 2° , et le quotient est impair (Mémoire sur certaines décomposi-
tions en carrés, p. 65). :
De plus,
i > o,
(*™*) Si deux- fractions équivalentes ont leurs dénommateurs premte;s entre eux :
1° Ces fractions se réduisent & un nombre entier;
3° Leurs numérateurs ne sont pas composés des mémes facteurs premiers.

26
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III. TABLE DES NOMBRES DE SEGNER (*).

n T,
5 5
6 2.7
7 2.3.7
8 2%.3.11
9 3.11.I3
10 2.5.11.13
It 2.11.13.17
12 2%.13.17.19
13 2.7.13.17.19
T4 2%7.17.19.23
15 2.%5.°17.19.23
16 23.34.5.17.19.23
17 | 3%5.17.19.23.29
18 2.3%.5.19.23.29.31 .
19 2.3.5.11.19.23.29.31
20 2.23.5%.7.11.23.29.31
21 2.3.§.7.11.23.29.31.37
22 2%.3.5.11.13.23.29.31.37
23 | 2%.3%5%13.23.29.31.37.41

oooooooooooooooooo

IV. DES GROUPES RELATIFS A UN NOMBRE .PREMIER.

t4. Soit, comme ti-dessus (9, 7°), p un nombre premier, supé-
rieur 4 5. On a vu que:
Si T, est divisible par p, sans que T._, le soit, p divise 2n — 5.

Les termes

Tp»  Tseoos T

(") Elle peut servir A vérifier les proprittés énoncées dans le paragraphe IL,
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tous divisibles par p, constituent ce que l'on peut appeler : le premicr
groupe relatif au nombre p.

Aprés 2n— 5 = p, on peut prendre

2m—5 =3p, 28 —5 = §p, ... ,
ou ' .
oo ¥ES bt 1+

2 2 2

= s y =

) ecee

De ces valeurs résultent une infinité d’autres groupes relatifs & p;
savoir : ’

345 47, veey g
2 2

5 Tgﬂ: °"3T3P;
2 2

TZ&S, TZ?, vee o 1’4’;
2

Les Nombres de Segner , compris dans ces groupes, sont les seuls qui
soient divisibles par p. (*)
Par exemple, les groupes relatifs & 11 sont :

T;z’ ];3 1;0’ T;l;
1;9’ Tzo) 1;:? 1;2;
T;oa Tgn ng) T”;

® ¢ o e o e o s e o e o e * e o

Ils comprennent tous les Nombres de Segner, multiples de 11.

15. Supposons que, 7 étant donné, p soit un diviseur premier de
T, inconnu. Le nombre T, appartient 4 quelqu’ un. des groupes con-
sidérés ci-dessus. ‘

(*) On reconnait ajsément que :
1° les groupes n’empiéent pas les uns sur les autres;
?2° Tpuas Topars Topars oo ne sont pas divisibles par p-
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Cela posé:

Si T, appartient au premier groupe , # est compris entre Pts
et p, inclusivement;

Si T, appartient au deuxiéme groupe, © est compris entre -3-13—}-—5
et 2p, inclusivement;

Si T, appartient au troisiéme groupe, 7 est compris entre 5t + 5

et 3p inclusivement;

e 6 o e o 8 e e + o e s e » s s e 4 € s o+ e s . S e e e e o s

Les valeurs de p sont donc déterminées par les relations suivantes:

A
/\ll

2n— 3,

2n—3

Al

Al

P
b4

Il
S
I
i

2
P

e e e e s 4 .

Al

De plus, tous les nombres premiers, p, qui y satisfont, divisent T,.
Soit, par exemple, # = 23, auquel cas :

23<p< 4, un<p<ig
et, par conséquent,
p =23 p=29, p=231p=237 p=4L p=13

En effet T,, appartient au premier groupe wlahf a 23, 29,31,37,41
el au deuxitme groupe relatif a 13.

16. Soit p un nombre premier, supérieur & n, §* 4/ divise T, on a

n<pl -y
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car les relations .
2n—§
5

21 —
p< F,
sont impossibles.

On est donc conduit 4 la proposition suivante qui ne différe pas,
au fond, du celébre postulatum de M. Bertrand:

Entre un nombre entier, supérieur i 5, et son double diminué de s,
il y a, au moins, un nombre premier. ‘

Trés probablement, la démonstration rigoureuse doit étre fort sim-

ple; .mais, jusqu’a présent, je n’ai pu la trouver.

» <

9 v e

Paris, 11 décembre 1886.

E. CataLan.



