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Introduction

Analyse multifractale

Définition (Continuité au sens de Holder)

Fixons xp € R et h > 0. Si f € L5 alors f € A"(xp) s'il existe un

loc
polyndme P, de degré strictement inférieur a h, une constante
C > 0 et un voisinage 2 de xq tels que
|F(x) = Peo(x)| < Clx = x"

pour tout x € Q. Si h € ]0;1], la condition se réécrit

1£(x) — f(x0)| < Clx — xo|".
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Analyse multifractale

Définition (Continuité au sens de Holder)

Fixons xp € R et h > 0. Si f € L5 alors f € A"(xp) s'il existe un

loc
polyndme P, de degré strictement inférieur a h, une constante
C > 0 et un voisinage 2 de xq tels que
|F(x) = Peo(x)| < Clx = x"
pour tout x € Q. Si h € ]0;1], la condition se réécrit

1£(x) — f(x0)| < Clx — xo|".

Définition
Soient xp € Ret f € LY ; I'exposant de Holder de f en xp est
défini par

he(xo) = sup{h > 0: f € A"(x)}.
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Analyse multifractale
Definition
Le spectre de Holder d'une fonction f € Lf;, est défini par
de: he RS_ U{+oo} — dimy({x0 : hr(x0) = h}) € [0; 1] U {—o0}

ou dimy est la dimension de Hausdorff (dimy(0) = —o0).

Intuition

Le nombre de cubes dyadiques de taille 27/ contenant un point d’ex-
posant de Holder h est approximativement 29F(h)J

v
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Introduction

Analyse multifractale
Definition
Le spectre de Holder d'une fonction f € L{S est défini par

dr : h € Ry U{+o0} — dimy({x0 : hr(x0) = h}) € [0; 1] U {—o0}
ou dimy est la dimension de Hausdorff (dimy(0) = —oc0).

1
\A/\f’\‘\/‘/ 0.8

\\'\”‘ '/\”\H )w'j\w

W v M,\ ! 0.4
- WJ\,V\ 0.2
Figure : fonction de Weierstrals et son spectre

X iqucos((wjx)w) (avec ¢ €]0,1] et pw > 1).
i=o
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Introduction

Analyse multifractale
Definition
Le spectre de Holder d'une fonction f € Lf;, est défini par

de: he RS_ U{+oo} — dimy({x0 : hr(x0) = h}) € [0; 1] U {—o0}

ou dimy est la dimension de Hausdorff (dimy(0) = —o0).
”
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Introduction

Analyse multifractale

Les ondelettes

Une ondelette est une fonction v ayant des hypothéses adéquates
telle que si f € L2([0,1]) alors

F)=> > o@x-k

Jj€N kefo,...2i—1}

ou les coefficients d'ondelettes ¢y sont définis par
O\ 1= Cr(jk) = 2j/ f(x)(2x — k)dx
R

etA(j,k)z%—i—[O,%.
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Introduction

Analyse multifractale

Les ondelettes

Une ondelette est une fonction v ayant des hypothéses adéquates
telle que si f € L2([0,1]) alors

)= >, av@x—k)
JEN ke{o,...,20 -1}

ou les coefficients d'ondelettes ¢y sont définis par
O\ 1= Cr(jk) = 2j/ f(x)(2x — k)dx
R

etA(j,k)z%—i—[O,%.

[ntuition

Si le point x appartient au cube dyadique X alors |cy| ~ 2~ hr(X)j.

. log |c,\|
he(x) = Blin—llgi ”llf fog(27 + |k2T —x]) (Jaffard, 1990).
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Introduction

Analyse multifractale

Une méthode classique pour estimer le spectre est de définir les
quantités

. —j . log(5¢(J, 9))
— o) q _
Sr(,q) =2 )\EGA_C/\ et nr(q) Lllmﬁnf og27
J

Une approximation du spectre est alors donnée par
inf{hg —r(q)} + 1.

Ce formalisme multifractal est relié¢ aux espaces de Besov Bj ,
(nf(q) =sup{s: f e BZ{&} - Jaffard, 1997 [7]).
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Introduction

Analyse multifractale

Une méthode classique pour estimer le spectre est de définir les
quantités

. —j .. log(5¢(J, 9))
— o) q _
Sr(,q) =2 )\EGA_C/\ et nr(q) Lllmﬁnf og27
J

Une approximation du spectre est alors donnée par
inf{hg —r(q)} + 1.

Ce formalisme multifractal est relié¢ aux espaces de Besov Bj ,
(nf(q) =sup{s: f e BZ{&} - Jaffard, 1997 [7]).

— On ne détecte que la partie croissante du spectre; en remplacant cy
par dy = supy 3y |cx|, on obtient la partie décroisante du spectre
(WLM).

— Vu l'utilisation d'une transformée de Legendre, le spectre détecté
est concave.
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Introduction

Les espaces S”

Rappel
#{NeN o ~ 2_hf(X)j} ~ 2dr(h)j J

I Ne A 2=(htai < || < 2-(h=e)i
ps(h) = lim limsup og #1 J — DY ;
e—0" 5400 log 2/
ot A; est I'ensemble des cubes dyadiques A de taille 27J. On espére

pr(h) = dr(h).
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Introduction

Les espaces S”

Rappel

#{NeN o ~ 2_hf(X)j} ~ 2dr(h)j J

" I AeN; ;2 (htei < < 2~ (h=e)j

ps(h) = lim limsup og #1 J — | ;
e—0" 5400 log 2/

ot A; est I'ensemble des cubes dyadiques A de taille 27J. On espére

pf(h) = dr(h).

Definition

Le profil d’ondelette d'une fonction f € L2([0;1]) est défini par

| Ei(1,h f
ve:heRw— lim limsup og #Ei(1, .+6)( )
=0t 5400 log 2/

ot E(C,h)(f) = {X €N :|cy| > C27M}.
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Introduction

Les espaces S”

Definition

Le profil d’ondelette d'une fonction f € L?([0;1]) est défini par

| Ei(1,h f
ve:heRw— lim limsup og #E;(1, .+6)( )

ol Ei(C,h)(F) = {A €A : || > C271}.

On a vr croissant, continu a droite et il existe hmin > 0 tel que
Vf(h) = —00 Vh < hpin et I/f(h) € [0; 1] Vh > hmin.

Proposition (Kleyntssens, Esser, Nicolay, 2016 [10]) J

La constante strictement positive 1 est arbitraire.
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Introduction

Les espaces S”
Definition
Le profil d’ondelette d'une fonction f € L?([0;1]) est défini par

| Ei(1,h f
ve:heRw— lim limsup og #E;(1, .+6)( )

ol Ei(C,h)(F) = {A €A : || > C271}.

On a vr croissant, continu a droite et il existe hmin > 0 tel que
Vf(h) = —00 Vh < hpin et Vf(h) € [0; 1] Vh > hmin.

Proposition (Kleyntssens, Esser, Nicolay, 2016 [10])

La constante strictement positive 1 est arbitraire.

Théoreme (Jaffard, 2004 [7])

L’enveloppe visiblement croissante d¢* de la fonction v¢ est une
« approximation » du spectre de f.
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Introduction

Les espaces S”

Soit une fonction v croissante, cont. a dr., telle qu'il existe
hmin > 0 tel que v(h) = —00 Vh < hmin et v(h) € [0;1] VA > hmin.

Définition

L'espace S” est défini par

S¥ = {f € L*([0;1]) : v¢(h) < v(h) pour tout h € R}.
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Introduction

Les espaces S”

Soit une fonction v croissante, cont. a dr., telle qu'il existe
hmin > 0 tel que v(h) = —00 Vh < hmin et v(h) € [0;1] VA > hmin.

Définition
L'espace S” est défini par

S¥ = {f € L*([0;1]) : v¢(h) < v(h) pour tout h € R}.

Théoréeme (Aubry, Bastin, Dispa, 2007 [2])

Les ensembles
{f € §” : v(h) = v¢(h) pour tout h € R}

et
d?(h) si h < Ao

—00 sinon

{feS“:df(h):{ }

sont prévalents dans S”.
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log #E,(L, h+ ¢)()

lim limsup

. <vwv(h
=0 j 400 log 2/ =vih)
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Introduction

Les espaces S”

Si f € S” alors, pour tout h € R,

| Ei(1,h+ €)(F
lim limsup og #E;(1, +6)( )
€—=0" j 400 |Og 2

< v(h)

i.e. pour tout € > 0, si ¢ est suffisamment petit,

. /
lim sup log # E;(1, h.+ )(f)
j—+00 log 2/

€
< <
v(h) + >
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Introduction

Les espaces S”

Si f € S” alors, pour tout h € R,

I E:(1, h+ €)(f
lim limsup og #E;(1, +6)( )
€—=0" j 400 |Og 2

< v(h)

i.e. pour tout € > 0, si ¢ est suffisamment petit,

g #E(Lh+)E) _ 0 <
= 2

limsup .
j—+00 log 2/

i.e. pour tout C > 0, il existe J > 0 tel que pour tout j > J,

log #E;j(1, h + €')(f)
log 2

<wv(h)+e

et
HE (1, h+€)F)=#{N €A, : |ey| > 27 (h+<)}
>H#NEN e > C27M)
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Introduction

Les espaces S”

Si f € S” alors, pour tout h € R,

I E:(1, h+ €)(f
lim limsup og #E;(1, +6)( )
€—=0" j 400 |Og 2

< v(h)

i.e. pour tout € > 0, si ¢ est suffisamment petit,

g #E(Lh+)E) _ 0 <
= 2

limsup s
j—+00 log 2/

i.e. pour tout C > 0, il existe J > 0 tel que pour tout j > J,
log #E;(1, h+ €)(f)

- <
log 2/ < v(h)+e
et
HE (1, h+€)F)=#{N €A, : |ey| > 27 (h+<)}
>H#NEN e > C27M)
i.e

#E,(C, h)(f) < o(v(h)+e)j
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Introduction

Les espaces S”

Rappel : la fonction v est croissante, continue a droite et il existe
hmin > 0 tel que v(h) = —oo pour tout h < hyi, et v(h) € [0; 1]
pour tout h > Anin.

Proposition (Aubry, Bastin, Dispa, Jaffard, 2006 [3])
On a

SV ={f e ?([0;1]) : Yh >0 Ve >0VC >0
3J >0V > J, #E(C, h)(f) < 2(W)+eiy

ol Ei(C,h)(F) = {\ €A : x| > C27M}.
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Introduction

Les espaces S”

Rappel : la fonction v est croissante, continue a droite et il existe
hmin > 0 tel que v(h) = —oo pour tout h < hyi, et v(h) € [0; 1]
pour tout h > Anin.

Proposition (Aubry, Bastin, Dispa, Jaffard, 2006 [3] -
Jaffard, 2004 [7])

On a

§"={¢:Vh>0Ve>0VC >0
3J>0V) > J, #E(C,h)(c) < 2(V(h)+6)j}

ou E(C, h)(€) = (A et |en| > C27 ).
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ley| ~ 27Jhr(x0)

A" he(x0), df
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ley| ~ 27Jhr(x0)

AP he(xo), dr Bs i (S”,vf)

el ~ 2790 log 27|
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ley| ~ 27Jhr(x0)

AP he(xo), dr Bs i (S”,vf)

el ~ 279709 log 27

9j
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ley| ~ 27Jhr(x0)

AP he(xo), dr Bs i (S”,vf)

lea] ~ 2—jhf(XO)| log 2—j|

-~

I

I

I

I

:
Ah,o’ (o]
S,0 .
P,q
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ley| ~ 27Jhr(x0)

AP he(xo), dr Bs i (S”,vf)

lea] ~ 2_jhf(XO)| log 2—j|

-~

I
I
I
I
|
/\h’a (o]
S,0 v,0
Pl (S 7Vf,a('))
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(Une généralisation des espaces S”)
Motivation et définition

Rappel : la fonction v est croissante, continue a droite et il existe
hmin > 0 tel que v(h) = —oo pour tout h < hyi, et v(h) € [0; 1]
pour tout h > Anin.

Proposition (Aubry, Bastin, Dispa, Jaffard, 2006 [3] -
Jaffard, 2004 [7])

On a

§"={¢:Vh>0Ve>0VC >0
3J >0V > J, #Ei(C,h)(C) < 2(V(h)+6)j}

o E(C,h)(©) ={A €N :|cn| > C27M}.
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(Une généralisation des espaces S“)
Motivation et définition

Soit une fonction v croissante, continue a droite et il existe
hmin € R tel que v(h) = —oo pour tout h < hyin et v(h) € [0,1]
pour tout h > Anin.

Définition
Pour tout h € R, notons (") une suite positive et définissons

5709 — (2. Vh>0Ve>0VC >0
3J>0V) > J, #E(C,h)(c) < 2(V(h)+6)j}

ou E(C,oM)@) = {r e |al > CalM}.
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(Une généralisation des espaces S“)
Motivation et définition

Soit une fonction v croissante, continue a droite et il existe
hmin € RU{—00} tel que v(h) = —oo pour tout h < hpy, et
v(h) € [0,1] pour tout h > hmin.

Définition
Pour tout h € R, notons (") une suite positive et définissons

5% = {2:Vh >0 Ve > 0VC > 0 #E(C, h)(&)=2M+a)iy

ot E;(C,a™)(@) = {x e Aj: ar| > Cat}.

Notation : x; =y ¥y, =V > Jxi<yjetx; Jy;=3J>0x 2,y
deux préordres dans |'espace des suites réelles.
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(Une généralisation des espaces S”)
Motivation et définition

Definition
(

7
Supposons que pour tout h < h’, nous avons U}h) = ajh). Le profil
généralisé de ¢ est défini par

log #E; (1,0t (¢
vz ) heR— lim limsup og # Ej( 7 )(©)
o e=0% 5400 log 2/

Cette fonction est croissante, continue a droite et il existe
henin € RU{—00} tel que vz ()(h) = —oo pour tout h < hpyin et
vz o(7(h) € [0,1] pour tout h > hnin.

<,
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(Une généralisation des espaces S“)
Motivation et définition

Definition
(

/
Supposons que pour tout h < A, nous avons a}h) = th)_ Le profil
généralisé de ¢ est défini par

log #E;(1, o (h+9) (¢
Vz ) he R lim limsup og # Ej( 7 )(©)
o e=0% 5400 log 2/

Cette fonction est croissante, continue a droite et il existe
hmin € RU{—00} tel que vz ()(h) = —oo pour tout h < hmin et
vz o(7(h) € [0,1] pour tout h > hnin.

<,
Proposition

/
Si pour tout h < K, nous avons O'J(-h )/a}h) — 0 si j — 400 alors la
constante strictement positive 1 apparaissant dans la définition de

Vg () est arbitraire.
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(Une généralisation des espaces S”)
Motivation et définition

Proposition

Si pour tout h < H', nous avons a}h/)/a}h) — 0'si j — +o0o alors

I'espace 5" est un espace vectoriel topologique métrique et

)

grot) _ {c vz ,0)(h) < v(h) pour tout h € R}.
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(Une généralisation des espaces S”)
Robustesse

Pour tout v > 0, posons

o~ (v +d+1)li—J'|
(14 2infUd' 2Tk — 2" k/|)r+d+1

wy (A X)) =

Une matrice A := (A(X; X)), appartient a I'espace 7, s'il existe
C > 0 tel que
A X)) < Cwy (X X).
La borne inférieure de ces constantes est notée ||Af|.
Définition
La matrice A est dite presque-diagonale (resp. quasi-diagonale)

si A € o/, pour tout v > 0 (resp. A est inversible et A, A~ € o,
pour tout 7y > 0).

La matrice de I'opérateur bijectif qui envoie une base d'ondelettes
orthonormal C° sur une autre est quasi-diagonale (Meyer, 1990

[11]).
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Une suite o de nombres réels positifs est dite admissible s'il existe
une constante C > 0 telle que

—1
C 0j < o0j41 < CO'J'.

Thomas Kleyntssens - Raffinement de |'estimation asymptotique de I'exposant de Hdlder
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(Une généralisation des espaces S“)
Robustesse

Définition
Une suite o de nombres réels positifs est dite admissible s'il existe
une constante C > 0 telle que

—1
Coj<oj41 < Coj.

Posons ©; = mf k and @ = sup J+k
keN Oy keN Ok
Les indices de Boyd sont définis par
log ©; log ©;
s(o) = lim €37 and 5(o) = lim o8

j—+oo log2J jortoo log2/
Dans ce cas, pour tout € > 0, il existe C > 0 tel que

C-10is(0)-) < Titk - i(s(o)+e),

Ok
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(Une généralisation des espaces S”)
Robustesse

Définition

Une suite o de nombres réels positifs est dite admissible s'il existe

une constante C > 0 telle que

—1
Coj<oj41 < Coj.

Posons ©; = mf k and @ = sup Lk
keN Oy keN Ok
Les indices de Boyd sont définis par
log ©; log ©;
s(o) = lim €37 and 5(o) = lim o8

j—+oo log2d
Dans ce cas, pour tout € > 0, il existe C > 0 tel que

C-10is(0)-) < Titk - i(s(o)+e),

Ok

Les suites 2=, 2=hij 27N, /llog | log 2—/|| sont admissibles mais

J 1
2% ne I'est pas.

j—+oo log2d
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(Une généralisation des espaces S“)
Robustesse

Théoréeme (Meyer, 1990 [11])

Siy > |h| et A € 7, alors il existe une constante C’ (dépendant de
la dimension) telle que

lea] < C27% pour tout A = |(AC),| < C/||A||7C2_hj pour tout .
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(Une généralisation des espaces S“)
Robustesse

Théoréeme (Meyer, 1990 [11])

Siy > |h| et A € 7, alors il existe une constante C’ (dépendant de
la dimension) telle que

lea] < €277 pour tout A = |(AC),| < C'||All,C2~" pour tout .

Théoréeme

Soit une suite admissible 0. Si v > max{—s(c) — 1,5(0)} et

A € 4/, alors il existe une constante C’ (dépendant de la
dimension), une constante C” (dépendant de la suite o et de )
telles que

lea| < Coj pour tout A = |(AC),| < C'C"||A||,Co; pour tout A.

17 / 40



(Une généralisation des espaces S“)
Robustesse

Théoréme

Supposons que hmin € R et que pour tout h € R, la suite oM est
admissible tels que pour tout h < A, nous avons
(") , _(h) ..
o 'Jo;” = 0sij— +oo.
Sice 5”"’('), alors A€ € S pour toute matrice A
presque-diagonale et nous avons vz ,() = vz ,() pour toute
matrice A quasi-diagonale.
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(Une généralisation des espaces S“)
Robustesse

Théoréme

Supposons que hmin € R et que pour tout h € R, la suite oM est
admissible tels que pour tout h < K, nous avons
(") , _(h) ..
o 'Jo;” = 0sij— +oo.
Sice 5""’('), alors A€ € S pour toute matrice A
presque-diagonale et nous avons vz ,() = vz ,() pour toute
matrice A quasi-diagonale.

Donc,

5o = £ € 12([0;1]) : Vh > 0 Ve > 0 VC > 0
#E;(C, h)(f) = 20+,

18 / 40
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Sy Aubry, Bastin, Dispa, Jaffard, 2006 [3 Espace de BeSOV

n(p)—e

$"C V() bet
p>0e>0
= ssi v est concave
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N o s . .
Une suite ¢ appartient a |'espace bj . si et seulement si

1/p
J k
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(Une généralisation des espaces S”)
Lien avec les espaces de Besov généralisés

Définition
Une suite ¢ appartient a |'espace bj . si et seulement si

1/p
sup 2(s—1/p)i Z |ox,e P < 59,
J k

Définition
Soit o une suite admissible. Une suite ¢ appartient a I'espace bJ
si et seulement si
1/p
sup o;27J/P Z [V < oo.
J K
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(Une généralisation des espaces S“)
Lien avec les espaces de Besov généralisés

Théoréme

Supposons que hmin € R et que pour tout h € R, la suite 0" est
admissible et supposons que

@ pour tout h < k', nous avons U}h )/aj(-h)

— 0si j — 4o00;
@ 5(cM) = —oo si h = 4oo0.
Pour tout p > 0, notons 9(P) une suite admissible. Nous avons
o) g(P)p—ic/p
gv.o C m ﬂ b o

p>0€e>0

si et seulement si pour tout p,e > 0 et pour tout h > hpin, il existe
une constante C > 0 telle que

—Jje j —jv h)\ —
,91(1’)2 jelp < CilPi (h)/p(gj( )) 1

pour tout j € N.
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—j i/po—jv(h+n/2 _ .
0572 in/p < coi/po=iv(h+n/ )/P(gj )

Thomas Kleyntssens - Raffinement de |'estimation asymptotique de I'exposant de Hdlder

22 / 40




gPIo=inie < Coilpo=ivihtn/2)/p(5(h+1/2))=1
J - J

o 9P o=in/p < 9i/poiv(htn/2)/p((Htm)y-1
J - J
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0(P)o=in/p < Coi/po=ivthin/2)/p(o(ht1/2))-1
J = J
o= QJ(P)Q—jn/p < 2i/p2—jV(h+n/2)/p(UJ(h+’7))—1

& piv(h+n/2)/py=in/p 4 2j/p(91(P)UJ(”+77))—1
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(Une généralisation des espaces S”)
Lien avec les espaces de Besov généralisés

g\P)o—in/p < C2j/p2—j'/(h+n/2)/p(a(h+’7/2))—1

J = J

PN 9}(}’)271'77/;3 < 2]/P2*J'V(h+77/2)/P(U}h“’))*1

o 0iv(h+n/2)/po—jn/p < Qj/p(g(P)g(h+”))—1
= i 9

& iv(htn/2)=n) < QJ(QJ(P)UJ(thn))—p
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(Une généralisation des espaces S“)
Lien avec les espaces de Besov généralisés

g(P)o=in/p < Coilpy=iv(hn/2)/p(,(h+1/2)y-1
J — J
N QJ(P)Q*JTI/p < 2]/P2*J'V(h+n/2)/P(U}h“ﬂ)*1

& iv(htn/2)/po=in/p < Qj/p(ej(p)UJ(thn))—l

& iv(htn/2)=n) < QJ(QJ(P)UJ(thn))—p

ie. (p) _(h+n)
log(6:"™ o;
v(h) < lim inf limsupl — pg(J—J.) = (h).
N0+ p>0 j_y oo log 2/

pour tout h > hp,in. Nous posons 7(h) = —oo pour tout h < hpp.
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(Une généralisation des espaces S“)
Lien avec les espaces de Besov généralisés

HJ(P)zfjn/p < C2j/p2ﬁ"/(h+n/2)/p(U(’”F”/Q))*1

J
o 9Pl o—in/p < 2j/p27jl/(h+n/2)/p(U(h+’7))*1
J - J
o iv(h+n1/2)/po—in/p < Qj/p(g(P)O_(thn))—l
- J
i(v . i h+n)y—
o 2iwlhtn/2)=n) 4 QJ(QJ(P)UJ( +n)) p
ie. (p) _(h+n)
log(6:" o}
v(h) < lim inf limsupl —p &) S ) = 0(h).
N0+ p>0 j_y oo log 2/
pour tout h > hp,in. Nous posons 7(h) = —oo pour tout h < hpp.
Proposition

Cette fonction est croissante, continue a droite et est positive sur
[Amin; +00[. De plus, si 7 <1 alors

Grol) o gha®)

22 / 40



(Une généralisation des espaces S”)
Lien avec les espaces de Besov généralisés

Théoréeme

Sous les hypothéses du théoréme précédent, si & < 1 et si pour tout
h < hmin, il existe p,e > 0 tels que pr)z—je/pz—j/pajﬁh) s e
J — 400, alors nous avons

v,o() 0(P)2 —je/p 7,0
v () B csh

p>0e>0
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(Une généralisation des espaces S“)
Lien avec les espaces de Besov généralisés

Théoréeme

Sous les hypothéses du théoréme précédent, si 7 < 1 et si pour tout
h < hmin, il existe p, e > 0 tels que 9§p)2_j€/p2_j/paj(-h) — +00 si

J — 400, alors nous avons

v,o() g(P 2 IE/P 7,00)
sy C ﬂ ﬂ by cS

p>0e>0

Remarquons que si nous avons la précédente inégalité alors pour
tout h < hmin, il existe p, e > 0 tels que

lim sup 2 J/”J( )9('3)2_15/” +o0.

Jj—=+oo
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(Une généralisation des espaces S“)
Lien avec les espaces de Besov généralisés

En effet, si on suppose qu'il existe h < hmin tel que pour tout
p, € > 0, nous avons

lim sup29/P5{Mg(Plo-ic/p ¢ R
Jj—+o0 I

alors posons, pour tout j € N, ¢\ = aj(h) pour un et un seul k et

¢y = 0 pour les autres k.
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p, € > 0, nous avons

lim sup29/P5{Mg(Plo-ic/p ¢ R
Jj—+o0 I

alors posons, pour tout j € N, ¢\ = aj(h) pour un et un seul k et

¢y = 0 pour les autres k.

= 4 cpol)
@ ¢ SV car

h+e
o log #{\ € Aj : |ca| > ot")}
Vz o2 (h) = I|nS+I|msup log 2
€=07 jo4o00

—0 ¢ i(h) =
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(Une généralisation des espaces S“)
Lien avec les espaces de Besov généralisés

En effet, si on suppose qu'il existe h < hmin tel que pour tout
p, € > 0, nous avons

lim sup 2 J/pa( )9( Pla=ic/p ¢ R

Jj—+o0

alors posons, pour tout j € N, ¢\ = ajgh)

¢y = 0 pour les autres k.
S epol)
@ ¢ SV car

pour un et un seul k et

log #{) € A : |r| > 0"}
Ve 00 (h) = I|n3+llm sup log 2
€=07 jo4o00

0z i(h)= -

(p)p—ic/
ﬂ ﬂ b“2 " car, pour tout p,e > 0,
p>0e>0

1/p
sup 6{7)279¢/P2 /P (Z ICA,-kI"> = sup0P279/P27i/Po () < o,
J k J
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Sy’g'(') ﬂ m be(p)g—Je/p

p>0e>0
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(Une généralisation des espaces S“)
Lien avec les espaces de Besov généralisés

Donc si v = ¥ alors

Su,a(‘) _ ﬂ m bgfl;)osz'E/p.

p>0e>0

Théoréme

Sous les hypothéses du théoréme précédent, si pour tout p,e > 0 et
pour tout h > hnyin, il existe C > 0 tel que

9(P)2 —jelp < C2in/P) JV(h)/P( (A)y-1

pour tout j € N, alors nous avons

s = ) () 4

p>0e>0

(9 P)Q J€/P

si et seulement si v = 7.
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(Une généralisation des espaces S )
Lien avec les espaces de E(e?_’S)::v generallses

Dans le cas des espaces S”, o hinous devons trouver une

suite admissible 6(P) telle que

—je j —jv h)\—
0}”)2 je/p < C2I/Pp—i (h)/p(O_J( )) 1

)

Q(P)z—je/p < C2i(t=v(h)+hp)/p
g <
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(Une généralisation des espaces S )
Lien avec les espaces de ?7_’55)\1 generallses

Dans le cas des espaces S¥, o hinous devons trouver une

suite admissible 6(P) telle que

—je j —jv h)\—
0}”)2 je/p < C2I/Pp—i (h)/p(O_J( )) 1

)

g(P)z—je/p < C2i(t=v(h)+hp)/p
g <

Nous pouvons prendre 0}") = 2(P)/P oy

n(p) = inf {hp—w(h)+1}.

h>hmin

Dans ce cas, 7(h) = infp=0{1+ hp — n(p)}.
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(Une généralisation des espaces S )
Lien avec les espaces de E(?’ss)v generallses

Dans le cas des espaces S¥, o hinous devons trouver une

suite admissible 6(P) telle que

—je j —jv h)\—
0}”)2 je/p < C2I/Pp—i (h)/p(O_J( )) 1

)

g(P)z—je/p < C2i(t=v(h)+hp)/p
g <

Nous pouvons prendre 0}") = 2(P)/P oy

n(p) = inf {hp—w(h)+1}.

h>henin
Dans ce cas, ©(h) = infp>o{1 + hp —n(p)}. Nous avons donc
2 J€/P —€
s nnsE
p>0€e>0 p>0€e>0

si et seulement si v = 1, i.e. v est concave.
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> Nous ne connaissons qu'un nombre fini de points du signal.

Thomas Kleyntssens - Raffinement de |'estimation asymptotique de I'exposant de Hdlder
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Et en pratique ?

. Explication de la méthode
Kleyntssens, Esser, Nicolay, 2016 [10, 5]

» Nous ne connaissons qu'un nombre fini de points du signal.

» Nous utilisons les ondelettes de Daubechies et I'algorithme de
Mallat pour calculer un nombre fini de coefficients d'ondelettes
(ex)r (Daubechies, 1992 [4]).
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» Nous devons approximer
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Explication de la méthode
Kleyntssens, Esser, Nicolay, 2016 [10, 5]

» Nous ne connaissons qu'un nombre fini de points du signal.

» Nous utilisons les ondelettes de Daubechies et I'algorithme de
Mallat pour calculer un nombre fini de coefficients d'ondelettes
(ex)r (Daubechies, 1992 [4]).

> Nous devons approximer
| E(C,h o
vz (h) = lipr“lim sup og #E;(C, —H{)(C)
' 0% js4oo log 2/
ou £i(C,o™)(@) = {Ae At |ar| > CoMY.
Ce qui signifie que, pour j suffisamment grand,

#E(C,0M)(@) ~ 2 Vet (N,

Donc, nous pouvons approximer vz ,)(h) par la pente de

log #E;(C,o(M)(€)
log 2

jeEN—
pour j suffisamment grand. Cette pente est notée Vga(_>(h).
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Et en pratique ?

Explication de la méthode

Fixons h; le principal probléme est de déterminer une constante C
adéquate parce qu’en pratique, nous n'avons qu'un nombre fini de
coefficients d'ondelettes :

> Si C est trop petit, v$_(h) sera égale a 1.

> Si C est trop grand, v$ _(h) sera égale & —cc.

28 / 40



Et en pratique ?

Explication de la méthode

Fixons h; le principal probléme est de déterminer une constante C
adéquate parce qu’en pratique, nous n'avons qu'un nombre fini de
coefficients d'ondelettes :

> Si C est trop petit, v$_(h) sera égale a 1.
> Si C est trop grand, v$ _(h) sera égale & —cc.

Nous construisons la fonction

C
C — Vaa'(')(h)'
Vu qu'en théorie la constante est arbitraire, en pratique cette
fonction devrait se stabiliser si h > hp, (Esser, Kleyntssens,
Nicolay, 2016 [5]).
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Prenons a}h) =N

log #{\ € A; : x| > Cot"}
log 2

jeEN—

Thomas Kleyntssens - Raffinement de |'estimation asymptotique de I'exposant de Hdlder

29 / 40




Prenons a}h) =N

log #{A € A; : x| > Co'**}
log 2

jeEN—

Thomas Kleyntssens - Raffinement de |'estimation asymptotique de I'exposant de Hdlder

29 / 40




Et en pratique ?

Exemple avec S¥

Mouvement Brownien
Prenons crj(h) =2-hi
log #{A € A« |ea| > 50}
—

log 2

O N Wk T~

12 3 45 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18
—.5 —
pente_yaa(,)(h) = 0.999681
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Et en pratique ?

Exemple avec S¥

Mouvement Brownien
Prenons crj(h) =2-hi
log #{X € A; : |ea| > 1005}

log 2

jeEN—

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

pente=12% (h) = 0.937016

g0l
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Et en pratique ?

Exemple avec S¥

Mouvement Brownien
Prenons crj(h) =2-hi
log #{X € A, : |ea| > 2000}

log 2

jeEN—

O =N Wk Ut N 00

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

pente=12% (h) = 0.846159

g0l
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Et en pratique ?

Exemple avec S¥

Mouvement Brownien

Prenons crj(h) =2-h
log #{)\ € A, : |cx| > 3000"%)}
jEN— J
log 2
12
11
10
9
8
7
6
4
3
2
1
0

6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

pente=122 (h) = 0.679259

g0l
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Prenons a}h) =2 N

Fonction C > 0 — v< (0.45).
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1 \\ J

0.6 - ]

0.4 4

0 L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400

'max

Thomas Kleyntssens - Raffinement de |'estimation asymptotique de I'exposant de Hdlder

30 / 40




Prenons a}h) =2 N

Fonction C > 0 — v< (0.46).
¢,o

L .

0.6 - ]

0.4 4

0 L L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

max

Thomas Kleyntssens - Raffinement de |'estimation asymptotique de I'exposant de Hdlder

30 / 40




Prenons a}h) =2 N

Fonction C > 0 — v< (0.47).
¢,o

T 1

0.6 - ]

0.4 4

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

'max

Thomas Kleyntssens - Raffinement de |'estimation asymptotique de I'exposant de Hdlder

30 / 40




Prenons a}h) =2 N

Fonction C > 0 — < (0.48).
¢,o
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Prenons a}h) =2 N
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Prenons a}h) =2 N

Fonction € > 0 — < (0.50).
¢,o
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Et en pratique ?

Exemple avec S¥

Mouvement Brownien fractionnaire

100 11 12 13 l-l 15 16 17 21 10 11 1‘2 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Pour tout j, on représente la boxplot des distances entre H et
I'exposant détecté avec la méthode basée sur les espaces S

(gauche) et la WLM (droite) sur des signaux de taille 2. La

moyenne est représentée en bleu.

(Esser, Kleyntssens, Nicolay, 2016 [5])
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Et en pratique ?

Exemple avec S¥

Processus de Lévy

0.3 T T T T T T T T T 0.3

0.25 | 1025 b I
0.2 102} N

0.15 {o1s |

0.1} , ] {o1t

0.05 | B E g é é 40.05 |
0 T 0

Pour tout j, on représente la boxplot de la RMSE avec les espaces
S” (gauche) et la WLM (droite) sur des signaux de taille 2/. La
moyenne est représentée en bleu.

(Esser, Kleyntssens, Nicolay, 2016 [5])
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Et en pratique ?

Raffinement de I’estimation avec $¥°7

()

@ Avec les précédentes méthodes (WLM, S¥), il est possible de
détecter I'exposant de Halder H, i.e. |cx| ~ 27", Mais elles ne
permettent pas de savoir si, par exemple, on a exactement le
comportement |cx| ~ 27 ou plutdt |cx| ~ 27\ /| log 24| ou

lea| ~27Hi\/|log | log 2—]| ou ...
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permettent pas de savoir si, par exemple, on a exactement le

comportement |cx| ~ 27 ou plutdt |cy| ~ 27H /| log 24| ou

lea| ~27Hi\/|log | log 2—]| ou ...

@ La connaissance de ce comportement permet de distinguer deux
signaux ayant le méme exposant de Holder mais des comportements
asymptotiques différents.
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Et en pratique ?

Raffinement de I’estimation avec $¥°7

()

@ Avec les précédentes méthodes (WLM, S¥), il est possible de
détecter I'exposant de Halder H, i.e. |cx| ~ 27", Mais elles ne
permettent pas de savoir si, par exemple, on a exactement le
comportement |cx| ~ 27 ou plutdt |cy| ~ 27H /| log 24| ou

lea| ~27Hi\/|log | log 2—]| ou ...

@ La connaissance de ce comportement permet de distinguer deux
signaux ayant le méme exposant de Holder mais des comportements
asymptotiques différents.

. . L ©
@ Qu'apporte, en pratique, la nouvelle théorie des espaces $**7° " par
rapport a ce probléme?
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Et en pratique ?

Raffinement de I’estimation avec $¥°7

()

@ En pratique, nous n'avons qu'un nombre fini d'échelles; par
conséquent, il devrait étre possible, par exemple, de détecter une
différence entre des comportements |cy| ~ 27 et

x| ~ 27" /] log 2],
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Et en pratique ?

Raffinement de I’estimation avec $¥°7

()
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Par exemple, Khintchine, 1924 [9] a montré que les coefficients
d’ondelettes ¢; d'un mouvement Brownien se comportent comme du

(27| log | log 277])*/2.

Donc, numériquement, si on utilise |'espace 5’4"('> avec

o}h) = (27| log | log 274||)*, nous ne devrions voir aucune différence
avec |'espace S".

Par contre, numériquement, on devrait voir une différence avec les
fonctions de WeierstraB (par exemple) car pour celles-ci, on a
exactement |c| ~ 27
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x€R— Z(bjcos((wjx + Uj)m) ou Uj ~d g (Hunt, 1996 [6])
j=0
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A gauche : mouvement Brownien - A droite : fonction de
Weierstrall avec loi uniforme.

ol = 273, /[log [log 27| et 03" = 2741, /[log 27|
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Dans le futur,

@ Cette nouvelle méthode permet d’aider & conjecturer/donner des
pistes sur certains comportement asymptotique de processus
théoriques.

@ Elle permettra également de tester la validité de certains modéles
théoriques utilisés pour modéliser des phénoménes réels.

@ Théoriquement, on est en train de généraliser ce travail en
remplacant la valeur absolue sur les coefficients d'ondelettes par
d'autres normes.
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Merci pour votre attention
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