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Application des équations de Lagrange |
au calcul des forces de Ilalson dans les moteurs en étoule.

' INTRODUCTION.

Les mécanismes a barrcs articulées réalisés dans les machmes motrices ont
pour but de transformer la pression d’un fluide en évolution thermodynamique
en couple moteur sur un arbre de transmission. Les forces qui relient le moteur
a son support et celles qui rellent entre eux dlvers organes peuvent étre rehacees
a trols origines distinctes : : o

Nouq avons tout d’abord la pesanteur dont Teffet prmmpal est de trans-

~ mettre au biti le poids total constant du moteur suivant la verticale passant par
son centre de gravité. On ne peut perdre de vue que, par suite .desv déplacements

des organes mobiles, celui-ci est susceptible de déplacements périodiques entrai-

nant des variations correspondantes dans les efforts sur les attaches. De méme,
les . forces de liaison entre les pi¢ces mobiles subiront de ce chef des variations -

-pernodxqucs L'importance négligeable de celles-ci devant les forces mises en
" jeu par les causes ‘qui suivent enleve tout mteret leur calcul, par ailleurs

, élementaue

- La pression ‘du fluide évoluant provoque pour chaque‘confifruration du
mécanisme des efforts de liaison 1mpmtant« La base de calcul est ici le dia-
"'gramme donnant la pression en fonction de I'angle de rotation de I'arbre moteur,
tel qu'il est obtenu expenmentalement par les mdxcateurs modernes, prathue-

ment depourvus d’inertie propre.

Enfin les forces d inertie des pitces en mouvemerit sont responsables de
forces de liaison dont la grandeur croit comme le carré de la vitesse angulaire de
rotation. Aussi dans les moteurs a explosion modernes i grande vitesse, leur
importance est-elle devenue suffisante pour réclamer une étude approfondie de
leur comportement et des possibilités de leur équilibrage, en vue de dlmmuer
les sollicitations vxbratou'es dont elles sont responsables.
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Nous ne prenons pas en considération les forces supplémentaires de liaison
dues & d'éventuelles réactions d’entrainement et forces de CorioLis, par exemple
pour le cas d’'un moteur d’avion effectuant une ressource ou une autre évolution
acrobatique. Enfin on se limitera aux organcs de masse 1mporl1ntc : pistons,
bielles et vilebrequin. v o

Les methodos classiques” impliquent une analyse simultanée (Ic I'équilibre
~dynamique de chaque organe. Il est par conséquent nécessaire de passer par
I'élimination d’'un grand noml)rc de l’orces de liaison étrangéres & celle qui con-
stitue lobjel, de I'étude. :

Les équalions dc'LAGnANcE, comme le principe des Travaux virtuels dont
elles dérivent, éliminent d’emblée la considération des forces de liaison auxi-
liaires. On verra comment le fractionnement de I'énergie cinétique clarifie encore
le principe de calcul.

!

- Les méthodes classiques ont élé appliquées avec succes aux problémes com-
portant des embiellages simples : moteurs en ligne, en V, moteurs en « étoile »
“idéalisés; citons cntre autres le chapitre consacré i cetle quceuon dans le
« Technische Dynamlk » de MM. BIF7ENO ct GRAMMEL.

~ Le problémc' généralisé du moteur en étoile a fait lobjct d’une suite d’arti-
cles publiés par KimmeL dans « Luftfahrtforschung » de juin 1941 & janvier 1944.
La méthode des Travaux virtuels y a é1¢ appllquec mais la discussion des résul-
tats est rendue pénible par la complexité des sommations. Une réduction préa-
lable des masses en systtmes ponctuels simples met en évidence des grandeurs
fondamentales qui permetlent de pousser tres loin les discussions numériques.
La méthode actuelle a été proposée et appliquée a une forme idéaliséc du moteur
‘en étoile en 1942. '

Je tiens & remercier spécialement M. D. JAcovLEFF, qui a suggéré son appli-
cation au probléme généralisé et aupreés de qui jai loujours trouvé conseils et
encouragements durant la période 1943-1944, pendant laquelle j'ai Ppu béné-
ficier de son ensenfrnement a l'Umversno de Liége.

Le texte présent est la réadaptation l'ranc.aise presque‘ intégrale d'un rapport
présenté a I'Aeronautical Research Council par I'intermédiaire du Prof” PuesLEy,
de Bristol University. Je saisis cette occasion de I'en remercier. Je suis enfin
redevable aux membres de 1'Oscillation Sub-Commitice, parmi - lesquels ce

"rapport a été diffusé, d’une reference bibliographique et de quelques crmques
constructlves. . : o : -




CHAPITRE PREMIER."

METHODES DE CALCUL

§ 1. Equations de Lagrange pour une force de liaison.
- . I

En l'absence de vibrations, tant externes qu’internes, la configuration du
moteur, en tant que systtme dynamique, peut étre spécifiée par une seule
variable : par exemple la position angulaire 0' du vilebrequin par rapport au
carter. . .. ' "

Nous cherchons a calculer les forces de liaison recnploques qm sexercent
entre les divers organes du moteur; elles seront subdivisées en

a) forces de liaison cxlu‘nes ou cxistant entre le moteur et son biti ou
support :

'b). forces de liaison internes de contact, telles que celles existant entre téte
de bielle ét maneton, pied de bielle et piston, etc.;

¢) forces de liaison internes élastiques, telles qu’effor ts normaux, tranchants,
moments fléchissants appliqués & une section d’un organe.

Au cours d’'un déplacement virtuel, qui respecte toutes les liaisons, et &
condition que les frottements des liaisons par contact glissant soient négli-
geables, les travaux virtuels des forces de liaison sont nuls et elles se trouvent
automatiquement éliminées de I'équation du mouvement qui en résulte.

L’énertne cinétique ne dépend dans ces: conditions que du palametre 0 et
de sa vitesse 0; nous lappellerons I'énergie cinétique réelle.

Imaginons maintenant un déplacement virtuel qui, pour une valeur fixe
de 0, viole la liaison representee par une paire de forces ou de couples récipro-
ques (Q, —Q). : :

Ce déplacement sera spécifié par une coordonnee q, telle que Qdq soit le
travail virtuel de la liaison pour une valeur infinitésimale du déplacement.

Soit Vdq le travail virtuel des autres forces externes et internes. Il faut
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maintenant expliciter dans I'expression de I'énergie cinétique du mécanisme la
dépendance de la coordonnée q. Soit

Ti04.q.9)
I'expression de lenergne cinétique totale.
-L’équation de LAcRANGE pour la force de llalson sera S N

d /3T, aT, B
FV=— =)= 1

§ 2. Fractionnement de I’énergie cinétique totale.

L'énergie cinétique totale correspond a un état de mouvement complexe

Une particule de masse m a une vilesse

V, de composantes (.1:., y,, z,) plopomdnnelles a 0 dans I'état de mouve-
ment réel; :

V de composantes (:c,, y,, z,) pxopomonnellcs 3 q ‘dans l’état de mouve-
‘ment virtuel. ‘

Les énergies cinétiques, réelles et virtuelles correspondantes sont du type

T lSmi 4=} 0700 @
To=3Im@+ i+ =sen0 @

‘ la sommation étant étendue a toutes les particules en mouvement.
Quand les deux mouvements se produlsent simultanément, la vitesse de la
particule a les composantes
(@ + a}zo !}1 + Yo 20+ 22)
et par consequent I'énergie cmethue totale

T, = 3 Im [(a’a + wz)' + (3/1 + .'/:)’ + (31 ~z)’]
—T+T + Im (&, &4 9 e ‘i’zu'z)- . 4)
L’énergie.cinétique totale est donc la somme de l’energle cinétique réelle, de

I'énergie cinétique virtuelle et d'une énergie cmethue a laquelle nous réserve-
rons le qualificatif de « mutuelle » :

T..-Em(ar,a:.-}-y,y, + ~4ﬂ)=°'lfm(°v Q) . %)

~ A la suite de ce fractlonnement I'équation lagrangienne de la force de
lnalson devient :

Q+V=——(9ﬂ+9f..)__oe 3" gg"z—f—%%" 3 )



. 83. Liaisons sans vibrations.

Quand la coordonnée ¢ reste effectivement comtante au cours du mouve-
ment du moteur, nous sommesjustifié¢ de poser q 0et q =0, aprés que toutes
les dérivations aient été effectuées dans lequauon (1) ou son équlvalent (6)
~ Celle-ci est-alors réduite 3

"

paf_d | e
V="L0f T _ L ()= |
Q+v=2mm—1 = 3 3,1 aq ™
et levaluauon de l’enel gie virtuelle devient superflue. :
Signalons cependant une extension possible du calcul quand la coordonnee q
est susceptible d exécuter un mouvement vibratoire.
- La vitesse q et I'accélération q sont alors des grandeurs effectives et tous les
termes de (6) doivent étre retenus pour I’ tablnssemem de I'équation des v1bra-
tions de q. .
: §4. Cas des liaisons externes. ,
. Tov o : v (%}
Ce cas présente des simplifications importanles.
Le calcul d'une liaison externe implique un déplacement virtuel de tout le
bloc moteur, laissant inchangée la configuration interne du mécanisme.
La position du bloc moteur, définie par q, n mfluencera ni I'énergie réelle,
m la virtuelle, ni la mutuelle; d’ou :

T _ My o 3Tw_o R
R 3q ' 3q . 3q PR S
et I'équation générale de la force de liaison devient - ‘ o
3(Tw + To) - A
. KTas d,(,—) e

quand on netrlwc les v1b1at10na du batl-moteur on peut encore apphquer les
considérations du § 3, et N soansome b

_-_< | - ©)

* §5. Calcul des Qnefgies cinétiques des solides, .
basé sur le théoréme de Kiinig.
Les énergies cmeuques « réelle » et « virtuelle », envisagées au § 2, rentren}
_dans le type ordmanre

SR R ST Y

()

. Ezm(‘-’b‘-i'!.f,'l'_‘.')-



Quand la somme est étendue a un systéme de poinis matériels, on peut. lui

appliquer la décomposition classique de Konic :
! ,

L'énergie cinétique d’'un systtme de points matériels est égale A I'énergie
cinétique du centre de gravité, considéré comme un point matériel ou toute la

masse scrail concentrée, et de 1'énergie cinétique du systéme dans le mouvement
relatif aulour du centre de gravité.

Cette décomposition est aussi valable dans le cas denergies cinétiques
« mutuelles », C'est-a -dlre du type S

"‘m('”t .’l', + yl 3/:+ -1 0:)’

qui sont associées a deux états de mouvement La demonstratlon peut étre calquee
sur la précédente. : :

- Soient (a, b, c) les coordonnees du centre de gravnte. nous aurons

r=a+4u
?y=b+v
i=c+w

ou (u, v, .w) sont les coordonnées déé points dans le systéme relatif.
Dérivant par rapport au temps dans le premier état de mou\"emel'yt,

. &4".’&14‘7“.‘1
.‘./|=b'|+9|
H=0a+tw

Les mémes équations avec I'indice 2 seront valables dans le second état de
mouvement. ‘

Aprés substitution dans l'expressioh de I'énergie mutuelle, celle-ci devient
 Smdet Bt 66D + Stk 55 t5,05) |
S m(dy ety + by 0y + by Dy + €ty + G 20,
Le dem_ier“terme est nul; en effet, par définition du centré de grévité,_
alme= Sma.

Dérivant par rapport au temps, dans le premier état de mouvement,

@ Em=Emz;=Sm(@+u)=aSm+Emi;
d’'ou ' .
par conséquent,



—_9 —

En dérivant dans le second état de mouvement on montrerait que
.‘.’.md,zi,=¢i,2mu,'=0. '

Enfin les autres termes sont prouvés étre nuls au moyen des equahons défi-
nissant les coordonnées b et ¢ du cenlre de gravité.

Le terme .
Im(aai+b b +cic)=(aa+b b +cic) Em

est I'énergie mutuelle du centre de gravité, associé a ses vitesses dans les” deux
"états de mouvement. _ '
Le terme '
- ‘m(“tuz‘l'vav:'l'wnwz)

- est Ienel gie mutuelle associée aux deux états dc mouvements relatifs autour du
“centre de gravité.

e

La vitesse d'un point matériel est souvent connue en grandeur et direction
plutdt que par ses composantes; son énergie cinétique réelle ou virtuelle est alors
exprimée par : :

- .

1
- vt,
2™

tandis que son énergie mutuelle, associée aux vitesses V, et V, qui font entre
elles I'angle a, sera

mV,V,cos a
‘en effet, on reconnait dans I'expression
BT+ YN Yo+ 513,
le produit scalaire des deux vecteurs vitesse.

Appliquons le théoréme de décomposition au cas d’un corps solide dont les
états de mouvement sont dans un plan commun, et soient M la masse totale, J son
moment d’inertie autour d’'un axe perpendlculalre au plan de mouvement et
- passant par le centre de gravité G (fig. 1). .

Les énergies cinétiques réelle et virtuelle sont

. T=1M + Jﬁ]o
R (10)
T=§M 14— Jp,

LR

" Le carré de la vitesse résultante du centre de gravité est

Vr=Vi+ Vi+2V,V,cosaq,
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tandis que la vitesse angulaire résultante de rotation est

. B=bobe

' L'énergie cinétique lolale resultante est donc

-Mv=+ -.1(;3,4- Br=T+T,+ Mv.v,cosa + I BB
Nous avons donc pour expression de I'énergie muluelle o
T = MV,V,cos a + J B, B,. . (11)

Elle vérifie I'extension du théoréme de décomposition de Kone. En effet,
le premier terme est lenergle mutuelle du centre de gravité; montrons que le
second est I'énergie mutuelle associée aux mouvements relatifs autour du centre
de gravité. - e '

FiG. 1. '

Un point matériel de masse m, situé & une dlstance r de G, posséde des
vitesses relatives

rﬂ, et » (3,
qui ont méme direction positive, perpendlculalre au rayon; lénergle mutuelle
de ce point matériel est donc

m r ﬁl r B!;
et pour tout le sohde,

..mrﬁn ﬁ,-ﬁ,ﬂ,-mﬂsJﬁ‘ﬁ,, - o.q..l.d.

les expressions (10) et (11) fournissant un moyen de calculer les énergies ciné-
tiques indispensables au calcul des forces de liaison, moyennant la connaissance
du vecteur vitesse des centres de- gravité et des vitesses angulaires de rotation de
chaque organe mobile constituant le moteur. ;. '



- §6. Schémas généraux de décomposltioﬁs ponctnelleb.

|| pcut arriver, par suile de la nature des liaisons cinémaliques d'un sollde,
que la vitesse du centre de gravité soit une grandeur difficile & exprimer, et qu'un
autre schéma de décombposition ponctuelle offre plus d’ mteret

Le théoréme de Konic exprime, au point de vue des énergies (methucs en
mouvement plan, I'équivalence d’un solide au complexe formé par un point
-matériel ayant la masse totale M du solide et se mouvant comme son centre de
_gravité, et un moment d’lnerhe J, lié & la vitesse angulaire du solide.

Considérons un systéme de points matenels assujettis aux conditions
smvantes

-

a) lls occupent des posmons fixes dans le. solide;
b) Leur masse totale est égale a celle du solide;
~€) Leur centre de gravité G coincide avec celui du solide.

Les distances cntre les poinls matériels restant invariables, on peut leur
.appliquer' le théoréme de Konic : Le systéme sera équivalent, dans les mémes
conditions que pour le solide, au point matériel de masse M, se mouvant comme
G, et au moment d'inerlie J° du systtme par rapport a l'axe perpendlculalre au
,plan des mouvements, passant par G.

- On peut dire aussn que le point matériel de masse M, se mouvant comme G,
peut étre remplacé, au point de vue calcul énergétique, par le systeme de points
‘matériels, assujeltis aux conditions (a b, c), associé au moment d'inertie (—J).

Cette proposition permet d’ éliminer dans I'é équivalence du solide la présence
du point matériel confondu avec G et d’obtenir la nouvelle équivalence qui suit.

Dans les conditions mentionnées plus haut, le calcul éncrgétique du solide
-est eqmvalent a celui d’un systéme de points matériels, assujettis aux conditions
(a, b, ¢) et accompagné d'un moment d’ merhe J—1J’, associé aux vitesses angu-
laires du solide. ,

Les conditions laissent une certame latitude dans le choix du systéme de
poinls matériels. Ce choix sera naturellement guidé par la facililé avec laquelle
"les mouvements des points peuvent étre exprimés. :

- Appliquons lmmedlatement le prmcnpe aux cas prauques suwants

- A. — Cas d’une bielle (fig. 2).

Les centres d’articulation A et B sont les points dont les mouvements sont

les plus simples & exprimer.
- Si les conditions de symelne ‘sont remphes, le centre de gravnle G se tmuve

sur la droite joignant A et B.

4
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~~_.Posons K=H/L; deux points matériels de masses (1—K)M et KM, situés
respechvement en A et B forment un systeme qui satisfait aux conditions
(G, b C) ' . ) \

L ' e e
< ' > . b
: - C ‘f‘—.-: e et
) [
_B' . /\ | A
KM \/ - -rom

FiG. 2. _

" Pour les mouvements plans perpen(liculaires aux axes d'articulation, il faut
considérer le moment d’inertie J de la bielle autour de G et le moment d’inertie
du systéme des pomts '

=M{1— )H’-l-MK(L Hy = MH (L — u)

- Le moment d’inertie correcteur associé aux mouvements angulalres de la

blelle sera donc :
C=J—MH@—Hy‘ ' - (12)

Ilest toujours négatif et de valeur faible comparé a l I .

B. — Cas &’ un plston (fig. 3). ‘
-Le mouvement réel est une translauon dou lenertrle cmethue réelle

'>T=§MWL

et pourvtoute énergie mutuelle associée au mouvement réel,
T =MV, V,cos a; , en effet, ﬁ. =0. .
Donc dans les cas ou le calcul de lenerrrle virtuelle méme ne se pose pas, le
piston est équivalent au point matériel de masse M, situé au centre de gravité.
Mais il y-a dans le piston d’autres points que G qui conviennent pour le
calcul des énergies précédentes. D’abord, tout point a la méme vitesse de trans-

lation dans le mouvement réel; secondement pour tous les pomts de laxe (a, a).
du piston on a la relation ~

Vicosa' = V,cos a,

cegi étant j»ustifié: par le théoréme de cinématique qui définit la vitesse de glisse-.
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‘ment d'une droite : « La projection de la vitesse d'un point d'une droite sur cette
droite est constante ». Rien n’est donc changé au calcul des éncrgies réelles et
mutuelles du piston, si la masse est concentrée en un autre point de I'axe (g, a).
Nous chonsnrons le centre d’articulation B de bielle qui attaque le piston. Remar-
quons que dans les calculs d’énergics virtuelles, oil B2 est dlfferent de zero, il
faudra revenir au schéma de décomposition de Konic.

[

FiG. 3.

Avant de passer au schéma de décomposition ponctuellc de I'ensemble du
moteur, nous allpns examiner rapidement les raisons qui mohvcnt certaines
dispositions  cinématiques dans un moteur en étoile.

..

§7. Cinématique des moteurs en étoile.

‘ Dans le moteur en étoile idéalisé les bielles sont 1dent1ques et attaquent
toutes centralement le maneton.

Les difficultés plathucs de réalisation d'un tel schéma ont conduit a Ia
.disposition actuelle qui comporte une bielle principale ou bielle maitresse, sur
laquelle sont articulées des bicllettes. -

La dissymétrie dans la répartition des masses et dans la cinématique des
divers pistons est responsable de perturbations considérables, mises en évidence
par des harmoniques importants dans les forces de liaison.

- La figure 4 est un schéma cmemathue de la bielle maitresse et d'une
‘biellette. ‘

Le rayon de suspeﬁsicm sera appelé excentricité linéaire : r,; la différence
entre I'angle de position du cylindre attaque par la biellette et l’ancrle du rayon
de suspensnon avec la bielle principale,

n-'"'l"n=‘m

Lo, . A
excentricité angulaire. - ’



....‘L....

Une théorie du second ordre, qul donne deJa de bons rensengnements, con-

siste & prendre
' e ¢, =0 ot r,.=L—-l : .

7

une. constantc . .
Cette approximation a été utilisée par divers auteurs pour le calcul du
contreponds 3), @), (5), (9) et (10), SN
A ’ X

Fg. 4

Les angles sont tous comptés positivement dans le sens indiqué,
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La premiére expression dec la force tournante S, basée sur cette approxima-
tion est due a Leur (b). :

Les forces tournantes en général ont ete investiguées dans (7), (9) et (10).

Enfin, ‘dans la publication (8), le Prof" A. Coppens a donné la premiére
formule correcte pour le calcul du contrepoids dans le cas général ou le moteur
présente des excentricités linéaires différentes et des excentricités angulaires.

. FIa. 5. : )
Sans excentricité angulaire ‘la course d'un piston de biellette est légérement augmentée.

Ce cas est d'ailleurs, en pratique, le cas réel en voici les raisons cmémahques :
La course d'un piston est approxnmatlvement

- 2R(1+ rsint,,sin%);

le volume balayé par le piston serait donc identique & celui balayé par le piston
de la bielle maitresse, si I'on avait une excentricité angulaire nulle. _
En fait, la figure 5, tracée pour ce cas, montre que la course est legu‘ement
supérieure a 2R : elle est 2R pour la course angulaire de ¢, 3 =+ ¢, du maneton.
Mais pour 8=4,, la position du centre instantané de la biellette montre que
le point mort haut n'est pas encore atteint; pour ==+ {,, que le pomt mort bas
est déja dépassé : :



¥ ' l\ —‘6—
A

2’ Le point mort h‘au,t a lieu approxima'lti‘vemcnt pour -

ro(i— % cos §,,) (A sin ¢, — sin ¢,)

‘-*.-'-

I+ R +‘ Tu (Ii sin ¢, sin ¢, + Ii. Xcos 2¢,—2Mcos 4»,.)

FIG. 6.

Distribution réguliére du point mort haut par eﬁlploi d'une excentricité angulaire- .
égale & l'obliquité de la bielle malitresse.

Pour avoir un espacement régulier des points morts hauts il faudrait donc
avoir . -

sin ¢, %lsin Y, 00 A =%.

————

Cette valeur de ¢, est égale & I'obliquité de la bielle pi‘incipﬁle pour 6=1¢,
et la figure 6 montre que le point mort haut est rigoureusement atteint pour
0=1{. (centre instantané de rotation de la biellette sur I'axe du cylindre).. - ‘ "
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1 ,
3° La formule approxnmatlve du point mort bas s'obtient en remplacant
dans la précédente R par —R et en ajoutant .

La condition pour un espacement régulier des points morts bas est

Lo

sin ¢, = — A sin ¢,,.

Ces conditions sont contradictoires; elles indiquent en tout cas que si I'on
fait usage d’excentricités angulaires, il faut les distribuer suivant la loi

sine, = asin §,.

4 La longueur r, des rayons de suspension devrait &tre telle que le taux de
compression volumetnque soit un invariant : p.

On ne peut songer, pour des raisons évidentes d’ mterchanveablhte, A modi-
fier la longueur des biellettes.

Soient d I'alésage commun des cylindres, z,, la position. du pnston au pomt
mort haut, z,, sa position au point mort bas.

‘L'accroissement de la cylindrée totale compalee A celle du cylindre prin-
cipal est '

: .. (L—R —a:,..) d.

L’accroissement de la chambre de compression :
(L + R— mnh) d.

- Pour maintenir le taux de compression volumétrique, ces deux accroisse-
ments doxvent étre dans le .rapport p :

L—R—a,
LAR—am
Quand on substntue a z,, et z,, des valeurs approchees et qu'on résout par

rapport i r,, on trouve :
’ ' L-1

V=

'i—%()@sin’z{f,,—2l:i:sinc,.simb,.+ sin? c,.)'

La nécessité des excentricités linéaires variables est maintenant évidente.
Elle implique la solution du probléme généralisé du moteur en- étoile, dont
KiMMEL s’est occupé dans les publications (13), (14), (16), (17) et (18).

L’excentricité linéaire peut devenir constante si les excentricités angulaires
sont réparties suivant la loi proposée avec

o+t _2\/?)‘
p—l

I

pdur p=6, par exemple, ¢=0,42.
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§8 Réduction de l’embiellage A des systémes ponctuels.

_ Chaque bielle et chaque piston sont nemplaces par le systtme ponctuel
suggere au § 6. Les notations utilisées sont les suivantes :

Bielle maitressq Biellette Piston
B b P Masse
L | . l - Longueur
H - h
K = H/L | k=Rl - quition de G
J | A | J ' R N quent d'ineﬂig
‘ C=J—BH(L—H) c=7—bh(l—h) Moment correcteu:r

N&us obtenons ainsi le systéme pohctuel et les niofnen‘ts d’inertie de la
figure 7.

Le schéma peut étre simplifié davantage en éliminant les masses pseudo-
rotatives b(1—k) qui proviennent de la décomposition des bicllettes et n’ont
pas un mouvement simple. 4

Il suffit de remarquer que leur ensemble se comporte comme un solide
auquel le théortme de Konic peut donc s’appliquer. L

Avant d’opérer, il est extrémement avantageux de joindre d cet ensemble.
une masse m, détachée de la masse p+ BK, située sur I'axe du pied de la bielle
maitresse. Sa valeur sera choisie de fagon a placer le centre de gravité de I’ensem-
ble sur I'axe du maneton. Il suffit pour cela d’exprimer que le moment statique
de I'ensemble par rapport a laxe (b, b) est nul

b(i'— k)zr,‘.cosd),.+ml..=0;_
[ .

d'ou la valéur : , ) o
bA—k) S ) '
) T R S )

Le systéme équivalent comporte alors (fig. 8) la masse totale située sur I'axe
du maneton : } . ‘ .

=m+Mm—1)bA—k), PR R
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Fic. 7. |
. Premiére réduction efi masses ponctuelles.
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et le moment d'inertie de I'ensemble autour du méme axe :

, ‘ —mL’-l-b(i—k)z

. Tandis quc pour I'ensemble de I'embiellage on obtient (fig. 9a et 90b) :

a) Une distribution homogtne :

1° .de masses en mouvement alternatif :

a=p+bh SN
2° de moments d’inertie correcteurs : ' ' -
i . cmj—bh({—h).

m .

o 9

FIG. 8.
Réduction. des masses pseudo-rotatives.

"~ b) Associés au mouvement de la bielle maitresse seulement :.

'1° un maitre-excés alternatif : _
| | A=BEK—bk—m: : (15)
2° un maitre-excés de moment d’inertie : o

' " I=C=—c+1I ) o (16)

c) Une masse rotahve ’
D= B(l—K)+(n—1)b(i—k)+m , ey

Les formules (13) a (17) permettent de calculer ces grandeurs caracléristi-
ques & partir des données du moteur. T



'.,l:

c+1

’.’o

R ., FIe.9.
! Deuxidine réduction & des masses ponctuelles.
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| - |
O o §9. Développements trigonométriques.

La réduction ponctuelle précédente a I'avantage de réduire au mlmmum
T 1mportar|ce des  développements tngonometnques

"Le calcul des énergies cinétiques n lmplxque plus que le developpement
1° des distances x, entre axe du v1lebrequm et axe du piston;

2° des obliquités @, des bielles.

Les équations trigonométriques suivantes, dedmtes de la flgure 4 sont a

notre dlsposmon :

=lcosPp+ racos (B + )+ RcOS(%—").
Lsmﬂ.+Rsm0=
Isin B, ——r,. sin (B, + ¢,) + Rsm (Yu—9).

Substituan_t
.. . - cos ﬂ,. Vi —sin? §,,

nous pouvons etabhr des expressions exactes pour r, et §, en fonction de 0.

- Ces fonctions sont périodiques, de période 2=, et leur développement en
“8érie de FOUuRIER nous intéresse davantage. - S

‘Le calcul direct des coefficients de. Fourier conduit a des intégrales reduc- :
tibles a des intégrales elliptiques. Cependant, comme la série de TayLor :

L1 1
cos By =1— 3 sint 8, — 3 sin‘ f, —16 sm‘ﬂ,.
converge rapidement par suite de la valeur limitée des obliquités, il est préfé-
‘rable de s’en servir pour exprimer les coefficients sous forme de séries conver-
gentes.
. Les parameétres sans dlmensmns suivants ont été utlllses

: P . ’ T
A= R/L p= R/l Gy = i‘f' sing, Yo = T\ COS ¢8,,.

La limitation des séries a ete fante en consnderant A, p et g, comme des
quantités petites du premier ordre. -

On trouvera en annexe les developpements des fonchons sans dimensions
‘smvanles : ' S '

Uy = -—'; ++«, vitesse non dimensionnelle de piston;

‘wt ...,  soncarré;
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3, = l"‘ +++, vitesse non dimensionnelle d'obliquité ;
@l : : - :
& ... son carré;

A= -—; +++, vitesse non dimensionnelle de I'obliquité principale ;

A} ...,  sonmcarré;

L L N Sy

Upp = Uy — 3R '

Des développements similaires ont éLé élablis par Lenr, Evans et Burcuer (7),
ainsi que par KiMmEL. )

§10. Addition et discrimination des harmoniques.

. . . . .
: . : v 2=
Les axes des cylindres font entre eux le méme angle : P

Pour deux cylmdles syméltriques p.n rapport au principal, on etabllt fina-
lement le tableau de correspondance suivant :

"t
— u{;”

_cylindre n Tn ¢ o cos k ¢y, sink ¢,

Tn

In ! cos k¢, —sin k ¢,

symétrique n

— &p l — Gp

Suivant lcs combinaisons de ces facteurs dans les développements, les termes
" s'ajoutent ou se détruisent. '

Quand les sommahons sont achevées, les harmomques sont rrroupes comme
suit :

l' harmoniques de peltmbatlon antrulalres (s’annulant avec ¢,);
2 harmomque% de pelturbatlon linéaires (s'annulant avec vy, et distincts

de 1°).

Puis les harmoniques provenant du moteur monocylmdnque constitué par
les maitres-exces : ' : .

3 harmomques dus au maitre-exceés alternatif (s’annulant avec A)

4 harmoniques dus au maitre-excés du moment d’inertie (s’annulant avec I).

Les harmoniques restants peuvent étre groupés sous_ le titre d’ harmoniques
naturels, puisqu'ils sont aussi bien présents dans le moteur en étoile idéalisé,
pour lequel, en effet, on a '

Op=Yy=A=I=0, . L o
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‘ FI. 10.
Deuxitme génération du mouvement d'une biellette
et théoréme de Crocco. .



i
|
- 8§11, Cas particulier des excentricités angulaires nulles.

Quand ¢.=0, TanakA (2) a observé que l'obliquité f, de la biellette pouvait
étre considérée comme l'obliquité résultant d'une attaque directe par une mani-
velle fictive de rayon R* et déphasage « :

Isin ﬂ,. = —rysinf, + Rsm(zp,.— 0) =7y B st + Rsm (4;,,-0) = —R‘ sin (9—1),
i condltlon de prendre

. o : . ‘R\/( %cosq,”.;.i;

sin ¢, .

lgﬁ==

Y

cos ¢, — '-i-"

MERGIER (19) en a déduit que le mouvement du piston de biellette pbuvait_
étre ramené & une superposition de deux mouvements bielle-manivelle ordi-
naires : ' - '

@p = (R* cos (8 —a) +  cos By) + (ra % cos § 4 r, cos fB,).

Un premier de manivelle R* et bielle I, déphasé de I'angle a; un second de
‘mamvelle r,\ et bielle r,, non déphasé. '
Crocco (11), (12) est arrivé a la méme conclusxon par voie géométrique et

I'a énoncée sous une forme connue dans la littérature ltalo-"ermamque sous le
-nom de théoréme de Crocco. '

En réalité, cette propr i61é est & rattacher A un cas parhculler du vieux théo-
réme du trois- -barres [par exemple ref. (1)], un des centres de rotation étant
éloigné a l'infini et remplacé par le guidage rccﬂilignc du piston principal.
On obtient alors unc deuxi¢me "Cnémtion du mouvement du point C au moyen
du triangle MCN semblable a ABC, ce qui rend lc théoréme de Crocco évident
& simple inspection (flﬂ‘ 10). Le point N est guidé sur OP.

D'autr_es considérations relatives a la cinématique du Acvas particulier ¢,=0
sc trouvent développées dans la publication (6) de lingénieur - principal
DucarMmE. L'extension des méthodes, qui s’y ‘trouvent étre utilisées, permet
d’établir les formules énoncées sans démonstration au § 8. |
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| CHAPITRE 11.
CALCUL DES FORCES DE LIAISON EXTERNES

: Les forces de liaison entre moteur et biti- moteur sont connues en tant que
‘systéme vectoriel, quand on peut en donner les trois composantes de la somme
vectorielle et les trois moments par rapport i un systtme d’axes non paralléles.
'Les axes choisis sont : '
OZ : I'axe du vilebrequin;
OX : suivant I'axc du cylindre principal;
~ OY : perpendiculaire aux précédents et orienté de fa(;on a ce qu une rota-
tlon posmve de 90" am¢éne 'axe OX sur OY.
Sonenl Sz, Sy et Sz les composantes de la somme veclorielle des efforts trans-
“mis par le moteur sur le bati- moteur; Moz, Moy, Moz, les trois moments .

o

§ 1. Calcul des forces tournantes transmises au bati.
Au cours d'une translation vectorielle du moteur le long de OX, le seul tra-

vail virtuel des forces extérieures et intérieures est celui de la composante — Sz

cxercée par le bati sur le moteur .
Dénotons par Tmz I'énergie mutuelle assocnee, lequatlon lagrangiennc

( Tma:
T

~ Pour le calcul de Tmaz, utilisons le schéma de decomposmon ponctuelle de
I'embiellage établi au chapitre premier, § 8. ‘ . A
 Chaque masse ponctuelle donne une contribution représentée par le pro-
duit de sa masse et du produit scalaire de sa vitesse réelle et de sa vitesse virtuelle.

"Les moments d'inertie correcteurs ne donnent pas de contnbutlon du fait

secrlt d’apres (9)

LR —

q-ue la vitesse angulalre est nulle D'ou

Tmx = aan:,. cos Y + Aqa, — Dgf R sin 0,



S | :
"En prenant un ,déplacemen'l virtuel le long de OY, on aurai't,z de fagon
similaire, ! :

] Tmy

Sy =_— :

3

‘l'my=aq..a:,.sinqa,.+Dq0Rcos0 r

On a- 1mmed1atement Sz=0, du fait quc les forces d’inertie sont toutes
paralléles au plan XOY. : :

' 11 est commode de continuer le calcul de Sz et Sy en considérant XOY comme

le plan d'une variable complexe x+iy; on introduira donc les orandeurs :

‘ complexes ‘

B S=8Sx+4iSy;

Tm = Tmax + i Tmy,

R L

et la combmalson des equatlons données plus haut donne

~

: d 9 Tm
AN “
Tm = aq e’ + Aqz,+iRUgDe".
Introduisons les vitesses non dimensionnelles des pistons -:
Tm-l—‘%g[gaxzcu e'tn + g Au 4 igD e ' t 19) .

Aprés introduction des dévieloppements en série de FOURIER pqur les. u,,
qu’on trouvera dans I'annexe I, on trouve pour Tm un développement du type

Tm= B Fig oo .  (20)
, .9 Sk S P
Les expressions des coefficients S, sont données par les tableaux I et II; un
nombre limité seulement de coefficients est obtenu du fait qu'on a limité les
séries aux fermes du 5° ordre en A, p, . Par ailleurs, la valeur des doefl'ipients,
suivants devient rapidement négligeable; il reste & trouver leur signification.
Pour cela, supposons que § conserve une valeur constante désignée par Q et
effectuons les denvatlons mdlquees par (18); on trouve I R

RO &2

b

- L - S-———an ok EE (21)
Dans cette équation, RQ*/g est un « coefficient d’accélération »; il n;esure
Yaccélération radiale de I'axe du maneton, celle de la pesanteur étant: pnse pour

umté Lat : N o N
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*.Un terme Sy e représente une force de grandeur S,, tournant a la vitesse
angulaire kQ. Pour des entiers k négalifs, la rotalion s’effectue en sens mverse
du vilebrequin. |
Nous avons donc ohtenu une représentation du vecteur (Sz, Sy) en une
superposition de vecteurs tournants; ce sont les « forces tournantes ». La plus
importante : 8,, qui accompagne la rotation du vilebrequin, peut étre équilibrée
directement par I'adjonction d’'un contrepoids. L'équilibrage des autres necessnte
des dispositifs spécianx sur lesquels nous reviendrons ultérieurement. ‘
. Remarque — L’hypoth¢se de la constance de la vitesse angulalre du vile-
brequin peut étre discutée. De toute facon, on peut calculer S S par la méthode
précédente dans le cas général; on obtient .

. ————

R Q32 RdQ

Le probléme est ramené 2 la connaissance de {} en fonction de ; probléme
trés ardu, qui ne sera pas abordé ici. :

- En général on peut se faire une idéc assez exacte de lnmportance des écarts
a la valeur moyenne, au moyen d’un (Ilagrammc « masse-énergie » [cf., par-
.exemple, (16)]. : ,

§ 2. Calcul des moments Mox et Moy. '

Comme le plan XOY constitue toujours un plan de symétrie pour lcmblel
lage, les moments Moz et Moy sont nécessairement nuls. .

Dans le cas des moteurs en étoile multiple, Fembiellage de chaque étoile
donnera comme contribution au moment par rapport & un axe de référence,
perpendiculaire au vilehrequin, lo moment de sa somme_ vectorielle située dans.
son plan de symétrie.

En particulier, dans les moteurs i étoile double, du fait que les manetons _
el les axes des cylindres principaux sont décalés de 180°, les sommes vectorielles
se résolvent en un systéme de couples tournants. Chaque couple tournant est di
au produit de la force tournante correspondante par la distance entre les plans
de symétrie des deux étoiles.

_ Remarque. — Dans lout ce qui précéde on suppose que le vilebrequin, le
réducteur et les autres piéces importantes en mouvement de rotation sont équi-
librés statiquement et dynamiquement. Le contrepoids, qui fait généralement
partie intégrante du VIchrequm, est, pour la commodlte du calcul traité de

fagcon indépendante. o ‘ ;
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§3. Calcul du moment de renversement.

I
Les élémenls qui interviennent dans ce calcul sont les suivants :

Cm : le couple moteur dit & I'évolution thermodynamique des fluides dans
les cylindres. Sa valeur est calculable pour chaque position du vilebrequin au
moyen des. diagrammes d’indicateurs. Les procédés de I'analysc harmonique
permettent de le développer en séric de Fourier. On trouvera dans les réfé-
rences (10) et (16) des résultats intéroseants a ce sujet. . :

Cr : le couple résistant. Nous le supposons nppllque a un arbre entrainé
parallelement au vilebrequin a - fons la vitesse de celui-ci, et cela au moyen’

d’un réducteur qui l’alt corps avec le moteur.

' Les sens posmfs de ces couples sont ceux des angles § ctoissants.
Ecrivons I'équation du mouvement réel du moteur en ne considérant que
les variations de la coordonnée 0 :

. d /3T aT - -
L 'a—t(g)—-ﬁ—e—cvl-l- Ci' : R (22)‘

Apphquant la notlon de force d’inerlie, comlderons dans (22) le couple
d’inerlic

Ci—_dt( )+ ab

L'équ_étiori (22), résolue par rapport au couple résistant, peut donc s'écrire
. ,'Cr = - 1'(C-m + Ci).

Pour obtenir une équation qui fasse intervenir le moment de renversement
Moz, appliquons au moteur une rotation virtuelle a autour de I'axe du vilebre-
“quin et écrivons I'équation (9) valable pour les liaisons externes; il vient

o ‘ d a-'l‘m
. P . — Moz d ¢ )' . 4
On peut y substituer la valeur trouvee pour le couple résistant, et ainsi
- o
Mo,=-.(0m+c.)—‘—;’-t- 2 .'” : : @9

On remarquera lc role amplnhcateur du réducteur, qui multiplie par < la
‘réaction du couple moteur et du couple d’inertie. L'emploi de propulseurs
coaxiaux et contra-rotatifs permet theonquemcnt d’annuler cet effet.

Le dernier terme de (23) est connu sous le nom de « couple de basculement
des bielles »; il est generalement faible comparé aux deux autres. ’
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CALcUL DU COUPLE D'INERTIE. — Moyennant le schéma de réduction ponc-
tuel dc lcmblellafre on peut écrire, pour l'énergic réelle :

f T=%u-m+ Af+ Se¥ IW+ Dmhe

ou, si l'on fait mtervcnn les grandcurs cmcmatnques sans dlmensmns dévelop-
pées en annexe :

_(__Q)Q[J,,y,u;l+g,\u:+‘-’,—$3;+/ 52+9D] ‘ (24)

On obtient ainsi le tal)lcau 1 des coefficients U, qm mtervxennent dans un
développement en série de FouRign : : i

. . ) T '
T=R—[U..i-U,cosﬂ +:-‘U.cosu°...]. S (25)

qui corr_espohd au couple d’inertie :
.. 2
Ci-R%(U_,sinO .+ Uysin 2., )—2R§d

(U0 + U, cos 0.+ -;; U, cos 79 ...) (26)

CALCUL DU COUPLE DE BASCULEMENT DES BIELLES. — Les masses en mouve-
ment alternatif a et A ne donnent pas de contribution a I'énergie mutuelle, car
leur vitesse vntuelle est perpendiculaire a leur vitesse réelle de translation; il
reste - T ‘ "

P

Tm=ca:a,.+1aa.+nan=b,
ou en fonctions sans dimensions :
{ "2 — — q_f 1 va .i - (9
Tm aog[.pp "+L=1A‘+9D] - 27
* Le Iableau IV permet de calculer les coefficients V. du developpement en
série de Founmn qm y correspond :

~’l‘m=a° —[V.,-l-V.cosO -|- V, cos nl.. J ', | (28)
' b
Le developpement du couple-de basculement est alors '
- d (3Tm>=RB [V.sinﬂ.‘.-l-v sinnb...] .
ar 3 g Rao o
. _R%—[V.+ V, cost .. +;V,,cos nd..] (29)

. , S
A vitesse angu‘lau'e constante' le couple de’ renversement vaut .

l

Mo.-—fcm+n——[(V.—eU.)smnt -+(v:-.,==U..)slnu0t 1 e
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CHAPITRE iII
CALGUL DES FORCES DE LIAISON INTERNES

Les mvestngatnons seront limitées au calcul des forces de liaison entre bielle
‘maitresse et maneton et entre yllebrequm et paliers.

- L'interaction biellette-bielle maitresse et biellette-piston est commodément

- traitée par les méthodes classiques; on consultera, par exemple, la référence (19).

- C

§1. Liaison bielle maltressé et maneton.

A. — Composante tangeﬁtielle F, de I'action de la bielle sur le maneton‘.

Comptée positive quand elle tend a faire tourner le vilebrequin dans la
direction des angles § croissants, on trouve facilement que

} | r.=’-(0i+c:m). | J | (31)

~ Par conséquent, les coeﬂ'lcnents U, de (26) fournissent la réponse au
problt,me : :

B. — Composante radiale F,.

. Elle est comptée positive quand elle tend a augmenter le rayon de mani-
velle R.
Pour établir une équation lagrangienne, dans laquelle elle interviendra,
. donnons a l'axe de maneton une vitesse virtuelle radiale :
. dR
=

- L’équation lagraﬁgienne du type (7) qui en résulte :

nd_ dwa d (3Tm\ 3T

7 g =g 32)

fait intervenir le travail virtuel des pressnons p, du fluide en evolutnon dans les
cylindres.
Une masse a sublt une vitesse de translatnon virtuelle de méme direction
que sa vitesse réelle :
30?,.
3R ) o
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Les bielles subissent aussi des vitesses angulaires virtuelles :

|
| | g
i ’ aR

On en tire l'expression de I'énergie mutuelle appropriée A ce cas :

»
i

' "l‘m-aﬁEa:,.a—‘—vi'+ARw, +cR“ﬁ.ap"+lRﬁ.ap'

ou, en termes de fonctions sans dimensions :

'l'm==R—[gazu.,n+g.‘\um+—2 u+ Am] (33)

La substitution des fonctions par leurs séries de Foumnn signalées en
annexe et la comparaison avec l'expression condensee

'l‘m-f(—g—[W,sinG--~+'—‘W,.sinno...] S (34)

perméttent d'établir le tableau de calcul V des coefficients W,.
' Dautre part,

—— :—l'l"-f—‘;[(zu.+naﬂ' -|- 2U..+n—)cosn0 ]

d"oil,v en posant o o ' - _ _
R.=-(2U..+R—— )

on obtlent pour la composante radiale :

F,a—“—?—g.. ,.a—w-’-'+—[R,+R.cosO -+ Rycosnf..]

_%fd._[w,snnﬂ + Wsmno J (36)
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g 2. Liaison vilebrequin-palier.

Les forces tournantes transmises au bati-moteur sont dues parliellement
aux réactions latelales des pistons, partiellement aux actions du vilebrequin sur
les paliers. :

Nous sommes en mesure de separer ces deux contributions en remarquant
que les forces tangentielles et radiales sur le maneton sont transmises aux paliers
par l'intermédiaire du vilebrequin. '

Effectuons le calcul pour Q constant; le calcul supplementauc pour une
accélération angulaire est analogue. :

TasLEAU VII. — Symboles utilisés dans les tableaux de‘calcul,

Coefficients de perturbation linéaire : o

(9’0)=:Tn ‘ (29’0)=27=
. (g,1) =Z yacos §, (29, 1) = X v} cos
(9:2) = £ Yo cos2 $u : |
(9,3) =X yacos 3 ¢, (29,3) = S yi cos 3¢,
(9,4) = Z yacos 4 ¢, : '
-...-‘-—'.'——-

i .
Coeflicients de perturbation angulaire :

(s, 1) = T o, sin ¢, : (28,1) = Z o} cos §,
(s,2) = Zo,sin 2¢, A ' .
(3,13)=2c,.sin3v{»,. ( (28,3) =Z ol cos 3¢, -

(8 9,1) =Z o, yasin ¢,
(8,9,3) =Z o, ya8in 3 ¢y

(n,1) = Xcos ¢, = 1 pourmoteurd 1 cylindre

(n,3) = Zcos3¢, = 3 pourmoteura 3 cylindres .
(n,5) = XZcosb¢, = 5 pourmoteura 5 cylindres

(n, N = Zcos7¢, = 7 pour moteurd 7 cylindres

o RIMARQUI SOmmatxon étendue a tou; les cylindres avec: Y= —ﬁ—l
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)

Prenant de nouveau lc plan « O‘(\ » comme Ccll.ll d'unc variable complexe,
exprnmons F, et I, comme des vecteurs

ot Axy\ R Q: o
—— —_— 9
o F, 5 ( 3R> + e ER.cosk S
.‘.‘ 1 ‘ A . . _ Rd‘ 13.27,. ‘0 Q. 10 "" T
S F, = 4 ( =Png aﬂ) +——:e EU.ska. R
:Se servant alors des formules cotnues : L e et

cosk0-=§(c"‘°+0“"°); o ’
1 ’ O
isin k8 = 2 (e%0— e-%), oot

la somme des deux vecteurs peut s’écrire
v ndt dxy, t oy,
7 MR TR

ou les coefficients T,, forces tournantes umtan‘es' sur les pa'hers, sont des com-
binaisons simples : -

T, =%, 'T....;-f'(n.-—uk)" T.+.=-(n.+v.) (k=-12) (38)

e + _X'r ., @)

l.!mspcctlon des tablcaux ‘montre dc légtres dlfferences entle les forces
tournantes S ct les forces tournantes T, montrant par 1a qu'une parlie des forces
tournantes S provient-des réactions latérales des pistons. - ‘
“ Le couple de renversement ne provient que des réactions latérales des pistons-
et, le cas échéant, de I'appui des dentures des satellites sur la couronne fixe du

réd ucteur

T e

. | TR CHAPITBE Iv.°
APPLICATION DE LA TI-IEORIE

)

'§l Résultats numériques ‘ 1'

. Aucune discussion n’est possnble sans la connalssance d'un ordre de gran-
deur des quantités étudiées. . : :

Les résultats numériques qui ﬁuxvult ont été calculés a partir 'deg don- .

" nées de base du moteur BRAMO 323 neufl cylindres en étoile, figurant au

' tableau VIIL. ' . Lo

_ Au moyen de ces données on peut a partir des formules établies aux s 6 el 8
* du chapitre premier, calculer les données dérivées, reproduites au’tableau IX,
ainsi que les combinaisons sommatoires reproduites au tableau X..

e
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TABLEAG  VIII. — Données de base du BRAMO 323 & neuf cylindres en éloile.

~ Alésage : 154 mm | L=330mm  H= 4.3 mm
“Course : 160 mm = 2 R . l=2615mm % =1385mm.

#=L—1= 6850 mm
1y == r; = 69.65 mm : .
ry=r, = 7426mm ' =0 ..
. ry=pr, ==7060mm :
. Py==1% = 68.82 mm

- gp = 2.972 kgs gB = 10.54 kgs J =1.250 kg em sec
- gb= 142kgs J =0.444 kg cm scc

TABLEAU IX. — Données dérivées du BRAMO 323.

. K=042515 | gBK—1318kgs | gB(1—K)=92214kgs
"k == 052964 gbk =0.7619 kgs gb (1 — k)= 06681 kgs . -

gm = 0.4380 kgs .
ga = 3.7239 kgs
gA = 0.4281 kgs

- gD = 14.7048 kgs

g % - — 01409 kgs

g $= 0.4441 kgs

com

: TABLEAU X. — Données dé'rivées»du»'BRAMO 323.

7= 085685 | (g,0)=+786425 |  (20,0) = + 68732
e = 1Yo = 0.8706 (g,1) =+.0.00027 (29,1) = + 0.00048
" Y=Y = 0§89_07 " (g 2) =—0.07995 ' - ) L
T 4= 08825 (9.3) =—000025 |. (2g,3)=— 0.00046

s = Yo = 0.8602 - (9-4)=+000093 | '
e g,8) =+ 0.00093




— 42 —

TaBLEAU XI. — Puissances combinées des rappoﬂs bielle-manivelle. .

Puiséén_ces"dep—» | 2 3 4 5 ! :
Hléu'nissénc'es' de A 030593 | 000350 | 002863 | 000876 | 000208 |

1 | 024242 | 007416 002269 | 0.00604

2.| 005876 | 001798 | 000550 | 0.00168

3 | oo1424 | 000135

4 | 000345

5 | 0.00083

6 | 000020

~ TasLEAU XII, — Vaﬂeurs numériques des hhrmoniques : BRAMO 323.

U, = 15.72127

S, = 91.67635 | T, =31.97762 | R, = 31.97762 Vo = 14.7048
8§, = —2.40406 | T, =—1.63417 | | ‘
' : . A R, = — 2.20877 | U, = —1.05957 | V, = —2.78241
T = — 0.57460 . - L
|'8,=0 Ty=—044311 | : .
| | Rg=—10.26458 | U, = =0.02165| V, =0
S_, =+021505 | T_, = —0.12146 N
S,=—0.00184 | T,=—0.00057 e S
: o R, = + 011155 | U, == — 0.11269 | V, = + 0.04073
~S_g=+007553 | T_, = + 0.11212
8,=0 T, = — 0:00002 1
: 'R,=+0.01013 | U, = —0.01017| V,=0
S_g ==+ 0.00000 | T_; =+ 0.01015 | . | Y , o
S, = — 000001 | T,=—0.00000 o , -
, .| Ry=—0.00095 | Uy = + 0.00095 [ V, = — 0.00074
S_, =—0.00080 | T_, = — 0.00095 ' e .

| S, =+ 0.00001

Toutes valeurs eipfimées en kilogrammes.




— 43 —

Le lal»lc.m A1 contient les comhmaneom prmcnpales des puissances de.\ et
de p & utiliser.
~L'application des calculs indiqués dans les lablcaux I & VI conduit aux
valeurs numériques des forces tournantes ou des harmoniques de couples, indi-
quées au tableau XII.

Pour obtenir lamphludc réelle de ces forces, dans le cas d'une vitesse angu-
laire constante, il y a licu de multiplier chaque fois par le faclcur d’'accélération
centripéte. Au régime normal du moteur, soit ici 2.100 t./m., ce factcllr vaut

RO 3013. o
9 : _

T est donc a retenir qu'une umlt. du tableau XII peut rcpresenlcr une force

d’environ 400 kllo"rammes ' '

32; Ordre de ‘grandeurs. théorique des coefficients de perturbation.

Les valeurs numériques des grandeurs du tableau X peuvent étre inter-
prétées par des considérations -théoriques, qui peuvent étre étendues au cas
d’exisfence d’excentricités angulaires.

A cet effet il sera admis. que celles-cn sont réparties suivant la loi

sme,.=¢lsmy,., ou —1_<..¢S+i-4

les cas extrémes correspondent aux distributions uml’ormes des pomts morts bas
ou des points morts hauts. ’

Admettant la loi de r, établie au § 7 du chapitre premier et la développant
-en puissances de A jusqu'a la seconde incluse :

r,-;(i,—l)(i+}ff;_¥ﬂcos2q;,); ‘ c,,;:T..'cl[(i+§h/;)sinq;,,_g)‘t/;sin3¢,.];
l Lo o l' . s

=" (1+ —fi— f;cosz‘:’n); nn =Y'31[/i+ )"(ﬁ+f)) sin q"n 1
e ‘,' . N _'l FEI] .
=1 (1+§f;-—_§-f,cos24;,.); B : i ‘—')"(ﬁ"'f)sm"'{’n]
"Oil les coefficients f, et f, ont les valeurs
f;-i.—fit P__+1+.!'; - ' o ‘>'>.; P
’A“ — P+i | A K
N T e |
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Effectuant alors la sommatxon sur toutes les valeurs de n, on obtient les
valeurs théoriques suivantes : AT ‘

1°* Pour les coef[nclents dc perturbation linéaire : o A

(g. 0)=ny(1+ < 'A’ 1), Coefficient principal associé a ga;

- A S o ge R
(29,0)=nyi(1 + 2 2L, - Coetlicient associé a T .
: 1

92 =— el k£, | Coeflicient secondaire;

la valeur théorique des autres coefficients est nulle.
'~ 9* Pour les coefficients de perturbation angulaire :

o om 3.
(s 0)=5 ned(d+ g2 /)
Co Coeflicienls principaux;

_n : 1_32 ' N
(#.y,i)—éﬁf1(1+8)~(ﬂ+fg)) ;

n
(83)=— - rR( e f, . :
. Coetlicients secondaires.

(5.9.8)=— 16Wl"(f-l-f)

La valeur théorique des autres coeficients est nulle.

Le tableau XIII donne les valeurs qui seraient applicél_bles au BRAMO pour

"~ §3. Influence des excentricités angulaires sﬁi A, IetD.

Quoique approchées, les formules établies au § 2 sont suffisamment pré-
cises pour examiner numériquement l'influence des excentricités angulaires sur
les forces d'inertie dans les liaisons.

Les valeurs de A, I et D sont tout d’abord influencées par lmtermednanre
de m; par (13) on a v
=-b( -k)lZ(y,.cos%—-c,. sin ), _ U SR

et par les formules dus§ 2: '

.

m =b(1—k)7w. 1+ .x+(x M)]
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suivant (15) et (17), lcs grandeurs A ct D ne sont influencées que par la présence
de m, tandls que par 16) :

) { C—
o= +m+b(i—k)—27...l

ce qui devient, transformé par l'introduction-des sommations théoriques :

I ¢ R
§=—-—+m+b<1—k)1'1..(n-i+n%f«)-

Les variations de celte grandeur avec € restent dues surtout & celles de m.

.. Le tableau XIV donne les valeurs ql.ll seraient applicables au BRAMO pour
p= 6.
~ Nous avons maintenant les éléments voulus pour discuter l’mfluence du.
facteur ¢ sur les amplitudes des harmoniques.

- 84 Fondamentaux et contrepoids théorique.

~ Le vilebrequin étant supposé déja statiquement équilibré, la valeur théori-
que du contrepoids, dont le centre de gravité serait placé & une distance R de
I'axe de rotatlon et nécessaire pour ethbrer la force tournante S,, est, suivant
le tableau I:

‘ 1 ’ 1
gG=gB(1—K?+g(n—1)b(1—k)+2—g[_np+(nf-i)bk+BK]+£gmf'|-gaE(c),f
. 1 1 3 3 : '
o E(t) =25 1)+ ;hp(+ 3t — M) (s9.1).

Cette formule est en accord avec celle du Prof* A. Coppens (8), 4 I'exception
de -I'addition du dernier terme dans E. :

Les trois premiers termes vérifient la régle ordinaire dérivée de la théorie
du moteur en étoile idéalisé : somme des masses lotatlves (et pseudo-rotatives)
et de la moitié des masses alternatives.

Le quatriéme terme ou premier complément est la seule correction a cette
régle en I'absence d’excentricités angulaires. Le second complement peut d’ail-
leurs conduire & des corrections plus importantes. '

La force tournante correspondante sur les paliers : T,=R,, est légérement
plus grande. Elle contient des contributions additionnelles du maitre-excés de
moment d'inertie et des perturbations linéaires. De plus, les perturbations angu-

“laires .sont deux fois plus importantes et,en consequence T. croft plus rapide-
ment que S, avec 'augmentation de e. .
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'I‘Anu:m XIII. — Influence des excentricités angulaires
sur les coefficients de perturbation.

N
.

¢ | 90 [0 | (92 1) | ot | 3 | @83 |
—1 8.09118 | 7.25756 | —0.49217 | —1.02466 | —0.93729 | +40.03010 +0.04571
1
0 | 7.81947 | 679230 | —0.05652 | O | 0 0 o |
+1 754776 | 6.32705 | 4+0.07913 | 40.92583 | +40.76807 | +0.00274 | 40.01055
_ o
e « _ TaBLEAU XIV. — Influence des excentricités angulaires :
sur les masses ponctuelles de réduction. i!
P L l I
-8 gm gA I1 gD ’
-1 | —omm 0.5939 0.3041 1145390
.0 +0.1386 - 0.4281 | 0.4441 © 147048
, 41 + 0.2884 0.2783 0.5833 14.8546
iy '
: TABLEAU XV. — Influence des excentricités angulaires
sur les forces tournantes de rang un.
e 8, idéalisé | 1°r complément | 2™ complément | S, réel T, : T,— S,
-1 1 31.6071 —0.0136 — 0.5936 30.9999 | 30.6293 | — 0.3706
0 | 316071 +0.0603 0 31.6764 | 31.9722 | + 0.2958
+1 81,6071 + 0.1442 + 0.5253 32.2766 | 33.1710 | - 0.8944
\ : : :
TaBLEAU XVI. — Influence des excentricités angulaires .
sur le groupe d’harmoniques I. -
[ ] ls. . ATC ‘ T. R’ U‘ '. V| v ,
—1| —22301 | —14335 | — 0.4364 | —18100 | —o9e72 | —22275
0 |, —24823 | —1.6231 | —05607 | —24928 | —1.0534 | —27771
44| —214235 [ —1.7880 |- — 0.6874 24153 | — 11006 | —3.3235 |




Si S, est équilibrée par un contrepoids, il y aura une force résiduelle :
T,—S,, sur les paliers. Les excentricités angulaires négatives sont favorables
ici et pourraient annuler cette force résiduelle.

Le tableau XV donne une ldee des variations possnbles sur l’exemplc du
BRAMO. '

§5. Autres harmoniques.

Les trois principaux canaux par lesquels I'influence des excentricités angu-
laires se fait sentir sur les harmoniques sont :

_ 1° L’apparition de perturbations angulaires dont les coefficients théornques
‘sont consignés au tableau XIII;

2° La modification des coefficients de perturbation linéaire, enregistrée
aussi au tableau XIII;

- 8° La modification des grandeurs A, I et D étudiée au § 3 et au tableau XIV.

‘Divisons les harmoniques en groupes :

- @) Le groupe I, qui contient le coefficient de perturbauon principal, est
_influencé surtout par les canaux 2 et 3.

Les valeurs theonques pour le BRAMO sont enregistrées au tableau XVI.

On remarquera que les excentricités angulaires. positives sont favorables
sur S,, a I'opposé des autres membres du groupe. :

b) Le groupe II dépend des coefficients principaux de perturbation angu-
. laire et est donc influencé principalement par le premier canal.

Le tableau XVII contient les résultats obtenus pour le BRAMO.

Tandis que S_, pourrait étre rendue nulle par des excentricités positives,
on observera qu'il est préférable de s’en tenir a des excentricités nulles ou trés
légérement négatives, pour ne pas donner naissance a des harmoniques consi-
dérables, entre autres U, et R,, susceptibles d’exciter des vibrations de torsion et
de flexion du vilebrequin. : ’

c) Le groupe III est analogue au ‘groupe I a lexceptnon de I'importance
moindre des harmoniques.

- Le tableau XVIII résume les résultats pour le BRAMO.

d) Les harmoniques supeneurs ne sont pas assez importants pour Justlher
une étude détaillée.

Il semble bien, en guise de conclusion, que lusatre d’excentricités angu-
laires ne soit pas A recommander, 3 cause de l'importance des harmomques
qu'elles développeraient dans le second groupe.- . '



- La perturbation principale peut
e ~ d'une masse M
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Fo. 11, _
étre représentée par le mouvement -épicicloidal




o= =

Pour minimiser les autres perturbations, le dessin de la bielle maitresse
‘devrait tendre a réduire au minimum la valeur des maitres-exces.

Les harmoniques importanls du premier groupe peuvent étre partiellement
équilibrés par I'usage de contrepoids spccmux Le para«rraphe suivant sera donc
consacré 4 unc c,tude spéciale d(, cc groupe.

56 Représentation des pertu,rbatldns linéaires principales. .

Comme le montre I'inspection des tableaux I 2 VI, les perturbations linéaires
les plus considérables sont associées au groupement de facteurs

gP =gaip(g,0).

Ce groupement peut étre retracé dans les coefficients suivants :
A . ' \-—0.5 gP dans U':;
4 \— gP » Ry

—025gP » To;
_0075 gP ”» Tz;
'-'. gP ” Sg-

Un systéme de coefficienls parfaitement identiques peut étre développé par
un rotor A balourd, dont I'axe serait cntrainé par le vilebrequin (fig. 11). En
effet, une masse ponctuelle M, tournant autour de I'axe du maneton, 2 une
distance e de. celui-ci, et a deux fois la vitesse angulaire du vilebrequin dans le
méme sens que celui-ci (ce qui cst facilement obtenu en la couplant par un
plﬂnon a un pignon fixe identique centré sur 'axe du vnlebrequm), posséde une
énergie réelle : : o

T= % Mit(Rt 4+ 4+ 4Re cosb);
d'ol les coefficients

Up=gM{1 + 4 ),
U, =2gMh,

. e ) o
uh=—-o Pt s h

Son énergie mutuelle complexe, au sens du § l chapltre I, est

.‘ Tm = MOq:(Re‘“-l-zee’“’), ' R

d'ol1 les forces tournantes '
o 'S,=gM,  S,=4gMh.

Son éneygie rﬁuhielle, au sens du § 3,. chapitre II, est

Tm = Mal (Rt + 2¢*+3Re cos 0):
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~ ™ - TaBLEAU XVII. — Influence des excentricités angulaires
sur le groupe d’harmoniques II.
' S T, | 8, T, R U, \A
-—_ 1' — 0.0494 | — 0.1456 | 4 0.8951 | 4 1.2145| 4 1.0552 | —1.3738 | — 0.0204}
0 0 — 04429 | + 0.2140 | —0.4216 | —0.2645 | — 0.0213 o !
+1 + 0.0405 | — 0.1405 | — 0.3899 | — 1.3136 | — 1.4541 | +1.4731 | 400167
TaBLEAU XVIII. — Influence des excentricités anéhlaires
‘sur le groupe d'harmoniques 1il.
. S, T, S, T, R U, \A
—1 | —0.0036 | — 0.0065 ‘ + 0.1280 | 4 0.1844 | 4-0.1779 | —0.1909 | 4 0.0262
0 —0.0015 { — 0.0005 | + 0.0688 | + 0.1024 | 4 0.1019 —0.1029 | + 0.0410
41 + 0.0005 — 0.0009 | + 0.0116 | + 0.0247 | + 0.0238 | — 0.0256 | + 0.0557
TasLEAU XIX. — Effet de I'antivibrateur
sur les harmoniques du groupe I. -0,
8, T, ., T, . R, U, v
Sans antivibrateur | —2.1823 | —1.6231 | —0.5697 | — 2.1928 | — 1.0534 | — 2.7771
Avec antivibrateur | —0.0222 | — 0.0046 | — 0.0314 | — 0.0360 | + 0.0268 | —1.1528 |
9/, réduction. 98.98 99.72 94.49 98.36 97.45 5_8.49

d’olt les coefficients de couple de basculement :

NVe=gM(1+2a; - V,=3gMh.

- Enfin son énergie mutuelle, au sens'du § 1, chapitre IIT :

conduit aux coefficients

Tm = MRO(—2¢sin8),

" Ry =gM;

T°=gM

h;
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n y a ldentlfncauon entre ce systeme de coeffncnent et celui des perturba\
“tions prmcnpales si . '
’ I : th=-ozsgP S -
~ La distance e don donc étre prise négalive; donc le centre de gravité de la
masse doit étre diamétralement opposé a celui qui est figuré et qui montre la
"'disposmon a adopter dans le cas d’un antivibrateur. S
En dehors des termes U, et V,, qui n'intéressent que les accélératlons angu-
 laires, il ; ya deux coefficients addmonnels : :
Un en S,, qui doit étre équilibré par une modnflcatxon du contreponds, et
un en V,, qui vient s'opposer au terme prmcnpal :

A
v.—-(i + *‘)g @0
Dans ]c. cas du BBAMQ

b , gP = 217276 kgs,

et il faut 1eahser en valcur absolue un gMe = 43, 45 kg mm., - .
¢e qui parait facllement réalisable sur un qu deux . rotors de 40 mm. de rayon.:
. Le tableau XIX montre la réduction de valeur des perturbatlons dans 'exem--
ple du BRAMO. . , . | ; . -

11 semble que la comphcatlon mecamque et la penahsahon de poids puis-
sent étre Jushflees par I'amélioration conslderable dequlhbrage réalisée 2 la
source méme des perturbatlons e S AR I [ S !
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