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1 — ETABLISSEMENT D'UN PRINCIPE
' “VARIATIONNEL

La recherche des trajectoires de fusées jouissant
de propriétés extrémales donne lieu a une variété
de problémes intéressants. Parmi ceux-ci, seuls ceux
des trajectoires 4 minimum de consommation re-
tiendront ici notre attention. Leurs caractéristiques
résultent d'un comp‘romis entre plusieurs exigences
contradictoires, D’une part, si-la trajectoire se ter-
mine par un gain d’altitude, I'intérét d’une consom-
mation 'rapide 'du' propergol en vue d’éviter une
dépense inutile d’énergie potentielle; d’autre part
le bénéfice d’'une réduction de vitesse dans les cou-
ches denses de I'atmosphére afin de minimiser
I'énergie dissipée par fa trainée,

La variation avec l'altitude z de la masse spéci-
fique o de l’atmosp.hére'jouera donc un réle essen-
tiel dans le profil des vitesses de cette trajectoirc.
Sur la figure 1, cette variation est représentée pour
une atmosphére type jusqu’a I'altitude de 25000 m.

Si M désigne la masse instantanée de la fusée,
V sa vitesse, § son angle d’élévation, T la poussée
et D la trainée, I'équation intrinséque du mouvement
selon la tangente a la trajectoire sera (fig. 2)

av

" M-— =T —D — Mgsin ¢ (1)

4t

‘Dans cctte équation le facteur cos « qui affecte
en réalité le terme dit & la poussée sera assimilé

a l'unité, I'angle d’attaque aérodynamique étant

sqffisamment_ petit.

La maése M est variéble et le débit massique dc
propergol lui est relié par I’équation

- am )
m = — 7 (2)

La poussée a pour valeur

T = me o 3)

ou la vitesse effective ¢ d’éjection ‘des produits de
la combustion tient compte des écarts d’adaptation

- de la tuyére aux conditions de pression A la sortie

et est une fonction supposée connue de Ialtitude.

La trainée est une fonction D (z,V,L) de la
vitesse, de la portance L et de laltitude. Sa dépen-
dance de P'altitude intervient principalement a tra-
vers la fonction ¢ (2).

La portance intervient encore dans I'équation in-
trinséque suivant la normale a la trajectoire

R |
MV‘—dt—=L—Mgc050+Tsina

La relation entre la portance et I'angle d’attaque
peut généralement s’écrire sous la forme '

L=1L (z V)sin a

ce qui permet d'écrire la deuxiéme équation intrin-

séque sous la forme

My d M. 0+ L1+ ! 4
_— = — o CO | —_
7 g cos L+ 7 (z)V)) (4)

L’élimination de la portanéc cnfre cette €équation
et 'expression de la trainée conduit a4 considérer

-cette dernicre comme une fonction compliquéc

D(z,V,0,0,T,M).

S’il est permis de réduire la trainée 4 une fonc-
tion D (z, V) indépendante de la portance les pro-
blemes sont considérablement simplifiés. En fait,
il est alors permis de se passer entiérement de ré-
quation (4) doat le role se réduit ultérieurement

“au calcul de la portance requise pour suivre les

trajectoires idéales trouvées, ce qui permect d’éta-
blir le programme des braquages de gouvernes a
réaliser.

La trainée due a la portance peut étre réintro-
duite ultérieurement, soit par une perturbation de
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fa trajectoire obtenuc cn premi¢re approximation, nelle dépendant du profil des vitesses V (2) et du

soit, de facon plus grossi¢re; en majorant le coeffi- profil des débits m (z) le long de la trajectoire. Les
cient de trainée directe pour tenir compte d’'une profils qui rendent la massc maximum, c’est-a-dire
moyenne de la trainée induite. II apparaitra d’ail- l2 consommation minimum, correspondent au mini-
Jeurs que dans un certain nombre de cas des seg- mum de cette fonctionnelle et peuvent donc en prin-
ments de trajectoire sont effectivement décrits sans cipe étre obtenues par le calcul des variations.

ortance et ne nécessitent pas de corrections. ap .
P : P Dans le cas général les fonctions V (2) et m (2)

Au systéme précédent, il faut enfin adjoindre sont variées indépendamment ce qui impose unc
Jéquation du gain d’altitude ' ' - solution ot la poussée du jet doit finalement étre
A réglée suivant une loi idéale résultant du calcul. Ce
dz S type de problcmc sera cxamme dans une deuxncme

= V sin ¢ (5) , : e

o dt o o partle ‘

R I I it fraToen E e R E ES P RS S FR B Y

Aprés élimination de la p()us’s‘éé par 'l"éqilzi-
tion (3), les équations (1), (2) et (5) constituent

un systéme différentiel gouvernant les fonctions B U TSN
inconnues V(2),m(2),M(2),6(z) et t(z). : . B
En général, ’équation unique obtenue apres éli- N P o Tl

mination de deux des fonctions inconnues permet

de poser un probléme variationnel conduisant a L
certaines trajectoires optimales, " o
' ' v e
Eliminons par exemple dt entre (1) et (5), il i I
vient ' . ’ 0.~ _ R
MY+ g) sme me—D (O KT
oit I'accent indique la dérivation | par rapport a l'al- CERTIREEE UL cFig e TR i
titude.
“";El‘ip.]in;mt‘_ de méme dt entre (2) et (5) . Le réglage de la poussée dans un moteur fuséc
. e o L _ , est d’'une réalisation délicate et susceptible d’aug-
m = —Vsin M ) menter sensiblement le poids mort de i’engin. Aussi
L ' est-il intéressant d’examiner au préalable le cas
Eliminant enfin sn‘na.cntrcn (6) et (7) ' particulier ot la fonction m (z) est une donnée a.
o ‘ priori résultant d’un fonctionnement naturel du mo-
" dM = — m (v ‘+g) o (8) teur, La variation est alors appliquée uniquement
M V.(’”‘_‘f,D) _ . a la fonction V (2). Si le débit reste constant, la
o o . : ' trajectoire & minimum de consommation est égale-
- Soient M, ct M. les valeurs de la masse au point  ment décrite dans un temps- minimum car  chaque
initial 1 et final 2 d’unc trajcctmrc par mte"ratlon instant

de (8) 11 went _ _
M= M, — mt

M 2
"Mz L et une croissance monotone du temps entraine une
' . ' o ) décroissance monotone de la masse. Ceci reste vrai
olf T T T W e v si'le débit est une fonction imposée du temps
V)= — — V)= — 4 R M = - m(e)de T
. V(mc—D) ' ' mc—D “_) i e g e ) g () e ey el
L’équation (9) montre que, la masse initiale étant Ce type de problcme otl la traJeLtOIre a Lonsom—v
supposée connue, la masse finale est une fonction- mation minimum est aussi brachistochrone, requiert
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pour sa solution l'intervention d’un multiplicateur
de Lagrange susceptible d’éliminer la liaison non
holonome entre le temps et 'altitude; il ne sera pés
abordé ici.

2. — TRAJECTOIRES
A CONSOMMATION MINIMUM
DEBIT CONNU EN FONCTION DE L'ALTITUDE

2.1 La courbe singuliére.

Etudions d’abord le cas particulier d’un - débit
connu en fonction de altitude. La variation de I'é-
quation (9) livre

2

J‘ (A, + B, V') 8V + BsV']dz = 0
. .

et, intégrant le dernier terme par parties

2

[BsV] — J’ (B — A, — B,V)8Vdz = 0
1 1 f .

Le terme aux limites disparait avec l'annulation
des variations aux limites. Des conditions aux limi-
‘tes naturelles du probléme consistent donc a im-
poser les points terminaux (z,, V,) et (2.,V,) dans
un diagramme représentatif (2, V) de la trajectoire.

Notant que la dérivée totale par rapport a l'al-
titude

B =B, + V'B,

I'équation d’Euler du probléme ql_.li doit fournir la
trajectoire extrémale est

B, — A4, =0 (11)

Suivant les définitions (10), elle peut prendre la
forme

V=g =) #EV) =0 (12
oll
p@V) = ——— - (13)
T V (me—D) -

Au lieu d’une e'quati'on différentielle du second

ordre qui permettrait par ses constantes d’intégra-

tion de satisfaire aux conditions aux limites

V=V, V,pour z = 2,,2,°

16

on obtient seulement une relation implicite entre
la vitesse et des fonctions connues de I'altitude.

Dans le plan (z, V) cette relation implicite peut
se trouver satisfaite sur une ou plusieurs branches
de courbe. Le cas ol la loi de trainée est propor-
tionnelle au carré de la vitesse est particuliérement
simple car alors

D =Rpy: D, =L D vp =20 (19
Coop

et ‘I’équation (12) devient équivalente a4 I'annula-
tion d’un trindme du second degré en V* dont la
solution peut s’écrire

Z(Ve)-’—l-i- Ve ¢ +'
|4 g ¢
Vez c \ 4 I/'e_2 P ’n' “1/2
[ . -2
R 3 8 » mo
(15)
ot I'on a posé
V.2 = T/(.’) R p) (106)

une vitesse de comparaison, variable avec I'altitude,
dont la signification sera dégagée par la suite.

La solution (15) peut fournir deux branches de
courbe, La branche supéfieure, correspondant au
signe —, est normalement imaginaire, car, en régle
générale,

w'fm > p'[p

Ce dernier quotient est négatif dans une atmos-
phére type. Il varie par exemple de —0.096 a
—0.122 (km)—1 entre O et 11000 métres et prend
la valeur tonstante —0.1557 (km)—?! jusqu’a
25000 métres. Une baisse relative de débit aussi
importante constituerait un cas exceptionnel. No-
tons aussi qu'en général ¢’/c>0, par suite de la
diminution de la pression 4 la sortie de la tuyére.

La branche inférieure correspond au signe -,

elle partage le plan (2, V) en une région inférieure

pour laquelle B,— A, > 0 et une région supérieure
olt le sens de cette inégalité est renversé. Nous
appellerons cette branche la courbe singuli¢re et
désignerons la fonction qui lui correspond -par

Ve (2) (fig. 3).



Dans les conditions précitées V., < V, et par
conséquent 1la courbe T = D, soit V = /3 V, est
tout entiére dané la région supéricurc. Le long de
Ve (2) on a donc T > D.

Fig. 3

4 ‘On trouve aussi en prenant la dérivée logarith-
mique de (16)

=— L7 Pyl
. ¢

et il en résulte que V’, > 0.

Il résulte alors aussi de I'équation (6) que le
long de V, (2) o

T—D

sinf = ———— >
MWV, Vs +g)

Pour que la courbe singuli¢re corresponde a une
trajectoire physiquement réalisable il faut encore

que le dernier quotient soit inférieur a ['unité. 1l
s’agit alors d’'une trajectoire de montée, dont la
représentation dans le plan (2, V) est nécessaire-
ment décrite dans le sens des altitudes croissantes.
Si le poids de la fusée est faible comparé a la
poussée, cette trajectoire peut devenir verticale puis
perdre son sens physique. A ce moment on peut en
inférer que la meilleure trajectoire reste une mon-
tée a la verticale, Si I'on tient compte de la varia-
tion du coefficient de trainée R avec le nombre dc
Mach V/a(z) (olt a(z) est la célérité du son) et le
nombre de Reynolds VI/v(z) (ou I est une dimen-
sion caractéristique de I'engin et v(2) la viscosité
cinématique) la courbe singuliére doit étre calcu-
lée a partir de la relation (13) par tatonnements
mais les conclusions sont qualitativement conser-
vées,

2.2 Les trajectoires extrémales,

La trajectoire représentée par la courbe singu-
liére ne passe qu’exceptionnellement par les points
terminaux donnés. Le probléme de la trajectoire
extrémale joignant deux points quelconques du plan
représentatif reste donc entier. On peut soupgon-
ner que I'élimination de la variable sing, dont les
valeurs réelles ne couvrent qu’un intervalle limité,
conduit & masquer l'existence d’autres branches
d’extrémales que la courbe singuliére, Ces autres
branches ne peuvent d’ailleurs correspondre qu’aux
valeurs limites elles-mémes sing — + 1, c’est-a-
dire les trajectoires verticales ascendantes ou des-
cendantes,

Une confirmation de cette intuition peut étre ob-
tenue en formulant un autre principe variationnel
pour le minimum de consommation, ot la variable
sing est conservée et sa variation rendue indépen-
dante a Paide d’'un multiplicateur de Lagrange. Un
tel principe a été construit par CICALA et MIELE ?
dans le cas d’une masse totale constante (effet de
la consommation négligeable) et sa généralisation
au cas d’une masse variable est aisée. On trouve
effectivement qu'une autre famille d’extrémales est
fournie par la condition cos§ = 0. On aboutit a la
méme conclusion par des considérations basées sur
la variation seconde de I’équation (9)2.

Le principe de la démonstration qui suit est dil
4 'MIELE 3, qui I'avait déja appliqué antérieurement
au cas d’'un aérodyne de masse constante *.

Considérons (fig. 3) un point initial 1 situé par

exemple au-dessus de la courbe singulié¢re. Partant



de ce point avec une masse initiale déterminée on
peut rejoindre la courbe singuliére en 1’ au moyen
d’'un segment représentant une montée a la verti-
cale. Parcourant ensuite un segment de la courbe
singuliére on peut, suivant la position du point 2,
reprendre soit une montée a la verticale soit un
piqué a la verticale. Par suite de la variation con-
tinuelle de la masse totale, 'endroit ot il faut quit-
ter la courbe singuli¢re pour atteindre le point 2
est a déterminer par tdtonnements. Nous devons
montrer que cette association de segments constituc
la trajectoire extrémale,

Notons immédiatement que par la nature des
choses il n’est pas possible d’atteindre un point 2
situé en-dessous du segment représentant une mon-
tée a la verticale issue de 1. Une ftelle trajectoire
sera donc I'extrémale pour un gain d’altitude spé-
cifié avec vitesse initiale donnée et vitesse termi-
nale minimum, D’autre part si les points 1 et 2 sont
trés rapprochés la trajectoire extrémale peut ne pas
comporter de segment intermédiaire de courbe sin-
guliére. o : '

. Soit (fig 3.) une trajectoire de comparaison phy-
siquement possible entre les points donnés, Soit M,
la masse terminale obtenue le long de I'extrémale
1122 '

M 22 |
: L Adz + Bdv

In M, %Ju

Soit M,* la.masse terminale de la trajectoire de
comparaison

Ml

In — = ‘ Adz + BdV
mx  JcTF

Soustrayant la premiére relation de 1a seconde

e s o

M*

o

ou l'intégrale curviligne est décrite sur le contour

-fermé obtenu en cheminant de 1 a 2 suivant'le che- :

min de comparaison avec retour le long du chemin
extrémal. La transformation en intégrale double
par le théoréme de Stokes permet de se rendre
compte du caractére essentiellement positif du ré-
sultat. En effet les boucles décrites sous la courbe_
singuliére, ou la quantité intégrée est positive, le
sont.dans le sens positif. Celles décrites au-dessus
de la courbe singuli¢re le sont dans le sens négatif,
mais comme la quantité intégrée y est aussi riéga-

tive, la contribution a I'intégrale double reste posi-
tive,

Par conséquent

2

In —2 >0 MF* < M,

2

et 1a consommation le long du chemin de compa-
raison est toujours supérieure. Comme telle la dé-
monstration de MIELE est incompléte. Elle n’éta-
blit pas que la nature des segments de raccord est
précisément telle qu’une trajectoire de comparaison
ne peut les traverser pour former des boucles a
contribution négative. Ce fait, presque évident pour
le cas d’une masse totale constante, devient d’une
vérification plus délicate quand la masse est varia-
ble. En effet les limites d’orientation d’un-élément-
de trajectoire (dz,dV) physiGuement réalisable
(—1 < sind < + 1,dt > 0) dépendent_de cette
masse, :

Cette démonstration complémentaire qui est fa-
cilitée par un changement, par ailleurs intéressant,
du plan de représentation est présentée en Appen-
dice. '

i

i

_ , i
2.3 Relation entre la courbe singuliére et la théo-
rie de la meilleure vitesse ascensionnelle.

La courbe singuli¢re posséde une i_nterpre'tati:on
énergétique intéressante qui-l1a relie & la théorie
classique quasi stationnaire de la meilleure vitesse
de montée. .

Des considérations énergétiques trés paralléles
ont d’ailleurs amené la découverte d’une courbe sin-
guliére analogue dans les problémes brachisto-
chrones ou a consommation minimum des avio'ns_
de masse constante par plusieurs auteurs 5.5, For-
mons une équation d’énergie en éliminant I’?ngle
d’élévation entre les équations (1) et (5).

: i

de .V(T%D,)ﬂ )

dt M RTINS (18)'

i

N o | et
e =V + gz (19)
cst Pénergie spécifique totale.

A une altitude et pour une masse fotale donnée la
vitessé de vol pour laquelle I'accroissement instan-



tané de I'énergic spécifique totale est maximum
s’obtient par la condition

¢

9V [V(T—D) =0 (20)

Si Ié coefficient de tra'_inée de la formule (14) peut .

étre considéré comme. indépendant de la vitesse il
vient '
T =3D

et cette vitesse dé vol est alors celle donnée par la
formule (16). Si les variations de R avec le nembre
de Mach et le nombre de Reynolds sont prises en
considération la condition (20) doit de nouveau
étre résolue par titonnements pour determmer la
valeur exacte de V..

Il importe de savoir dans quelles proportions
Paccroissement d’énergie spécifique optimum se
répartit entre la forme potentielle et la forme ciné-
tique. La fraction dévolue a I'énergie potentielle

gdz VeV
= —— = (1 +
vVedVo.—I-ga’z g

est facile a calculer dans I'hypothése d'un coeffi-
cient R constant; il vient alors en utilisant (17)
f= 1L (V VLX)

oll

v = ’V——g _ (22)

(T’ [T)—(e'[p)

V.* est une vitesse de référence qui ne dépend
que de.la.loi de variation de la densité atmosphé-
rique et de la loi de variation de la poussée en fonc-
‘tion de l'altitude. Par conséquent :

1°) Si V, << V,* la presque totalité de I'excé-
dent de puissance utile est convertie en énergie po-
tentielle. La vitesse de vol V, est alors réellement
une meilleure vitesse de montée. Le principe (20)
qui sert a la calculer est d’ailleurs classique dans
la théorie des performances ascensionnelles des
aérodynes. Dans cette théorie il a été jusque fort
récemment d’usage de considérer ce vol de montée
comme stabilisé. Ceci revient 4 poser d’emblée un
probléme quasi-stationnaire ott 'on fait a priori
dV/dt = 0, ou encore a considérer la montée dans
une atmosphére a densité constante ce qui fait a

1a fois T" =0 et ¢’
. rence 'V * infinie. -

= 0 ct rend la vitesse de réf¢é-

Notons que dans cette théorie l'application du
principe (20) est encore compliquée du fait que,
contrairement au cas du moteur fusée, les groupes
moto-propulseurs utilisant I'air atmosphérique pour
la combustion et la réaction produisent une poussee
qui peut dépendre de la vitesse de vol. )

|

2°) Si V, est du méme ordre de grandeur que V_,*:f
une grande partie de la puissance est convertie eﬁ
énergie cinétique et V, n'est plus une meilleure vi-
tesse de montée. Les limites de la théorie quasi-sta-
tionnaire sont alors clairement dépassées, Ceci ex-
plique pourquoi le probléme de la montée optimale
avec énergie cinétique terminale limitée fait inter-
venir une autre vitesse optimale V.

La différence entre les deux théories dépend
quantitativement de la vitesse de référence V.*. Si
la poussée se maintient constante cette vitesse ne
dépend plus que du type d’atmosphére et sera alors
notée simplement par V,. Pour I'atmosphére type
de la figure 1, par exemple, cette vitesse est légé-
rement inférieure a toute altitude a la célérité du
son. La vitesse de référence V,* peut devenir beau-
coup plus grande et les limites de la théorie quasi-
stationnaire étendues d’autant quand la poussée
décroit avec l'altitude. On peut s’attendre dans ce
cas a ce que les vitesses V, et V. deviennent sensi-
blement égales. En effet il résulte de la formule (15)

. par exemple que

_ ) :
Ve = Ve si = — —3 —
: o ;

’

T
ou . — =
T P

La vitesse de référence est alors imaginaire si

T c'/c>0.

Cepéndant dans les condition% normales indi-
quées lors de la discussion de la solutlon (15) elle
est toujours réelle, :

Dans le cas particulier oli ¢’ =0, la formule (15)
se met sous la forme particulicrement simple

212 ,
. Vs: = (25)

1+ VT FASB VR

qui montre bien que V, tend vers V, quand le rap-
port Vo/V,* tend vers zéro,

19
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Cependant la comparaison la plus révélatrice en-
tre les conceptions conduisant aux deux espcces de
vitesses optimales est obtenue comme suit. Mctton\
|equat|0n d’énergic (18) sous la forme

d. V(I —D 1
mdt mM Mo

~ou la fonction @ est définie par (13). Elle exprime

alors l'accroissement d’énergie spécifique par unité
~de consommation a I'altitude considérée et non plus
par unité de temps. Ceci est dans un rapport plus
logique avec nos considérations de minimum. de
consommation mais ne change pas le calcul d'une
vitesse optimale V, car le débit ne dépend que de
I'altitude. Le principe

ofov (1/¢) =
3¢ (V)

ou encore —— =0 (25)
oV

est donc enti¢rement équivalent -a I'équation (20).

Supposons maintenant qu’au moyen de la défi-
nition (19) l'altitude soit éliminée dans @ qui de-
vient ainsi une fonction @ (V,e). La dérivée par-
tielle de cette nouvelle fonction par rapport a V ne
donne plus le méme résultat que (25). Mais, com-

me dans cette dérivée partielle ¢ est maintenu con- .

stant
de = VAV + gdz =0
et donc
39 (e) _24(V) | 24(zV) 4z
oV oV 9z 4V
_34(V) ¥V 2sD)
oV g 0z

Une comparaison avec I'équation (12) montre
alors que le calcul de V, répond au principe aussi
simple que (25) :

ee _ 0 (26)

oV

En conclusion de cette analyse la figure 4 illustre

numériquement quelques trajectoires extrémales et

trajectoires de comparaison dans I'atmosphére type

de la figure 1 pour un engin dont les Ldractenstl-
ques sont indiquées.’

3. — OPTIMISATION DU DEBIT

3.1 Le probléme variationnel.

Nous recherchons ici le meilleur programme de

consommation du propergol et la meilleure trajec-

toire pour passer d’une altitude 2, et d’une vitesse
V, a une altitude 2, et une vitesse V, avec un mini-
mum de consommation totale, i
|

La réalisation pratique du programme peut préiL
senter des difficultés insurmontables mais les indi-
cations fournies n'en seront pas moins précieuses

pour la conception d'un engin efficace.

En principe le probléme est résolu en annulant
la variation de la fonctionnelle (9) ot les fonctions
V(z) et m(z) seront variées indépendamment.

Une des équations d’Euler de ce probléme est

.connue, c’est I'équation (11) du probléme précé-

dent, L’autre, résuitant de la variation du débit et
retransformée par I'équation (6) est

—D 1
A, + BV = - =0
mec—D MV sing

Il est clair qu’elle ne peut étre satisfaite 4 moins
d’annuler la vitesse ou de rendre le débit infini. Ce
résultat semble marquer une impossibilité a tran-
cher par un compromis la contradiction entre I'exi-
gence d’un allégement rapide (débit infini) et celle
d’une dissipation minimum d’énergie par la trainée’
(vitesse nulle). La solution impliquant une vitesse
nulle est évidemment a rejeter. D’autre part pour
un débit croissant et une masse totale donnée on a
vu que la trajectoire singuliére de I’équation (11)
se redresse progressivement pour devenir verticale
puis imaginaire. Il est logique d’en inférer que la
trajectoire physique correspondant & I'optimisation
du débit est verticale, Mais alors ’angle d’élévation
conservant sa valeur limite de 90° n’est plus une
variable et introduit une liaison différentielle sup-
plémentaire entre les fonctions m(z) et V(z). Ainsi
les équations d’Euler obtenues en considérant les
variations de ces fonctions comme indépendantes
sont & rejeter. En d’autres termes I’élimination de
I'angle d’élévation dans I’expression de la fonc-
tionnelle nous a de nouveau conduit & une situation
nhysiquement imaginaire.

La conservation de I’angle d’élévation dans une
fonctionnelle avec multiplicateur de Lagrange du
type déja signalé confirme cette argumentation.
TSIEN et EVANS 7 ont abordé directement le calcul
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pour une trajectoire verticale en conservant le
{emps comme variable indépendante ce qui alour-
dit considérablement le calcul. La méthode suivante
conduit rapidement au résultat correct. Apres Péli-
mination du temps conduisant aux équations (6)
et (7), gardons sinfd comme variable mais élimi-
nons plutdt m(z) ce qui livre I'équation différen-
tielle du premier ordre en M

cVsingM + (VV' +g)sind M = —RpV? (27)

En résolvant cette équation.avec la condition aux
limites M =— M, pour 2z = z, nous pouvons obtenir
M, sous forme d’une fonctionnelle -des deux varia-
bles V(z) et 6(z) indépendantes. Cette fois les so-
lutions extrémales obtenues en variant ces fonctions
pourront toujours étre interprétées, la fonction éli-
minée pouvant prendre toutes les valeurs réelles.
Seules les solutions qui conduiraient & des valeurs
négatives du débit seront a rejeter comme physique-
ment irréalisables, Il est plus simple d’inverser les
opérations en prenant d’abord les variations sur
(27) puis en intégrant I’équation différentielle en
3M qui en résulte,

+ gV .

(§M) + ——c‘g— SM = §S (28)
oﬁ, nous bornant au cas d’un coefficient R indépen-
dant de V o .

M Ro M
s = 2 — =P er — Z ey
cVz csing’. c :
U 29
RpV . (29)
- cos 9 86
csin @ _

L’intégration de (28) avec la condition sM = 0
pour z = z,, donne

sM,=——— | Ew,v'.2)854
M = ey J FOV 054
oll
EW,V',2) = exp j V' + gV) dzjc
. . 1 .

Sub{stituohs (29) et effectuons I'intégration par
parties requise par la présence de §V’. Le coeffi-
cient de 8§V qui retourne sous le signe intégral se
“laisse transformer comme suit au moyen de (27)

[E(WV. V', 2) M[e| = E[(V' + g/V) MJet + (M]e)']

N Rpl*
= -=-F I'__ -
: *Vsing

— + M)
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Il en résulte que l'annulation de sM,, exige I'an-
nulation de termes aux limites

E(V,V'z)
E(V, V', 2)

| Vj =0

et fournit aussi les deux équations d’Euler

(g/V: — ['/[)M = (Rp/siﬂ 6) (1 + V/e) (30)
. RpV -

¢ sin? §

cosfd =0 (31)

~ La premiére est obtenue par variation de V(2),
la deuxiéme par variation de #(z). Le terme aux
limites disparait si, comme le probléme a été posé,
les vitesses initiale et terminale sont imposées. La
deuxiéme équation d’Euler est vérifiée par la solu-
tion cos§ = O0; il s’agit donc bien de trajectoires
verticales. D’autre part I’équation (30) montre que
dans le cas normal ol

cle < gV

il ne peut s’agir que d’une trajectoire verticale as-
cendante. Les équations (27) et (30) ou I'on fait
sing = 1 forment alors le systéme différentiel qui
gouverne les fonctions M(z) et V(z2).

VM + (VV' + g) M + RpV* = 0 (27)
(g/V: — cje) M = Rp(L + V[e,  (30)

La loi du débit peut étre déduite ultérieurement
de P’équation (7). En éliminant M entre (27’) et
(30’) il vient une équation différentielle pour le pro-
fil des vitesses. Cette équation est du premier or-
dre seulement. Observons alors que la masse ini-
tiale étant donnée a [l’altitude initiale I’équation
(30’) impose une vitesse initiale, Intégrant I’équa-
tion différentielle du profil des vitesses avec cette
valeur initiale nous frouvons une vitesse terminale
déterminée. Il semble par conséquent que nous ne
sommes maitres ni de la vitesse initiale ni de la
vitesse terminale ce qui contredit nos hypothéses.
Le probléme variationnel est de nouveau singulier.

3.2 Les impulsions terminales.

Un peu de réflexion conduit a la conclusion que
la solution de la difficulté consiste a prévoir des
débits impulsifs aux extrémités de la trajectoire.
lls correspondent a I'impératif d’un allégement ra-
pide, limité pourtant quant a la vitesse impartie par
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raugmentation de trainée et donc de dissipation
qui en résulte dans la phase continue.

Faisant dz = 0 dans I'équation (27’) on trouve
une équation

AMIM + dv[c = 0

exprimant la conservation de la quantité de mou-
vement dans un systéme galiléen par rapport au-
quel la vitesse de la fusée est momentanément nulle.
Il .en résulte par intégration pour le changement
fini de masse dans une impulsion qui fait passer la
vitesse de 'V, a V, ' -

Vl - Vu
Mo = Ml exp (_ I
. . ) [

Considérons maintenant M.et V, comme les don-
nées initiales du probléme, L’intensité de l'impul-
sion initiale requise est obtenue en tirant M, et V,
de (32) et de I'équation (30’) supposée satisfaite
immédiatement aprés I'impulsion (c’est-a-dire pour
2=z, M= M, etV =1V)),

En particulier I'élimination de M, conduit & une
équation transcendante a résoudre pour le calcul
de V,.

** Aprés I'impulsion iﬁitiale, la fusée prend un mou-
vement continu gouverné par les équation d’Euler
(27°) et (30"). : '

Pour des variations compliquées de ¢ et de o ces
équations doivent étre intégrées numériquement.
Dans le-cas particulier ol la vitesse d’éjection est
constante, I’équation du profil des vitesses obtenue
par I'élimination de la masse est assez simple.
Apres lintroduction commode des variables rédui-
tes

© - Vie et L= (g =

elle prend la forme .

(2v+4w+w2)w°+2+w+m(1+w)p°/p=0 (33)

ol le-nouveau symbole en exposant indique mainte-
nant la dérivation par rapport & Ilaltitude réduite.

Dans une atmosphc¢re exponentielle, comme ['at-
mosphcre type au-dessus de 11000 métres

P»/p = - I/B

) (32)

et l'intégration compléte est possible par sépara-
tion des variables

| YB(E—1t) = w—w
+lln 20+1—B—y 2'¢ul+1—ﬁ+’y
-2 2w+1‘—,8+‘y 2«)1+1—,B—Y
3+8 S +H(1—Bo—28
2 “'-‘12+(1—18)"-'1-2:3

+

(34)

oi y= Vi—pF+8p

Ce résultat concorde avec celui de Tsien et
Evans 7 (°). Pour le calcul de la poussée corres-
pondante une relation intéressante s’obtient en
partant de I'équation (6) soit ici

T —D = Mg (1 +7uv,w°)r-
et en éliminant lé ;1iasse au moyeﬁ de la forme par-
ticuliére :
gM = D(1 + o) BEE)
que prend I’équation (30); il vient
IID = 2 +‘ m‘+ (1 + ¢») 0o

Elminant ericore la dérivée de la vitesse réduite
par (33) le rapport de la poussée a la trainée est
exprimé uniquement comme une fonction de la vi-
tesse et de la variation relative de densité

(240 (2+30)—o* (1 +0)?p/p

TID =
2+ 40+ o

(36)

Une fois I'équation (33) intégrée le calcul de la
poussée requise en fonction de P'altitude n’offre
donc plus de difficulté; la masse de la fusée se dé-
duit pour chaque altitude de (35).

Une nouvelle impulsion peut porter une vitesse
terminale V, trop faible a une valeur V, désirée.
Cette fois I'accroissement de vitesse étant connu
le changement de masse se calcule sans titonne-
ments par la formule

V,—V,

M, = M, exp (— -2y

¢

(°) Loc. Cit. formule (31). Deux chiffres différents chez
Tsien ¢t Evans (1 ol nous avons 3 et 4 ol nous avons §)
sont vraisemblablement des erreurs d'impression.
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Pour réduire au contraire une vitesse terminale trop
élevée on ne peut songer a utiliser une impulsion
négative qui comporterait une récupération de mas-
se. La solution consiste a couper la propulsion a
~partir d’'une certaine altitude, la décélération due a
la pesanteur amenant la fusée dans les conditions
terminales requises. La détermination de cette alti-
tude se fait par tatonnements. La masse étant con-
stante aprés l'arrét du propulseur I'équation ‘du

profil des vitesses pendant cette phase répond &

I’équation

M,(VV' + gy + Rpb* =0

et en se référant & une vitesse d’éjection déterminée

Mg(l + oof) + (Rpe)o? = 0

Il peut arriver que les performances terminales

demaridées soient si modestes qu’on puisse les réa--

liser avec une seule impulsion initiale inférieure ou
égale a celle requise pour le début de la phase
continue, Celle-ci est alors absente."

Terminons par une bréve discussion des résultats
obtenus dans le cas simplifié ou la vitesse d’éjec-
tion est constante et I'atmosphére exponentielle.

- L’équation (33) montre que, suivant sa valeur
au début de la phase continue, la vitesse va croitre
ou décroitre en fonction de I'altitude. Pour une va-
‘leur spéciale qu’il sera commode de distinguer sous
lé nom de « vitesse caractéristique » et qui est

S =R1HAEY07)

elle se maintient constante. Le rapport de la pous-
sée a la trainée, calculé par la formule (36), reste
alors aussi constant et égal 4

ITID = 2 + o* (37)
Dans ces conditions la poussée devrait diminuer

-comme la densité atmosphérique, En’introduisant
la vitesse de référence,

Vi = V—8&p[F
déja utilisée dans le probléme précédent et qui

caractérise le gradient de la densité atmosphérique,
on p'gut présenter le coefficient 8 sous une forme

qui fait apparaitre sa dépendence vis-a-vis de la

vitesse d’éjection des produits de combustion

B = e (38)
Il prend en général une valeur si faible (rappel-

lons que la vitesse de référence est voisine de la
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célérité du son) qu'on peut avec une trés bonne
approximation remplacer (37) par

¥ = 2 B
Par conséquent la vitesse caractéristique

%43

co* = 2V, (V.Je)

est d’autant plus petite que le moteur fusée a des
performances élevées. La coimbinaison de poids de
I'engin, vitesse d’éjection, densité a-I'altitude consi-
dérée et coefficient de trainée requise par I’équa-
tion (35) pour le vol a la vitesse caractéristique
devient

&M,
4Rp, V2

(V) = 1+ 2V, fe) =1 (39)

Le premier membre représente ce qu’on peut ap-
peller le « paramétre de performance » de I’engin.
Il croit avec l'augmentation de la masse et de la
vitesse d’éjection et avec la diminution du coeffi-
cient de trainée. Il est en général considérablement
supérieur a l'unité si bien que la vitesse en début
de phase continue est nettement supérieure a la
vitesse caractéristique. Dans ces conditions 1'équa-
tion (33) montre que cette vitesse va encore croitre
avec l'altitude. Il est méme possible ai moyen de
'(33) et de sa dérivée de voir que I'accélération sera
croissante, La formule (36) montre que le rapport

de la poussée a la trainée croit également; a partir
~ d’une certaine vitesse la poussée optimale elle-mé-

me peut alors devenir croissante.

Pour des valeurs élevées du paramétre de per-
formance Pimpulsion initiale requise pour partir
d’'une vitesse nulle devient considérable. S’il est
impossible de la réaliser en pratique on voit cepen-
dant P'intérét de fusées d’appoint (boosters) capa-
bles de fournir pendant une certain temps une
accélération aussi grande que la structure de I'en-
gin ou son instrumentation puisse la supporter.

Appendice.

La représentation des trajectoires dans le plan des
' énergies spécifiques cinétique et totale.
Dans un plan représentatif (e, 1,V?) recher-

chons les directions admissibles des trajectoires.
Par I'équation (18)

T—D
de = V ~e—”o dt
i .



p’autre part, par la définition (9) de ¢ et I'équa-
tion (5)

‘ R )
d'r V=V [—M—— — g sin @] dt

Donnant aux seconds membres la méme valeur
positive a dt et faisant varier sind entre —1 et +1
on obtient les orientations admissibles représentées
a l1a figure 5. Le vol horizontal est évidemment tou-

bl

19—~
—_— -
-900
00
+90°
e

Fig. 5

jours représenté par un segment & 45°, Le point im-
portant a noter est qu’'une diminution de la masse M
en un point de la région T > D a pour effet de
réduire 'ouverture du secteur admissible de part et
d’autre de l'orientation correspondant au vol hori-
zontal,

La trajectoire singuliére étant unc montée est
représentée (fig. 6) par une courbe dont la tangente
fait avec I'axe des e¢ un angle toujours inférieur a
45", Cette courbe est définie par I'équation (26) et
partage le plan en une région inférieure, ot le pre-
mier membre est négatif, et supérieurc ou il est
positif. Or, dans le passage aux nouvelles varia-
bles la relation (9) devient

fq';Ve

et, pour la comparalson d’un chemin quelconque
avec le chemin extrémal

In de VdV

M, “c1 26 (Ve
Mx UV_T—

2

w|<

Fig..6

La recherche de la trajectoire extrémale s'éta-
blit donc par une démonstration analogue a celle
de la section 2.2. Pour l'achever il faut prouver
qu’un chemin de comparaison ne peut former des
bouc]es a contribution négative,.

1°) En 1 l'orientation de tout chemin débutant
avec la méme masse initiale doit appartenir au sec-
teur admssible et ne peut donc s’écarter des orien-
tations limites, constituées par les segments de ver-
ticales, que dans le sens indiqué a la figure 6. Un
tel chemin ne peut traverser le segment 11’ en un
point 3 de celui-ci. En effet la boucle qui serait
formée étant a contribution positive la masse de
comparaison M,* < M,. Dans ces conditions le sec-
teur des orientations admissibles est refermé et la
direction d’aboutissement en 3 est interdite;

2°) Il résulte du raisonnement précédent que sur
tout chemin de compara'son aboutissant en un
point 4 d’'un segment 2’2 la masse M *<M,. Il est
alors impossible a un tel chemin de rejoindre un
point 2. En effet, comme le secteur des orientations
est refermé, le chemin doit nécessairement traver-
ser le segment 2’2, Considérons alors les segments
de verticales, analogues a 2’2, obtenus en quittant
la courbe singuliére en différents points situés
aprés 2’, En supposant que le chemin de comparai-
son puisse retourner vers un point 2, il sera situ¢
enticrement a gauche d’un dernier de ces segments,
issu de 4’, avec lequel il a encore un point 5 com-
mun. Mais alors il est visible que M*; > M., ol M,
est la masse obtenue en cheminant par 11'2'4’5.
Par conséquent toutes les orientations admssibles

~en 5 traversent le segment 4’5 de gauche a droite.

Ceci est contraire &2 I'hypothése suivant laquelle ce
chemin pourrait étre situé enticrement a sa gauche.
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Quelques remarques sur le phénomene
de séparation dans les tuyéres
supersoniques surdétendues

par Jean VANDENKERCKHOVE

Ing. AILBr MS. Cal Tech.

Assistant a llnstitut d' Aéronautique ce 1 Université

La présenie note a pour but la mise en lumicre
de I'existence de certains phénoménes de sépara-
tion avec ondes de choc obliques- dans les tuycres

convergentes-divergentes surdétendues. Ces phéno-

meénes ne sont pas prévisibles par la théorie uni-
dimentionnelle classique. Du point de vue théorique
ils doivent étre abordés par I'étude de la stabilité
de la couche limite. 1l ne semble pas cependant
gqu'une théorie enti¢rement satisfaisante en ait déja
¢té fournie.

.....

tats expérimentaux qui ont été publiés sur cette -

question, Ces derniers ne couvrent pas, comme nous
le verrons, I'enti¢reté de la gamme des désadapta-
tions possibles mais ils suffisent amplement pour
rendre possible, pour une tuyére donnée, la pré-
diction. de la désadaptation maximum admissible
si I'on veut éviter 'apparition de la séparation avec
son effet défavorable sur le coefficient de poussée
de la tuyére,

C'est d'ailleurs en vue de ce résultat pratique
important pour I'étude des fusées que les travaux
que nous allons passer en revue ont été entrepris.

* * *

Il est depuis longtemps connu que lorsqu'une
tuyére " convergente-divergente est désadaptée il
r'est plus possible d’appliquer en tous les points
les lois qui régissent les écoulements insentropi-
ques qui ne sont elles-mémes que de bonnes appro-
Ximations de I'évolution réelle.

Plus précisément si la pression ambiante a la
sortie de la tuycre différe de celle qui régnerait
dans sa section terminale si celle-ci était parfaite-
ment adaptée, le jet doit obligatoirement revenir.
a la pression ambiante et il le fait au travers d'um
systéme d’ondes de choc pouvant prendre des confi-
gurations diverses. Certaines de ces configurations,
qui font I'objet des présentes remarques, sont cn-



