Méthodes variationnelles
et performances optimales en aéronautique.

Par Baudouin FRAEYS de VEUBEKE (*).

1. EQUATIONS DE BASE DE LA THEORIE DES PERFORMANCES.

Des problémes” variationnels sont posés chaque fois qu'il est
possible d’exercer une action de pilotage sur les degrés de liberté
dont dispose 1’évolution d’'un systéme et que l'on se propose
d’en retirer les meilleures performances.

C’est en particulier le cas des avions ou des engins téléguidés
ol le terme « pilotage » s’applique dans son sens originel.

Dans le cadre d'une formulation générale de ces problémes
nous nous proposons d’examiner ici le cas d'un engin propulsé
dans un champ_de gravitation uniforme et subissant des actions
d’origine aérodynamique.

La trajectoire sera supposée contenue dans un plan défini
par un axe horizontal Ox et un axe vertical Oz dirigé dans le
sens opposé a l'accélération g de la pesanteur. L’atmospheére
non-perturbée par le passage de I'engin sera supposée en équi-
libre ; ses caractéristiques et en particulier sa masse spécifique
p seront donc uniquement fonction de I'altitude z.

Soient M la masse (variable) de l’engin, V la vitesse de son
centre de gravité, inclinée d’'un angle 6 au-dessus de 1’horizon-
tale.

En dehors du poids Mg I’engin est soumis a une force portante
L, perpendiculaire a la vitesse, a une force de trainée D, opposée
a'la vitesse et fonction connue de la vitesse, de l'altitude et du
carré de la portance

D = D(V, z, L)

(*) Conférence faite le 24 novembre 1956.
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enfin A une force de propulsion T agissant (par hypothése) dans
le sens de la vitesse. C’est une fonction connue de la vitesse,
de l'altitude et du débit massique # de combustible :

T =T(V, z, m)

<

Les équations du mouvement du centre de gravité suivant la
tangente et la normale a la trajectoire sont respectivement

M%:T—D—Mgsinﬂ (1)
MV‘;—? =L — Mgcos¥§ (2)

L’altitude est liée a la vitesse et a ’angle d’élévation par
dz [dt = V sin § 3)

tandis que la masse de 'engin varie en raison de la consomma-
tion du combustible

M [dt = — m. (4)

Au total les six fonctions du temps (M, V, 6, z, L, m) sont liées
par les quatre équations différentielles (1) a (4) et par conséquent
deux degrés de liberté subsistent pour le pilotage. Ce sont expli-
citement : le réglage de la poussée, obtenu par variations com-
mandées du débit, et le réglage de la force transversale, obtenu
par exemple par des modifications d’incidence aérodynamique
résultant elles-mémes du braquage approprié de certaines gou-
vernes.

On peut donc appeller L et m les variables de pilotage.

La recherche de certaines performances optimales peut étre
formulée comme la recherche du minimum d’une fonctionnelle
obtenue par élimination de variables dans le systéme d’équa-
tions (1) & (4). Cette méthode conduit souvent aux calculs les
plus simples mais peut se heurter a de sérieuses difficultés d’in-
terprétation en raison de la nature généralement singuliére du
probléme variationnel (VII).

L’emploi de multiplicateurs de Lagrange est avantageux
pour formuler la recherche des meilleures performances dans son
ensemble comme un probleme de Mayer du calcul des variations.
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GARFINKEL (I) semble avoir inauguré la théorie des perfor-
mances optimales, dans un cadre plus restreint, a partir d’une
formulation équivalente, celle de Bolza.

Cicara (II, III, IV, V) a développé la théorie du probléme
actuel dans la formulation de Mayer jusqu’a la discussion des
conditions suffisantes pour un minimum véritable (Legendre,
Jacobi, Weierstrass).

Issue du méme point de vue et développée indépendamment
la méthode qui sera présentée ici ne différe de celle de CicarLa
que par 'adoption d’une représentation paramétrique, le temps
n’étant plus considéré comme variable indépendante.

Ceci permet non seulement d’incorporer les problémes bra-
chistochrones a la théorie générale et d’assurer une grande
flexibilité au choix final de la meilleure variable indépendante
mais semble parfois indispensable & la justification compléte
des trajectoires minimales.

En effet comme montrera la discussion du probléme a mini-
mum de consommation pour la fusée-sonde, une partie de la so-
lution peut comporter un débit impulsif, c’est-a-dire la consom-
mation d’une quantité finie de combustible en un temps nul.

Garder le temps comme variable indépendante exige alors
des raccords comportant des discontinuités liées dans les va-
riables M et V. En fait c’est I'intuition physique qui a permis
de les inclure dans les premiéres analyses (VI, VII).

En représentation paramétrique le débit impulsif se présente
comme une extrémale ordinaire étalée sur un intervalle fini de
variation du paramétre, et raccordée de fagon continue aux
autres extrémales composant la trajectoire minimale.

De plus les conditions de transition donnent sur la nature
de la solution des renseignements qui n’apparaitraient pas
autrement.

Nous esquisserons d’abord la théorie du probléme de Mayer
en représentation paramétrique avant de l'appliquer a notre
cas.

2. LE PROBLEME DE MAYER EN REPRESENTATION PARAMETRIQUE.

Biiss (VIII) a montré que les problémes de Bolza, de Mayer
et de Lagrange peuvent étre ramenés I'un et I'autre et possedent
donc le méme degré de généralité.



Soient donc # variables y; dont dépend la configuration d’'un
systéme. Une évolution du systéme sera décrite par la repré-
sentation paramétrique :

Vs = ¥i(o) (=12, ..n)

ol le parameétre o croit de fagon monotone entre des limites

fixes.
La nature du systéme est représentée par un certain nombre
de contraintes différentielles entre les variables

Bey) =0  (=1,2..m<n—1) (5)
ol Y} = dy; [do
De plus des conditions aux limites au nombre de
Glyi(or), 7)) =0 (h=1,2...4) (6)

lient les valeurs des variables aux extrémités de la trajectoire.
On se propose de rechercher dans ces conditions les trajectoires
qui rendent minimum une certaine fonction

K[y:(o1), ¥:(03)]

de ces valeurs terminales.
Pour rendre les variations 8y, indépendantes formons 4 l'aide

de multiplicateurs de Lagrange variables (o) 1’expression
F =28 7

et cherchons les conditions qui rendent stationnaire I’expression

2

I=K+ j F A6~ 8)
: 4
L’annulation de la variation de I livre les équations d’Euler
_d (aF) oF -
[F]:vf——% e +@i—0 t=12..m) (9
[Flg,=1f=0 Gg=1,2...m) (5)

et la condition naturelle entre les variations aux limites

2o () o2 () i o




Les variations aux limites sont encore liées par les $ condi-
tions

g g1

i 0Y4(02) ®don) + ? 0y;(0)
provenant des variations sur les conditions imposées (6). Nous
supposerons que les conditions (11) sont réellement indépendantes,
c’est-d-dire que la matrice des coefficients des variations aux
limites est de rang p. Pour un choix convenable, p, parmi les
variations 8y;(o,) et p, parmi les variations 8y;(o,) (p1 + P2 = 2)
peuvent alors étre considérées comme des variations dépendantes
exprimables linéairement en fonction des 27— p variations
restantes.

Syi(o) =0 (h=1,2...4) (11)

oK oK
K = ?ayl( 5 Yoy )+anl( )Syi(oz)

se laisse alors aussi exprimer comme une fonction linéaire des

2n — p variations libres & coefficients non tous nuls (sinon le

probléme de rendre K minimum est dépourvu de sens).
L’élimination des variations dépendantes dans (10) sépare la

condition naturelle aux limites en 27 —  autres

Y[(g—;)l (%)J:O r=12..2n—p) (12)

exprimant l’annulation des coefficients des variations libres.

Les trajectoires stationnaires relativement a K sont ainsi dé-
terminées par le systéme différentiel (9) et (5) avec les conditions
aux limites (6) et (12). Ces équations sont nécessaires pour l'exis-
tence d’un minimum. L’examen de conditions suffisantes, basé
sur la variation seconde de I, est presque toujours difficile. Dans
un grand nombre d’applications il est possible de lever I'incerti-
tude quant a la nature exacte de la trajectoire extrémale par des
considérations d’ordre physique.

3. UNE IDENTITE ENTRE LES EQUATIONS D'EULER.

Une conséquence du choix d’'une représentation paramétrique
est l'existence d'une identité entre les équations d’Euler (5)
et (9).



‘Les contraintes (5) entre les variables ne peuvent dépendre
du choix, largement arbitraire, du parameétre. Dans un change-
ment de paramétre

T=17(0c) ou dr/do> 0

on aura

o) - ) = )

exprimant que les contraintes peuvent étre présentées sous une
forme homogéne du premier degré dans les dérivées par rapport
au parametre.

La fonction F définie par (7) est alors également homogéne
du premier degré dans ces dérivées et par le théoréme d’Euler

oF
F Zyzao

On en déduit en dérivant formellement le second membre :

aF o OF 0 @ (aF)

do ? oy ° + z(/ic 0y}

D’autre part en dérivant le second membre de (7)

00 OF

20

Py

ar

do +2

Z'B of J + 2 ’L ay
d’ol, en identifiant les deux expressions et utilisant les nota-
tions introduites en (5) et (8), l'identité

z FilFls, + 2 YilFly, =0 (13)

Il en résulte que pour un systéme qui évolue en respectant les
contraintes (5), une extrémale satisfait automatiquement a une
des équations d’Euler [F], = 0 pour autant qu’elle satisfait
a toutes les autres et que 99 ne soit pas identiquement nul le
long de cette extrémale.

Cette remarque permet souvent de simplifier ’analyse en
écartant ’équation d’Euler la plus désagréable & manipuler.
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4. CONDITIONS DE TRANSITION.

La trajectoire minimale peut étre constituée de plusieurs
arcs ou « extrémales » représentant des solutions distinctes des
équations d’Euler. Pour des raisons physiques on est générale-
ment conduit a imposer aux variables y, de rester continues a
la transition entre deux extrémales. Les dérivées y? elles, sont
généralement discontinues mais le calcul des variations demande
que les grandeurs oF /dy? soient continues (conditions de Weier-
strass et Erdmann). Ceci résulte d’ailleurs de I’examen des termes
aux limites qui doivent disparaitre

oF ) (aF )

ZY) svilc—0)—X (= . =
z(Z5), e —0—2(35) oro+0) =0
a la rencontre au point o de deux extrémales.

Le fait d’imposer la continuité des y, exige

8y.(c— 0) = 8y.(o + 0) = dy,(o)

et, les 8y;(o) étant indépendants il en résulte les conditions de
Weierstrass et Erdmann

oF oF
— = |— 14
( ay?) o—0 ( ay‘,’) o+0 ( )

Il peut arriver que la dérivée d’une variable soit absente dans
les contraintes. Dans ce cas dF [9y} = 0 et les variations d’extré-
mité de cette variable n’apparaissent pas dans les conditions
aux limites. I1 n’y a pas de sens a imposer des valeurs frontiéres
a cette variable et clle subit normalement des discontinuités aux
points de transition. Les conditions (14) entrainent générale-
ment la continuité des multiplicateurs de Lagrange.

5. ALTERATION DES CONDITIONS AUX LIMITES.
PARAMETRES DE SENSIBILITE.

Pour comparer deux trajectoires minimales, correspondant a
une légeére altération des conditions aux limites imposées, nous
supposerons que ces derniéres dépendent d’'un parameétre ¢ :

gnlyi(e), yi(os), 4] =0



Le changement de ¢ en ¢ + dé aura pour effet de modifier les
valeurs y;(s;) et y,(o,) pour la trajectoire minimale en y,(o;) 4+
8*y;(01) et y.(oq) + 8*yi(os) avec

gilyilor) + 8*yi(on). ¥i(on) + 8*yi(on), ¢ + dg] = 0.

Par conséquent, au premier ordre

agh agh
z 5%y z 8%y,4(0y) = i (15
o) 0 Vi) yi(crz) e =—55% (1)

D’autre part, tant que le systéme évolue en respectant les con-
traintes (5) la fonction F reste nulle et, par comparaison entre la
trajectoire minimale et la minimale altérée

2
8* \Fdo =0
i
Développant cette variation, effectuant les intégrations par

parties et notant que la trajectoire minimale obéit aux équations
d’Euler et aux conditions de transition, il subsiste la relation

(Zf) *yi(og) — 2 (3—1;,)1 8*y;(ay) =0 (16)

entre les altérations des valeurs terminales des variables. Enfin
I'altération subie par la fonction K est

oK oK
 9Y4(oy) "y (01) ¢ 0y:(09) Yi(oy)
Combinant ce résultat avec (16) il vient la formule
oK oK F\ 7
o [+ () s[5 - ()]
9y4(02) 9%/, yiloz) + 0y:(oy) /. y:(01)

(17)

dont le second membre présente une analogie formelle avec le
premier membre de (10). L’analogie formelle des premiers membre
de (15) avec ceux de (11) permet alors d’éliminer dans (17) les
variations &*y,(s;) et 8*y,(o,) correspondant aux variations
considérées comme dépendantes dans (11) ; *K prend ainsi la

forme
2n—p

K = I Y,8%,(0, ou op) + Zds

r=1
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ol les Y, sont les mémes combinaisons linéaires des (9F /3y?),,,
que les conditions naturelles (12) et, comme elles, s’annulent
en vertu du caractére stationnaire de la trajectoire. En définitive
la variation de K pour un changement infinitésimal du paramétre
¢ est donnée par

K [op =Z (18)

Z est aussi une combinaison linéaire des (9F [9y]),,, et dépend
des valeurs prises par les multiplicateurs de Lagrange aux extré-
mités de la trajectoire ; ceci souligne 'intérét de conserver les
multiplicateurs comme variables auxiliaires dans l'intégration
de la trajectoire.

Le résultat (18) s’étend sans difficulté quand les conditions (6)
dépendent de plusieurs parametres.

6. CONSTANTES ISOPERIMETRIQUES.

Quand une variable n’intervient dans les liaisons (5) que par
sa dérivée y?
oF [0y, =0
et l'intégration de I'équation d’Euler correspondante introduit
une constante d’intégration C,
Dans la condition aux limites naturelles apparait alors le terme
Cid[y:(os) — yi(on)].

Si les conditions imposées aux frontiéres sont telles que la varia-
tion 3[y;(a,) — ¥:(oy)] est libre, C; est nulle. C; est au contraire
une constante isopérimétrique inconnue si les conditions aux
frontiéres imposent la valeur de y;(o;) — ¥;(0y) (condition iso-
périmétrique).

7. APPLICATION A LA THEORIE DES PERFORMANCES.

Multiplions les équations (1) a (4) par ¢® = d¢ /de pour les mettre
sous la forme paramétrique homogéne prévue par la théorie
précédente



[Fla = MV — (T — D — Mgsinf)® = 0
[F]x=MV#°— (L —Mgcosh)t®* =0
[Flg = 2°— ¢tV sinfd = 0

[Fl, =M° 4+ mt* =0

et rappelons que
T =T,z m)
D =D(V, z L?

La fonction F, formée avec les multiplicateurs respectifs a, A,
B et y fournit les autres équations d’Euler

[Fly=—7v° 4+ a(V® + gt sinf) + A(V° 4 gt®cosf) = 0

[Fl, = — [aM]® + at®(D, — T,) 4+ AM6° — Bt sinf = 0

[Fl,=—aT,—D,) —B°=0

[Flo = at®Mg cosf — At°Mg sinf — [AMV]® — B¢°V cosf = 0

(Flp = (y—aT,)t°=0

[F], = (A—24LD,)t* =0

[F; = [a(T — D — Mgsin6) + AL — Mg cosb)

+ BV sinf — ym]°= 0

entre lesquelles on a l'identité (13)

ol Bi=a, A, Bety et y,=M,V,2 0 m, Let:.

Le temps n’intervenant que par sa dérivée, la derniere équation
d’Euler s’intégre avec apparition d’une constante isopérimé-
trique A
—a(T — D — Mgsiné) 4 A(Mg cosé — L)
—BVsing 4+ ym = A (19)
Les variables de pilotage n’interviennent pas dans les dérivées,

elles peuvent donc subir des discontinuités de transition et leurs
variations aux limites sont absentes dans la condition naturelle

8K + [y8M + oM8V + B8z + AMV36 + Ad]} =0
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Particularisons le probléme en imposant les conditions aux
limites
M(e) —M,; =0 V(o) =V, =0 V(o) —Vy=0
2(o) —2, =0 2z(oy) —2,=0 (20)
ou (M, V,, V,, 2, 2z,) sont des valeurs prescrites. Les variations

d’extrémité correspondantes sont donc nulles & priori.
Pour une trajectoire a consommation minimum on posera en

outre K = — M(o;) et les variations restées libres fournissent
les conditions naturelles
Yo =1 Ao =0 o) =0 A=0 (21)

La deuxiéme de ces conditions serait a remplacer par 6(o;) = 6,
si 'angle d’élévation au départ était imposé ; la derniere serait
a remplacer par #(o,) — #(oy) = 4¢, si l'intervalle de temps mis

2

a décrire la trajectoire était prescrit.

Pour obtenir une trajectoire brachistochrone on poserait
K = t(o,) — t(0y) ; il faut alors limiter la consommation par la
condition M(s,) = M, car autrement la condition brachisto-
chrone entrainerait un débit infini et le probleme serait dénué
de sens. Les conditions naturelles de ce probléme seraient :

A=—1 XNo) =0 Aoy =0

Ces quelques exemples suffisent a montrer que toute une caté-
gorie de problémes de performances optimales repose sur l'in-
tégration du méme systeme différentiel, chaque cas se distinguant
par un jeu particulier de conditions aux limites.

Dans le probléme défini par les conditions (20) et (21) on ob-
tient en appliquant la théorie du paragraphe 5

— 8*M(o,)

= (aM);dV; + Bloy)dzy — (aMy)dVy — B(oy)dz, — y(o1)dM;.
Par conséquent les changements de masse terminale pour une
petite altération sur la spécification de la vitesse terminale ou

de l'altitude terminale, par exemple, sont calculables par les
formules

OM(0,) [0V, = — a(0)M(0;) OM(oy) [0z, = — Blog)  (22)
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Une condition naturelle telle que A(s,) = 0 exprime que le choix
naturel de 6(s,) correspond a une sensibilité partielle nulle de
M(o,) (un maximum).

De méme, si la vitesse terminale n’est pas spécifiée, son choix
naturel se fait par la condition a(s,) = 0 qui rend nulle la sensi-
bilité¢ partielle de M(o,) par rapport a V,.

“(n,D- 8. ELIMINATION DES MULTIPLICATEURS.

I1 est naturel de rechercher avant tout une extrémale au cours
de laquelle le systéme évolue de facon continue dans le temps,
c’est-a-dire par laquelle £° > 0. Les équations d’Euler [F],, =0
et [F], = 0 demandent alors que

y=aT, A=2alD,

et ces multiplicateurs peuvent étre éliminés sans difficulté. En
particulier [F], = 0 peut se mettre sous la forme

B,a® 4+ Byat® =0 (23)
avec

B, = —MT, B,=T—D + 2L*D_ — MdT,, /d.

D’autre part I’équation obtenue en éliminant B entre [F], = 0
et [F]g = 0 peut s’écrire

Cia® + Cyat® = 0 (24)
avec
C, = MV(1 — 2LD,, tan6)
C, = V(T, — D,) + Mg sinf — mV — 2LD, [L — Mg cosé
+ tan6(T — D — mV)] — 2MV tan6 g-t (LD,,)

Enfin, éliminant B dans [F], = 0 par (19) il vient
D,a® + D,at® = At° (25)

avec
D, =MV
D, =V(T,—D,) + Mgsin 6 —mV — (T —D —mT,,)
— 4LD, (L — Mg cos 6).
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Nous nous servons de l'identité entre les équations d’Euler et
de I'hypothése suivant laquelle 2° n’est pas identiquement nul
pour écarter 1’équation [F], = 0. L’élimination de a entre les
équations (23), (24) et (25) fournit une équation différentielle
du premier ordre.

B1C2 —_— BZCI == O (26)
et (pour A s 0) une du second ordre
B,dQ /dt = [B, + 4B, [dt]Q avec Q = B,D, —B,D,. (27)

Les équations (26) et (27) et le systéme de base forment un
systeme différentiel du septiéme ordre dont les constantes d’in-
tégration sont a ajuster pour satisfaire aux conditions aux li-
mites qui sont précisément au nombre de sept. Par exemple pour
le probléme & minimum de consommation la condition y(o,) = 1
et T,, #0 demande a(o;) # 0 et il en résulte par (23) que a(o;) # 0.
Il en résulte aussi que les conditions telles que A(o;) = 0 et
AMoy) = 0 vont exiger L(o;) =0 et L(o,) = 0. Ces derniéres,
éventuellement remplacées par 6(o;) = 6, et 6(oy) = 0,, sont a
joindre aux cing autres conditions (20).

Si Vintervalle de temps n’est pas prescrit on dispose apparem-
ment d’'une constante supplémentaire dans l'intégration, mais
alors A =0 et I’équation (27) obtenue par élimination de a
entre (23) et (25) se réduit a ’équation Q = 0 qui est du premier
ordre seulement.

On peut donc présumer que la trajectoire est constituée par
une seule extrémale. Notons encore que si 6 est donné comme
une fonction de z, 1’équation [Flg = 0 est & supprimer tandis
que l’équation ignorable [F], = 0 est seule modifiée. De par sa
formation I'équation (27) reste valable et fournit alors, associée
au systéme de base, la solution du probléme de la répartition
optimale de la poussée le long d'un profil de trajectoive imposé.

9. CAs DU MOTEUR FUSEE.
L’ordre précédemment reconnu au systéme différentiel repose
essentiellement sur I’hypothése implicite que dans 1’expression

ar,, am av dz
'd_t_Tmm :i?_,'va ‘_iz +Tmz"i—t



— 149 —

figurant en B, on a T,,, # 0 (*). Or pour un moteur fusée on
peut admettre que

T = mu + A(ps — pa)

ou u est la vitesse d’éjection des produits de combustion qui,
pour une tuyére donnée, ne dépend que de la température dans
la chambre de combustion; A, est la section de sortie de la
tuyeére ; p,, la pression de sortie, est dans un rapport constant
avec la pression de la chambre ; $,, la pression atmosphérique,
ne dépend que de l'altitude. En modifiant le débit » des ergols
dans la chambre, sans modifier les rapports de mélange, la tem-
pérature de combustion ne varie pas; u est une constante ; la
pression dans la chambre et celle de sortie sont proportionnelles
a m, si bien qu'on peut écrire T = mc — Agp,(z) ol ¢ est une
vitesse d’éjection fictive constante. Ici donc

T,=c T,=0 T,=—Adp,jdz <0 dT,, )it =0.

L’équation (26) reste du premier ordre par la présence du terme
en 4L /dt dans C,, mais on trouve

Q = M— ¢gc sinf + ¢(VD, — D — A,)
+ V(D + Agp,) + 212D, (2c — V) — 4cLD, Mg cosf] (28)

L’équation Q = 0, valable pour A = 0, se réduit donc a une
simple relation algébrique entre les variables. Pour A s 0 I'é-
quation (27) est elle-méme réductible a une relation algébrique
moyennant 'utilisation des équations de base et de (26).

L’ordre du systéme différentiel étant abaissé, il n’est plus
possible de satisfaire & toutes les conditions aux limites ce qui
implique lexistence d’autres extrémales. Examinons rapide-
ment la nature de celles-ci sur 1'exemple particulier de la fusée-
sonde.

10. LE PROBLEME DE LA FUSEE-SONDE.

Il s’agit d’établir le programme optimum de combustion du
moteur-fusée pour une montée i la verticale entre deux altitudes
et deux régimes de vitesse prescrits sans limitation de temps.

* 11 est intéressant de noter que parmi les conditions suffisantes de Legendre
pour l'existence d’un minimum véritable de la consommation figure la condition
oTpm < 0 (CICALA II).



L’arc a poussée continue. (t° > 0).

Avec 0 = m[2 T'équation [F]y =0 indique que L =0. Il
suffit d’adjoindre aux trois autres équations de base la forme
particuliére de I'équation Q = 0 déduite dec (28)

Mgc = ¢(VD, —D — Ap,) + V(D + Ap,) (29)

Le premier membre de (29) est positif. Pour une altitude donnée
le second devient positif croissant a partir d'une limite inférieure
de la vitesse. Les trois variables (M, V, 2) étant liées de fagon
unique par (29) les valeurs initiales prescrites (M;, V;, z;) ne la
satisfont pas nécessairement. De plus les fonctions M(z) et V(z)
de l'extrémale sont entiérement déterminées par (29) et par
I'équation

cVM' + M(VV' + g) + D + Apy = 0 (30)

obtenue en éliminant ¢ et m entre les équations de base et pre-
nant l'altitude comme variable indépendante (dérivées indiquées
par l'accent).

Ce systéme différentiel est du premier ordre seulement; en
Iintégrant a partir de valeurs initiales satisfaisant a (29), la
valeur V(z,) trouvée ne coincide pas nécessairement avec V,.

L’arc a poussée continue ne suffit donc pas a construire une
trajectoire minimale.

L’extrémale « impulsion ». (t° = 0)

L’équation [F],, = 0 est aussi satisfaite par #° = 0. Pour
obtenir une solution non triviale, faisons tendre # vers 'infini
en méme temps que #° vers zéro et interprétons 1'équation
[F], = 0 comme

lim mt® = — M°.
~Des lors
lim Tt® = — cM?°
et les équations de base se réduisent a § = constante, z = cons-
tante, { = constante et

MV + ¢Mo = 0 (31)

Il s’agit d’une impulsion ; le changement total de vitesse étant
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lié au changement de masse de la fusée par l'intégrale définie
de (31)

V(e + 4o) — V(o) = clog, %

Les autres équations d’Euler se réduisent a
y?=1aV? [aM]°=0 pB°=0 [AMV]°=0 (32)
L’équation (19) avec A = 0 doit étre interprétée comme suit

lim m(y — ac) = — a(D + Agp, + Mg sinf) +
ML — Mg cosf) + BV sind

et exige par conséquent a la limite la relation

‘)/—_~O.C

\

qui, grice a (31), est compatible avec les deux premiéres des
équations (32).

En introduisant une impulsion a I’altitude initiale et une autre
a l'altitude finale il devient théoriquement possible d’obtenir
des vitesses V, et V, prescrites.

L’arc a poussée nulle. (m = 0).

Il subsiste la possibilité de voir la solution théorique précédente
exiger un débit négatif sur un segment d’arc a poussée continue
ou une impulsion négative (M° > 0). La restriction de nature
physique m >0 s’exprime analytiquement en posant par
exemple m = u2

L’équation [F],, = 0 est remplacée par [F], = 2ut'[y — aT,]
=0 et fait prévoir une nouvelle solution ou p (et donc m)
serait nul. '

Prenant de nouveau l'altitude comme variable indépendante,
I’équation

M(VV’ + g) + D + Aspa =0

ol M est maintenant une constante, caractérise entiérement
cette extrémale.

Conditions de tramsition.

Les conditions de Weierstrass et Erdmann demandent ici
que pour M, V, z et ¢ continus a, B et y le soient aussi. Dés lors
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les relations entre multiplicateurs le long des différentes extré-
males, apportent de nouvelles précisions concernant la struc-
ture de la trajectoire minimale. Ces relations sont résumées dans
le tableau suivant :

Impulsion y = ac Be=o [aM]o = 0

Arc a poussée BV = o(Mg + D +

a®Mc¢ = ato(T — D)

continue Ap,)
Arc a poussée | My® = — o(D 4 id a®MV = at°(D 4
nulle A p,)to ’ Ap, — Mg).

Il en résulte que

10 la connaissance d’un seul multiplicateur en un point d’'un
arc a poussée continue détermine tous les multiplicateurs le long
de cet arc.

20 11 est possible de prolonger un arc & poussée continue par
une impulsion en respectant la continuité des multiplicateurs.

En effet les valeurs de a et B en fin de phase continue entrent
comme données initiales dans des équations différentielles va-
lables le long de I'impulsion et y reste continu parce qu’il est lié
4 a par la méme relation algébrique.

A condition d’échanger les roles de B et y le méme raisonne-
ment montre qu’'un arc a poussée continue se laisse aussi toujours
prolonger par un arc de poussée nulle.

2\

3° Par le méme raisonnement, mais cheminant a rebours,
un arc a poussée continue peut étre précédé par une impulsion
ou par un arc a poussée nulle.

40 L'une ou l'autre condition de continuité des multiplica-
teurs est normalement violée par l’adjonction d’une transition
supplémentaire. Ainsi, d'un arc de poussée nulle il n’est possible
d’entrer dans un nouvel arc a poussée continue que 1a ou la
condition y = ac se trouve étre vérifiée et cette circonstance
est exceptionnelle.

On peut en inférer qu'une trajectoire minimale répond nor-

malement a4 1'un des schémas suivants :

impulsion ~ .~ arc de poussée nulle
_ arc a poussée continue
impulsion « s arc de poussée nulle



Les trois phases se succédent suivant 'une des quatre com-
binaisons possibles ; une ou deux quelconques des phases peuvent
d’ailleurs étre absentes.

Pour les lois de trainée et de variation de densité atmosphé-
rique rencontrées en pratique il se vérifie que pour chaque jeu de
valeurs aux limites (Vy, z;), (V,, 2,) il existe une trajectoire mini-
male unique appartenant A 'une de ces combinaisons. Le point
de transition marquant le début de la phase continue est fixé par
la nécessité de satisfaire & 1’équation (29), tandis qu’une transi-
tion de phase continue a poussée nulle doit étre localisée par

tAtonnements, en vue de satisfaire a la condition de vitesse ter-
minale.

Observons aussi que la condition y(g,) = 1 peut étre considé-
rée comme satisfaite du moment que y(o,) # 0. En effet les
relations entre multiplicateurs sont homogenes et il suffirait
d’effectuer un changement d’échelle approprié.

Or, il ressort du tableau précédent, que a ne peut s’annuler
en un point sans étre identiquement nul etilen est alors de méme
pour y et B. Donc y(s;) # 0 du moment qu’on assigne a y une

valeur non-nulle, et par ailleurs arbitraire, en un point quel-
conque.

Notons cependant que le changement d’échelle donnant
y(os) = 1 est indispensable pour la validité des formules (22).

Signification pratique du vésultat.

La nature du résultat refléte bien la nature du compromis
en jeu dans le probléme. Augmenter I'énergie potentielle du
combustible dans le champ de gravitation peut étre considéré
comme une dépense inutile, que 1'on réduit par une transforma-
tion rapide de I’énergie chimique en énergie cinétique ; par contre
une trop grande énergie cinétique augmente la dissipation due
a la trainée.

L’arc a poussée continue représente un équilibre idéal entre
ces deux maux. Si au départ la vitesse est fort inférieure a cet
idéal on y accéde par une dépense brutale de combustible dans
une impulsion ; trop élevée, par un ralentissement naturel sans
dépense. Similairement pour quitter la situation d’équilibre en
vue d’obtenir les conditions finales désirées.



Pour une intégration compléte du probléme moyennant cet-
taines hypothéses sur la nature de I'atmospheére et de la trainée
nous renvoyons aux articles originaux (VI) et (VII). Il est évi-
dent qu’en pratique les impulsions sont remplacées par une
poussée maximum compatible avec la résistance de I’engin ou
de son équipage aux accélérations. Une modification analytique
du probléme est alors la suivante

m=%mo (1 + tanh u)

pour u = — oo on a une poussée nulle pour g 4+ = oo une
poussée maximum correspondant & m = m,.
L’équation d’Euler :
m
Fl, = %y —oT, ) —20
[ ],U- (7 a m) ZCOShZ[J

indique l'existence des trois types d’extrémales, étant satisfaite
par p = 4+ o et par la relation y = oT,, de I'arc & poussée
continue.

11. EXTENSIONS DU CHAMP DE L’ETUDE DES PERFORMANCES.

Il suffit d’adjoindre aux équations de base 1’équation
[Fl¢ = 2°— Vi cosf = 0

pour étendre le champ d’étude aux problémes comportant des
restrictions ou des performances de rayon d’action. Un nouveau
multiplicateur ¢ est introduit pour compléter en conséquence
la fonction F. La nouvelle variable n’intervient que par sa
dérivée et l'équation d’Euler correspondante s’intégre avec
apparition d’une nouvelle constante isopérimétrique qui s’iden-
tifie ici au multiplicateur :

oF

Dans la condition aux limites figure le nouveau terme
X8[x(a3) — #(a1)]-

En l'absence de spécification sur le rayon d’action, la condition
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naturelle X = 0 supprime l'intervention de la nouvelle équa-
tion. Si le rayon est spécifié X est a déterminer en méme temps
que les autres multiplicateurs.

Si le rayon est a rendre maximum on posera

K = %(oy) — #(0y) et par conséquent X =1.

On trouvera dans la référence (VII) une analyse de la tra-
jectoire de consommation minimum avec rayon d’action imposé,
simplifiée en négligeant la trainée due ala portance (D, =0)
et traitée comme un probléme de Mayer non-paramétrique.
Un grand nombre d’extensions semblables sont possibles. Citons
aussi les problémes de performance en Astronautique ot il faut
tenir compte de la courbure du champ de gravitation.

12. REDUCTION DU NOMBRE DE VARIABLES DE PILOTAGE ;
SIMPLIFICATIONS.

Pour un appareil sans surfaces portantes ou naviguant dans
l'espace interplanétaire on doit poser L = 0, ce qui implique
la disparition d’une des variables de pilotage. Elle peut étre
remplacée par la possibilité d'une orientation de la poussée par
rapport a la direction de la vitesse.

Par suite de difficultés techniques on peut renoncer au réglage
intentionnel de la poussée. Le débit m disparait alors comme
variable de pilotage mais devient une fonction connue m(f) ou
m(z, V) par exemple.

L’existence de conditions aux limites aux deux extrémités
de l'intervalle complique sérieusement le probléme de l'intégra-
tion numérique du systeme différentiel. En vue d’obtenir une
premiére approximation il est loisible d’introduire des simpli-
fications telles que celle qui consiste & négliger le terme MV §°
dans [F]) = 0, c’est-a-dire la force centrifuge, pour ne conserver
qu'une condition d’équilibre transversal quasi-statique

L = Mg cos 6.

La dérivée de 'angle 6 disparait ainsi du systéme ; cependant
les discontinuités dont 6 devient susceptible aux points de
transition et qui violeraient complétement la nature de I'appro-
ximation, ne se produisent pas nécessairement.
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Ainsi dans le probléme a la fois brachistochrone et a consom-
mation minimum ot I'on utilise cette approximation avec une
fonction m(¢) connue. Ici il n’est pas question d’impulsions et
il est avantageux et licite d’utiliser I'identité entre les équations
d’Euler pour éliminer la considération de [F]; = 0. L’équation
[F],, = 0 ne gouverne que le multiplicateur y. L’équation

[Flo = t°cos 0[a Mg — BV — 20 D, M?g?sin 6] = 0

indique lexistence d’extrémales cos 6§ = 0 (piqués et chan-
delles) et d’une autre extrémale obtenue en annulant le crochet
et éliminant a et B avec [F], = 0 et [F], = 0 ce qui donne l'é-
quation

MV% — [T — D+ V(T,—D,)] — (1 —u) Mg sinf
2
— 2 (M—D)—[T—D+V{T,—DJ @
ol u = 2D, Mg sinf
un résultat en accord avec celui donné par Cicara et MieLE (IV).

L’examen des conditions de Weierstrass et Erdmann montre
que la trajectoire minimale est constituée en général d’une chan-
delle (ou piqué) suivie d’'un arc de montée satisfaisant a (33)
puis d’'une autre chandelle (ou piqué) et que la continuité de
I'angle 6 doit étre respectée ce qui fixe d’ailleurs la position
des points de transition.

Une simplification plus radicale encore consiste i négliger
la trainée due a la portance (D,, = 0) ce qui entraine A =0 et
supprime 1’équation [F]y = 0 du systéme de base. La portance
devient une variable de pilotage ignorée ; on peut considérer
qu’elle est remplacée par 6.

Dans ce cas le premier membre de (33) disparait et la trajec-
toire précédente est remplacée par deux segments verticaux
(chandelle ou piqués) encadrant une courbe singuliére dont
I’équation peut s’écrire
‘ (a Va

=7 gaﬁWT—Dﬂ=O (34)

et constitue une relation algébrique entre la vitesse, 1’altitude
et le temps (4 travers la fonction m(f) dont dépend la poussée).



Cette fois les discontinuités de 6 aux jonctions sont inévitables
et d’ailleurs autorisées par conditions de Weierstrass et Erdmann.
Dans le probléme de signification plus réelle ot m = m(z, V)
(évolution naturelle de la consommation d'un turbo-réacteur
avec manette bloquée) les résultats se présentent moins facile-
ment. Nous nous bornerons a signaler que dans le probléme &
minimum de consommation (qui se distingue ici du probléme
brachistochrone) I'hypothése D,, = 0 conduit a une trajectoire
du méme type. La courbe singuliére répond maintenant a 1’é-
quation

o Va\V(T—D)
(W_Ea_z) w0 @)

et ne lie plus que l'altitude et la vitesse (VII).

Notons enfin que les principes (34) et (35) sont justifiables
respectivement comme arc brachistochrone et arc & minimum
de consommation avec D,, 7 0 et m = m(z, V) moyennant les
approximations M = constante et L = constante et sont comme
tels utilisés dans la théorie moderne des performances des avions.
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