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CHAPITRE XI

BALISTIQUE EXTERNE. PRINCIPES DE GUIDAGE.
ACCELERATIONS TRANSVERSALES

La phase finale de poursuile d’une cible par un engin 1éléguidé
est surtout gouvernée par la considération des accélérations trans-
versales. D’unc part la résistance mécanique de la structure aux
accélérations est limitée, d’autre part, aux altiludes ol la masse spé-
cifique de I'atmosphtre devient faible, la production de forces trans-
versales importantes requiert des angles d’allaque exagérés ou risque
de provoquer le décrochage des surfaces portantes. Si le principe
méme du guidage ne limile pas la courbure des trajectoires le con-
tréle de ’engin devient précaire. Il nécessite alors en tout état de
cause des dispositifs limitateurs d’accélérations ct d’angles d’attaque.

Pour les faibles distances en jeu dans la phase finale les accé-
lérations langenticlles que peuvent subir la cible ct I’engin ne pro-
voquent pas de variations importantes dans la grandeur de la vitesse
de ces mobiles. En premitre approximation ces vilesses seront con-
sidérées comme constanles et le guidage final se présenle comme un
probléme de cinématique pure.

11.1. Guidages coplanaires
Nous nous limilerons aux types de guidage dans lesquels le
vecteur h(z, — z;, y2— %1, 2, — ;) ou vecteur de visée, le vecteur

vitesse U(z,, ¥1, 1) de I'engin et le vecteur vitesse V(z,, ya, 22) de
la cible sont assujettis A rester coplanaires. Cette condilion se tra-
duit mathématiquement par I'annulation du produit mixie:

([V, U], iy=0
ou encore :
(?’: — 1) (.;1.33 - .;-_..Z,) +(y:—¥) (;n;'z - ;2';l)
' + (22— 2) (2,2 — 2.y) = 0. (1)

Cette relation ayant licu quel que soit le temps peut étre déri-
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vée el conduit & une premitre linison importante entre les accéléra-
tions de la cible et de 'engin ou‘tout au moins de leur composante
normale au plan du guidage. Sans nuire A la généralité on peut
supposer qu'd l'instant considéré le plan en question soit le plan
z = 0 et par conséquent :

21 =0 z2=0 2, =0 ;,=0. 2)

Dés lors, dérivant I'équation (1) par rixpporl au temps et intro-
duisant par aprés les hypothises (2) il vient @

.7-'1 [-;'z('Yz -y)—- &z(’z - 1':)] = .‘.z[;’n(h —-y)—- ).'l(zz - -1'1)]

ou, faisant intervenir les angles quc font les vecteurs vitesse avee la
ligne de visée (fig. 11-1): - -

T =3 Usina 3
' P Vsing : )

Il sera important de réaliser
un guidage tel que la dernidre
fraction soit inférieure en module
a un nombre voisin de l'unité,
De cette fagon toute manccuvre
d’évasion de la cible mecttant en
jeu une composante d’accéléra- Fic. 11-1.
tion normale au plan du guidage ~ ‘ A
n’enlrainera pour l’engin qu’une composante d’accéléralion nor-
male du méme ordre de grandeur.

(17,20

3
(x,.0.2,)

11.2. Poursuite directe

Le principe de guidage sera entiérement défini par une loi
fixant la valeur A donner A I'angle =z, c’est-a-dire A I’orientation de
la vitesse de I'engin par rapport 3 la ligne de visée. ,

Une premitre considération permeltant de fixer ce choix con-

- siste 4 surveiller la variation par rapport au temps de la distance h
qui sépare les mobiles : )

h = VCOS?-—UGOS!. (4)

Comme on ne peut.agir que sur I’angle « pour modificr cette
variation il semble A premitre vue que le choix @ = 0, produisant
une diminution aussi rapide que possible de cette distance soit inté-
ressant. C’est le principe de la'poursuite simple ou poursuite direcle
pour laquelle : :

h = Vcos8—U. 4"
Observons en mé¢me temps sur I'équation (3) que ce procédé

neutralise entitrement 1'cffet d'une accélération de la cible norma-
lement au plan du guidage. La poursuite directe aura cependant
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pour effet de produire une rotation de la ligne de visée, dont I'ex-
pression générale est :

e VsinB—Usina '
— l"h ' R . (5)

.

Elle se réduit dans le cas présent a:
hy = Vsinf. C(5)

Pour une attaque du cdté frontal, dans laquelle la composante

. de la vitesse de la cible contribue 2
s 2 2 la réduction de la distance, la rota-
tion réduit progressivement celte
contribution (fig. 11-2). Le principe
n’est donc pas nécessairement judi-
cieux 3 longue échéance d’autant
plus qu’il entraine, comme on le
Fic. 11-2. — Pousuite- simple.  verra, des accélérations normales

: imporlantes dans le plan du gui-.
dage. Les expressions générales de ces accélérations sont pour la
cible et I’engin respectivement : ‘

. ° . . - V si —_— H
o =VE+y = v(p+ zinf — Us"‘“) (6)
P a;=U(;+;)= U(;+.Vsm{3-;Usina). )
Soit dans le cas acluel : . v
P o = V(é+$) (6")
Vsi : , _
a = U__S;:l_ﬂ. ) )

Intégrons d’abord le probltme de la poursuite directe dans le
cas ol la cible ne manccuvre pas. Ceci revient 4 poser a, = 0 et
I’équation. (6') devient: '

o hf = — VsinB. (8)

Dans l'intervalle 0 <2 < 180° I'angle 2 décroit avec le temps,
dans l'intervalle 180° <2 << 36G0° il est croissant. Suivant sa valeur
initiale, il tendra donc vers 0 ou 360°. Nous verrons que celte valeur
limite sera effectivement allcinle au moment ou la dislance s’an-
nule ou, dans le cas d'une interception irréalisable, quand la dis-
tance tend vers l'infini. La solution particulitre 2 = 0 ou 360° est
stable tandis que la solution particulitre 2 = 180° est manifeste-
ment instable. De fagcon générale une solution particulitre 3 = 8,
d’une équation du type:

h3 = 1(®) f3) =0
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H
sera stable ou instable suivant que la dérivée particlle

( 93 ) =
i ’ "'
est négative ou posilive.

Pour établir la relation entre I'angle 2 et la distance éliminons

le temps par division membre & membre des équations (4') et (8);
il vient :

a@ ~ sin 8 : (9)
ol le rapport des vitesses est désigné par

- U
P=v-

gin___ hcosﬂ—p

L'intégration de cette- équation différentielle & variables sépa-
rées livre, h, et 3, étant les valeurs initiales ;

By’
hsing [ "3
hesin 3, tan 2o
2
ou encore, sous une forme de discussion plus aisée : T
-1 -1
sin —E- cos E-
h _ 2 2 (10)
S B
sin 5~ cos -5

Le temps de vol peut étre calculé en substituant cette expression
de la distance dans ’équation (8) et en effectuant une quadrature :

h, sin ﬂo. (tan Tg—)'-l (tan %)’“ ]’
2V(tan%—°). p—1 + p+1 Jp

L)

Au prix de quelques manipulations (rigonomélriques on obtient
le résultat plus simple :

{ = ho(p 4 cos 3,) — h(p + cos B)
- V(p*—1) )

La discussion du résultat (10) se précente comme suit :

1° La valeur initiale de I'angle n'est pas une solution particu-
licre de (8).

Si p>1, la distance tend vers zéro en méme temps que I'angle
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tend vers une de ses valcurs limites 0 ou 360°. On observe d’aillcurs
sur (4') que la distance est toujours décroissante.

~ 8i p<1, la distance tend au contraire vers l'infini et ne peul
jamais devenir nulle. L’examen de (4') montre que si les conditions
initiales sont telles (ue cos2,<p, la dislance commence par
décroitre ; elle passe par un minimum quand cos 2 = p.

2° La valeur initiale de 1'angle est nulle. L’angle reste nul et
cette solution particulitre cst stable. C’est le cas élémentaire de la
poursuite axiale par 1'arritre :

"h=vQl—p)
et I’engin ne rejoint la cible que si sa vilesse lui est supérieure.

3° La valeur initiale de 1'angle est de 180°. En principe la dis-
tance reste décroissante quel que soil le rapport des vitesses. Nous
avons vu cependanl que cetle solulion particuliére, correspondant
a I’attaque frontale, est instable. . _

A la suite de la moindre perturbatlion I'écartant de la trajecloire
de la cible I’engin manque l'inlerception. Plus exactement il décrit
un coude de pres de 180° au moment ou la cible passe & proximité .
et cette manceuvre implique unc accéléralion transversale, dont on
verra qu’elle tend vers 'infini quand on fail tendre la perturbation
vers zéro. : v .

Pour exprimer 'accélération de 1’engin sous une forme non
dimepsionnelle nous avons choisi la combinaison:

h
o : Te = abz.

qui a l'avantage d’inclure enti¢rement I'effet du paramétre «dis-
tance initiale ». Son calcul suivanl (7') donne le résultat suivant:

2- 0\ 2+
. sin E_ ’ cos = ’
. — Sin B, 2 2 an
v D . P :'50 )
sin T COs ?

La discussion de celle formule sera menée en distinguant les
mémes trois cas que pour la formule (10):

1° La valeur initiale de I’angle n’est pas unc solution parti-
culi¢re.

Calculons d’abord la valeur limite de 1'accélération réduite au
moment du contact :

0 pour p < 2

lim n = co pour p>2
B0 2 ¢in 3, °
pour p =2

p(l + cos 3,)?
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Il apparait donc nécessaire de ne pas allaquer avec une vitesse
supérieurc au double de la vilesse de la cible.

Si la vitesse d’attaque est inféricure au double, I'accélération
est nulle au moment du contact; elle est donc maximum soit A
I’instant initial, soit en un point intermédiaire. L’existence de ce
point intermédiaire dépend de la solution de la condition d’extre-

a . £ . s
mum —d,—'- = 0. Elle est parliculitrement simple & calculer en par-
tant de (7'):

Aprés substitution de (9) on obtient le résultat simple :
2cosf = p. ‘ 12)

Désignons alors par 2, le plus petil angle positif qui satisfait
A cette équation. Nous aidant de (8) nous aboulissons aux conclu-
sions suivantes : o

Si 9m <P, <180°, I'angle B décroissant avec le temps passe par
la valeur 3, et produit une accélération extrémale :

(tan -E"-)'“l

2
m—q’(P)m | (11%)
ol ‘ 4—p (24 p\n
*p = 4p (2—-p)

Si 180° < £, < 360° — £,., I'angle croissant avec le tcmbs passe
par la valeur 360° — 2., qui satisfait aussi 4 la condition (12) et pro-

o| :

fid : 1
7 %:0] p=1
'3 \ 260° !
3 l \ * 1 ?p"

< i 1 :
AHEENEEERREN

o’ By 90° 100° 770° M-pApy, 360
Fic. 11-3.
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duit une accélération extrémale dont I’expression est identique A la
précédente. ‘ .
Enfin dans 'intervalle reslant des valeurs initiales

—Ba<Bo<+Ba,

l'angle.nc satisfait jamais a la condition (12) et le maximum d’ac-
célération se produil dans les conditions initiales 2 =2,; elle a
pour valeur : .

N -—lsinp 11"
° =7 o . (1”7)

Sur la figure 11-3 on a porlé les valeurs absolues des maxima
en fonction de I'angle initial pour le rapport de vitesses minimum
p =1 [®(p) = 1,299].

Si p = 2, I'angle 2., est nul. Quelle que soit la valeur initiale
de B, la valeur extrémale est alleinle au moment du contact ;

no = 2sinB, (1 + cos ).

Elle constitue d'ailléurs la valeur limite de (11') pour .p = 2.

1 . -
La valeur - sinB, correspondant aux condilions iniliales

est toujours inférieure. Ce cas est illustré & la figure 11-4. Nolons
que les graphiques des valeurs de 'accélération réduite maximum
peuvent également servir 3 délimiter une distance de sécurité h, 2
partir de laquelle une attaque peut étre déclenchée en poursuite
directe.sans dépasser une limite d’accéléralion que llon se serait
imposée.

2° Poursuite axiale par l'arriére.

L’accélération reste apparemment nulle quel que soit le rap-
port des vitesses. Ceci est pourtant illusoire car la moindre pertur-
bation écartant ’engin de sa trajectoire rectiligne aura pour con-

K

? “=0] p:2
R 1—%4’-
2 —[O=0

o - N
B O L N ) _,,--—'----N R
7 - - 1 L]

0* 90° 180° 270’ 360
Fic. 11-4.
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séquence une accélération infiniec au moment du contact si le rapport
des vitesses dépasse la valeur 2. :

3° Attaque frontale. ° :

L'instabilité de la trajectoire rectiligne aura toujours pour con-
séquence une accélération infinic. En cffet nous pouvons sans res-;
treindre la généralilé faire coincider les conditions initiales avec le;
moment ol on inlroduit une petite perturbation. Ceci revient 3,
considérer un angle initial trés voisin mais non égal a 180°. L'engin,
passera alors par une accélération extrémale soit infinie au contact
8i p>2, soit donnée par la formule (11') si p < 2. Celte formulé
donne encore l'infini quand on fait tendre 3, vers 180°, c’est-A-dire
la perturbation vers zéro. -

En résumé la poursuile directe présenle les inconvénients
suivants : -

a) Suppression de toute chance d’inlerceplion quand la vitesse
de I’engin est inférieure A celle de la cible, quoiqu'il puisse se trou-
ver dans une position tactique frontale favorable ;

b) Large domaine d’interdiclion pour la position taclique par
suite des accélérations trop élevées auxquelles I’engin serait soumis ;

¢) Limitation supéricure de la vilesse d’interception au double
de la vitesse de la cible pour la méme raison.

Notons cependant que ces deux derniers inconvénients peuvent
étre éliminés dans une large mesure en équipant l'engin de dis-
posilifs limitateurs d’accélération et d’angle d’attaque.

L’examen de la poursuite directe peut étre complété par une
analyse des trajectoires résultant d’'une manceuvre d'évasion. On a
déja observé qu’une accélération de la cible normale au plan d’in-
terception est sans effet. Si par contre a, n’est pas nul, I’é¢limination
du temps conduit 3 une ¢qualion différentielle .

dh _ h(cosB — p)
- ds . ———';,a,’ —sinf

qui ne peut &lre intégrée que par voie numérique ou graphique
(méthode des isoclines); il semble dailleurs diflicile de tirer des
conclusions intéressantes de ces intégrations. Il est suffisant d’ob-
server que suivant (7') l'accélération subie par l'engin ne dépend
que de la situation géométrique que lu cible a réussi  créer. La tac-
lique que cetle derniére doit suivre quand la distance diminue est
clairement de virer dans le sens convenable pour maintenir 'angle
£ aussi voisin que possible de + 90°.

11.3. Poursuite déviée

Pour réduire Ia rotation de la ligne de visée on peut introduire
un élément de prédiction consistant 4 décaler le vecteur vitesse de
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I’engin d’'un angle 2 dans le scns des positions fulures de la cible.
Si cet angle est maintenu & une valeur constante 2 = «, on a la
« poursuite déviée». - - . ,

Par raison de symétric on peut se borner & considérer des angles
de déviation posilifs et inférieurs & 180°. Nous leur associerons lous
les angles initiaux 2, possibles quoique a priori sculs ceux compris
entre 0 et 180° semblent récllement intéressants comme correspon-
dant A une poursuite avec angle d’avance. ' .

Pour une cible qui ne manccuvre pas, I’équation (6) devient :

h = — Vsin8 + Usina,. (13)

- . Fic. 11-5. : .

Choisissons (fig. 11-5) la définition positive inféricure 2 90°
d’un angle § répondant A I'équation :

Usina, = Vsin®8 ou sin® = psing,. (14)

Cet angle n’existe que si V> Using,. Pour un rapport de
vitesses donné cette restriction implique que I'angle de déviation
soit pris suffisamment petit ou suflisamment voisin de 180°. Si au
contraire Usina, >V, le second membre de (13) est positif quel
que soit £; ceci monlre que l'angle 2 est constamment croissant.
Effectivement la solution que I'on peut établir dans ces conditions
montre que I'engin spirale une infinité de fois autour de la cible.

Ceci juslific la restriction. Moyennant la définition (14) I'équation
(13) devient: ,

hﬁ = V(sinf# — sin 3). (15)

L'angle £ est donc décroissant dans I'intervalle > 2> 180" — 0
el croissant dans l'intervalle complémentaire. Suivant sa valeur
initiale il tendra donc vers 9 ou 360° 4+ 9 et cetle limite sera effec-
tivement atleinle quand la distance tendra vers zéro ou vers Uinfini.
La solution particulitre 3 = 0 est stable, tandis que la solution par-
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ticuliere 3 = 180° — 0 est instable. Eliminant le tcmps par dmsnon
membre 3 membre des équations (15) et

h= V cos B — U cos «, : : (16) .
qui est ici la forme appropriée de (4), il vient:
’ “dh _* cosf—pcosz, . o
A T T " sin2 —sinh dg. (17)

" Celle équation différenticlle s’intégre facilement en introdui-
sant la variable tan

2 °
. k-3 . -k-1
h cos? E— tan _3_ — tan —0- tan —B- — cot -2-
. 2 2 2 2 2 (18)
2 30 _&_ —_ —_ _3L — 0 . ~
h cos tan ) tan o) tan 2 cot 5
ol I'on a posé: :
. ok = pCO8%
T T P cos 8

A partir de ce résultat le temps de vol peut s obtemr par qua-
drature sous la forme

= h[p + cos(2, + B)] — ha[p + cos(a. + {3«»)]
- V(1 — p*)cos 2,

La discussion se présenle alors comme suit :
1° L’angle initial 2, n’est égal ni & 0 ni A 180° — 4.

a) cosa,>>0; comme par définition cos0>0 on a alors k>0.
Si k> 1, la distance tend vers zéro en méme temps que £ tend
vers sa limile slablc 0. Cette condition pour que I’engin atteigne la

cible ne differe qu’en apparence du cas de la poursuue directe car,
en D'explicitant au moycn de (14):

p’cos’a,>cos’d = 1 — pisin’q,

et la condilion est équivalente & p > 1. Celle siluation est celle repré-
sentée a la figure 11-5.

Si k<1, la distance nc peut devenir nulle. Elle tcnd au con-
traire vers I’ ml’im en méme temps que l'angle tend vers sa valeur
limite.

b) cosz, <0 et par contéquenl Lk <O.

Pour ces grands angles d’avance la distance ne peut de nouveau
que tendre vers 'infini.

2° L’angle initial est égal A 0, solution stable de (15).
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-

La rotation de la ligne de visée s'annule ¢t I'engin décrit une
trajectoire rectiligne. Comme
' 'h = Vcos®— Ucosg,
il faut pour que la distance s"annule que cos§ — p cos z, < 0.
Si cos 2, >0, ceci demande & nouveau que p>1 et correspond
A la trajectoire stable EF de la figure 11-5. :
" Si cos2,<0, il n'y a pas de rencontre possible.

3° La rotation de la ligne de visée s’annule cncore pour la
valeur initiale 3, = ¢ = 180°— 0, qui est l'autre détermination
possible de I’équation (14):

h = — Vcos8 — Ucosa,
et la condition de rencontre est :
cos + pcosay, >0,

Si cos2,>0, -p peut prendre n'importe quelle valeur. Ce cas
dégénére pour a, = 0 en celui de l'attaque axée frontalement.
Il est représenté pour p=>1 par la trajectoire rectiligne EF’ de la
figure 11-5. '

Si cosz, <0 la condition de rencontre est équivalente 3 p<1.
Ce cas est représenté A la figure 11-6. Pour la limite de 180° de

Fic. 11-6.

I'angle de dévialion il signific que 'engin se trouve sur la trajec-
toire parcourue par la cible et se laisse rejoindre par elle,

En vertu de la discussion des solutions particulitres de (13)
ces trajectoires reclilignes sont instables. Elles correspondront a
nouveau A des accélérations infinies si, introduisant une petite per-
turbation sur l'angle, on la fait tendre vers zéro.

Il résulte de cette discussion que- les sculs cas inléressants sont
ceux pour lesquels le rapport de vilesse est supéricur A 1'unité et
I'angle d’avance inféricur & 90°. Nous allons voir que la condition
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d’existence d’un angle 9, qui limite encore supéricurcment les
angles d’avance a la valeur.:

sina, = _ll; ' ' (19)

est elle-méme surpassée par une condition plus restriclive prove-
nant d’'un examen des accélérations transversales. Celles-ci répon-
dent ici A la formule : .

: - sin 3 — sin®

a|=UV_ h

Aprds substitution du résultat (18) el quelques manipulations
trigonométriques 1’accélération réduite devient :

= e (b

2 2

(sin E’—g—i)_w‘ (cos #)d_.. . ('2.0.)

1° La valeur iniliale de 1’angle n’est pas une solution particu-
litre. La valeur limile de l'accélération réduite, au contlact, est
alors :

0 ) ‘pour k < 2
. _ : o pour k > 2
'l’u_r:.n. ) 2(sin 3, — sin 8)cos® 0 cos a,

pll + cos(B, + 0) J* pour k = 2

La valeur k.= 2 ne peut donc élre dépassée. Celte condilion
explicitée pour cosa, >0, correspond a la limite supérieure:

2
p= Vm. . (2[)

- La figure 11-7 sur laquelle sont tracées les limites données pai'

P
-(nv%
laccélération
wnfinie av PAS DE
2 contact CONTACT

PAS DE CONTACT

o ' ' 0° * 60° ’ ' 90°
Fic. 11-7.
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les équations (19) et (21) montre la diminution de l'intervalle
utilisable des rapports de vitesses en fonction de 1'angle d’avance.

Pour un rapport de vitesses intéricur 3 ce domaine il est inté-
ressant de rechercher le maximum de I'accélération le long de la
trajectoire. La condition d’extremum :

.

1 da, _ cosf sin3 —sinf dhn

UV ~ " h oo =0

donne aprés subslilution de (17) la condition :

cos3 = -‘%-p cos a, . (22)

Soit A nouveau 3, le plus petit angle positif satisfaisant celte

équation ; comme on a:
-1
cosf, = - Ecosh < cos

cet angle est supérieur & I'angle 0. Dés lors :

a) Si 180°—0>2,>3., l'angle 2 décroissant passe par la
valeur §, et il se produil une accélération extrémale obtenue en fai-
sant 3 = @, dans (20).

b) Si 360° — £,.>2,>180°—0, l'angle 2 croissanl passe par
la valeur 360°— 2, qui satisfait également 3 la condition (22).
L’accélération extrémale s’oblient dans ce cas en fafsant 3 = 360°
— Ba dans (20). s

) Dans l'intervalle restant, I’angle § tend vers 0 sans jamais

s

nd
7 “=3( _vali__xr_l_
. Lzao‘ Pr=64038

2
2 -
1 L
71

/ |
\/ - .\‘. /’1 !

[ ) ®  90° 120°M-9 180

Fic. 11-8.
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satisfaire 3 (22). L’accélération extrémale est alors cellc de Ia con-
dition initiale § = f,, soil:

"n. = %(sin 3, — sinb).

Les maximas absolus des accélerahons réduiles sont reproduits
3 la figure 11-8 en fonclion de l'angle 2, pour la valeur a; = 30° et
le rapport p=1((k=1).

Dans le cas limite k = 2ona g, = 0.

L’accélération réduile correspondant aux conditions initiales
est: ®

Te = gort (sin , — sin ) = I(B,). (23)

Une valeur extrémale correspondant 3 3,, est toujours atteinte
au conlact et répond a la formule simple :

14+ cosh TP roar
" = 10| T3] - @)

Elle est supérieure en valeur absolue a la précédente dans I'in-
tervalle 360° — 30> 3,>0.

Enfin dans 'intervalle 180° — 0 <32, <360°— 8 il y a passage
par la valeur extrémale correspondant & 360° — 0 qui peut s’écrire :

2 2 -
To = 1(3»)[1 T COS(?’. + 0)] (23 )

et posséde manifestement la plus grande valeur absolue. *
Ces résultats sont illustrés pour 2z, = 30° & la figure 11-9.

R
||\

0 [ 90° 1-¢ 180° 27-30 270°  2n-0 360°

Fie. 11-9.
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2° L’angle initial est celui de la solution parllcuhu'e e = 0

La trajectoire rectiligne est stable et les accélérations lendent
vers zéro avec les perturbations sauf si k>2. i

3° L’angle inilial est cclui de la solulion particulitre :
=0 =1800—9.

Il suffit d’observer que méme pour k<2 les ma'\lma d’accé-
lération tendent vers l'infini quand on fail tendre 2, vers celle
valeur particuli¢re pour confirmer le caraclére instable en toutes
circonstances de celle trajecloire recliligne.

En résumé la meilleure utilisation de la poursuite déviée a

partir d'une situation géométrique initiale donnée se présente de la
facon suivanle. A partir du rapport des vitesses suppos¢ compris
entre un et deux on calcule I'angle de déviation maximum ulili-
sable, qui correspond a k = 2, soit :

o
.

4—-p
3 p*
Il lui correspond un angle caractéristique maximum :

sinf_,, = |/ 4;# .

Tant que I'allaque a lieu par 'arritre avec un angle initial @,
inféfieur en valeur absolue 2 8, il est possible de réaliser une tra-
jectoire de collision rectiligne 'stable avec un angle de déviation
inférieur au maximum. Dés que I'angle initial devient plus grand
et-donc certaincment pour une atlaque du coté frontal, il faut
prendre I’angle de déviation maximum, soit sous forme d'un angle
d’avance avec une accélération maximum donnée par la for-
mule (23') ou § = 0,,,,,, soit sous forme d'un 'mfrlc de retard avec
une accélération maximum donnée par (23") ol 3, sera remplacé
par — B, et 0 par 0,.,.

Au fur et & mesure que 'on se rapproche d’une attaque axée
frontalement la distance de sécurité devient imporlanle. Notons
aussi sur la formule (3) 'apparition d'un nouveau danger quand
I'angle est proche de 0 ou de 180" et que la cible tente une
manceuvre d'évasion hors du plan de poursuite.

sin Xy =

11.4. Poursuite sous cap constant

Il résulte de 1’étude précédente que les trajectoires de collision
obtenues par un décalage approprié de la poursuite ne sont pas
toujours stables si I'angle de dévialion est maintenu constant. Relra-
vaillées en fonclion de I'angle 2, les conditions dc stabilité sont :

1< p=|1 4+ 3cos* by, cos 2, >0.
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On peut envisager une utilisation plus systématique des trajec-
loires de collision en supposant réalisé un asservissement 4 zéro de
la rotation de la ligne de visée. La droile joignant la cible & 1’engin
est alors assujettie & se déplacer dans I'espace paralltlement a clle-
méme. Cette solution n’est qu’un cas particulier du guidage par
faisceau (beam-rider) dans lequel le foyer de rotation du faisceau
serait rejeté A I'infini. Il cst alors intéressant d’examiner & nouveau
les conditions d’existence de ces trajectoires cn fonction .des don-
nées initiales. '

Etlablissons par rapport & la trajectoire de la cible le lieu des
positions de I'engin qui donnent lieu & rencontre aprés un méme
délai At. Ces lieux présentent une analogie complite avec les fronts

Fic. 11-10,

de perturbations émises par la cible et qui seraient propagées avec
la vitesse de 1'engin. :

Pour obtenir une interceplion aprés un délai At donné il faut
amener l’engin sur une sphére de rayon UAt cenirée au point
futur F, dont la distance a la cibde est VAL.

1° Soit U>V (fig. 11-10).

Les sphéres sont intérieurcs 1'une 4 1'autre. Par chaque point
de I’espace il passe unc et une scule de ces sphéres. Quelle que soit
la position relative des mobiles il existe une trajectoire de collision

et elle est unique. Par I'analogic acoustique on pourrait appeler ce
cas le cas subsonique.

2° Soit U<V (fig. 11-11).

Il est encore possible d'intercepter une cible plus rapide que
I’engin & condition de pouvoir amencr ce dernier & 'intéricur d'un
cone d’inlerceplion axé sur la trajectoire de la cible et dont le demi-
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angle d’ouverlure vers 1'avant p est une fonction du rapport des
vitesses :

: sing = p.

Fic. 11-11.

Ce cOne est 'enveloppe des sphéres d’égal At. Par toule posi-
tion de I'’engin 2 l'intéricur du cdne d’interception passent deux
sphéres qui correspondent & deux trajecloires de collision possibles.
Si Pengin est situé sur le cdne d’interception les deux solutions sont
confondues ; quand il est en dehors’il n’y a plus d’interception pos-
sible. On peut appeler ce cas le cas supersonique ou s'applique la
régle analogue des signaux interdits.

Une interception a délai inféricur & At implique un poinlt
futur F' anltérieur & F,, or on a géoméltriquement :

EF' _ |sin3] _ EF, _ |sinB| , o
CF = sind ~ CF, — wsina O & <z2<90%

Par conséquent méme cn se dirigeant en ligne droile vers [/
I’engin est en retard sur la cible ; a fortiori quand il rejoint ce point
par une trajectoire courbe. EF, représenle done la trajectoire d'isi-
terception brachistochrone. La méme démonstration est applicable
i la trajectoire EF de la figure 11-10.

Par contre dans le cas U < V la trajecloire EF, est celle du délai

maximum car, pour un pointl I’ i droite de F, on aurait encore :

EF” EF, "
4 o e q 0
— 7 2~ ciarict 2 2> 90°,
CF” - CF, >>
Par contre pour un point futur situé entre Fy ¢t I, U'engin peut
clfectuer unc interception suivant une trajectoire incurvée,
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L'hypothise de 'asscrvissement 1 = 0 ou ' .
Usine = Vsin o (24)

permet un calcul facile des relations entre accélérations des mobiles
en cas de manccuvres d’évasion. L' équahon (3) devient:

z. = z, (23)
et les équations (6) et (7): v
= V3 = Ua. A (26)
Dérivant (24) par rapport au tcmps et substituant (26) il vient :
= g, % B
M= % osa (2?)

relation qu'une nouvelle ulilisalion de (24) transforme en:

l—psma._ L — sin®P

a = a —_
! o A O sm’?o

Si le rapport des vilesses est supérieur & I'unité 1’accélération
que doit prendre I’engin en réponse a celle de la cible lui est donc
inférieure. Dans ce cas la manceuvre d’évasion la plus génante est
I accelératxon normale au plan d’mterccphon qui n’entraine malgré
tout qu’'une accélération égale pour I’engin [cquatlon (29)]:

Si le rapport des vitesses est inférieur A ’unité fixons-nous une
limite supérieure r au rapport des accélérations :

Z—: =r (28)
il faut alors que : : .
QY O Gt (29)
. r=p '
Quand on fait tendre r vers l'infini il vient : .
: " sin’2 < p°,

c’est-d-dire I'intéricur du cdne d’interception. En effet sur le cdne
méme a = 90° et, suivant (27), I'accélération de ’engin devient
bien infinic. Pour une valeur finic de r, nécessairement supcncure
a I'unité, I'équation :

p'(rr—1)

.r:_p:

représente la surface d’un céne intéricur au cone d’ interception que
nous appellerons le « cdne limite d’accélération ».
Par exemple pour p = 0,6 et r = 2 la demi-ouverture de ce

sin* 3, =

(30)
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cdne est de 33°, celle du cdne d'interceplion méme étant de 36°524.
Il est cependant insuflisant de considérer I'interception comme assu-
rée du moment ou l'engin se trouve A l'inléricur du cdne limite
d’accélération. Il faul tenir compte d’une manccuvre soulenue
d’évasion de la cible entrainanl avec elle son cone limite el qui
risque d’en faire sortir I'engin. Le domaine de sécurité est alors un
fuseau tangent a 'unc de ses extrémités au cone limite. Son calcul
peut ¢tre abordé comme suil. ’

Transformons l’équation (4) -par (24):

};;‘:Vcos?iU%Vp’—sin’p oo

-ou le signe + correspond i l'interceplion & long délai (2> 90") et
I’autre signe au délai minimum (z < 90°). Supposant une manccuvre
soutenue de la cible & accélération constante,

B =3,

une conslante, et I'intégralec de 1’équation précédente s’écrit :

V2 8
.h-ho=L(sinﬂ—sin{3‘,)iﬂfVp’—sin’@ d3.
a, Paz Ja,

Pour une accéléralion posilive, correspondant 4 des angles
croissdnts, la position la plus défavorable de I'engin se produit pour
les angles B, supérieurs & 180°. Par raison de symétrie il est sufli-
sant de considérer ce seul cas. Posons alors :

8 = 180° + ¢.

Ce nouvel angle est mesuré en faisant tourner le vecteur CE
dans le sens positif vers le vecteur vitesse de la cible. La limite du
domaine de sécurité est oblenue quand l'engin atteint le bord du
cone limite au moment ol la dislance devient nulle. Faisant par
conséquent h = 0 et ¢ = ¢, dans I'équation précédente ou,

sing, = |/%”?—p’_l)

il vient en coordonnées polaires (h,, ¢,) ’équation de la courbe
méridienne du fuscau de sécurité :

h,a. S —_ '
= Y = qi i - 3 in3
— i = — % = sin 9, — sin ¢, - L l’P —sin’o d? .

"

Pour ramener lintégrale aux intégrales ellipliques tabulées,
effectuons encore le changement de variable :

sin = psinw.
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11 vient en définitive:
S = sin?,—sin%i[E(p,(.,“)—E(p, "’I)] )
' (1 = p) [F(p, ©)— F(p, w,)]

- do’
F(p, =
(P, ©) j: 'Vl-—-p’sin’u
E(p, w) = L.Vl — p*sin*w dw

sont les intégrales elliptiques de premitre et de seconde espice de
module p ; tandis que w, et w, sont les plus petites définitions posi-

tives de:
sinw, = 1 sin ¢ sin vm = I/.——l
° P ° » ! r* — p’ )

0, ) g So\__
Q V& ——
god
rd
02 /
ol /

o
2
7
4
\_
———
R

O IIII

Fic. 11-12.

»

La figure 11-12 monlre les fuscaux correspondants aux valeurs
1

p= _V2= et r = 2,185. Le grand fuseau est celui du délai d’inter-

ception minimum,. .

Dans le cas limite U = V la famille des spheres d’égal délai
est langente en C au plan perpendiculaire & la vitesse de la cible. Ce
plan remplace le cdne d'interception. Une des possibilités d’inter-
ception & cap constant dégénére en 2 = 3 el son dé¢lai devient infini.
L'engin suit dans ce cas une trajectoire paralltle A la cible et reste A
=?' xpégne distance. Autrement dit le point futur F, est rejeté 2

infini.

Dans I'autre possibilité « = 180°— 8 et il en résulle qu’en
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valeur absolue le rapport des accélérations est toujours égal a
I’unité. Lors d’'unc manccuvre d’évasion soutenue il subsiste le dan-
ger de voir I'engin traverser le plan qui limile ses possibilités d'in-
terceplion. Ici 1’équation (4) devient:

h = 2Vcosp )

et son intégrale pour une accéléralion constante de la cible:

v . . o V2 .. .
h—h, = 2E(sm§—sm{30) = ,.E(sm?,—snn?).

Le domaine de sécurilé sera délimité par la condition qu’au
moment du conlact I'angle 7 soit égal a 90°. L’équation de la courbe
méridienne devient :

¢, = .2(1 — sin ;).

Il s’agit donc d'une sphére faisant .partie de la famille des
spheres d’égal délai. C’est la forme limile prise par le fuseau asso-
cié au délai minimum ; le fuseau associé au délai maximum dispa-
rait progressivement quand on fait tendre lc rapport des vilesses
vers l'unité. o
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' CHAPITRE XII

' i
. BALISTIQUE EXTERNE. TBAJECTOIRES OPTIMALES
i ,

12.1. Etablissement d’un principe variationnel

La recherche des trajectoires de fusées jouissant de propriétés
extrémales donne lieu 3 une variélé de probltmes intéressants.
Parmi ceux-ci, seuls ceux des trajectoires & minimum de consom-
mation retiendront ici nolre altention. Leurs caractéristiques résul-
tent, d’'un compromis entre plusicurs exigences contradictoires.
D’une part, si la trajectoirc se termine par un gain d’altitude, 1'in-
térét d’une consommation rapide du propergol en vue d’éviler une
dépense inutile d’énergie polenticlle ; d’autre part le bénéfice d'une
réduction de vitesse dans les couches denses de 1’atmosphére afin
de minimiser I’énergie dissipée par la :
trainée. -

La variation avec l'altitude z de
la masse spécifique p de I’'atmosphere
jouera donc un roéle essenliel dans le
profil des vilesses de cetle trajectoire.
Sur la figure 12-1 (v. ci-apres, p. 356),
cette variation est représentée pour
une atmosphére type jusqu’a l'alti-
tude de 25000 métres. :

Si M désigne la masse inslantanée Fic. 12-2.
de la fusée, V sa vitesse, 0 son angle
d’élévation, P la poussée et R la trainée, 1’équalion intrinstque du
mouvement selon la tangente i la trajectoire sera (fig. 12-2): -

A[%:P—R—A!gsinﬂ. (1)

Dans cette équation le facteur cosa qui affecte en réalité le
terme dd 4 la poussée sera assimilé A I'unité, 1'angle d’attaque aéro-
dynamique élant suffisamment petit.

La masse M est variable et le débit massique de propergol lui
est reli¢ par I'équation :

dM
= ——3r - (2
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La poussée a pour valeur:’
P = qc 3)

ou la vitesse effective ¢ d’éjection (') des produils de la combustion
tient compte des écarts d’adaptation de la tuydre aux conditions de

(") La vitesse effective d’¢jection est notée ¥, dans les chapilres précédents,
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pression A la sortic et est unc fonction supposée connue de I'al-
titude. ' ‘

La tratnée est une fonclion R(z, V, L) de la vilesse, de la por-
tance L ct de I'allitude. Sa dépendance de I'allitude inlervient prin-
cipalement 4 travers la fonction z(2).

La portance intervient encore dans 1'équation intrinstque sui-
vant la normale 2 la trajectoire :

MV-g—g- = L—Mgcosh 4 Psinz.

.

La relation entre la portance et 1'angle d'atlaq'ue'peut généra-
lement s'écrire sous la forme :

L = L.,(z, V)sina

ce qui permet d’écrire la deuxitme équation intrinstque.sous la
forme :

L N
MV = Mgcosd + L(l + Lz, V)) . (4)

L’éliminalion de la portance entre cette équation et l'expres-
sion de la trainée conduil & considérer celte dernitre comme une
fonction compliquée R(z, V, 0, §, P, M).

S’il est permis de réduire la trainée & une fonction R(z, V)
indépendante de la porlance les problémes sonl considérablement
simplifiés. En fait, il est alors permis de se passer entitrement de
I’équation (4) dont le rdle se réduit ultérieurement au calcul de
la portance requise pour suivre les trajecloires idéales trouvées, ce
qui permet d’établir le programme des braquages de gouvernes i
réaliser. o

La trainée due A la portance peut ¢&tre réintroduite ultéricure-
ment, soit par une perlurbation de la trajecloire oblenue en pre-
mitre approximation, soil, de facon plus grossitre, en majorant le
coeflicient de trainée directe pour tenir compte d'une moyenne de
la trainée induite. Il apparaitra d'aillcurs (ue dans un certain
nombre de cas des segmenls de trajecloire sont effectivement décrits
sans portance et ne nécessitent pas de correclions.

Au systtme précédent, il faut enfin adjoindre I'équation du
gain d’altitude : :
dz

dr

Aprés élimination de la poussée par I'équation (3), les équa-
tions (1), (2) et (5) constituent un systitme différenticl gouvernant
les fonclions inconnues V(2), q(2), M(2), 0(z) et t(2).

En général, I'équation unique oblenue apres élimination de
deux des fonctions inconnues permet de poser un probléme varia-
tionnel conduisant A certaines trajecloires optimales.

= Vsin¥. - (5)
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Eliminons par exemple dt enlre (1) et (3), il vient:
M(VV' 4+ g)sinh = gqc—R (6)

ot l'accent indique la: dérivation par rapport i I'allitude.
Climinant de mémic dt entre (2) et (3):

q= —Vsinbar. 10
Eliminant enfin sin ) entre (6) et (7):
af _ _aVV +9)

i M= T V(ge—TR) % ®)

" Soient M, et M, les valeurs de la masse au point initial 1 et
final 2 d’une trajectoire ; par intégration de (8) il vient: .

M, ,
logu g = f. (4 + BY)de | 9)
ot o ’ ,
- 19 =1
A(z, V) = 7V(gc —R) B(z, V) = Gc—R (10)

L’équation (9) montre que, la masse initiale élant supposée
connue, la masse finale est une fonctionnelle dépendant du profil
des vitesses V(z) et du profil des débits ¢(z) le long de la trajectoire.
Les profils qui rendent la masse maximum, c’est-a-dire la consom-
mation minimum, correspondent au minimum de celle fonction-
nelle et peuvent donc en principe élre obtenus par le calcul des
variations. )

Dans le cas général les fonctions V(z) et q(z) sont varides indé-
pendamment ce qui impose une solution ou la poussée du jet doit
finalement ¢tre réglée suivant une loi idéale résultant du calcul. Ce
type de probléme sera examiné dans unc deuxitme parlie.

Le réglage de la poussée dans un moteur-fusée est d’une réali-
sation délicate et susceptible d’augmenter sensiblement le poids
mort de l’engin. Aussi cst-il intéressant d’examiner au préalable
le cas particulier ol la fonclion ¢(z) est une donnée a priori résul-
tant d’un fonctionnement naturel du moteur. La variation est alors
appliquée uniquement & la fonction V(z). Si le débit reste constant,
la trajectoire & minimum de consommalion est également décrite
dans un temps minimum car & chaque instant :

M= M —ql

et une croissance monotone du temps entraine une décroissance
monolone de la masse. Ceci reste vrai si le débit est une fonclion
imposée du temps :

t ’ )
M= M.-f q(hydt .
[

Ce type de probléme, ot la trajectoire & consommalion mini-
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!
mum cst aussi brachistochrone, requiert pour sa solution l'inter-
tervention d’un multiplicateur de Lagrange susceplible d'éliminer
la liaison non holonome entre le temps ct I'altitude ; il ne scra pas
abordé ici. :

12.2. Trajectoires @ consommation minimum,
Débit connu en fonction de Paltitude

12.21. La courbe singuliére

.

Etudions d’abord le cas particulier d’un débit connu en fonc-
tion de I'altitude. La variation de I'équation (9) livre:

3 . )
. f [(Ay+ByV)SV 4+ BEV]dz = 0
1 -
et, intégrant le dernier terme par-parties : ' -

. :
[B3V] — [ (B — Ay — ByV)&Vdz = 0.
: ' ot
Le terme aux limites disparait avec I'annulation des variations
aux limites. Des condilions aux limiles naturelles du probléme
consistent donc i imposer les points terminaux (z,, V,) et (z,, V)
dans un diagramme représcentatif (z, V) de la trajecloire.
Notant que la dérivée par rapport a 1'altitude est:

B = B, + V'By

I’équation d’Euler du probléme qui doit fournir la trajecloire extré-
male est: : )

| "B, —Ay = 0. oD
Suivant les définitions (10), elle pcut prendre la forme:
(y _39;. - g—aa—v-)‘b(z. =0 (12)
ol | '
@, V) = T | (13)
. (gec —R) _

Au lieu d’'une équation différentielle du second ordre qui per-
mellrait par ses conslanles d'intégration de satisfaire aux condi-
lions aux limiles V = V,, V, pour z = z,, z,, on obtient seule-
ment une relation implicite cnlre la vilesse el des fonctions connues
de I'altitude.

Dans le plan (s, V) cetle relation implicile peut se trouver satis-
faite sur une ou plusicurs branches de courbe. Le cas ou la loi de
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trainée est pr0porl|onncl|c au carré de la vilesse est particuliére-

ment simple car alors :
’

R=KpV R, = %n VR, = 2R (14)

et I’équation (12) devient équivalente & I’ annulauon d'un trindme
du second degré en V? dont la solution pcut s'éerire :

(5 - v Sl 23 (-0

ou I'on a posé : vi=_PF 16
* 7 3Kp ( )
, une vitesse de comparaison, variable
v / avec l'altitude, dont la signification
e sera dégagée par la suile.
I . La solution (15) peut fournir
_- 2 deux branches de courbe. La branche
Cd
| _-- ! supcrieure, correspondant au signe —
' est normalement imaginaire, car, en
P>R ! régle générale, ,
.ﬂ.>_t°_
7

Ce dernier quotient est négatif
dans une almosphu*e type. Il varie par
exemple de — 0,096 & — 0,122 (km)™
entre O et 11 000 m et prend la valeur
constante — 0,1557 (km)~™" jusqu’'a
25000 m. Une baisse relalive de débit
aussi importante constituerait un cas

: exceptionnel. Notons aussi qu’en géné-

[V P S P
L) R Lt

c . S
Fic. 123, ral —~ =0, par suite de la diminution

de la pression & la sorlie de la tuyere.

La branchc inféricure correspond au signe +, clle partage le
plan (~, V) en une région inféricure pour I.lqncllc B.—Ay>0 el
une région supéricure ot le sens de cette inégalité est renversé.
Nous appcllcrom cette branche la courbe %ln"ulu re et désignerons
la fonction qui lui correspond par V(2) (ﬁf' 12-3).

Dans les condilions précitées Vs <V, el par conséquent la
courbe P = R, soil V = l'i- V, est tout entitre dans la région supé-
ricure. Le long de V' »(z) ona donc P>R.

On lrou\c aussi en prenant la dérivée Io":\rnlhmlquc de (16):

L:___P' 9'_‘1'_3_ <
i e b U

ct il en résulte que V> 0.
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Il résulte alors aussi de I'c'q’ualion (6) que le long de V,(z):

"P—R
M(VsVs'+9)>o.

Pour que la courbe singulitre corresponde 3 une trajectoire
physiquement réalisable il faut encore que le dernier quolient soit
inférieur a I'unité. Il s’agit alors d'une trajectoire de montée, dont
la représentation dans le plan (z, V) esl nécessairement décrile dans
le sens des altitudes croissanles. Si le poids de la fusée est faible,
comparé A la poussée, celte trajectoire peut devenir verticale puis
perdre son sens physique. A ce moment on peul en inférer que la
meilleure trajectoire reste une montée a la verlicale. Si 1'on tient
comple de la variation du coeflicient de trainée K avec le nombre

sin O =

de Mach a:,z) [ot a(z) est la célérité du son] et le nombre de Rey-

nolds ‘(,:) [ou I est une dimension carﬁclérislique de ’engin et
v

v(z) la viscosilé cinématique] la courbe singulitre doit étre calcu-
lée a parlir de la relation (13) par titonnements mais les conclu-
sions sont qualitativement conservées.

12.22. Les trajectoires minimales

La trajectoire représentée par la courbe singulitre ne passe
qu’exceptionnellement par les points terminaux donnés. Le pro-
bleme de la trajectoire extrémale joignant deux points quelconques
du plan représentatif reste donc entier. On peut soupgonner que
I’élimination de la variable sin 8, dont les valeurs réelles ne cou-
vrent qu’un intervalle limit¢, conduit & masquer 1’existence d’autres
branches d’extrémales (ue la courbe singuliére. Ces autres branches
ne peuvent d’ailleurs correspondre qu’aux valeurs limites elles-
mémes sin® = + 1, c’esl-d-dire les trajectoires verlicales ascen-
dantes ou descendantes. :

Une confirmation de cette inluition peut étre oblenue en for-.
mulant un autre principe variationnel pour le minimum de con-
sommalion, ou la variable sin 8 est conservée et sa varialion rendue
indépendante & I'aide d'un multiplicateur de Lagrange. Un tel prin-
cipe a été construit par Cicala et Micle [1] dans le cas d’une masse
totale constante (cffet de Ia consommalion négligeable) et sa géné-
ralisation au cas d’une masse variable est aisée. On trouve effec-
tivement qu’une autre famille d’extrémales est fournie par la con-
dition cos® = 0.

On aboutit & la méme conclusion par des considéralions basées
sur la variation seconde de I'équation (9) [2].

Le principe de la démonstration qui suit est dd A Micle [3],
qui V'avail dé¢ja appliqué antéricurement au cas d’un aérodyne de
massc constanle [4].
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Considérons (fig. 12-3) un point initial 1 situé¢ par exemple
au-dessus de la courbe singulitre. Partant de ce point avec une
masse initiale déterminée on peut rejoindre la courbe singulitre
en 1’ au moyen d’'un segment représenlant unc montée 2 la verli-
cale. Parcourant ensuile un sc"mcnl de la courbe singulitre on
peut, suivant la position du pomt 2, reprendre soit une monlée A
la verticale soit un piqué 4 la verticale. Par suite de la variation
continuelle de la masse tolale, I'endroit ou il faut quitter la courbe
singuliére pour atteindre le point 2 est & déterminer par titonne-
menh. Nous devons montrer (uec celte association de segments cons-
titue la trajectoire minimale.

Notons immédialement (ue par la nature des choses il n’est
pas possible d’atlcindre un point 2 situé en dessous du segment
représentant unc monlée a la \crtnc.lle issue de 1. Une telle tra]ec-
loire sera donc minimale pour un gain d'altilude spécifi¢ avec une
vitesse initiale donnée et une \ltcssc terminale minimum. D’autre
part si les points 1 et 2 sont tres rapprochdés, la trajectoire extrémale
peut ne pas comporter de segment intermédiaire de courbe sin-
gulitre.

Soit (fig. 12-3) une trajectoire de comparaison ph\'anuemenl
possible entre les points donnés. Soit M, la masse terminale obtenue
le long de I'extrémale 11'2'2:

A[ 22

log. - M, =) A(\l: + BdV .
Sojt M,* la masse terminale de la trajecloire de cpmparaison :

o M, o
. loggrt = J;Ad-+BdV.

Soustrayant la premitre relation dc la seconde :

A'; —_— - L > s
tog, 475 = 95 Ad: + BdV = ff (B, = Av)dzdb

ol l'intégrale curviligne est décrite sur le contour fermé obtenu
en cheminant de 1 4 2 suivant le chemin de comparaison avec
retour le long du chemin extrémal. La transformation en intégrale
double par le théortme de Stokes permet de se rendre compte du
caractere essenticllement positil du résultat. En effet les boucles
décrites sous la courbe singulitre, ou la quantilé intégrée est posi-
tive, le sont dans le sens posnllf "Celles décrites au-dessus de la
courbe singulitre lc sont dans le sens négatif, mais comme la quan-
tité mlc"rcc v esl aussi négative, la contribution & 'intégrale double
reslc positive. Par conséquent :

log, M= ,;‘1'1 S0 Mo <M,

ct la consommation le long du chemin de comparaison cst tou-
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jours supéricure. Comme telle la démonsiration de Micle est incom-
plete. Elle n’établit pas que la nature des scgments de raccord est
précisément telle qu'unc trajecloire de comparaison ne pcut les
traverser pour former des boucles A contribution négative. Ce fait,
presque évident pour le cas d’'une masse totale constanle, devient.
d’une vérification plus délicale quand la masse est variable. En effet
les limites d’orientation d’un élément de trajectoire (dz, dV) phy-
siquement réalisable (—1 <<sin0 < +1, dt>0) dépendent de
cetle masse. :

Cette démonslration complémentaire qui est facilitée par un
changement, par ailleurs intéressant, du plan de représentation est
présentée en appendice.’ '

12.23. Relation entre la courbe singuliére
et la théorie de la meilleure vitesse ascensionnelle

La courbe singuli¢re posséde une inlerprétation énergélique
intéressante qui la relie & la théorie classique quasi slationnaire de
la meilleure vilesse de montée. L

Des considérations énergéliques (rés paralleles ont d’ailleurs
amené la découverte d'une courbe singulitre analogue dans les pro-
blémes brachistochrones ou 4 consommation minimum des avions
de masse constante par plusicurs auteurs [3], [6].

Formons une équation d’énergie en éliminant I'angle d’éléva-
tion entre les équations (1) et (5): :

de _ V(P—R)

_ - " S (18)
ol : . _
e=-%-V’+gz . (19)

est I’énergic spécifique totale. :

A une altilude et pour une masse lotale donnée la vilesse de
vol pour laquelle I'accroissement instantané de I'énergic spécifique
totale est maximuin s’oblient par la condition :

. -:T[V(p— R)]=0. (20)

Si le coeflicient de trainée de la formule .(14) peut &tre consi-
déré comme indépendant de la vilesse il vient :

P=3R

el celte vilesse de vol est alors celle donnée par la formule (16).
Si les variations de K avec le nombre de Mach et le nombre de
Reynolds sont prises en considération la condition (20) doit de

nouveau étre résolue par titonnements pour délerminer la valeur
exacte de V,. :
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Il importe de savoir dans quelles proporlions l*accroissement
d’énergic spécifique optimum sc répartil entre la forme polenticlle
et la jforme cinétique. La fraction dévolue i I'énergic polenticlle :

. _ . gdz _ V' V: -1

= vav yga = (1 =)

est facile A calculer dans I'hypothése d’un cocflicient K constant ;
il vient alors en utilisant (17):

) N
fe = TEE - (21)

-9
Pl PI .

(7)-(%)

V.* est une vilesse de référence qui ne dépend que de la loi de varia-

tion de la densité atmosphérique et de 1a loi de variation de la
poussée en fonclion de I'altitude. Par conséquent :

ou

l‘ l,l.='—V':."’ V.'z

(22)

1° Si V., < V,*, la presque totalité de I’excédent de puissance
utile est converlie en énecrgie polentielle. La vilesse de vol V, est
alors réellement une meilleure vitesse de montée. Le principe (20)
qui sert 4 la calculer est d’ailleurs classique dans la théorie des per-
formances ascensionnelles des aérodynes. Dans cette théorie il a été,
_jusque fort récemment, d’usage de considérer ce vol de monlée
comme ‘stabilisé. Ceci revient 3 poser d’emblée un probltme uasi

= . . . . . dV .
stationnaire ou l'on fait a priori TR 0, ou encore i considérer

la montée dans une atmosphere 4 densilé conslante ce qui fait 2
la fois P = 0 et ¢/ = 0 et rend la vitesse de référence V,* infinie.
Notons que dans celte théorie I'application du principe (20) est
encore compliquée du fait que, contrairement au cas du moleur-
fusée, les groupes motopropulseurs ulilisant 1’air atmosphérique
pour la combustion et la réaction produisent une poussée qui peut
dépendre de la vitesse de vol.

2° Si V, est du méme ordre de grandeur que V,* une grande
partic de la puissance est convertic en éncrgie cinélique ct V, n’est
plus une meilleure vitesse de montée. Les limites de la théorie quasi
stationnaire sont alors clairement dépassées. Ceci explique pourquoi
le probléeme de la montée optimale avec énergie cinélique terminale
limitée fait intervenir une aulre vitesse optimale V.

La différence entre les deux théories dépend quantitativement de
la vitesse de référence V,°. Si la poussée se mainlient constante cette
vitesse ne dépend plus que du type d’atmosphére el sera alors nolée
simplement par V,. Pour 'utmosphtre type de la figure 12-1, par
excrmple, cetle vitesse est légérement inférieure i toule altitude A
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la célérité du son. La vitesse de référence V,* peut devenir beau-
coup plus grande et les limiles de la théorie quasi stalionnaire élen-
dues d'autant quand la poussée décroit avec I'altitude. On peut
s’allendre dans ce cas & ce que les vilesses V, el ¥V, deviennent sen-
siblement égales. En effet il résulte de la formule (15) par exemple

u . A
qe V3= Vc ) :
si -
= -g'—-—3£.-
° c
ou : . '

= +‘——-2—
P ¢ )

La vitesse de référence est alors imaginaire si c_> 0.

a
q
P __af
P

Cependant dans les conditions normales indiquées lors de la
discussion de la solution (13) elle est toujours réelle. -

Dans le cas particulier ot ¢/ = 0, la formule (15) se met sous
la forme particulierement simple :

Vo — A
s —
4/ V. \

qui montre bien que V, lend vers V, quand le rapport

(23)

v,
tend

. ve*

vers zéro.

Le fractionnement de I’accroissement d’énergie dans une mon-
tée optimale a vitesse V,: ’

Vs Vs')"
=14+ ==
k ( g /.

est d’'un calcul assez laboricux dans le cas général. Simplifiant

d’abord le probléme en supposant la vilesse effective d’éjection
conslante on peut écrire :

(“,’_S) =S-1+m (23)

k= |/l-|--§-p.’>l.

Admeltant ensuile que V,* reste conslanle, ce qui revient & sup-

. e . . P
poser une variation cxponenticlle du quolient —E- , on trouve:

2k
]S = m‘ > !e . (210)
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Dans ces conditions le rapport de la trainée & la poussée devient :
KpVs* _ KpV.? _1_( Vs )’ _ k=1

.

| gc - ge w\Vr 7w
et par 1'équation (6) le rapport poussée/poids :
- qc __ sinfs 1 = sin o2+ 2k)
Mg ~ T fs 1—(-“_) R ey
qc

Pour sinf, = 1 cetle formule donne la limite supéricure du
rapport poussée/poids pour lequel la trajecloire singulitre devient
verticale avant de perdre son scns physique.

6
b
5 1 (V. V,) 3,8\ .
4 ‘ N 'é./ ///
1 V
3 > 1 %
// 7 a|
1=
- 1 . ve/'v';
_ 0 2 3 & 5 6 9 10 11 12
‘ Fic. 124. ‘

La formule (23), l'inverse de [, tel qu’il résulte de (2la), et
cette valeur limite sont illustrées A la figure 12-4.

La comparaison la plus révélatrice entre les conceptions con-
duisant aux deux esptces de vilesses oplimales est obtenue comme
suit. Mettons I'équation d’éncrgie (18) sous la forme:

de _ V(P—R) _ 1 ,
qdt — qM T Mo - (2

ot la fonction @ est définic par (13). Elle exprime alors 1'accrois-
sement d’'énergie spécilique par unité de consommation a I'altitude
considérée et non plus par unité de temps. Ceci est dans un rapport
plus logique avec nos considérations de minimum de consomma-
tion mais ne change pas le caleul d’une vitesse optimale V, car le
débit ne dépend que de I'altitude. Le principe :

_9_(1 _
v ’«F)“"
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ou encore :

ab(z, V)i _ .

est donc entitrement équivalent & 1 équation (20).

Supposons maintenant qu’au moyen de la définition (19) 1’al-
titude soit éliminée dans P qui devient ainsi une fonction P (V, e).
La dérivée particlle de celle nouvelle fonction par rapport & V ne
donne plus le méme résultat que’(25). Mais, comme dans celte
dérivée parliclle ¢ esl maintenu constant :

" de = VdV § gdz = 0

et donc: : : l
oP(V,e) _ adb(z, V) + odb(z, V) dz
1% . F1% 0z dv
: _ (2, V)V ab(z, V)
- v g oz

Une cofnparaisoln avec l'équation (12) monlre alors que le
calcul de V, répond au principe aussi simple que (25):

®
. a_f,,“’,_fl =0. (26)

1l consisle A rendre maximum 1'accroissement instantané d’éner-
gic spécifique par unité de consommation, I'éncergie méme étant
maintenue constante. :

12.3. Optimisation du débit
12.31. Le probleme "variationnel

Nous recherchons ici le meilleur programme de consommation
du propergol et la meilleure trajectoire pour passer d’une allilude z,
et d’une vitesse V, & une allitude z, el une vitesse V, avec un mini-
mum de consommation totale.

La réalisation pratique du programmec pcut présenter des dif-
ficultés insurmonlables mais les indicalions fournies n’en seront
pas moins précicuses pour la conceplion d'un engin eflicace.

En principe le probléme est résolu en annulant la variation de

la fonctionnelle (9) ou les fonctions V(z) et q(z) seront variées
indépendamment.

Unc des équalions d’Euler de ce probldme cst connue, c’est
I'équation (11) du probleme précédent. L’autre, résultant de la
variation du débit et retransformée par 'équation (6) ‘est :

—-R 1
qc— IR MVsinf

A+ BV = =0.
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11 esi cluir qu'elle ne peut élre satisfaile & moins d’annuler la
vilesse ou de rendre le débit infini. Ce résultat sembler marquer -
une impossibilité & trancher par un compromis la_contradiction
entre I'exigence d’un allégzement rapide (débit infini) et celle d'une
dissipation minimum d’¢énergie par la trainée (vilesse nulle). La
solution impliquant une vilesse nulle est évidemment 2 rejeter.
D’autre part pour un débit croissant et une masse totale donnée on
a vu que la tezjectoire singuliere de I'éqentior -+ se redresse pro-
gressivemen! pous deveair verticule prt a 1 est Lorique
d'en jai rer e Ja traf loire physigus ~ kb oplimisa-
tion du ¢ébit est verlicale, Mais alors Paiiphe o eievation conservant
sa valeur limite de 90" r’est plus une variabhlc ot introduit une liai-’
son différenticlle supplémenlaire enlre les fonctions q(z) et V(2).
Ainsi les équalions d’Euler oblenues en considérant les variations:
de ces fonctions comme indépendantes sont & rejeter. En d'autres
termes l'élimination de 'angle d’élévation dans expression de la
fonctionnelle nons a de nore- vy conduit & une situation physique-
ment imaginan. : : :

La conservation de Vangle d’élévation dans une fonctionncelle
avec multiplicateur de Lavr-nee du type déji signalé confirme cetle
argumentation. Tsien ct | [7] ont abordé direclement le cal-
cul pour une trajectoire veiucale en couservant le temps comme
variable indépendanle ce qui alourdit considérablement le calcul. La
méthode suivante conduit rapidement au résullat correct. Apres
I’élimination du temps conduisant aux équations (6) et (v), gardons
sin 0 comme variable mais éliminons plutot ¢(z) ce qui livre I'équa-
tion différentielle du premier ordre en M : '

cVsin M +(VV + g)sin M = — Kz V2, (27)

En résolvant celle équation avec la condilion aux limites
M = M, pour z = z; nous pouvons obtenir M, sous forme d’une
fonctionnelle des deux variables V(2) et 0(z) indépendantes. Celte
fois les solutions extrémales oblenues e variant ces fonctions pour-
ront toujours ¢tre interprétées, la fonetion ¢liminée pouvant prendre
toutes les valeurs réellc  Seules les =olutions gui eccaduiraient it des
valeurs” négatives du dbit seront & vejeter cosame physiquement
irréalisables. 11 est plus «im:le d'iuverser les apéritions en prenant
d’abord les variations - (27) puis e intégrint Vequation diffé-
rentielle en ¢M qui en 1ésuile :

V' + -f-/- .
A’ + —C—SM = 3S (28)
ou, nous bornant au cas d'un cocflicient K indépendant de V'
se _ SgM  Kg ao Moo KaVooo o
¢S - ‘ St (T—S—i-l;o )Ol —_ T (6‘ ) + csinih cos 1chH . (...))
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L’intégration de (28) donne:
]
E(V, V', 2)8M; = &M, +f EV, V', 2)3Sdz
. 1

ou ) . J
| V= fyr 4 8\ d2
E(V, V', 2) = expf.(i + V) :
Que M, <0il donné (M, = 0) el que nous cherchions le maxi-
mum de M. ou que - . z0il donné el que nous cherchions le mini-

mum de M,, il faui ::muler la varialion premitre :
32 i
f ES5dr = 0.
P .-

Substiluons (29) et effectuons 'intégralion par parlies requisc
par la présence de 8V'. Le cocflicient de 8V qui retourne sous le
signe intégral se laisse transformer comme suit au moyen de (27):

[ 2] = o(v+4) 4+ (4]

KoV? c
- —E[c’i’sin‘i + M-c_"; ’

Il en résulte que I'annulation de la variation premitre exige
I’annulation de termes aux limites :

[Eﬂ av]’ =0
A

c
et fournit aussi les deux équations d’Euler : '
g ¢\, . Ko v
(Vf c)M - sin0(1+ c) - (30)
KoV - ‘
m cosh = 0. - (31)

La premitre est oblenue par variation de V(z), la deuxitme
par variation de 6(z). Le terme aux limites disparait si, comme le
probléme a été posé, les vilesses initiale et terminale sont imposées.
La deuxitme équation ¢ Fuler ext vérifiée par la solution cosh = 0;
il s’agit donc bien ¢« t.ajectoires verticales. D’autre part I'équa-
tion (30) montre que dans le cas normal ou

’

c 9

—_— —_— ]
c | 4 _ §°

il ne peut s’agir que d’une trajectoire verlicale ascendante. g
Les ¢équations (27) et (30) ou l'on fail sin = 1 forment algrs
le systtme dilférenticl qui gouverne les fonctions M(z) el V(2) %,

cVM +(VV' + g)M + KpV* = 0 27%)
c\ N | 4 one
(-3; —-c—) M = I\p(l + <) (30°)

1
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La loi du débit pcut &tre déduile ultérieurement de I'équa-
tion (7). En éliminant M entre (27') ct (30') il vient une équation
différenticlle pour le profil des vilesses. Celle équation est du pre-
mier ordre sculement. Observons alors que si la masse initiale est
donnée 4 I'altitude initiale I'équation (30') impose une vitesse ini-:
tiale. Intégrant 1'équation difl¢rentielle du profil des vitesses avee
cetle valeur initiale nous trouvons une vilesse terminale détermi-
née. 1I semble par conséquent que nous ne soyons maitres ni de la
vitesse initiale ni de la vitesse terminale ce qui contredit nos hypo-
theéses. Le probléme variationnel est de nouveau singulier.

12.32, Les impulsions terminales

Un peu de réflexion conduil a la conclusion que la solution de
la difficulté consiste & prévoir des débils impulsifs aux extrémilés
de la trajectoire. Ils correspondent a lI'imp¢ratif d'un allégement
rapide, limilé pourtant quant & la vilesse impartie par 1'augmen-
tation de trainée et donc de dissipation qui en résulle dans la phase
continue.

Faisant dz = 0 dans I’équation (27') on trouve une équalion : -

dM dV

ot =0
exprimant la conservation de la quantité de mouvement dans un
systéme galiléen par rapport auquel la vitesse de la fusée est momen-
tanément. nulle. I en résulle par intégration pour le changement

fini de masse dans une impulsion qui fait passer la vitesse de V,
AV, ' ' :

M, = M, exp(L—_c-—V"). - (32)

Considérons maintenant M, et ¥, comme les données iniliales
d’un probltme. L’intensité de I'impulsion initiale requise est obte-
nue en tirant M, ct V, de (32) el de I'équation (30') supposée salis-
faite immédiatement apres U'impulsion (c’est-d-dire pour z = z;,
M=MeV=Y).

En particulier I'élimination de M, conduit A une équation trans-
cendante 4 résoudre pour-le calcul de V,.

Apres I'impulsion initiale la fuséc prend un mouvement con-
tinu gouverné par les ¢quations d’Euler (27') et (30').

Pour des variations compliquées de ¢ ct de p ces équations
doivent &re intégrées numériquement. Dans le cas particulicr ou Ia
vitesse d’éjection cst conslante, I'équation du profil des vilesses
obtenue par élimination de la masse est assez simple. Aprés Uintro-
duction commode des variables réduites :

w=l ct vC=(i)z.

Cc
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elle prend la forme : :

. ' .0
C+4vte) +24+0to(l+o)-=0" (33)

ol le nouvcau symbole en exposant indique maintenant la dériva-
tion par rapport a I'altitude réduite.

Dans une atmosphtre exponenliclle, comme 'atmosphtre type
au-dessus de 11 000 mdtres :
1

?0
T_—

8

et l;intégralion t.;ompléle est possible par séparation des variables :
1 _ Loy 2w+1—r3—~{2w.+1—3+7)
gE-%= "_’“"""'?‘°g‘(2m+ I—B+v2u,+1—-8—¢
3+B, W+ —=Bo—28

2 “of+(1—Be, - 23

+

(34)
ol

Y=V —=8" +8¢.
Ce résultat concorde avec celui de Tsien et Evans [7](*).

Pour le calcul de la poussée correspondante, une relation inté-
ressante s’obtient en partant de I'équalion (6), soit ici :

P—R = Mg(l 4+ ww’)
et en éliminant la masse au moyen de la forme particulidre :
: " gM = R(l +w) | (35)
que prend I'équation (30'); il vient: :
. %—:’2+;m+(l+w)wu’. ‘

Eliminant encore la dérivée de la vilesse réduile par (33) le
rapport de la poussée a la trainée est exprimé uniquement comme
une fonction de la vitesse et de la variation relative de densité :

-

(]
(2 + 0) (2 + 3w)— (1 + w)* £
2t iet o . (36)

Une fois I'équalion (33) intégrée le calcul de la poussée requise
en fonction de I'altitude n’offre donc plus de difficulté; la masse
de la fusée se déduit pour chaque altitude de (35).

Une nouvelle impulsion peut porter une vitesse terminale V.
trop faible A unc valeur V, désirée. Celte fois I'accroissement de

P _
E =

(®) Loc. cit., formule (31). Dcux chiffres différents chez Tsien et Evans

(1 ol nous avons 3 el 4 oit nous avons 8) sonl vraiscublablement des
erreurs d’'impression.
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vitesse étant connu le changement de masse se calcule sans titon.
nemenjs par la formule:
My = M;exp (— u) .
c

Pour réduire au conlraire une vitesse lerminale trop élevée on
ne peut songer A utiliser une impulsion négative qui comporterait
une récupération de masse. La solution consiste 3 couper la pro-
pulsion a partic d'une certaine altitude, la décélération due a la
pesanfeur amenanl la fusée dans les conditions lerminales requises.
La détermination de celte altitude se fait par titonnements. La masse
étant conslante aprés I'arrét du propulseur I'équation du profil des
vitesses pendant cclte phase répond A 1’équation : -

M,(VV' + g)+ KpV?* = 0
et en se référant & une vitesse d’éjection déterminée :
M,g(1 + ww®) + (Kpc)w. = 0.

Il peut arriver que les performances terminales demanddes
soient si modestes qu’on puisse les réaliser avec une seule impul:
sion initiale inféricure ou égale A celle requise pour le début de la
phase continue. Celle-ci est alors absente. '

Terminons par une bréve discussion des résullats obtenus dans
le cas simplifié ol la vitesse d’éjeclion est conslantle et I’atmosphére
exponentielle.

L’équation (33) montre que, suivant sa valeur au début de la
phase continue, la vilesse va croilre ou décroitre en.fonclion de
I'altitude. Pour une valeur spéciale qu’il sera commode de-dislin-
guersous le nom de « vitesse caractéristique » et qui est :

o = 2 (= 14847 a7

elle se maintient constante. Le rapport de la poussée 3 la trainée,
calculé par la formule (36), reste alors aussi constant et égal a:
. P . ‘
= = 2+ w*, 3
R + a7)
Dans ces conditions la poussée devrait diminuer comme la
densité atmosphérique. En introduisant la vitesse de référence :

v, = /=22
°
déja utilisée dans le probltme précédent et qui caractérise le gra-
dient de la densité atmosphérique, on peut présenler le cocfficient 8
sous une forme qui fail apparaitre sa dépendance vis-id-vis de la
vitesse d’éjection des produils de combustion :

B = (:) X (38)
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Il prend en général une valeur si faible (rappelons que la
vitesse de référence cst voisine de la célérité du son) qu’on peut avee
une trés bonne approximation remplacer (37) par:

w* = 23.
Par conséquent la vitesse caracléristique :

Ve = cw® = 2V.(V') :
c

est d’autant plus petile que le moleur-fusée a des performances éle-
vées. La combinaison de poids de l'engin, vilesse d’'éjectian, den-
sité & I'altitude considérée et coeflicient de trainée requise par I’équa-
tion (35) pour le vol a la vitesse caractéristique devient :

() = 14 2(L)= .
4Kan4vj"1+2 ) 1. (39)

Le premier membre représente ce qu’on peut appeler le « para-
métre de performance » de 1’engin. Il croit avec I'augmentation de
la masse et de la vitesse d’éjeclion et avec la diminution du coefli-
cient de trainée. Il est en général considérablement supérieur a
I'unité si bien que la vilesse en début de phase continue est nelte-
ment supérieure 3 la vilesse caractéristique. Dans ces conditions
I’équation (33) montre que celte vitesse va encore croitre avec 1’al-
titude. Il est méme possible au moyen de (33) et de sa dérivée de
voir que 1’accélération sera croissante. La formule (36) montre que
le rapport de la poussée 4 la trainée croit également ; & partir d’une
cerlaine vitesse la poussée optimale elle-méme peut alors devenir
croissante. .

Pour des valeurs élevées du paramétre de performance 1'im-
pulsion initiale requise pour partir d’une vitesse nulle devient con-
sidérable. S’il est impossible de la réaliser en pratique on voit
cependant 'intérét de fuscées d’appoint (boosters) capables de four-
nir pendant un cerlain temps une accélération aussi grande que la
structure de I’engin ol son instrumentation puisse la supporter.

12.33. Exemple numérique

On se donne un poids terminal g}, = 100 kg, un coefficient
.de résistance aérodynamique R = 0,025 m?, une vilesse effective
d’éjection constante ¢ = 2800 m/sec. On demunde le poids initial
A I'altitude zéro qui permelle d’atteindre A vitesse nulle une alti-

tude terminale de 100 km dans les conditions de fonclionnement
idéales. 11 vient :

I - 1,25.10"m".

cl

Par conséquentl pour z compris entre zéro et 10* m, l’altitude
réduite varicra dans l'intervalle :

0<Y<0,125.
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L’atmosphre sera considérée comme simplemc;ll exponen-
tielle : . .
a= 2= exp[=E . 8 =
u = - = exp N avec 8 = 0,02
" eg = 1,225 kg/m? .

Le poids final étant donné il est indiqué d’intégrer le probltme
A rebours. Le long du segment & poussée nulle qui termine la tra-
jectoire, 1’équation du profil des vitesses se raméne A une forme
commode pour un calcul numérique en adoptant la nouvelle
variable u, définie plus haut. Notant que:.

‘ du _ _u .
g — B
et désignant pa} a la conslante : -
. _ Kp,c®
S ‘ a = M,
dw? . 2
TR =

L’intégration se raméne & une quadrature :

w?! — ("/’ = 2 Qc2aﬂnfu c-?aﬁu du
. g u’ u

Ad moyen de la fonction : .

F(z) = f:(l — =4

.
z
) X
qui doit étre tabulée une fois pour toutes, la solution s’écrit :
w' = w + 2R [log,-::— — F(2a3u)+ F(2 a?»u,)]. (40)
. 1
Substituant les valcurs numériques du probléeme : ‘

Twy =0 a = 244,75 u; = 0,00193

on peut ainsi établir le profil des vitesses en dessous de 100 km.

Le raccord avec I'arc & poussée continue sc-fail au moment ot
I'équation (33) est- vérifiée. Moyennant le méme changement de
variable celle-ci s’écrit :

% = aw'(l 4+ w). (41)

L'intersection des courbes (40) et (41) dans un diagramme
(u, w) fournil le point de transition : :

u, = 0,025 w, = 0,348
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dont on déduit :: !

% = 0,073778 2z, = 59,022 km V. = 974,4 m/sec.

Dans la phase & poussée continue il suffit d’évaluer numéri-
quement la formule (34) ou (w,, %) peuvent étre remplacés par
n’importe quelle paire connue de valeurs le long de 1’are, en parti-
culier par (v, §) qui viennent d’¢tre calculés. A I'altitude zéro on
trouve ainsi: | .

w.’: 0,103 25 V, = 289,1 m/scc.
Par (33) lg poids de la fusée est & ce moment :
gM, = agMju(l + ) = 287,85 kg.

La phase continue a donc requis 187,85 kg de propergol. L’'im-
pulsion nécessaire & communicuer la vitesse V, porte ce poids a la
valeur initiale : :

gM, = gM;e» = 318,15 kg.

En chiffrant la formule (36) on constate que le rapport de la
poussée A la trainée varie de 2,272 4 5,166 cn passant du sol & I'alli-
tude de transition. La trainée méme varie de 260,9 a 74,18 kg et
par conséquent la poussée diminue de 393 a 383 kg. :

‘Il est intéressant d’évaluer la perle que représente 1’existence
de la trainée aérodynamique. Sans trainée le programme oplimum
comporle uniquemenlt une impulsion iniliale d’intensité suffisante.
Comme il y a conservation de 1'énergie, I'éncrgie polenticlle finale
représente une vitesse initiale 3 communiquer :

V = 2gz = J/1962000 = 1400 m/sec (o = 0,5).
La masse initiale serait alors : .
1100 ¢** = 164,87 kg.

La perte énorme de 318,15 — 164,87 = 153,28 kg de propergol
provient non seulement de 'énergie qu’il a fallu dépenser effecti-
vement pour vaincre la trainée mais aussi de la modification du
programme de combuslion qu’elle a nécessité.

12.4. Optimisation du débit avec rayon d’action imposé

C’est une généralisation du probleme de IIibbs [8I. Une des
facons les plus élégantes de le traiter consiste A en faire un pro-
bléme du type de Mayer du calcul des variations [9].

A cet effet nous reprendrons 1'équation fondamentale (27) en
lui adjoignant la relation entre la distance horizontale parcourue z,
I’altitude et I'angle d’¢lévation :

A= cVMsind + M(VV + g)sin® + Kp1? =0  (27)
B =2 —coth = 0. (42)
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Formons alors au moyen de deux mulliplicateurs-de Lagrange
a et § I'expression : :

2
. I = f'(a,1+;38)dz.
L)
L’emploi de I'altitude comme variable indépendante nous force
3 imposer ses valeurs iniliale ct finale. Annulons la variation pre-
miére de I résultant de varialions indépendantes sur M, V, 0, a et f.
11 vient a la suile des intégrations par parties nécessaires :

¢l = [acVsin83M + aMVsin 83V + Bez]?
+ f"x[z].a.u +[1]v3V +[1]688 + A3z + B33 — ¥'3z|dz = 0

- (43)
ol
[Ny = —(2cVsin8) 4+ «(VV' + g)sin b
(Ilv = —(zMVsin8)’ + a(cM sinb + M V'sinl 4+ 2KpV)

[Ile = aM'cVcosf + aM(VV' + g)cosh +—s_in'—0'

Outre A = 0 et B = 0 les équalions d'Euler sont donc:
MNu=0 . (44)
(Ily = 0 (45)
o =

0 (46)

et g

g =0.
Cette dernitre a pour solution générale 3 = C, une conslanle.
Le terme correspondant dans les variations aux limites :

© C(8z; — 3z,)

disparait si le rayon d’action est imposé ¢(z, — z,) = 0.

La constante C est donc une constanle isopérimétrique du pro-
bléme. On notera que «i le rayon d’action n’élait pas imposé, il
faudrait faire C = 0 et 'on vérifierait aisément que, par élimina-
tion de « on retrouve les résullats du probleme de Tsien et Evans.

L’examen des termes reslanls dans les variations aux limiles
permet.de formuler divers probltmes équivalents. Parmi ceuxci :

1° M, donné ct .M, & rendre maximum avec V, el V, imposés.

C’est le probléme du minimum de consommation avec rayon
d’action et vitesses lerminales imposées. Une alternative consiste a
se donner M, ct & chercher le minimum de M,.

2° M, et M, donnés ainsi que V,, rendre V, maximum.

Dans lous les cas I'ensemble des termes provenant des varia-
tions aux limiles est annulé.
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Ces problémes ne different que par les conditions frontitres &
imposer au systeme des équations d’Euler. Celles-ci- élant homo-

génes dans les multiplicateurs, posons :
a = CQ

et remplagons .(44), (45) et (46) par les équations suivantes, obte-
nues aprés suppression du facteur commun C:

—(QcVsin8)' + Q(VV' + g)sinf = 0 (44"
—(QMsin8)’ + O(cM'sin® + 2KzV) = 0 (45")
Qsinf = (KgV*cosh)'. (46")

La dernitre a de plus é1¢é simplifiée par usage de (27). Elle
permet 1'élimination de Qsin8 dans les autres ce qui se fait aisé-
ment par différentiation logarithmique :

c V' (pcos®)’ _ VV'4g

c 14 pcos® cV _ (47)

M V' (pcos®)’ 'cM' sin@ + 2 KoV
M2V T st = mvsme - 8

La relation qui en découle par soustraction ne contient plus

la dérivée de 1'angle d’élévation ; une nouvelle utilisation de (27)

permet alors de l'identifier avec (30). Il en résulte que normale-

ment sin'§ >0 et que la trajecloire & poussée conlinue, si elle n’est
plus verticale, reste montante. .

Aux équations (27) et (30) nous associerons donc une des deux

. équations (47) ou (48), par exemple la premiére, que nous met-

trons sous la forme: .

, 9: g Vt v cl ,

°‘f"‘°"p+cv+v(1+c) 2 47

Nous avons ainsi un sysltéme différentiel dont I'intégration

livre les fonclions inconnues M, V et § en fonction de 1'altitude.

Il est nécessaire de lui adjoindre (42) pour déterminer & chaque

étape la distance horizontale parcourue et cesser éventuellement

I’intégration quand le rayon d’action prévu est atteint. Comme

I’altitude peut devenir trés lentement variable, 1'utilisalion de z

comme variable indépendante présente des inconvénients ui

rendent préférable I'emploi de la distance z clle-méme. Notant que:

A _(d2\d _ g4
dz —\az)daz = “'az
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le systéme finalement adopté ‘est le suivant :

[ dM dv . , o
chosQ—é;—+ YMcos‘l rrahs gMsin0 + KoV =0

(- o = ()1 + ) -

n
P

dd ¢ g V\coth av
’&E"T+W_—c‘+(l+ c)‘TE
dz

\E.: tﬂne.

Le fait que (30) reste valable fait prévoir que 1'arc & poussée
continue ne suffil pas & satisfaire aux données frontitres. Si par
exemple M, est donné il cst possible d’ajuster 0, de telle fagon que
I’altitude finale imposée soit atteinte pour le rayon d’action prévu.-
L’équation (30) imposc alors la vitesse initiale et la vitesse termi-
nale est déterminée par l'intégration. Encore une fois il s’avére
nécessaire de faire appel aux impulsions ou aux arcs de poussée
nulle pour compléter la solution.

La théorie des impulsions terminales n’est pas différente de la
précédente. Pour établir les équalions qui gouvernent un segment
A poussée nulle on peut procéder comme suit. Pour faciliter les
notations supposons, c’est d’habitude le cas, que V’arc de poussée
nulle se présenle en fin de trajectoire.

‘Omr posera, la masse étant conslante,
- M=M, - M=0

‘et on supprimera 1'équation [I]y = 0 provenant des variations
sur M.

De 1'équation (45') on lire ainsi:

. —M;(Qsin9)'V +2QKpV =0 (45™)
tandis que (46') reste valable. Finalement, éliminant le multiplica-
teur de Lagrange entre ces deux, puis ¥/ par (27) il vient:
- and = 22 9
9 l.anQA =% 2 Ve

Encore une fois il est indiqué de se servir de £ comme variable
indépendante et le systeme différentiel devient :

\

V/\lzcos‘)%%+ gMysind + K21 = 0
WM,

dz —?—~—l—’?

dz = tan.

dr
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L’ensemble d’'une trajecloirc minimale s¢ compose comme

dans le cas précédent de 1'unc ou l'autre des combinaisons d’arcs
suivantes :

impulsion impulsion

: >‘ arc de poussée continue <

arc de poussée arc de poussée
nulle ' nulle

Un ou deux de ces segments peuvent &tre absents.

Ces combinaisons contiennent le nombre de paramétres voulu
pour satisfaire & I’ensemble des conditions frontiéres. ,

D’un examen des conditions de transilion, implicitement con-
tenues dans les variations aux limites, il ressort que 1'angle d’élé-
vation ne peut subir de discontinuités au passage d'un arc de pous-
sée nulle A un arc de poussée continue et réciproquement.

Il est évident que 'intégration pratique de la trajectoire requiert
un grand nombre d’essais et d’interpolalions avant de satisfaire
aux conditions existant aux deux extrémités de 'intervalle.

L’astronautique pose des problemes semblables qui demandent
de rendre compte de la courbure et de la variation d’intensité du
champ de gravitation. Leur examen sort du cadre fixé & cet exposé.
Nous devrons nous borner & renvoyer le lecteur aux intéressants

v

travaux de Lawden [10] sur ces questions.

Y
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! LA REPRESENTATION DES TRAJECTOIRES b
DANS LE PLAN DES ENERGIES SPECIFIQUES CINETIQUE
' ET TOTALE

. 1\ - .
Dans un plan représentatif (c, —_— l”) recherchons les direc-

2 .
tions admissibles des trajectoircs. Par I’équation (18):
,P—R
de =1} Tdt . '
. D’autre part, par la définition (19) de ¢ et I'équation (5):
7 1., _ .[P—R - .
. dT.V _P[ i —gsmfi]dt.

Donnant aux seconds membres la méme valeur positive A dt et
faisant varier sin entre —1 et- 4+ 1 on obtient les orientations

¥
2
.,oo g
o

P<R i =8~
*90° —_ -
— — .—’” °90°

. "P>R. _ Z/:o.

090

-

Fic. 12-5.

admissibles représentées & la figure 12-5. Le vol horizontal est évi-
demment tonjours représenté par un segment i 43°. Le point
important i noter est qu'une diminution de Ia masse M en un point
de la région P> R a pour effet de réduire Pouverture du secteur
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admissible de part et d’autre de l'oricntation corrcspondanl au vol
horizontal.

La trajectoire singulitre étant une monlée est représentée
(fig. 12-6) par une. combe dont la-tangente fait avec I'axe des ¢

v

2

Fic. 12-6.

un angle toujours inféricur A 45’ ».Celte courbc est définie par I'équa-
tion (26) et parlage le phn en une région inférieure, ol le premier
membre est négalif, el supérieure ol S st positif. Or, dans le pas-
sage aux nouvelles variables la relation (9) devient:

- log, M, -—f D(V,e)de .

et, pour la comparaison d’un chemin quclconque avec le chemin

extremal
log, Mz _ f L a¢(; 2 9%, 4o vav.
M,* -

La recherche de la trajcctoire extrémale s’élablit donc par une
démonstration analogue a celle de la section 12.22, Pour l'achever

il faut prouver qu'un chemin de comparaison ne peut former des
boucles a contribulion négative. : '

1° En 1 l'orientation de tout chemin débutant avec la méme
masse iniliale doil apparlenir au sccteur admissible et ne peut donc
s’écarter des oricntations limiles, consliluées par les segments de
verticales, que dans le sens mdlquc a la figure 12-6. Un tel chemin
ne peut traverser le segment 11’ en un point 3 de celui-ci. En effet
la boucle qui serait formée ¢élant & contribution positive la masse
de comparaison M;* < M;. Dans ces condilions le secteur des orien-

tations admissibles est refermé et la direction d’aboutissement en 3
est inlerdite.

2° 1l résulte du raisonnement précédent que sur tout chemin
de comparaison aboutissanl en un point 4 d'un segment 22 la
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masse M,* <M, . Il est alors impossible i un tel chemin de rejoindre
un point 2. En effet, comme le secteur des oricntations est refermé,
le chemin doit nécessairement traverser le segment 2'2 Consi-

~ N

dérons alors les scgments de verlicales, analowucs a 2'2, obtenus
en quittant la courbe singulitre en différents pomls situés apres 2'.
En supposant que le chemin de comparaison puisse retourner vers
un point 2, il sera situé entitrement & gauche d’un dernier de ces
segments issu de 4/, avec lequcl il ¥ a encore un point 5 commun.
Mais alors il est visible que M;* < \15, ou VM; est la masse obtenue
en cheminant par 11'2'4'5. Par conséquent toutes les orientations
admissibles en 5 traversent le scgment 4’5 de gauche a droite. Ceci
est contraire & I’hypothtse suivant laquelle ce ‘chemin pourrait é&tre
situé entitrement A sa gauche.
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