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CHAPITRE Il

Influence de 1'amortissement interne sur 1la .

résonance d'un avion . ‘ .

1= Introduction

Les hypothe¢ses faites sur les effets de 1'amortissement ont géné-
ralement pour base un schéma purement visqueux dans lequel 1l'énergie
dissipée par cycle est proportionnelle & la fréquence ou une hypothése
"structurale" qui rend 1'énergie indépendate de la fréquence. Cependant
le recours aux intégrales de Fourier montre que le régime transitoire que
1'on doit associer & l'amortissement "structural™ est physiquement inac-
ceptable. Néanmoins on peut conserver 1'amortissement structural & titre

~d'approximation pourvu que 1'on se borne & l'utiliser dans une bande de
Afréquence donnée. :

Un schéma de Maxwell, avec une "vanable cachée", fournit un

.exemple plus satisfaisant d'amortissement viscoélastique. Ici le régime

. transitoire est compldtement déterminé par une fonction héréditaire qui
montre comment la force d'amortissement dépend de l'histoire antérieure
du mouvement. Ce concept de fonction héréditaire étendu & un nombre élevé,
éventuellement infini, de degrés de liberté permet une expression correcte
du phénomdne. Le recours & l'expérience est toutefois nécessaire pour éta-

~blir la forme exacte de la fonction héréditaire. Ces points sont discutés
avec quelque détail dans la premidre partie de ce chapitre.

La seconde partie est consacrée 4 la résonance d'un systime 2 un
- degré de liberté selon qu'on lui attribue 1l'un de ces divers types d'amor-
tissement. Une difficulté se présente dans le cas de 1'amortissement héré-
ditaire. La rigidité du systéme devient une fonction de la fréquence
d'excitation et le concept de fréquence propre non amortie n'est plus aussi
net que dans les cas de l'amortissement simplement visqueux ou structural.
Pour un schéma de Maxwell simple on peut définir deux fréquences propres.
non amorties légirement différentes et la résonance de phase a l:leu pour
une valewr intermédiaire de la fréquence d'excitation.
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Dans la troisidme partie la résonance d'un systdme & plusieurs
degrés de liberté s'étudie avec recours A 1l'emploi des matrices. Li encore
1'amortissement héréditaire conduit & une matrice de rigidité effective
dont les é1éments sont fonction de la fréquence. On définit alors bien les
modes propres comme ceux qui correspondent & la résonance de phase. Toute
autre définition aurait un caractere artificiel et emp&cherait la détermi-
nation expérimentale de ces modes, l'un des buts essentiels de 1'essai en
résonance. _

11 est commode pour discuter de la réponse forcée en général et de
la résonance, en particulier, de recourir au "déphasage caractéristique”.
Imaginée d'abord pour le cas particulier de 1l'amortissement purement vise
queux, cette notion peut s'étendre & tous les types d'amortissement et
permet de développer la réponse en "modes de réponse" orthogonaux, A chaque
résonance de phase 1'un des "modes de réponse" devient identique & 1'un des
modes propres non amortis, tels qu'on les a déja définis. On montre encore
qu'd la résonance de phase 1'énergie réactive est, au total, égale & zéro
et stationnaire vis-a-vis de petites variations arbitraires des forces
d'excitation. Le probléme le plus difficile est d'obtenir des modes propres
suffisamment purs en utilisant seulement un nombre limité de points d'exci-
tation. On peut alors recourir a diverses méthodes : résonance de phase
locale, pseudo-résonance des modes voisins et stationnarité de 1'énergie
réactive partielle. Ceci sera discuté en utilisant les modes de réponse ore
thogonaux,

Sous certaines hypothdses restrictives la matrice des inerties, la
matrice des raideurs et la matrice des amortissements peuvent 8tre simulta=-
nément diagonales. Le systime se résout alors en sous-systémes & un seul
deg:ré de liberté. : .

| Ces hypothdses, jadis considérées par lord Rayleigh 2 dans le cas
d'un amortissement purement visqueux peuvent facilement s'étendre & tous les
types d'amortissement. L'une sert de base A la méthode de réglage de la
force d'excitation développée Xar Lewis et Wrisley 3,1a plus générale fut
formulée en France par Basile L'opinion de 1'Auteur est que ces hypo-
thdses sont inutilement restrictives et n'ont aucune chance d'8tre confir-
mées par 1'expérience.

Notations et aymboles'

‘Les matricee carées sont en général désignéea par une majuscule
Roma:lne. :

_ M i:atrice des coefficients d'inertie
K matrice des coefficients de rigldite
R matrice des coefficients d'amortisscment ﬁeqneuz équivalent '

A - 1B nmatrice des flexibilités dynamiques '
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' Les matrices colonnes sont désignées par une minuscule romaine,
- dlolr S _ »

‘ q . colonne des coordonnées
f ‘colonne des exoitations
y colonne des amplitudes de l'excitation

X = a=ib  colonne des amplitudes de la réponse(complexe)
r colonne des amplitudes des modes de réponse |

g - colonne des anplitudes des modes propres
La transposée d'une matrice est désignée par un accent et la dérivée
par rapport au temps, par un point, .

les éléments d'une matrice sont indiqués par des indicés, par
exemple @ '

4y  est le 1‘“ élément de la colonne q

A

{3 est 1'élément situé sur la 1bmo ligne et la Jém colonne de A

. Les modes sont indiqués par un indice entre parenthdses, par
exemple 3

“B(y) o8t le 27 node propre (c'est une colonne)

La convolution ou intégrale de Duhamel entre deux fonctions du
temps est marquée par un astérique, par exemple

‘ t
Prqy = f P(t-T)qy (T)dT
0

= Schémas mécaniques et mathématiques pour 1'étude d'un ressort

2.1, = Amortissement interne simplement visqueux

Le schéma le plus simple d'une structure ou le mouvement d'un ressort
s'accompagne de dissipation d'énergie apparaft sur la figure 1. Il consiste
en un ressort, uniquement doué d'élasticité, de raideur k‘l’ et d'un dashpot

mohté en paralldle. La force développée par le dashpot est proportionnelle a
la vitesse §y(t) du déplacement. La relation entre la force et le déplace-
- ment, pour un tel systime, est donc du type

= K, +°1"{1 - (1)
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Cette équation fournit immédiatement la force de réaction du
~systime lorsque le déplacement est connu en fonction du temps.

Inversement, si la force est connue en fonction du temps, la ré-
ao.l.ut:lon de l'équation différentielle (1) nous donne -

q,(t) = q,(0) +'clf°-r/tl £,(t-1) dr (2)
(]
ou t, = c, / k' est la "constante de temps"-‘du systime,

Par exemple si 1'on applique soudainemant une force constante f1
au temps t = 0, au systdme au repoe (q1 (o) = o) g

| t
a, = X1 - e/t
-k,
et le déplacement tend finalement vers le déplacement atatique 'f1 / k1.
Quand .1a force appliquée soudainement est une fonction harmonique du temps,

f,

q, = B 1 [dlet | gt/ty L
_ C k; + 1mc1 . i

_ Ici le mdﬁvement se compose donc d'un transitoire affecté de ia cons-
tante de temps 1:1 et d'un régime permanent qui est la vibration forcée ou

= Refyxe“’t}

on trouve

réponse en fréquence du systime. La relation d'amplitude et de phase entre la
force et le déplacement, dans le cas d'une réponse forcée, est encore obtenue
par un procédé inverse, en imposant au systime un déplacement harmonique

q = Rb{xle“‘"‘_} . - _ : (3)

et déterminant la force directement & partir de 1'équation (1)
£, = Rel(k, + tax)x el*t} (4)
Les équations (3) et (4) sont simples & discuter; elle permettent une
comparaison facile avec d'autres systdmes structuraux. Nous en tirons

x 1cosmil:

q,

4 i‘(klcoa wt - wc, sinwt)

1
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L'é1imination du tompa entre 0es équations oonduit aux oou.rbeo
d'hystérésis tracées dans le plan des (f1, q, )e Pour rendre ces dia~

grammes sans dimension il est tout indiqué d'utiliser les var:l.ablea
réduites :

ql . A A

— = coswt

1

fl = e '
— = coswt - w—sinwt
k,x, k

Cela revient & prendre 1l'amplitude de la vibration comme unité de
déplacement et la force statique nécessaire pour produire ce déplacement,
comme unité de force. La famille des courbes d'hystérésis (fig. 2) dépend
alors d'un seul paramdtre (wc / k, )e Toutes les courbes ont une tangente

verticale commune aux points (1,1) et (~1,=1).

L'énergie dissipée pendant un cycle est

2m

@
tqdt = 7 x"; cw

o

“Pour une amplitude de vibration donnée on voit qu'elle croit pro-
portionnellement & la fréquence. .

2.2, - Amortissement interne héréditaire

L'amortissement visqueux peut &tre adopté comme une cause de dissi-
pation d'énergie dans des schémas plus compliqués. Le schéma de Maxwell de
la figure 3 comporte un deuxidme ressort en série avec le dashpot et cons-
titue en réalité un systéme & deux degrés de liberté, Son comportement est
compldtement exprimé par les deux équations

k,q, = ¢,(q, - q,) (7

Comme le degré de liberté interne q2 ne nous intéresse pas, nous
résolvons 1'équation (7) par rapport 2 q, et portons le résultat dans 1'équa-
tion (6) de fagon & obtenir

t .
f, = kaq, + f B(t-1)a, (T)dr (8)
o .
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o - - | ¢(t) = zexp<—> | (9) )

avec l'hypothbse Bous—entendue que pour t = o0 .le systéme est au repos.

Dans 1'équation (1) le terme d'amortissement était directement
proportionnel & la vitesse instantanée du déplacement. Dans le cas pré=
sent on voit qu'il dépend de 1'histoire antérieure de cette vitesse, Pour
cette raison il est approprié de l'appeler "amortissement héréditaire" et -
la fonction ¢ (t) est connue comme étant "la fonction heréd:.taire" de
l'amortiaaement.

La forme opérationnelle de la relation force-déplacement est com=-
mode pour résoudre les probldmes concernant le rég:l.me transitoire de tels
systdmes. : :

Avec la définition usuelle de la tra.nafomée de Laplace d'une fono=
tion x(t)

. (-] .
x(8) = J- e 3tx(t)dt
do

et supposant que q1(o) =0 et qz(o) =0, les équationa fondamentales (6) et
(7) ont les transformées de Laplace ci-aprds

() = (k, + sc,)q, - 8c,q,
(k, + 8c,)a, = sc,q,
d'ol, aprds élimination de 32 ’
- Ac k,8 \-
T, = (x, + k:;sc)q, -~ (10)

Dans cette relation opérationnelle le coefficient de &'1, savoir

- c,k,8 A
21(8). = k’+m— | (11)

est connu comme étant le "module opérationnel" du systime et son inverse,
la "flexibilité opérationnelle”. (Les termes impédance opérationnelle et
admittance opérationnelle sont & proscrire car l'analogn.e électrique dont
ils viennent n'est pas, ici, respectee).

Résolvant 1'équation (10) par rapport a q1 et revenant & 1l'original,
nous obtenons



o ’ ' «lll=T7=
o : f‘(t) 1k, 2 /b : Ce
= + - 12
a® = e c_,gt, + k,)j:'. ¢ T)df, (12)
1 1\
ol ) = —_t —
t2 °2<k1 k2>

- Comparant cette solution générale & 1'équation (2) on voit 1la
différence de comportement significative qu'entrafne la présence & chaque
instant d'un déplacement affecté d'une constante élastique (k + 2). Un

tel comportement est physiquement évident sur simple examen de la struc=-
ture du systime.

A partir de 1'équation (12) on trouve facilement que la réponse
du systime & une force constante souda.inement appliquée est

[ ¢ K
oo : B = -2 g-t/t:
S L ii( k, +k,

et qu'ene tend finalement ‘vers le méme déplacement statique que dans le
schéma précédent.

L'étude de la réponse forcée & une excitation harmonique comporte
plus de développemanta. Utilisant la procédure inverse nous posons

q, = Re{x,el®} et q, = Relx,e!*t}

59 DOUS obtenons

£, = Rel(k, +1 -—a—)—cik—?— elot
! 1 k, + iwe,/?
. 2 2
En accord avec la théorie générale, le module coupléxe de la ré-
ponse forcée

dens les équations (6) et (7) et, éliminant x

‘ we k 3
= +4 —22 (1 )
zl(w) kl +1 K, "y o

s'obtient également & partir du module opérationnel (11) en substituant
iw a 8.

. A partir de 1'équation (4) on trouve que le module oomploxe dans
le cas d'un simple amortissement visqueux est o

Z(@) = k, +iwc, ' (14)
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si dans 1'équation (13) nous séparons la partie réelle de la partie
imaginaire nous pourrons utiliser une expression analogue

2@ = k, +iwc, - (15)
' 2,2 ' :

k. +k ﬂi_ (16)
VT k2 + a2e? )

o2
"

avec

2
c = ¢ L (17)

¢ 2 k2 + w??

Ainsi le comportement d'un systime avee amortissement héréditaire se
raméne & celui d'un systéme doué seulement d'amortissement visqueux. Cette
fagon de procéder convient bien pour permettre des comparaisons et, puisqu'elle
se base sur la décomposition du module complexe en ses éléments réel et ima=-
ginaire, elle a aussi une signification physique.

~ On voit sur la figure 4 que la raideur équivalente k' croft avec la
fréquence jusqu'd la valeur asymptotique (k +k ), pendant que le coefficient
d'amortissement visqueux équivalent décrott de ¢, a zéro. L'énergie dissipée
par cycle, fo1 o ¢ tend également vers zéro aux trds hautes fréquenoes. Mais

par unité de temps elle tend finalement vers la valeur finie ; x, k2 / 5 o

Il y a une fréquence circulaire caractéristique du systdme pour laquelle
1'énergie dissipée par cycle passe par un maximum. On trouve facilement que le.
maximum du produit u)c2 a lieu pour

ce qui entrafne o, = % c, o

Cette valeur convient bien comme valeur de référence pour le diagramme
sans dimension de la figure 4, en sorte que la courbe :

fe o 1 __ (18)
c, (w
1+(—
P2
a'applique 4 tous les systémes de Maxwell,

L'allure de Cor fonction de la fréquence, se voit également sur les -

courbes d'hyatérésis de la figure 5. A la fréquence nulle nous avons une ligne
droite représentant le comportement d'un ressort seul; pour w -u)'z, une courw

be 6lliptique d'aire maxima; et quand la fréquence tend vere 1'infini nous
retrouvons le comportement d'un ressort, de constante (k, + k,), représenté.
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par une droite de ponte plus élevée que la premibre.

 Le schéma de Maxwell n'est qu'un exemple simple d'un systime doué
d'amortissement héréditaire. On peut imaginer facilement des schémas plus
compliqués. Par exemple, plusieurs systémes de ilaxvwe:.1l, avec des cons-
tantes de temps différentes, peuvent &tre mis en paralléle. Le recours &
un grand nombre de variables cachées facilitera la mise en accord de l'al-
lure théorique de k et c o fonctions de la fréquence, et des résultats

expérimentaux. Le comportement transitoire de tels eystémes dépend d'une
relation de méme forme que 1'équation (8) avec une fonction héréditaire
# () convenablement choisie. Partant de 1'équation (9) nous pouvons met-
tre la fonction héréditaire sous une forme généralisée comportant un
spectre de relaxation continu

L) = Ip(r) e 'C dr
(]
ou, sous forme opérationnelle,

- P
() = j (r) dr
[+]

rt+s

D'éh, 3 partir de la forme opérationnelle de 1'équation (8), savoir -

: T, = z,(8) q (19)
ol g, (a)=k1+e¢>(s) (20)
1a possibilité d'obtenir le module opérationnel correspondant

A [P
zx(s) = kl +s8
(1]

dr

r+s

L'exemple suivant est donné par Biot 13

.2 1
F(r) = l(‘gl —forr>e€
- r
=0 forr < €
Alors (8) = k -2k 1
: N - LT

Aprds avoir remplacé s par iw le module complexe de la réponse en fré-
quence s'écrit

' 2 " w? 2 @
z, (@ = k\1+-= ‘1 n J1 +— + 1klg‘ tan~! —
€
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Pour € petit, la partie imaginaire tend trds rapidement vers la valeur
aaymptotique k1g1 Lorsque 8, est petit la partie réelle, ou raideur équi-

valente, est alors pratiquement constante pour une large bande de fré-
quences, bien qu'elle finisse par croftre & 1'infini. Cette allure est &
peu prés d'accord avec la loi dite de 1'amortissement 'Structural®, examinée
en détail dans le prochain paragraphe., La fonction héréditaire correspon-
dante est

‘ 2 - [Pe . 2
Ht) = —kg| —dr = -—k,g, Ei(-€t)
m e T m :

2,3. - Amortissement structural

Si 1'impédance complexe est constante dans toute la gamme des fré-
quences

z,(@) = k(1 +ig,) | (21)

la courbe d'hystérésis (fig. 6) est elle aussi indépendante de la fréquence.
On utilise largement cette "loi d'amortissement structural™ dans les calculs
de flottement., Cependant on ne saurait la suivre dans toutes ses implica-
tions car elle conduit, comme on va le montrer maintenant, & un comportement
transltoire physiquement inacceptable. Ce comportement peut se déduire de la
réponse en fréquence en faisant appel & l'intégrale de Fourier. Ce faisant i1
faut se souvenir que la partie imaginaire de 1'impédance complexe est néces—
sairement une fonction impaire de la fréquence., Par conséquent 1l'équation
(21) convient aux valeurs positives de w et s'étend aux valeurs négatives
par un changement de signe de la partie imaginaire.

’ COmmenqons par supposer que q,(t) suit une loi périodique quelconque
exprimée par une série de Fourier con&ergente, de période T = 2T/w> , de

la forme -
q (t) Zc e-inwt

ol "Cn = A + iB~ pour les valeurs positives de n

By

On =4 + 1Bn - pour les valeurs négatives de n

en sorte qu'on peut encore écrire

00
[ay(t) = Cy + 2 (Acosmt + B_sinnut)
. 1 : .
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, o Pour trouver la force correspondante exercée par le syatbme nous
multiplierons chaque terme de la série de Fourier complexe par k1(1+:lgi),

si n est positif, par k (1-131), si n est negatif, et simplement par k,
pour le terme correspondant & n = 0, La force est alors donnée par

. © .
£,(t) = kq,(t) fk,slz, 1(A, + 1B )e 1Mt - y(a - 1B )e"inet
s L
© .
k‘ql(t) - klng(ZAnsin nwt - ZBncosnwt)
1 .

Cette demiére sér:l.e est connue comme la "série de Fourier asso-
ciée” b la série q,(t) et, en accord avec la théorie de la sommation des

séries de cette sorte, le résultat peut &tre mis sous la forme

' ke, [ (T - t)
£,(t) = kg () +#f @q,(7) cot ———— &

ﬂ/w

Naturellement 11 est sous-entendu que 1'intégrale est "en valeur
principalo de Cauchy". Passant & la limite pour W — o (T —© ), ou uti-
lisant la méthode analytique convenable pour la. somation des "intégrales
mooiées de Fourier", nous obtenons

e |
£.(t) = k,q,(t) t— ke, _,“'mf_-t (22)

I1 faut maintenant vérifier cette loi générale de 1'amortissement
"structural™ en calculant de nouveau la réponse en fréquence.

Posant q = xieim ot f1 - yioiwt

nous avons
1 ® dr
- L fo(r-t) 9T

81(60) ' lxl + - ka‘:f elo(™

® T-t

ou, en effectuant le changement de variable u = w (T = ¢)

1 ® cosu du ® éinu du )
zl(w) = kl +—k“1 + 1 )
7 e U o U
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La premiére intégrale eat nulle par raison de symétrie. I1 est bien
connu que la seconde est égale 4 17 , Nous avons donc retrouvé 1'équation
(21) et nous devons noter que dans le cas oi w est négatif, les limites de
la seconde intégrale doivent s'échanger, puisque la partie imaginaire de %
doit changer de signe. .

- Sans parler des conditions sévdres imposées a q,(t) pour assurer
1'existence de 1'intégrale, la forme générale obtenue pour celle-ci dans le
cas de 1l'amortissement structural est physiquement absurde. Elle implique-
rait que la force exercée par le systéme ne dépend pas seulement du passé
du mouvement, mais bien encore de son futur. Bien que 1l'amortissement struc=
tural ne semble pas posséder une base physique saine, il constitue une ap~
proximation acceptable dans une bande de fréquence bien définie. Cela était
déja visible dans 1'exemple de la fonction héréditaire généralisée. Cela se
vérifie encore par comparaison avec le schéma de Maxwell le plus simple.
Pour le montrer, tirons de 1'équation (21) le coefficient d'amortissement
visqueux équivalent
' 1
Ce = kth; .

et comparona-le avec la relation (18). Cette comparaison est facile si nous

écrivons
-1
Ce _ kl<td>
c, k w,

On peut faire que cette courbe soit tangente & la courbe définie par
la relation (18), =1 1'on prend.

. 1 k, :
g = ;;l— (23)

et le point de contact est alors w=w, (fig.4).

Si le schéma de Maxwell est acceptable, la relation (23) relie l'ac=
croissement, observé, de la raideur du ressort avec la vitesse & la valeur
qu'il faut adopter pour le coefficient &y quand on utilise la loi d'amore

tissement structural. lLa différence entre les modules isotherme et adiaba=
tique des matériaux métalliques est estimée de 1l'ordre de 1%. Cela donne

Bl

g, = 0,005
- L'ordre de grandeur de ce chiffre est probablement correct. Il
faut cependant se souvenir que d'autres sources d'amortissement, telles
que le glissement dans les joints rivés, existent aussi, en sorte que la
valeur de g, 'qui tiendrait compte de tous ces faits pourrait atteindre en-
viron 0,02, L'usage croissant de structures ¢'un seul tenant ou raidies in=
tegralement pourrait réduire la valeur de ce coefficient d'amort;asement a
un taux correspondant au seul amortissement interne.
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2.4, jmortissement interne des milieux continus

Enrico Volterra, qu:l. a'eat occupé des vibrations des systimes
diacrete doués de caractéristiques héréditaires, a étendu le concept
d'amortissement héréditaire aux milieux continus 6 ., L'analyse montre
que dans un milieu isotrope le tenseur des efforts y5 et le ten-

seur des fatigues {ei .1} sont reliés par deux fonctions héréditaires de

sorte que

. L Y t e, (24)
oy = 8y )\e+fo¢(t-r)-.()—r-¢r + 2ue g +2°\/J(t-1')—131_ dr

Dans cette relation 513 est le delta de Kronecker, e = ). o, et A ot
sont les constantes de Lamé,

Si 1'on utilise une seule constante de relaxation pour chaque type
d'hérléd:lté, on trouve que sous forme opérationnelle la relation s'écrit

Ceci vérifie, & titre de cas particulier, les relations beaucoup plus gé-
nérales entre efforts et fatigueu que M, Biot a établies & partir de con-
sidérations thermodynamiques /+8

Supposant que k é et ky’ tendent vers 1l'infini, nous obtenons

une généralisation du cas d'un systdme doué uniquement d'amortissement
visqueux (fig. 1), pour lequol

5'“ = § jO‘ + sc¢)e +2(ut scw)e“

Dana le cas d'un nouvemont' harmonique

et cela donne _
oy = Reldyy( + e et 4 2(u + twep Yypel®t}  (25)

la généralisation de la loi de 1l'amortissement atructural serait

oy = Re(s M1+ 1gTN; e + 2u(1 + 1g)Y e’ (26)
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' Réiolvant cette relation par rapport & l'amplitude de la rdponse
Ipq' 11 apparaft que le coefficient de Poisson a été ici remplacé par une

quantité complexe . _
| W1+ 1g,) : (27)

ol gy dépend de g4 et gy o Quant aux modules habituels de cisaille=-
ment, G, et de traction, E, ils sont respectivement & remplacer par

| G(1 + igy) (28)

ot | 2601 + 1g,)[1 + v(1 + 1g,)] (29)

Dans le cas particulier ou &4 =&y =8 ON trouve g = o. Le coefficient

de Poisson reste alors réel et le méme facteur conplexe affecte les deux
modules,

G(1 + ig) (30)
E(1 + ig)

Comme on le verra plus loin, ceci introduit une importante simplifi-
cation dans 1'étude de la réponse forcée d'un milieu isotrope continu. La
conséquence essentielle de tout ceci est que les modes découplés élastique=-
nent sont également découplés par rapport & l'amortissement interme.

- Facteurs d'amplification dynamique pour un systdme & un seul degré
de liberté ‘ .

Avant d'entreprendre la discussion sur l'influence de 1'amortisse-
ment interne sur la résonance d'un avion il est utile d'examiner le phéno=-
méne de la résonance dans le cas d'un systime & un seul degré de liberté.
Le fait nouveau essentiel sera l'introduction des effets de 1'inertie.

Jele = La résonance dans le cas d'un simple amortissement visqueux

. Aprés addition d'une masse m, au schéma de la figure 1, 1'équation
(1) devient

£, = kq, ted +nd, (31)

ot dans 1'hypothdse d'un déplacement harmonique simple, avec

q, = Relxel*t) " (32)
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|

la force extérieure nécessaire est de la forme .

t, = Relyel*t}
ol , ;
y, = (k, +iwc, - &m)x,

Pendant la variation de fréquence nous garderons constante 1l'amplitude
de 1l'excitation et nous utiliserons toujours la méme référence de phase.
Ce sera le cas si 1l'on prend ¥, réel et constant., Résolvant 1l'équa-

tion (34) par rapport A x, ot substitunt la valeur trouvée dans 1'équa-
tion (32), on trouve que la réponse forcée est ’

- y, iot 35) .
U M{kl+m_»cl-a?lle } : ( ‘

Remarquant qu'd basse fréquence la réponse quasi-statique est

_ Yy _fat
qQ = Re/]— e

on peut encore écrire 1'équation (35) sous la forme suivante

q, = ne[%l D e“’t] | (36)
1
ot D = — 1 (37)
' 1+ iw bt N o 2
kl kl

o8t le "facteur d'amplification dynamique”.

A ce point il est commode d'introduire les quantités

i . _ c, c, ‘ ( !
= Il 4 € - = 38)
R Y N

qui sont des caractéristiques trds importantes des vibrations libres du
systime. La vibration litre est régie par 1'équation (31) dans laquelle
on fait f, = o, A 1'aide des symboles définis en (38) on la transforme

en

(‘):q‘ + 2w +q = o
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et les racines de 1'6quation caractéristique sont
w[-e t /e - 1]

En' 1'absence d'amortissement (quand c1 =oou fa= o) ces racines sont
b o :lwo, en sorte que W est la Afréquenco circulaire propre du systdme non

amorti. La quantité sans dimension £ conditionne seule la nature complexe
des racines, elle mesure bien les effets dynamiques de 1'amortissement.
Puisque la valeur critique pour laquelle les racines deviennent réelles

est £= 1, £ peut &tre considéré comme le rapport du coefficient d'amortia-

sement ¢ 4 sa valeur critique.

Les définitions (38) simplifient aussi 1'expression (37) et nous

obtenons :
o 2 -1
D = I_ - (—"—’) + zie-‘i] (39)
, . %o )

La signification de D, quantité complexe, appara.ft mieux sous sa forme
polaire '

D = Al (40)

I T i

oh LA = Kl - +4e"’_——] (41)
ot T 25-“—,-

— T | (42)

Portant la relation (40) dans 1'équation (36) nous avons'

q = .l’;l A cos(wt - ¢) ’ (43)

1

ol A apparéit‘ comme le facteur d'amplificatioh dynamique de 1 amplitude
de la vibration et ¢ comme le déphasage entre. le mouvement et 1'excitation.

La figure 7 est la représentation de D, quantité complexe, dans le
plan d'Argand. La figure 8 représento classiquement Aot en fonotion do
la fréquence.
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la r‘sommoo de phuo se définit par la ocondition que le nouvoment
soit en quadrature avec 1l'excitation. On voit que la condition tg ¢ -‘n’/2
est justement remplie pour W= w Comme (du moins pour les faibles va=

leurs de £ ) la phase est trds sensible aux variations de fréquence au
voisinage de la résonance, la mesure de la phase est un moyen idéal pour
s'assurer que 1l'on 8'y trouve bien.

L'amplitude de résonance se définit comme étant celle ou A est ma-
ximum, Cela & iieu pour une fréquence légdrement inférieur w-uJo Vi-2¢ 2,

et le maximum de A, qui est égal & [25\/ 1 -EZJ 1, n'est pas beaucoup
supérieur & la valeur [ 26] -t - qui est la sienne A la résonance de phase.

Sauf le cas d'un amortissement élevé; 1a résonance d'amplitude,
quoique moins exacte, peut bien se substituer a la résonance de phase.

3.2, = La résonance dans le cas d'un amortissement héréditaire

L'addition d'une masse m,, au schéma de Maxwell simplifié de la

figure 3 donne, au bout de calculs analogues aux précédents, un facteur
d'amplification dynamique, .

. | " _ ,
D = Q+1_w°Lk2__-w2."_l> (44)

k, (k, + {wc,) k

La transformation et 1'examen de cette expression font apparaftre
deux difficultés. La premidre eat la définition de la fréquence propre du
systdme non amorti. Si on pose ¢, =01la fréquence propre est

«, = vk, | (45)

(]

Mais quend oy tend vers 1'infini le systbne est aussi non anorti ot sa fré-
quence propre est donnée par

V&, FE)/m;, = wyT+x (46)

avec R | (47)
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Comme K est trds petit, ces deux définitions de la fréquence propre
non amortie ne sont pas trds différentes., Cependant, on le verra plus loin,
i1 y a des raisons pour adopter une troisiéme définition qui fournit une
valeur intermédiaire.

la seconde difficulté git dans J.a_' définition du coefficient réduit
d'amortissement. L'équation caractéristique de la vibration libre du sys=
time est du troisitme degré et il est par conséquent difficile de se rendre
compte de la nature des racines. Il sera suffisant pour atteindre notre but
d'introduire le coefficient sans dimensiop
o & : 48
€ = = | (48)

11

Tenant compte de (45), (46) et (48), nous écrirons 1'équation (44)

B -1 :
D = <1-,a2+1 fa > (49)

,

w ...
aves a = —.
' @

*

L'angle de phase correspondant esi donné par
' K’éa . -
tanp = (50)

(K2 + €2a2) (1 - 0.2') + K€2Cl2

Le dénominateur de 1l'expression ('__50) est une forme quadratique en
«2, Une des racines est réelle et négative et n'a par conséquent aucune si-
gnification ici. L'autre racine est réelle et positive et on peut en con-
clure qu'il y a une valeur de la fréquence forcée qui correspond & une
résonance de phase. On trouve aisément la position de la racine par rapport
aux valeurs % =1 et o a V1 4 k qui correspondent aux fréquences propres
non amorties. L'emploi de la premidre valeur donne & la forme quadratique
la_valeur positive kg2, L'emploi de la seconde donne la valeur négative
-k, Le coefficient de  étant négatif, cela signifie qus la résonance de
phase a lieu entre les deux fréquences prppres non amorties dont nous avons

parlé .

Comme du point de vue physique la définition de la fréquence propre
non amortie est nécessairement quelque pew artificielle, il y a intérét a
adopter une définition précise basée sur la résonance de phase. En d'autres
termes les fréquences propres non amorties des systimes linéaires élastico-
visqueux doivent &tre considérées comme définies au mieux par leurs fré-
quences de résonance de phase. D'un autre.point de vue le comportement de’
1'angle de phase A fréquence croissante est qualitativement semblable &
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celul d'un systdme simplement doué d'amortissement visqueux. En raison
de la réduction de 1'amortissement équivalent aux hautes fréquences il
se rapproche seulement plus vite de la valeur asymptotique de 180°,

" L'examen de 1'amplitude de résonance ne révdle rien digne de
remarque.

"3e3. = La résonance dans le cas d'amortissement structural

Le coefficient d'amplification dynamique tel que le définit
1'équation (21) est

D = (1 + g, -§>.1 (1)

(4]

oh @ = V7,

L'évolution de 1'angle de phase

€

tap = —
)

montre une résonance de phé.se pour W= u% » Ce qui définit correctement

la fréquence propre non amortie du systdme. Une différence digne de re-
marque est 1l'existence, & la fréquence nulle, d'un angle de phase petit
mais non nul,

" La représentation de D dans le plan d'Argand est exceptionnelle-
ment simple. L'inverse de D est sans ambiguité une ligne droite paralldle
3 l'axe réel et, selon la théorie de l'inversion, le lieu de D lui-méme
est un cercle dont le centre est sur 1'axe imaginaire (Fig.9).

Il est évident d'aprds ce diagramme circulaire que pour ce type
dlamortissement la résonance d'amplitude et la résonance de phase coin-
cident. :

Kennedy et Pancu 9 ont montré que, dans le cas de l'amortissement
structural, d¢/ de? atteint également son maximum 2 la résonance. la mé-
“thode qui consiste & déterminer la réaonance en mesurant le taux de varia=-
tion de la phase en fonction de w2 présente 1'avantage d'éviter la mesure
des angles de phase en valeur absolue, ce qui offre des difficultés avec .
certains types d'excitation. Dans les cas différents de celui de 1'amortis~
sement structural le taux maximum de variation de phase ne coincide pas
exactement avec la résonance de phase, mais la différence eat trés petite
dds que 1'amortissement est faible.
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4 - Influence de 1'amortissement sur un gxstéme 4 plusieurs degrés

de liberté

4.1, - Mise en équation matricielle du problime

Pour discuter du probléme de la réponse en fréquence, en pré-
sence d'amortissement interne, d'un systdme ayant un nombre élevé, mais
fini, de degrés de liberté il est fort indiqué d'utiliser les matrices
en raison de la simplicité qu'elles apportent & la mise en équation. On
peut approcher de prés par ces méthodes le comportement des systdmes
continus et bien des conclusions auxquelles on arrive peuvent s'étendre
aux systémes continus sans autre justification.

Reprenons 1l'équation du mouvement d'un systéhe 4 un seul degré
de liberté avec amortissement héréditaire; elle est de la forme

g, + kxq1.+ $q, = f, (53)

et n'est autre que 1'équation (8) aprds addition des forces d'inertie,
La notation employée pour la convolution ou intégrale de Duhamel

: t
¢y, = f B(t-T) 4,(7) dr (54)

o

convient encore A la mise en équation matricielle., L'extension de 1%'é-
quation (53) au cas de plusieurs degrés de liberté est tout simplement

M& + Kq + q»;l = f (55)

ou q désigne la matrice colonne des coordonndes et § et q sont les colonnes
de sa premitre et de sa seconde dérivée par rapport au temps. M est la ma=
trice carrée, symétrique et définie positive, des coefficients d'inertie,

K la matrice carrée, symétrique et semi-définie positive, des coefficients
de raideur. ¢ est une matrice carrée symétrique de fonctions héréditaires
dont le produit par ¢ donne une convolution intégrale du type (54) pour
chacun des éléments du produit. Finalement f est la colonne des forces
d'excitation extérieures.

Si chacune des fonctions héréditaires est du type (9) on a simple=-
ment un "amortissement de Maxwell", L'amortissement simplement visqueux
peut &tre regardé comme un cas particulier ou chaque rigidité k est suppo-

sée infinie. Lorsque k2 tend vers 1'infini la fonction

Kty =
ke €xp (- ‘9
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i
|
qui Jouit de la propridété suivante

. A
f @) dt = ¢, (indépendante de kz)
o . .

se comporte comme un opérateur de Dirac c25( t ) et la convolution inté-
grale se ramdne a :

. :
c"'f 3(t-1) q,(7) dT = ¢,q,(t)
0

ce qui est conforme & la loi de 1l'amortissement s:l.nplement visqueux,

_ La matrice ¢ se ramdne donc & 5 (t)Cc, ou C est une matrice de
viscosité h coefficients constants et 1'équation (55) s'écrit

Mit+tEqtod = f (56)

L'amortissement "structural® ne saurait 8tre inclus dans 1'équation (55)
puisqu'il n'admet pas de représentation par une intégrale de Duhamel.

Ia matrice opérationnelle de rigidité correspondant a (55) est
82 + K + s8(s)

ot la réponse en fréquence du systéme pour

qQ = Oh’t! :
(57)
| ¢ = elut’
qu'on en tire en substituant iw A s, est domnnée par
K - oM + 108 (1)) = y (s8)

Les é1éments de o sont des fonctions réelles de iw et un
changement du signe de W est équivalent A& un changement de i en -i. Par
conséquent lorsqu'on sépare dans ¢ la partie réelle et la partie imagi-
naire le résultat est de la forme

B(w) = R@?) + ial(w?) ~ (59)

la matrice

[ ‘,5? K- I o (50)
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peut 8tre considérée comme une matrice de raideurs effectivea, fonctions
de la fréquence, et la matrice R (w?2) comme une matrice d'amortissement
visqueux équivalent. Ceci ramdne la forme des équations & celle qu'on
obtiendrait enlraitant 1'équation (56).

4.2, - Modes propres non amortis

_ "Ut:l.lisant la relation (59), nous allons écrire a nouveau 1'équa-
tion (58) sous la forme suivante '

[K-«;.«:"’Mi-iwli]x =y - (61)

od K est mis A présent & la place de la matrice K définie en (60) et ol

le fait que les éléments de K et R sont fonction de la fréquence se trouve
sous~-entendu. Ainsi qu'on 1'a exposé dans la Section 3.2., si le but pour-
suivi est d'obtenir les modes propres par un essai effectué a la résonance,
ces modes sont définis de la meilleure manidre lorsqu'on recourt au prin-
cipe de la résonance de phase. Celle-ci a lieu, les éléments de y étant
réels (tous les excitateurs sont en phase), lorsque la matrice des ampli-
tudes de la réponse est de la forme x = iz,  ayant tous ses éléments
réels. ‘ '

Séparant dans 1'équation (61) la partie réelle de la partie imagi-
naire, nous avons :

wRz = y » (62)
(K - ™M)z = o : (63)

Cette dernidre équation; qui est homogdne définit donc les fré-
quences propres comme étant des valeurs propres et les modes propres corw
respondants, "(K)' comme des vecteurs propres. L'excitation requise est

définie ensuite par (62), A partir de (63) le carré de la fréquence propre
8'exprime par le rapport ' '

! K () ,.
@ = 2FeRm (64)

4
Z(K) M Z(K)

.Il 'est sans dodte important de remarquer que, du fait que K( wf) |
et X( w§ ) ne sont pas nécessairement des matrices proportionnelles, les
modes z(r) ot z( s) associés & -dm fréquancga propres digt_inctes W, et
w, ne vérifient pas & tout coup la relation classique d'orthogonalité
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L'abandon de cette propriété fait naftre un doute sur la valeur
de notre définition des modes propres. Mais des points de vue différents,
tel que celui qui prend pour base les rigidités quasi-statiques K(o) ou
K (), bien que sauvegardant les relations (65) sont d'un caractdre
artificiel et conduisent & des définitions des modes qui échappent &
1'expérience. En pratique, la variation de rigidité avec la fréquence est
assez faible pour n'introduire que des différences négligeables entre ces
définitions. C'est pourquoi les modes obtenus & partir de la résonance
satisfont approximativement les relations (65).

Dans le cas d'un amortissement purement visqueux, ou I (w?) = o
ot R = C sont des matrices & éléments constants,comme K, et encore dans
le cas d'un amortissement "structural™, les définitions coincident et la
condition d'orthogonalité est exactement satisfaite. Mais ces cas sont
une idéalisation de la réalité physique.

4.3. - Les déphasages caractéristiques

Une analyse de la réponse en fréquence définie par 1'équation (61)
s'appuie commodément sur un développement orthogonal qui utilise la notion
de "déphasage caractéristique". Dans sa forme initiale 1 ceci fut établi
dans le cas d'un amortissement purement visqueux. Du moment qu'on n'utilise
pas les relations (65) on peut facilement 1'étendre au cas général ou K et
R sont des fonctions de la fréquence. o

A une fréquence donnée on peut sixpposer que 1l'excitation et la ré-
ponse sont définies comme suit ‘

y = real
®© (66)

X e'“’Kr(K) »with real T(K)

I1 faut donc que, pour un mode propre, toutes les coordonnées
vidbrent & la méme phase ¢K par rapport aux forces d'excitation qui sont

toutes en phase.

. ~ Substituant ces relations dans 1'équation (61) nous avons, aprés
séparation des termes en phase et des termes en quadrature,

[wcoscA(R - sin¢k(l€ - a’z;d)]r(x) =0 (67)

' [cosdak(x - W?M) + msinqbKR]r(K) = ¥(K) ‘ (68)

L*équation (67) est homogtne et pose un problime de valeurs propres pour
la détermination du "déphasage caractéristique". Les valeurs propres
t¢¢x sont les racines d'une équation algébrique en tgg , savoir

t|[wR - tend(K - *M)]| = o
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Elles sont xréelles puisque

. wr! lir :
tanﬁ( - (K) (K) (69)

et que, 8i 1l'on désigne par rzK) la transposée conjuguée de r(K), ceci
est le rapport de deux formes hermitiennes. Quand tg¢x est connue, les
valeurs de c/:x' sont connues sans ambiguité grfice & la condition

to<q5k\<1rb' (70)

On montrera que cette détermination est compatible avec une variation
continue de ¢ . en fonction de la fréquence.

Une fois obtenu 1l'un des ¢K le mode correspondant r(K) est don=
né par 1'équation (67) & un facteur prés indéterminé. Le mode d'excitation

correspondant se détermine par 1'équation (68) ou par 1'une des combinai-
sons ci-aprds des équations (67) et (68), savoir

008¢k ’(K) = (K - wzu)r(x) (71)
singy Yy = @Rry (72)
Evidemment 'r(K) ot Y(x) doivent 8tre pris réels tous les deux. Ils véri-
fient alors 1'hypothdse de base (66); et, en outre, dans 1'équation (69)
nous pouvons prendre r'(x) comme la simple transposée de T(g)*
‘L'énergie dissipée par cycle avec une excitation de ce type est

Elle correspond & trés peu prds au maximum de 1l'énergie de déformation,
en sorte que la quantité

) wrlev R r .
% = r'(K)R »(K) (74)
(K)y ® Tegy ’

vaut & peu prés l'unité,



Maintenant le fa.i.t que 1'énergie se d:lu:lpo réellement au cours
du cyole montre que la relation

wa r(K) = o0

ne convient pas, sauf peut-8tre pour W= 0 ou w: o , Il s'ensuit pour
1'équation (67) que la valeur tgpy = o ne peut se rencontrer dans toute

la gamme des fréquences, excepté aux limites W=o0 et Wm e Par
conséquent la variation continue de la racine tgcpx entrafne une variation -

oont:l.nuo de ¢ compatible avec la condition (70).

Introduisons maintenant la fréquence )‘K définie par

N = T rm (75)
LR

Utilisant cette définition et celle qui figure en (74) nous pouvons écrire
1'équation (69)

_ YK
tangy = ——<w>2
l - f—
M
Notez que du moment que K, R et T (k) dépendent de la fréquence, AK ot Y,
sont eux-m8mes des fonctions de la fréquence d'excitation.

Tandis que I‘. é reste toujours fini et positif (les raideurs ayant

pour limites K (o) et k () en tant que rapport de deux formes quadratiques
définies positives, le comportement de Y K est différent, pour W= o0 et

W= 0., suivant les hypothdses faites sur 1'amortissement.

Dans 10 cas de l'amortissement héréditaire R a des limites finies et dé-

finies positives pour W= 0 et W3R, powr W= o0 , Alors Y ot tqu‘

ont la méme allure que W au voisinage de W = o et qua u’" et ‘W=3 res-
pectivement au voisinage de W= o0 o . S

'Y tormes ,constants et rien n'est changé pour elles au voisinage de W = o,
Par contre, au voisinage deW=o0 , YK tend maintenant vers 1'infini avec

W (ces valeurs ne sont donc plus du tout petites aux hautes fréquences)
et tgp, tend toujours vers géro mais seulement comme w=1,

Dans le cas de l'amortisaement atructura.l K ot WR sont des matricea a

termes constants. A la fois YK et t¢¢x tenden_t vers des quantités posi-
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tives petites au voisinage de W= o0, Au voisinage de W m o0 , YI roéte :
fini tandis que tg¢ g tend vers zéro comme w=2,

Toujours a partir de 1'équation (67) on voit que tg:jsx = o0 peut
8tre une valeur propre si T(x) vérifie :

(k - w’M)r(K) = o0 . (76)

On reconnaft le probldme posé par l'équation (63), ce qui justifie les
relations suivantes : .

Ty = 3K _ (77)
K = m/2 (78)
N = o pourw=o (79)
YKy = “kRzx) | (80)

Pour résumer

Il y a autant de modes d'excitation et de modes de réponse normaux
que de degrés de liberté du systime, _

Tout déphasage caractéristique est nul & la fréquence nulle (ou petit
et positif dans 1'hypoth®se de 1'amortissement structural), passe par
T /2 pour une fréquence propre du systime (le mode réponse étant alors
identique au mode propre§ et tend vers T & haute fréquence. I1 a donc
qualitativement 1'allure du déphasage d'un systime & un degré de liberté.

Pour un amortissement purement visqueux‘ et pour un amortissement
structural 10 on peut également montrer que w=-1 tg;éx et tgqu respecti-

vement croissent de fagon monotone avec w2,

4.4, ~ Orthogonalité des modes de réponse normaux

11 suit de 1'équation (67) qu'un mode de réponse normal satisfait
3 1'équation

wRr gy = tandy (K - w’M)r(K)

~ Soit r(Jj) un autre mode de réponse A la mlme fréquence. Alors
aprds avoir multiplié & gauche par r'(j) nous obtenons

wripRrg = tandy rig (K - ST
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De mfne si nous prenons 1'équation vérifide par r(j), si nous la trans-
-posons et la multiplions & droite par T(x)’ nous obtenons

- 2

D'ol, si tg¢x = tg¢ j les propriétés suivantes, caractérisant une ortho-
gonalité, se trouvent satisfaites
| “rlyy Ry = 0 | (81)

Tl (K - Py, = o : ‘ (82)

On peut montrer que ces relations restent vraies si le déphasage caracté=-
ristique possdde une racine multiple en orthogonalisant les modes indé-
pendantss associés.(La théorie des matrices enseigne que ‘le nombre des
modes indépendants est celui du degré de multiplicité de la racine).

Multipliant & gauche 1'équation (68) par r'( 3) et utilisant les
relations d'orthogonalité nous obtenons
TV = °© J#K - (e3)
Ce qui établit une propriété trds importante, savoir que l'énergie intro-

duite par une excitation donnée se répartit seulement entre les modes de
réponse qui lui sont associés,

4,5, = Extension de la rép_gnse en fréguence au_cas d'une excitation
arbitraire » o

A une fréquence donnée les y(K) forment un ensemble complet ou
base de 1'espace vectoriel. En fait la relation annexe

. s ox ¥k = o
impiiqiie, aprds multiplication par r'(x‘) et recours & 1'équation (83),
que : .

ay [rh)y(j)] = o pour tout J

A_présent, on tire des équations (71) et (72)

j 2 - . 2 4 .2 2 )
tleggyyy)? = ey & - e )12 + ollrfy Rryy12 > 0
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ot par oonséquent ‘tous les 3 ‘oon'c nécessairenent nuls,

Un mode d'excitation quelconque peut tou:)ours 8tre représenté
de la méme fagon comme un développement

y = Z,BKy'(K)
On suppose que tous les excitateurs sonf en phase en sorte qu'on n'a
& considérer que des coefficients 3 réels; on peut les regarder comme
les coordonndes généralisées d'une excitation arbitraire.
Le développement correspondant de la réponse en fréquence sera
' - 1 -
k = Zfe ¢Kr(K) = a- ib
a = Z,Bxcosqﬁxr(x) ‘ (s5)

est la partie en phase avec 1l'excitation et
| b = ZAsinkr ) a (86)

est la partie déphasée de 90® en arridre.
D'aprds les équations (84) et (83) et aussi d'aprds 1'équation (72)

k)Y | rlgyy
B = 75 = singy- I(Kl)z (e7)
Ty “T(K) M (K)

ou, utilisant les définition (74) et (75)

bK - sindk l'('K)y (88)

e "fx)“"(x)

I1 est commode de normaliser les modes de réponse en attribuant a chacun la
méze masse généralisée

BE TNy (39)

Les réponses en phase et en quadrature & une excitation arbitraire telles
que les donnent les relations (85) ot (86) s'écrivent alors
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N si c
| a. = “ nj‘)\:sqbk[r(x)y]r“) | (90)
b. = -Z &)‘f—({r(x)y]r(x) ' (91) |

4,6, - Matrices de flexibilité dymamique

Si les termes correspondant 2 l'énergie introduite, placés ici
ontre crochets [r (K) y(K)] » sont mis en facteurs dans chaque terme

du développement (ce sont des quantités scalaires) et si 1'on utilise
les propriétés associatives de la multiplication matricielle, on peut
moettre l'excitation en facteur & droite. On trouve alors

8 = Ay ad b = By (92)
1 _ singycosgy

A = #Z—W r(x)r{m (93)

o 1 sin’ | (94)

r r!
u yKAﬁ (K)" (K)

Ce sont les matrices de flexibilité dynamique et elles apparaissent comme
un développement de produits di-ad.iquea des modes de réponse. Un élément
A j( W) dé A est 1'amplitude de la réponse en phase de la coordonnée y

pour une excitation unitaire appliquée & la coordonnée qJ; (w) est la
réponse correspondante en quadrature. Puisque

x = (A - iB)y
nous avons donc trouvé 1'inverse de la relation (61)

K - oM+ iwR]"! = A - 1B (95)

47 = Ca.ractére stationnaire de l'énerge réactive pour un mode'
d'excitation pur _

. Considérons 1'énergie introduite par cycle par une excitation
arbitraire, c'est-i~dire 1l'énergie "active"

E, = my'd =hnb’y (96)
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ot définissons 1'énergle "réactive” par

‘Er = 17y’a. = m’y (97)

Tirant y de 1'équation (84), a et b des équations (85) et (86), utilisant
1'équation (83) avec ¥(gys tiré de (71), nous obtenons

| Ey = maZBglrigRrk,] : . (98)
. El‘ = ﬂmZﬂécotLA([er)Rr(x)] (99)

Manifestement Ea est une forme quadratique définie positive, ce
qui correspond & sa nature d'énergie dissipée. D'un autre c6té E_ n'est

généralement pas définie positive. Chaque fois que l'on passe pa.r une
résonance de phase, l'un des coefficients oot . ¢K passe d'une valeur

positive A une valeur négative, d'ou s'en suit un changement de B:Lgne de
la forme.

Les conditions pour que 1'énergie réactive demeure stationnaire

vis-a-vis de petites variations arbitraires des coordonnées généralisées
de 1'excitation sont :

E : .
=—L = 2mwfcotdylriy,Rr¢y] = o  pour toute valeur de K

9k

Si 1'on écarte la solution triviale de 1'excitation nulle (tous
les /SK aont nuls), ces conditions ne peuvent 8tre satisfaites que si

(1) Tous les /31( sont nuls & 1'exception d'un seul, soit /33
(2) cot ¢3 =0 ou 4):) = T/2

Il s'en suit alors d'aprds les équations (77) & (80) que

W= u)j

Xm i /s’tjz( 1) (1*un des modes propres en quadrature)

(1'une des fréquences propres)

Y- 16;) (DJRz( 5) (un mode d'excitation pur).

A ces conditions la valeur stationnaire de E, est zéro. Ainsi la

propriété qu'a 1'énergie réactive d'8tre stationnaire nous donne un cri-
tdre pour reconnaftre les cas d'excitation idéale et fournit un moyen
expérimental de reconnaftre un mode propre pur.
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i .
" Un autre probldme intéressant est le suivant. Des équations (97) et

(92) on tire
E, = m'Ay

- ot 8i nous considérons lles éléments de y comme des coordonnées de 1'excita-
tion, les conditions pour obtenir les valeurs stationnaires sont

8B, = m(Sy'Ay +y'ASy) = 2mdy'(AY) = o

pour des variations arbitraires de 0y. D'ou
a=Ay =0 _ (100)

_ De fait, la dispsrition de la réponse en phase implique un mode
propre de réponse en quadrature ce qui peut seulement avoir lieu A la fré-
quence de résonance. Les fréquences propres du systdme sont donc aussi des
.8solutions du déterminant

la@)| = o (101)

ef les modes d'excitation pure Rz( 3) sont les vecteurs propres correspon=-
dants de 1'équation (100),

/448, = Modes purs obtenus par excitation partielle

Un mode d'excitation pure pour une structure continue exige une
distribution de forces de volume et est évidemment impossible & réaliser.
Avec un nombre fini de points recevant les excitateurs se pose le probléme
de rendre optima la distribution des amplitudes des forces pour obtenir une
réponse aussi proche que possible d'un mode propre. '

Les principes de la solution peuvent aussi bien &tre exposés dans
le cas d'un systime A nombre fini de degrés de liberté dont seulement
quelques unes des coordonnées sont excitées.

4;8.1. - Le principe de résonance

Soient z(r)' et L\)( r) le mode propre et la fréquence propre que l'on

cherché 4 déterminer par une mesure de résonance. Suppc;sons alors (1) que W,
eat suffisamment éloignée des autres fréquences propres pour que pour ’
W wr on ait sin gbr = { et que les autres sin ¢x soient des quantités

_petites, de 1'ordre de Y comms les Yx‘; (2) que le facteur d'énergie intro-
duite [z‘(r)y] soit du méme ordre (au moins) que les autres, la situation

“est alors la suivante pour Wm= W 4
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ss1.(a) le terme prépondérant 'dans la réponse en quadrature est

R y] ' gy

b= B (102

b T, @ % ~7(102)
ftous les autrea termea étant petita, de 1'ordro de :.”\Ys, é;impﬁé;aé h
celui-ci. ' d :

(v) 1e terme en z( ) dispa.rait de 1a réponse en phase (cos qb = o) .

et les autres termes sont petits, de l'ordre de Y, comparés au terme
en quadrature prépondérant. Par conséquent nous pouvons déterminer ex-
périmentalement le mode propre z( ) avec des erreurs de l'ordre de

~Y% seulement, en mesurant la réponse en quadrature 2 la réeonance. n
est nécessaire pour cela de disposer de capteurs capables de discerner
les composantes en phase et en quadrature. Si 1'on utilise de simples
.capteurs donnant seulement 1'amplitude cré&te & créte de la réponse, il
“faut faire attention au voisinage des noeuds de b( ) Car si l’ampli-

‘tude locale de by y est grande, 1'addition de ternesde 1'ordre de ¥
( )

en phase avec elle et de 1l'ordre de Y, en quadrature, donne une am=
plitude crdte A créte correcte & Y% pris. Mais au vois:l.nage dea
'noeuds de b( ) l'erreur peut 8tre de l'ordre de Y o

Les réa,ultats numériques dans le cas des vibrations de flexion
et de torsion d'une poutre continue avec amortissement uniforme, exci=
-tée & 1'une de ses extrémités, montrent que 1'importance relative de
la réponaa en phaee croit de faqon notable avec l'ord.re de la résonance.

_ '.I.‘out ce que 1'on vient d'exposer constitua un ca.s limite et,
pourvu qu'on n'en fasse pas application & una résonance d'ordre élevé,
on peut obtenir d'excellents résultats avec des essais effectuéa avec un
aeul excitateu:r. ’ e

Pour réaliser pleinement les conditions exigées du terme d'éner-
gle introduite il faut placer l'excitateur en un point ou il y a de .
pandea amplitudea pour chaque cas particulier de résonance.

Maia une question se pose alors : comment ést~on amené & décla-
Ter que 1l'on se trouve bien dans un cas de résonance? La réponse est
fournie par le recours au principe de résonance locale de phaso.

‘.\‘ ; 4.5.2; -‘Le principe de réSonance locale de phase

" Déterminons la vafiation de 1a 'réponse x pour de petites varia=
tions de la fréquence d'excitation, y étsnt gardé conatant. Plus préci=
aémnt calmlona la matnce colonne Ceenle Wi tovn miyen

v =

dx
dag’,
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. on peut le faire en premidre approximation en supposant que wR
et K ne varient pas de fagon appréciable en fonction de la fréquence.

Alo_rslen. différentiant 1'équation (61) par rapport & W™ nous obtenons
-Mx +.."[K - oM +__1?|;? v =o |
.;1;, a bpart:l.r‘.' de l'équatiog (95)
v - * - By = - (AMa - BMb) - 1(AMb + BMa) (103)

Dans le cas limite décrit plus haut le terme prépondérant dans la
tie réelle de v se détermine aisément & partir des équations (90), (91),
f;;) et (94) et on le trouve éga.l a

- - [zf,4¥)
da (r) ‘
—_ T e ——— 104
| de? pwryi(@) “n ( . )

Les autres termes sont du m8me ordre que Y*, si on les compare & celui-ci,
et les termes de la partie imaginaire du mfme ordre que Y.

Supposons maintenant que nous réalisions la résonance en recueil-
lant la réponse en phase .de 1l'une des coordonnées, soit celle de rang i, et
en réglant la fréquence d'excitation de fagon & annuler cette réponse. Cette
fagon de procéder peut recevoir le nom de principe de résonance locale de
phase et se justifie si, en plus de la_condition (2) du principe de réso-
nance, l'amplitude de Z(p)? pour la jéme coordonnée, est du méme ordre

que les autres r(l()i’ Pour cela la comparaison du terme correctif

sziai = _A_“’zizfﬂ]_

&’ w?

2 uwdie) (01

au terme a (u) ) qu'il doit balancer (comme on peut lo voir d‘aprés l'équa-
tion (90) nontra que

>

w?

r

=' 0(y?) seulement

e

On mesure donc la fréquence propre avec une erreur relative de 1'ordre de
Y ot les corrections dues & Aw ‘dans la réponse en quadrature consias-
tent en termes de 1'ordre de Y par rapport au terme prépondérant fourni
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i
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i

par l'équation (102).

En conclusion on peut escompter que, dans le cas ou la fréquence
propre est bien isolée et qu'on applique une excitation unique en un point
de grande amplitude, l'observation de la résonance locale de phase en un
autre (ou au méme)point de grande amplitude assure la mesure de la fré-
quence propre et de la déformée du mode, 1'une et l'autre avec des erreurs
relatives de 1'ordre de ¥<.

On peut remarquer que ce principe revient i remplacer 1'6quation
de la fréquence (101) par 1l'équation approchée

1j(m) = o

ou j est 1l'indice de la coordonnée excitée et i 1l'indice de la coordonnée
ou la réponse en phase s'annule.

4,8.3. - Le principe de la pseudo-résonance

. Dans les structures compliquées les fréquences propres ne sont pas
toujours bien séparées. En théorie deux ou plusieurs modes ayant des dé-
formées distinctes peuvent posséder la méme fréquence propre 11,12, Dans
de tels cas et plus généralement pour les spectres de fréquences élevées
ou les fréquences propres ont tendance & se rapprocher les unes des autres,
il est impossible d'obtenir des modes de résonance pure sans avoir recours
4 de multiples points d'excitation. En utilisant plusieurs excitateurs il
devient théoriquement possible de réaliser la pseudo-résonance de modes de
réponse dont la fréquence est trop proche de celle du mode que 1l'on veut
mesurer. En d'autres termes les facteurs d'énergie de ces modes de réponse
peuvent tendre vers zéro, supprimant ainsi dans le développement (91) des
termes qui seraient par ailleurs relativement importants car les valeurs
de leur sin @y, ne sont pas éloignées de 0 (¥)e

Reste cependant le probléme de décider par l'experience si ces cas
de pseudo-résonances se trouvent actuellement réalisés.

Pour simplifier nous allons commencer par le problime posé par deux
fréquences voisines que nous appellerons 001 et 092. Prenant seulement les
termes prépondérants, lorsque la fréquence d'excitation est voisine de u%
et W_, nous avons '

2
8in’p, | sin’®,
- oy N2 [r(“y]r“) + LY A2 [ru)y]r(,‘,,
_ _ sing cosp, sing,cosp, .
o = — 1 rf ylr, + ——252r(,5ir g,

py N YA
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| Supposons que W= W, exactement. Alors cos ¢, = 0, sin ¢o1 =1,
(1) = %(1) et le second feme de b est le terme parasite qui doit &tre
éumimj par un vecteur d'excit_ation Y, tel que [r'(z)y] = 0 et que
[r'(1)y] soit du méme ordre que le,facteur d'énergie. On voit que le

terme dominant conservé en a disparaft & la résonance et que nous avons
alors une véritable résonance de phase en chacune des coordonnées.

En pratique, si nous avons deux excitateuis nous pouvons ajuster
1'amplitude relative de leurs forces de fagon & avoir exactement résonance
de phase en un point de grande amplitude. Ensuite par un petit réglage de

AUJZ/ wf qui est de 1'ordre de Y2, nous pouvons, en tenant cozﬁpte des

termes négligés dans a, assurer une résonance de phase exacte en un autre
point de grande amplitude. On peut donc conclure que toutes les conditions
requises pour des mesures soigneuses, en particulier pour celle de la pseudo=
résonance du mode parasite, sont remplies par 1l'emploi de deux excitateurs,
placés de préférence en des points de grande amplitude, et par le réglage
de la fréquence et de l'amplitude des forces d'excitation qui assure la
résonance de phase en deux autres (ou éventuellement les mémes) points de

grande amplitude.
| Si nous désignons par les indices ;)1 et ;)2 les coordonnées excitées
et par :l.1 et 12 les coordonnées mesurées, cette méthode revient & remplacer

la condition pour une excitation pure de 1'équation (100) par ces conditions
approchées ‘

- - N
1111(“’)le lsz(w)yjz

- ®
[
|

®
[
!

= A (5 + A
1.241( )yj_l._“ 1212(“-’)’12

L'extéx'xsion‘do ce principe A& un nombre quelconque d'excitateurs est immé-
diate et conduit aux conditions | .

A(S)Y(s) = 0 (1$)

ol A(‘s) est la sous-matrice de A obtenue en prenant les éléments communs

aux lignes (11, iy ese im) et aux colonnes (31, Jy eee :)n), ot Y(s) la co-
lonne des amplitudes d'excitation utilisées & 1'essai.

Nous noterons que dans le cas particulier ou

- 1, = Jy (t=12.. )
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clest-a—dire quand la résonance de phase est imposée aux points oh
sont les excitateurs, le principe est une expression de la station=-
narité de 1l'énergie réactive de l'excitation partielle.

La réalisation pratique des conditions (105) est d'une diffi-
culté croissante avec le nombre des excitateurs en usage. Bien des
recherches sont nécessaires pour examiner la convergence des méthodes
d'approximation successive que l'on peut envisager. On peut, par
exemple, penser & la possibilité d'étendre la méthode de Gauss-Seidel
A 1'équation (105). Cela consisterait en pratique & régler successi-
vement l'amplitude de la force de chaque excitateur th pour assurer

'la résonance de phase sur la ‘coordonnée q 4 &vec le réglage de fré-
quence convenable. -

Une autre méthode serait de mesurer expérimentalement chacune
des colonnes de Ag) (en mettant en oeuvre seulement un excitateur)

et la phase des réponses. On trouverait alors la fréquence en calcu-
lant numériquement IA( )| de fagon & ce qu'il soit nul et 1'excita=-

tion nécessaire, en résolvant numériquement le systeme compatible des
équations (105). Cette fagon de procéder a été proposée de nos jours
par Traill-Nash 17,

Une bonne vérification des conditions de la pseudo-résonance
pour des modes voisins est assurée par la pureté des boucles de ré-
ponse (terme en quadrature en fonction de la phase de la réponse)
quand la fréquence varie au voisinage de la fréquence propre cherchée.
Une bonne boucle de réponse doit ressembler & celle d'un systdme & un
degré de liberté, qui est presque un- cercle, un point sur lequel ont
spécialement inslsté Kennedy et Pancu

4,9, - Cas particuliers de réponse forcée
Si nous supposons que

K@) = [1+0@lK(o) with 6() = o (106)

l?s)modes propres sont orthogonaux par rapport aux deux matrices M et
K(o) et

2w = } | (107)
“z('r)K(o)z(s) = o r#¢s

S1 maintenant nous faisons 1'hypothdse supplémentaire que R (u>2) est
défini par

R = y(@K(o) o (108)
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nous avons une extension du oas considéré par Rayleigh qui conduit a
des résultats trés simples. En effet 1'introduction de ces hypothéses
dans 1'équation (67) et la comparaison avec 1'équation vérifiée par un
mode. propre montrent qu'a toute fréquence on peut écrire

Ty -2

WYy (w)

 tandy -
146 - [1+6l—
“k

tandis qu'en raison de 1'équation (72) et des résultats précédents

. Ov@
Yy = T+ ®

Ainsi 1'allure de la réponse forcée devient indépendante de la réponse,
1l'expression du déphasage caractéristique est obtenue de fagon explicite
et 1'allure du mode normal d'excitation ne dépend que de la matrice des
inerties M.

. Ce dernier fait est important car & partir de la connaissance de
la distribution des masses et de la mesure des amplitudes de la réponse
on peut régler progressivement la distribution des forces des excitateurs
pour la rendre optima. Telle est la base de la méthode proposée par
Lewis et Wrisley .

Revenant aux équations les plus générales du mouvament (s5),
faisons l'hypothéee que

® = H(t)K(o) (109)

qui affecte les deux équations (106) et (108) quand on les utilise apéci-
fiquement dans le cas d'une réponse forcée. (Notez que dans 1'équation (55)
K est réel, c'est pourquoi nous 1l'appelons ici K(o)g Alors, introduisant
les coorﬂonnées normales "lk(t)' nous obtenons

n

Q= Z’M“Z(x)

1

et multipliant & giicre par "'(r)’ pule utilisant ies relations d'orthogo=
nalité (ic” ), lous obte..ns les équaiions normales

.

[z(r)Mz(r)] + [z(r)l((o)z(r)](nr + ¢>nr = 2t (r=1,2...n)
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Ou, normalisant les modes propres comme en (89) et tenant compte de
l'équation (64) nous obtenons

wz

1+9( )

. 1 . . '-
T * ¢‘n,. =SEnn (110)

En 'rais,on des hypothses (109) 1es coordonnées normales sont entidrement
découplées., Dans ce cas un essai avec une excitation pure devient possi-
ble dans lequel le mode propre z(r) est le seul qui soit excité et si

1texcitation est soudainement coupée, z( ) est encore un mode d'amortis-

sement. De plus l'analyse du régime d'amortissement de 1'une des ampli-
tudes locales renseigne sur la nature exacte de la fonction héréditaire

qS t)e

Dans‘ le cas général ou 1'équation (109) n'est pas va.lable,' z(r)
n'est pas un mode d'amortissement; le couplage dft & 1'amortissement
introduit peu & peu les autres modes dans la réponse décroissante.

L'hypothdse faite en (109) n'est pas la plus générale qui puisse
conduire b. des modes entidrement découplés, Comme l'a mis en évidence
Rawle;gh (dans le cas particulier d'un amortissement ‘simplement vis-
queux) le mime type de simplification est possible lorsque @ est une
fonction lindaire de K et M, savoir

& = P(tIK(0) + P(tIM (111)

Dfautre part, suivant la théorie des matrices, on peut montrer que c'est
1'hypothdse la plus générale pour laquelle on ait

z('r)qu(s) = o0 r¥s

en méme temps que les équations (107). Alors K(o), $ et M peuvent se
transformer en matrices diagonales, propriété conmeen France sous le
nom d'"hypothdse de Basile". L'équation normale correspondant & 1'hypo-
thase (111) est o » ~

LS 1+ e(w) et T fan ™ = A

et 1'on en déduit facilement toutes les propriétés de la réponse forcée.
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Figs 1 = Systdme avec amortissement simplement visqueux .
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Fig. 2 = Courbes d'hystérésis d'un systdme structural doud '
uniquement d'amortissement visqueux pour différentes

valeurs du paramdtre wc‘/k1
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Fig. 3 = Exemple de systdme structural de Maxwell

Fig. 44- Raideur effective Rz et coefficient visqueux
équivalent ¢, pour un systéme de Maxwell
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Fig. 6 = Courbe d'hystérésis de 1'amortissement structural
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Fig. -7 Représentation polaire du facteur d'amplification
- dynamique. Amoriissement simplement viaqueu.x

Fig. 8 = Amplitude et phase du facteur d'amplitication dynamique.
Amortissement simplement visqueux
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Fig. 9 = Cercle lieu du facteur d'amplification dyna.mii;uo dans
le cas de l'amortissement structural



