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Théorie des Coques prismatiques minces
renforcées par Lisses et Diaphragmes.

INTRODUCTION.

\ .

Les coques prismatiques a parois minces sont des éléments
constitutifs essentiels des structures aéronautiques et trouvent
une utilisation fréquente dans d’autres applications techniques.

Partant d’une piéce prismatique massive & section multi-
plement connexe, GOODIER [20] a examiné la forme limite prise
par la théorie de la torsion et de la flexion selon de Saint Venant
quand les parois deviennent trés minces. L’absence d’éléments
raidisseurs transversaux y fait figurer les effets de la contraction
due au coefficient de Poisson, tandis que les charges et les réac-
tions ne peuvent étre introduites que dans les sections terminales.

Quand elle est raidie transversalement par des diaphragmes
infiniment rapprochés et rigides dans leur plan, la coque peut
résister par des seules tensions de membrane a une distribution
arbitraire de charges transversales. Une solution basée sur la
répartition de tensions axiales de de Saint Venant (GOODEY [5],
HaTtcHER [7], PFLUEGER [9], RaDowMsK1I [12]) est alors essentiel-
lement incompléte. Elle ne correspond qu’a des cas particuliers
de mise en charge et de conditions d’appui. Appliquée a titre
d’approximation en dehors de son domaine de stricte validité,
elle néglige les «tensions induites par les incompatibilités de
gauchissement ». Celles-ci se manifestent, soit par suite des
conditions réelles de mise en charge ou d’appui aux extrémités
(root corrections), soit par suite des variations du glissement
de la paroi le long des génératrices dans la torsion variable
(bending-torsion stresses) ou dans la flexion (shear lag). Les
tensions secondaires induites sont statiquement équivalentes a
zéro dans une section. Conformément au principe énoncé par
de Saint Venant elles tendent a disparaitre avec la distaunce a la
perturbation. Dans les piéces massives, o1 les distances de diffu-
sion des tensions sont plus faibles, I’accumulation des tensions
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secondaires n’a pas la méme importance que dans les coques
minces, pour-lesquelles la nécessité de formuler des théories plus
complétes a été rapidement reconnue.

Pour les caissons de section rectangulaire a deux plans de
symétrie, différentes méthodes ont fourni des solutions exactes
ou approchées aux problémes de la torsion variable ou du shear
lag. Sans qu’il soit possible de les recenser tous, mentionnons
les travaux de H. REIssNER [1], EBNER [3], GRZEDZIELSKI [4],
KunN [8], KHuN et CH1ARITO [17], HEMP [18] et HILDEBRAND [19].
Deux articles élégants de E. REISSNER [16, 23] font usage des
méthodes énergétiques pour établir une correction de premiére
approximation au shear lag.

Les caissons d’aile non symétriques, obéissant aux exigences
des formes aérodynamiques, introduisent les complications dues
au couplage entre la torsion et la flexion. Une simplification
courante du probléme consiste a supposer que les parois ne
transmettent qu'un flux de cisaillement, les efforts axiaux étant
intégralement repris par des éléments concentrés ou «lisses ».
Dans ce cas un caisson monocellulaire & quatre lisses de coin ne
possede qu’un seul mode correcteur de gauchissement. KIRSTE [6]
a formulé une solution exacte de la flexion-torsion d’un: tel mo-
déle. II a introduit les notions d’aires réduites et de ce que nous
appellerons le «centre de Bernoulli des efforts tranchants ».
Ces notions ont été étendues par DRYMAEL [14] & un nombre
quelconque de lisses et parois en méme temps qu’il reconnaissait
aux aires réduites un caractére tensoriel. Pour ces modeles plus
généraux EBNER et K@&LLER [10] ont proposé I'emploi d’états
de tensions correcteurs, statiquement nuls, mais arbitrairement
choisis et a déterminer par variation des tensions.

Le premier article ol apparait un systéme orthogonal d’états
de tensions, obtenu par séparation des variables, est celui de
VoN KARMAN et CHIEN [22] sur la torsion variable d’une coque
monocellulaire & deux plans de symétrie. Cette approche a été
étendue par BENSCOTER [25] a la flexion et torsion des coques
a diaphragmes de section arbitraire. Entre-temps cependant
H. ARGYRIS et DUNNE [24] publiaient une étude générale sur ce
sujet, compliquée par l'addition de corrections de premiére
approximation a la conicité.

Sl est difficile, parmi I’abondance des cas particuliers d’appli-
cations ‘et des considérations de détail, de suivre et de filtrer
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leurs idées essentielles, il faut leur reconnaitre le mérite d’avoir
été les premiers a reconnaitre 1'existence, dans des conditions
trés générales, d’états de tensions correcteurs orthogonaux.
L’'usage qu’ils en ont fait est également original et supérieur au
point de vue adopté par Von KARMAN et prolongé par BENsco-
TER, qui consiste & développer le déplacement axial en série de
gauchissements propres et fournit des séries faiblement conver-
gentes. ARGYRIS et DUNNE satisfont a priori aux équations
d’équilibre a I’aide d’une fonction de tensions, dont le développe-
ment en série de fonctions propres conduit a des séries fortement
convergentes.

On peut naturellement rattacher ces deux points de vue a la
dualité fondamentale entre tensions et déplacements en élasticité
et c’est un des objectifs de ce mémoire. En fait il est apparu que
cette dualité intervenait déja bien avant la synthése de la solu-
tion. Un examen de la nature du probléme de la séparation des
variables montre qu'un systéme de valeurs propres et une base
orthogonale associée peuvent étre définis d’au moins deux fagons
duales. L'une consiste a rendre le probléme posé homogéne par
suppression des déplacements des diaphragmes ; elle fournit une
base dite de premiére espéce. L’autre, qui semble avoir été la
seule précédemment envisagée, consiste au contraire a annuler
les réactions résultantes sur les diaphragmes ; elle fournit la base
de seconde espéce. Si cette derniére est effectivement plus inté-
ressante pour les applications techniques usuelles, I’autre semble
mathématiquement plus fondamentale. En fait les développe-
ments en série dans la base de premiére espéce permettent une
discussion satisfaisante des propriétés de la seconde et font
apparaitre la distinction essentielle & introduire entre « gauchis-
'sements libres » et « gauchissements liés ». Dans leur conception
physique les gauchissements libres sont ceux qui peuvent étre
imposés avec les diaphragmes bloqués sans introduire de réac-
tions résultantes.

Dans une définition plus générale qu’on peut donner du pro-
bléme homogéne a variables séparées, les valeurs propres et la
base orthogonale dépendent de fagon continue d'un parameétre
qui représente en fait une liaison élastique variable des diaphrag-
mes a une référence rigide. Dans la correspondance biunivoque
qui en résulte par un passage continu de la base de premiere a
celle de seconde éspéce, les gauchissements libres et leurs valeurs
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propres sont des invariants, tandis que la forme des gauchisse-
ments liés évolue et que leur valeur propre décroit de fagon
monotone.

Le développement du déplacement axial en série de gauchisse-
ments propres conduit aux « équations normales » du probléme
non-homogeéne par variation des coordonnées normales de dépla-
cement. Comme l'intuition physique pouvait le faire deviner, la
premiére base fournit des équations normales découplées pour des
déplacements de diaphragmes imposés. Dans le probléme usuel
ce sont les charges qui sont données et ce sont alors les équations
normales dans la seconde base qui sont découplées. Elles corres-
pondent aux équations données par BENSCOTER. Dans cette
formulation de la solution, les termes d’ordre zéro (associés aux
valeurs propres nulles) correspondent a ce que 'on obtiendrait
en partant de I'hypothese des sections planes de Bernoulli. Les
solutions de de Saint Venant apparaissent sous forme de séries
construites a partir de solutions particulieres des équations nor-
males pour des distributions particuliéres des charges.

Dans une synthése duale ce sont les tensions axiales que ’on
développe en série a I'aide de coordonnées normales. Les équa-
tions normales découlent alors du principe de variation des
tensions. La différence essentielle est dans la détermination des
flux de cisaillement ; au lieu d’étre obteaus par dérivation des
déplacements ils le sont ici par intégration des équations d’équi-
libre. Cette différence affecte en pratique les termes d’ordre zéro.
En particulier les équations normales d’ordre zéro dans la seconde
base contiennent & elles seules les solutions de de Saint-Venant.
Les autres ne gouvernent plus que I'état de tension correcteur
provenant des incompatibilités de gauchissement. Cette nouvelle
synthése, qui correspond en fait a celle de ARGYRIS et DUNNE,
posséde I'avantage d’une bonne convergence ; ses termes d’ordre
zéro sont déja des sommes partielles des séries fournies par
la synthése précédente.

Un dimensionnement particulier des parois et des lisses peut,
moyennant quelques restrictious sur la généralité de la géométrie
de la section de la coque, annuler certains des gauchissements
prévus par la théorie de de Saint Venant, dont le champ de
validité est alors singuliérement étendu. Ceci était connu pour
la torsion (NEUBER [15]) et pour la flexion dans un plan de symé-
trie d’'une coque monocellulaire doublement symétrique (WiL-
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L1ams et FINE [13]). Nous avons lié ces propriétés de nullité a
une « libération » des gauchissements propres. Ceci fournit une
méthode variationnelle directe pour la recherche des dimen-
sionnements qui font disparaitre un ou plusieurs des gauchisse-
ments de de Saint-Venant. En particulier nous avons pu dégager
les lois nécessaires pour une flexion de coque non symétrique
dans un plan quelconque. Quand on se propose d’annuler les
gauchissements de torsion et de flexion simultanément, les lois
prennent une forme intrinséque remarquable. A ce moment tous
les gauchissements propres sont libres & l'exception de deux
modes de flexion. Quelques autres propriétés remarquables de
ces lois sont dégagées et briévement discutées.
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1. Géométrie de la coque.

Les coques envisagées sont constituées d'une combinaison de
parois minces reliées par des lisses ou semelles de longerons.
Elles seront supposées étre raidies transversalement par des
diaphragmes infiniment rapprochés, rigides dans leur plan et
flexibles perpendiculairement a celui-ci.

Dans une section droite, la trace de la surface moyenne d’'une
paroi est un «arc ». Ces arcs ont pour intersection des « nceuds »
qui sont les centres des sections droites des lisses ou des semelles.
Outre 'idéalisation implicite dans I'hypothése des diaphragmes
il y a donc celle de la coincidence éventuelle de ces intersections.
De plus les raideurs propres de torsion et de flexion des lisses et
semelles seront négligées. ‘

Une section droite sera dite « ouverte » s’il n’existe aucune suite
d’arc formant un circuit fermé. Sinon, et méme si certains arcs
n’appartiennent pas a un circuit fermé, elle sera dite «fer-
mée ».

L’axe oz sera pris parallélement aux génératrices. Dans une
coque cantilever, z = 0 dénotera la section supportée, z =1L la
section terminale en porte a faux. Les axes ox et oy, formant
avec oz un systéme droitier, seront choisis par toute considéra-
tion de simplicité dans la description des propriétés géométriques
de la section.

Quoique la coque soit prismatique les caractéristiques résis-
tantes des sections ne doivent pas étre constantes. En fait les
épaisseurs de paroi, effectives pour la transmission des tensions
tangentielles, pourront varier suivant la loi d’affinité

t, = hiz)a(s) (1.1)

ou s est mesuré le long des arcs. Dans une coque cantilever on
peut prendre 4(0) = 1 et a(s) est alors la répartition des épais-
seurs de paroi dans la section supportée.
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Les épaisseurs effectives pour la transmission des tensions
normales suivant les génératrices pourront suivre une loi d’affi-
nité différente

tn = g(2)b(s)- (1.2)

La différence entre les deux épaisseurs peut provenir d'un
renforcement des parois par un réseau dense de lisses que l'on
redistribue de fagon continue. Alors

1 A,
—w"3,

olt A, est la section droite d’une lisse de renfort et p, le pas du
renforcement. Le facteur contenant le coefficient de Poisson tient
compte de l'inextensibilité de la paroi dans la direction de I’arc
due a I'hypothése de rigidité des diaphragmes. Le module de
traction associé a 1'épaisseur effective ¢, est alors le module de
Young E, supposé commun aux matériaux dont sont faites les
parois et les lisses. Les sections des lisses concentrées et des
semelles retenues dans l'idéalisation de la section doivent varier
suivant une loi d’affinité semblable & (1.2)

t, = t,

A, = g(2)S, au nceud m. (1.3)

I1 ne semble pas possible d’élargir les hypothéses (1.1) a (1.3)
dans le sens d’une plus grande souplesse dans les possibilités
constructives sans perdre le bénéfice d’une solution par sépara-
tion des variables. Ces hypothéses permettent déja de propor-
tionner dans une large mesure les éléments résistants aux efforts
qu’ils seront appelés a subir.

2. Les équations d’équilibre.

L’hypothése des diaphragmes infiniment rapprochés entraine
des simplifications importantes. L'une d’elles est la possibilité
offerte 4 la coque de résister a une distribution arbitraire de
charges transversales en n’évoquant dans les parois que des
tensions de membrane. Celles-ci sont représentées par un flux
de cisaillement ¢ et une résultante de tension axiale » par unité
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d’arc (fig. 1). En l’absence de charges extérieures distribuées
dans la direction des génératrices, 1’équilibre d’un élément de
paroi dans cette direction est exprimé par la relation

2.1)

Fic. 1.

qui suppose également que les diaphragmes soient infiniment

flexibles perpendiculairement a leur plan. L’équilibre d'un él¢-

ment de lisse au nceud d’indice m (fig. 2) est exprimé par
aN,,

moyennant la définition suivante d'un « opérateur nodal »

T m (9 ) = (2 Q) convergents (Z Q) divergents. (2 . 3)

Le caractére convergent ou divergent d’'un flux de cisaillement
au nceud m résulte d’'une convention préalable quant au sens
de description sur chaque arc. Une convention qui présente
certains avantages topologiques est présentée a la section 22.
Une fois la convention de sens positif établie, chaque flux devient
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Fig. 2.
—.dx dy
U (g% )

Xc
Fic. 3.



16 THEORIE DES COQUES PRISMATIQUES MINCES

une grandeur algébrique dont le signe indique s’il est dirigé dans
le sens positif ou dans le sens opposé.

L’hypothése selon laquelle les diaphragmes sont infiniment
rigides dans leur plan, entraine comme nouvelle simplification
une diffusion des charges transversales qui ne dépend plus du
détail de leur distribution mais uniquement de leur résultante
dans chaque section. Les équations de I’équilibre transversal ne
concernent donc que les résultantes :

Se= § qdx (2.4)
S, = § ady (25)
M, — ff grds (2.6)

ou S, et S, sont les efforts tranchants et M, le moment de torsion
dans une section donnée. Le bras de levier du flux de cisaillement
est donné (fig. 3) par l'expression

dy ax
2 —y—y)e- 27)

7o = (*x —x,)

. . - -
C’est la projection du vecteur CP sur la normale ». Quand le
point P décrit I'arc dans le sens positif conventionnel indiqué

par la tangente unitaire Z 7, est positif si le vecteur Ei’ tourne
dans le sens mathématique (anti-horlogique). La raison pour
laquelle le moment de torsion est pris par rapport a un certain
centre C sera expliquée a la section 5.

L’équilibre entre les tensions axiales et les moments fléchis-
sants ainsi que l'effort axial total est exprimé par

M, — ff (% — x,)ds + EN, (%, — %,) 2.8)
M, = §nly—3)is + ENalyn—y) @9
N = f nds + ZN . (2.10)

Les moments fléchissants sont pris par rapport a des axes
paralléles a ox et oy passant par un « centroide » de coordonnées
(%4, ¥,) qui sera défini plus tard. Comme les diaphragmes ne



RENFORCEES PAR LISSES ET DIAPHRAGMES 17

réagissent qu’a des charges transversales et qu’aucune charge
extérieure n’est appliquée dans une section intermédiaire aux
parois ni aux lisses dans le sens des génératrices, I'effort axial
total N ne peut provenir que des charges axiales appliquées aux
sections terminales. Il est par conséquent constant. Dans le cas
usuel il est nul et les équations (2.8) et (2.9) ne dépendent en
fait ni de %, ni de y,.

3. L’opérateur nodal et les intégrations par parties.

La plupart des relations intéressantes 4 découvrir résulteront
d’intégrations par parties. Il sera donc utile d’établir une formule
générale applicable quelle que soit la complexité géométrique
des relations entre les arcs et les nceuds. Soient a et f deux gran-
deurs définies le long des arcs d’une section. Au nceud m nous
aurons par définition de I'opérateur nodal

Tm(aﬁ) = (Za' )conv._ (ZalB)div.' (31)

Considérons maintenant la formule classique d’intégration
par parties le long d’un des arcs joignant le nceud m, au nceud m,

r adf = [af]l — }n Bda.

Observons que, dans les termes intégrés, la limite supérieure, a
prendre avec un signe positif, est une grandeur convergent vers
My

La limite inférieure, & prendre avec un signe négatif, est une
grandeur qui diverge du nceud m,. Par conséquent, quand on
additionne les équations similaires pour tous les arcs de la section
et que l'on groupe les termes intégrés, il vient

f adf = ZT n(af) — § Bda. (3.2)

C’est la formule générale cherchée. Dans la majorité des appli-
cations l'une au moins des grandeurs en jeu est continue en
chaque nceud. Par exemple si c’est 8 qui ne prend qu’une valeur
Bn en chaque nceud » on peut écrire

5@ adf = 2T n(a) — ff Bda. (3.3)
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Comme exemple d’application prenons la dérivée de I'équation
(2.8) par rapport a z et utilisons (2.1) et (2.2)

aM,,
daz

_ 5( (r — 2)dq + S — %) T0).

Au second membre nous appliquons au premier terme la
formule d’intégration par parties en observant que (¥ — x,) est
une grandeur continue

§ (6 —w)dg = Do — 5)Tulg) —§ gi.
Il en découle aprés substitution

dgm = ffqu = S,. (3.4)

On obtient d'une facon analogue les résultats

M,
T~y =s, (35)

iN
==

0. (3.6)

Ils expriment pour une tranche dz de la coque 1’équilibre de
rotation autour de ox et oy et de translation selon oz.

4. Les équations de déformation.

Le vecteur déplacement d’'un point P sur une paroi peut étre
décomposé selon trois directions orthogonales locales

—
%y,(s, 2) selon la normale #

—>
u4(s, 2) selon la tangente ¢
w(s, z) selonla génératrice.

Les deux premiéres composantes dépendent du déplacement
cinématique dans son propre plan du diaphragme passant par
P. 11 sera déterminé par les deux translations définies par les
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déplacements #,(2) et v,(z) du centre C et la rotation d’un angle
0(z) autour de ce centre. Alors

ax ay '
Uy = U, 7s + v, 75 + 67, (4.1)

et le glissement dans la paroi aura pour valeur

ou;

y—y 2 42)

La tension tangentielle, le flux de cisaillement et le glissement
sont liés par la relation

_ 97 _

=5 Gy. (4.3)

Des équations (4.1), (4.2) et (4.3) on déduit 1’équation de
déformation essentielle :

g _ow

Gha— 3 T

°als+ ¥ —|— 0'7.. (4.4)

L’accent prime y indique la dérivation par rapport a z des
fonctions de cette seule variable. Les autres équations de défor-
mation

) E ow

N,. dw,,
—=E" (4.6)

relient 'allongement spécifique aux tensions dans la direction
des génératrices.

5. Le centre de Bernoulls des efforts tranchants.

L’équation
w = Fo(2) + Xo2)(® — #,) + Yo(2)(y —v0) (5.1)

est une expression mathématique de 1’hypothése de Bernoulli,
selon laquelle une section droite resterait plane. Le flux de cisail-
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lement qui correspond a cette hypothése peut étre calculé par
I'équation de déformation (4.4)

ax

d
g5 = Gha [(X +u) =+ (Yo + ) d—i + B’rc] . (62

Il possede un centre de réduction défini comme étant le point
d’application des efforts tranchants résultants quand la torsion
est nulle (8" = 0). Nous choisirons ce point comme notre centre C

par rapport auquel sont en général calculés les moments de
torsion. Il est donc défini par la condition

fqurcds =0  pour 6 =0.
Suivant (5.2) ceci a lieu quels que soient (X, + #,) et (Y, + v;) si
fﬁafcdx =0 ffmfcdy =0. (5.3)

Pour tirer de ces relations les coordonnées effectives de C nous
pouvons substituer

dx d
7’c=7+yc%—xcd—i (54)
ol
dy ax
r=%o—Y o (5.5)

— -
est la projection de OP sur # (fig. 3). Ceci fournit la paire d’équa-
tions linéaires

A:ca:yc - Amuxc = —§ ardx

(5.6)
Aawyc - wac = _§ ardy I
ol apparaissent les «aires réduites »
a
Aw=$a(Z) s aL=¢aZ Yy
(5.7)

@
A, = ff a (%) ds.
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Ces derniéres ont été introduites par KIrsTE [6] dans un cas
particulier simple. Elles ont ensuite été généralisées par Dry-
MAEL [14] qui leur a reconnu le caractére de tenseur cartésien
symétrique du second ordre. Ceci est évident du fait qu’elles sont
les composantes d’une intégrale du produit tensoriel du vecteur
polaire (dx[ds, dy [ds) par lui-méme. Le tenseur contracté est
Iinvariant

Awe+ Ay = f ads

représentant la surface totale résistant au cisaillement. Par
orientation appropriée des axes A,, peut étre annulé. La plupart
des auteurs ont utilisé cette simplification. Cependant, comme
ces directions principales de cisaillement ne coincident en général
pas avec les axes principaux d’inertie de la section, la transfor-
mation offre plus d’inconvénients que d’avantages. Revenant
a l'expression générale (4.4) et nous servant des propriétés (5.3)
nous obtenons par intégration

S. ow . .
G_h/ - a g‘dx + Ammuc + Aamvc (58)

'S, 9( dw , ,
G = “E{dy + A u, + A, (5.9)

M, ow ,
e fm*c §ds +1I.0 (5.10)
ol

I, — § s, (5.14)

Cette derniére grandeur est directement lie a la raideur de
torsion de la coque dans I’hypothése de Bernoulli. En effet il
résulte de (5.2) et (5.3) que

fngrcds — ethf ards — GhL,6' (5.12)
et la rigidité de torsion de Bernoulli est GAI,. Soit

I,= § arids
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une grandeur similaire définie par rapport a un centre K distinct
de C. Comme

a ax
re=re— (i —x) 2+ r—y) (643

il résulte des équations (5.3) que
dy2
I,=1, +f£ [ ds (xk—xc)d—s] ds.

Par conséquent I, est la plus petite valeur prise par I, quand
on varie la position du centre. Le centre de Bernoulli a donc la
propriété de fournir la plus petite rigidité de torsion sous I'hy-
pothése que les sections droites restent planes. Cette propriété
a aussi été découverte originellement par DRYMAEL.

6. Séparation des variables.

Cherchons des solutions de la forme

w = W(s)F(2) (6.1)

(6.2)

l‘e\
I

<

)

@
\—

9 = OF(

Les trois constantes (U, V, @) seront appelées les composantes
du « vecteur déplacement ». Des équations de déformation (4.4),
(4.5) et (4.6) nous obtenons

n = (EgF)b(s)W(s) (6.3)
N,, = (EgF')S,W ., (6.4)
g = (GEF)Q(s) . (6.5)
ol
Q(s) = a(s) [‘% +U j—’; + V’;—ys + @rc] . (6.6)

L’équation d’équilibre (2.1) demande pour étre satisfaite

E(gF")'sW + GhF —= dQ
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Apres division par (bW)(GAF) les variables s et z se séparent
et, notant par p? la constante de séparation, il vient

E(gF')' — u?GHF = 0 6.7)
9Q L eew — 6.8
2+ W =o. 6.8)

La méme séparation s’opére dans 1’équation d’équilibre (2.2)
qui fournit encore (6.7) avec

Tw(Q) = p*SnW . (6.9)

Enfin I’équilibre transversal des diaphragmes est satisfait
par les équations (2.4), (2.5) et (2.6) qui deviennent

S,

o= ff Qdx = X (6.10)
Gi‘"F - 5@ Qly =Y - (6.11)
61\2‘015 - ff Qr ds—C. (6.12)

Les trois nouvelles constantes (X, Y, C) joueront un rdle dual
a celui du vecteur déplacement et seront appelées les compo-
santes du «vecteur force». On obtient des relations entre le
vecteur force, le vecteur déplacement et la fonction de gauchis-
sement W en substituant (6.6) dans (6.10), (6.11) et (6.12):

X = ffa‘% AW + UA,, + VA,, (6.13)
ay

Y = ff o aW + UA,, + VA, (6.14)

C = §arcdw + oI, (6.15)

Le «systéme fondamental » qui gouverne les fonctions W(s)
et Q(s) est constitué de (6.6), (6.8) et (6.9). Nous le réécrivons
ci-dessous sous une forme qui met en évidence au second membre
les données non-homogénes
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aWw Q _dx dy
7 = VntVEt o |

d 6.16
—g + p2dW =0 (6.16)

T (Q) — p2S,, W, = 0.

Une notion qui nous sera fort utile pour simplifier les écritures
est celle du produit scalaire de deux fonctions continues le long
des arcs et continues aux nceuds de toute section droite. Ce
produit scalaire est défini comme suit :

(@, ¥) = ff bOWis + ZS, B0 ¥ = (F, D).  (6.47)

I1 nous permet par exemple en calculant les moments fléchis-
sants (2.8) et (2.9) a l'aide de (6.3) et (6.4) de mettre le résultat
sous la forme condensée

M, = EgF'(W,z — ,)

(6.18)
M, = EgF'(W,y —v,).

En différentiant ces relations par rapport a z et nous servant
des relations (3.4), (3.5) et de (6.7) il vient aussi

Se = p2GhF(W, x — x,)

(6.19)
Sy = w*GhF(W,y —v,)

comme relations équivalentes a (6.10) et (6.11). Sous la forme
X = (W, x—2,) Y=p(W,y—y) (620

elles s’obtiennent aussi en intégrant la relation (6.8) multipliée
par (x —ux,) ou (y —7y,) et en évaluant le premier terme par
parties avec utilisation de (6.9).

Sous la forme (6.16) le systéme fondamental fait jouer un role
privilégié au vecteur déplacement. Il est aisé de construire un
systéme dual ot1 le r6le de données non homogénes est repris par
les éléments du vecteur force. Il suffit & cet effet d’éliminer (U,
V, 0) au profit de (X, Y, C) a I'aide des relations (6.13), (6.14)
et (6.15). Cette élimination est évidemment simplifiée par 1'a-
doption d’axes principaux de cisaillement pour lesquels A,, = 0.
Le nouveau systéme devient alors d'un type intégro-différentiel



RENFORCEES PAR LISSES ET DIAPHRAGMES 25

de discussion plus difficile. Comme nous le verrons dans la suite
cette dualité de forme correspond a4 deux maniéres différentes
de formuler un probléme aux valeurs propres et de définir une
base orthonormée de fonctions propres pour les fonctions W. Le
point de vue intégro-différentiel est celui que les auteurs précé-
dents ont adopté. Nous ferons une discussion préalable de 1’autre
poiut de vue ce qui nous permettra d’enrichir notre compréhen-
sion du probléme et de ne laisser échapper aucune solution du
systéme intégro-différentiel.

7. Les gauchissements propres de premiére espéce.

Le systéme fondamental (6.16) est rendu homogéne en posant
U=0 V=0 6 =0. (7.1)

En vertu des relations (6.2) ceci revient physiquement a préve-
nir tout déplacement relatif des diaphragmes. En effet les seules
possibilités qui subsistent sont trois déplacements cinématiques
d’ensemble de la coque : deux translations transversales et une
rotation autour d’'un axe parallele aux génératrices. Pour montrer
que nous obtenons un probléme aux valeurs propres pour la
constante de séparation, déconnectons par la pensée les arcs
constitutifs d’une section droite. Nous donnant une valeur de
p2 nous pouvons en choisissant une valeur de Q et une valeur de
W a l'extrémité d’un arc intégrer la paire d’équations différen-
tielles

aw _Q aQ

@ " @ - ww
pour obtenir les valeurs de Q et de W & 'autre extrémité. Donc
pour un pu? donné, chaque arc introduit deux constantes indéter-
minées. Si la section se composait d’un seul arc, avec ou sans
lisses a ses extrémités, nous aurions exactement deux conditions
nodales du type (6.9) a satisfaire, une a chaque extrémité. Quand
un second arc est connecté au premier par une de ses extrémités
nous avons a modifier une des conditions nodales & I’endroit de
la jonction mais aussi a remplir deux nouvelles conditions : la
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continuité (univalence) de W 2 la jonction et une condition nodale
a la nouvelle extrémité. Si le nouvel arc était joint au premier
par ses deux extrémités, les deux nouvelles conditions seraient
toutes deux du type de continuité ou d’univalence de W. Cette
argumentation peut étre répétée chaque fois qu'un nouvel arc
est connecté. En définitive le nombre de conditions a remplir
est exactement égal au nombre de constantes arbitraires intro-
duites, c’est-a-dire deux fois le nombre d’arcs constituant la
section. Toutes ces conditions sont linéaires et homogénes dans
les constantes indéterminées. Elles ne sont donc compatibles que
si la constante de séparation prend des valeurs appropriées :
ce sont les valeurs propres de premiére espéce. Elles seront notées

pt = N (r=0,1,2..).

Les gauchissements et flux de cisaillement propres correspon-
dants seront notés

W=¢p Q =t

Ils ne sont évidemment définis qu’a un facteur d’amplitude
arbitraire prés et obéissent au systéme d’équations

% = —*ﬁ(r) (7.2)
dﬁ—;” = — Nbor) (7.3)
T () = XS nP(r) m- (7.4)

De l'équation (7.2) pour 7 = o nous déduisons

Pa
ff Yipdo@ = ff g~ ds.

Quand le membre de gauche est évalué par parties et que ’on
se sert de (7.3) et (7.4) pour la valeur » = B, il vient

o :
Ny Pg) = f Qh#@ ds. (7.5)

Si les indices a et B sont échangés dans ce calcul

Xa(Pa), <P(p)) = §¢*——(a;¢(ﬂ) ds.
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On en déduit les relations d’orthogonalité pour A2 % A;

(Pay P8) =0 (7.6)

ffﬁbtﬁ)‘i‘?(a) = f}(«"/’(a)d‘P(B) = ff Sb(%j'(ﬁ) ds = 0. (7.7)

En cas de dégénérescence plusieurs gauchissements propres
linéairement indépendants peuvent appartenir a la méme valeur
propre. I1 est alors possible de les rendre également orthogonaux
par combinaisons linéaires appropriées. Les relations (7.6) et
(7.7) peuvent donc étre considérées comme applicables a toutes
les solutions propres indépendantes.

- Pour 7 =a =B l'équation (7.5) fournit deux expressions
différentes du carré de la norme #, d'un gauchissement propre :

2 .
X = Wloro o) = § 045 79

et démontre que les valeurs propres sont essentiellement positives.

Il existe une et une seule solution propre correspondant a la
valeur propre p? = 0. Comme c’est la valeur propre la plus
basse nous lui attribuons l'indice zéro. En effet, si nous faisons
A2 = 0 dans (7.8) nous en déduisons successivement

) dp o)

~ds =20 =0 = 0. 7.9

§toas b e 79
Par conséquent ¢, est une constante arbitraire. Nous con-

viendrons de la normer en lui attribuant la valeur unité et dés

lors

o =1 mi=(1, 1) = SE s + 58, =S (140)

ol S est la section totale résistant aux efforts axiaux. Au lieu
d’appeller ¢, le gauchissement propre de premiere espece et
valeur propre nulle nous y ferons volontiers allusion sous le
vocable de «mode de translation». Les autres gauchissements
propres lui sont orthogonaux

(@, 1) =0 =1, 2...). (7.11)

De par leur définition, basée sur les équations (7.1), les gauchis-
sements de premiére espéce ont un vecteur déplacement nul.
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Les composantes de leur vecteur force seront notées :

X, = 5{ Yndx Y, = SE Ydy C,= ff Yo os. (7.12)

I1 peut arriver que ces trois composantes soient simultanément
nulles. Le mode de translation en est un exemple trivial qui
découle du résultat i, = 0 précédemment obtenu. Nous ver-
rons plus tard comment organiser les distributions d’épaisseur
a(s) et b(s) pour en obtenir systématiquement d’autres, de valeur
propre non nulle. Nous appellerons de tels gauchissements propres
des « gauchissements libres ». Ils jouent un rdle particulier dans
la théorie. Les autres seront des « gauchissements liés » -et, dans
un contexte plus général que celui des gauchissements de premiére
espéce, nous appellerons «liés » les gauchissements pour lesquels
une au moins des composantes du vecteur force ou du vecteur
déplacement n’est pas nulle.

8. Solution générale du systéme fondamental.

Les coefficients de Fourier d'une fonction continue W dans la
base orthogonale de premiére espéce

W =aqa,+ ZI'a,cp(,)(s) 8.1)
s’obtiennent immédiatement a 1’aide des relations (7.6)
aS = (W, 1) (8.2)

am = (W, g()- (8.3)

Si W représente une solution générale du systéme fondamental
(6.16) ces coefficients se laissent exprimer directement en terme
des parametres u? et (U, V, 0) de la fagon suivante : de

§ Qdny = 022 a5

intégrant a gauche par parties et utilisant (6.8) et (6.9)

F}(W, cP(r)) = §Q¢,—Z—) ds. (84)
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D’autre part par (6.6)

§poaW = § 0205 — 0§ pods—V § gy — 0§y as.

Au membre de gauche nous intégrons par parties avec trans-
formation par (7.3) et (7.4), a droite nous substituons (7.12)

X(W, g) = ff 0 '/_’;L’ds —UX,—VY,—6cC, (85

Soustrayant (8.5) de (8.4) il vient

UX, + VY, + 6C,
nta, = (W, o) = o (r=1,2..) (8.6)

Le coefficient a, est obtenu directement par (8.4) avec l'aide
de (7.9) et (7.10)

u?Sa, = pA(W, 1) = 0. 8.7)

Par conséquent, pourvu que la constante de séparation ne
coincide avec aucune des valeurs propres de premiére espéce, le
systéme fondamental posséde l'unique solution continue

» UX, + VY, + 6C,
. .2 —
W(S ) "" ) UJ V’ @) f" 1’1«3(‘11.2 _ AE)

?(). (89

Cette solution est linéaire et homogéne dans les composantes
du vecteur déplacement. On remarquera que le développement
ne contient aucune contribution en provenance des gauchisse-
ments libres, pour lesquels X, =Y,=C,=0.

En cas de confluence de la constante de séparation avec une
valeur propre deux cas doivent étre envisagés séparément :

1) La confluence se fait avec la valeur propre d’un gauchisse-
ment libre. Dans ce cas le coefficient de ce gauchissement dans
la série (8.8) n’est plus nul mais simplement arbitraire. Ce terme
représente la solution complémentaire (sans second membre)
du systéme (6.16). Il apparait d’ailleurs que 1’équation (8.6) four-
nit maintenant pour ce coefficient une expression indéterminée.

Ce cas se présente notamment pour la valeur nulle de la cous-
tante de séparation et c’est le coefficient a, qui devient arbitraire.
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2) La confluence se fait avec la valeur propre d’un gauchisse-
ment lié. Cette fois, comme une au moins ces composantes du
vecteur force de ce gauchissement est différente de zéro, le coeffi-
cient correspondant dans la série (8.8) deviendrait infini sans la
restriction

UX, + VY, + 6C, = 0. (8.9)

Cette restriction porte sur les composantes possibles du vecteur
déplacement du systéme fondamental. C’est la condition néces-
saire et suffisante pour que ce systéme ait une solution. Quand
cette condition est vérifiée, le coefficient du gauchissement lié
en confluence devient 4 nouveau arbitraire et le terme auquel il
correspond dans la solution représente a nouveau la solution
complémentaire (sans second membre) que possede alors le sys-
téme fondamental.

Dans les deux cas de confluence la solution du systéme fonda-
mental a perdu son caractére d’unicité ; dans le second cas seu-
lement nous avons a appliquer une restriction sur les valeurs
possibles des paramétres (U, V, 6).

Jusqu’ici il était implicitement admis que la confluence se
faisait avec une valeur propre simple. Dans le cas de confluence
avec une valeur propre multiple soit

p le nombre de gauchissements libres linéairement indépen-
dants,

m le nombre de gauchissements liés indépendants

appartenant a cette valeur propre, dont le degré de multiplicité
est par conséquent p 4 m. Comme il y a au plus trois vecteurs
force linéairement indépendants pour les gauchissements liés,
il est évident que m < 3. Par conséquent le nombre de conditions
indépendantes du type (8.9) qui assurent 1’existence d’une solu-
tion du systéme fondamental est au plus égal a trois. Chaque
fois qu'un degré de liberté dans le choix des parameétres (U, V, ©)
est perdu par suite d’une condition du type (8.9), il apparait dans
la solution (8.8) un coefficient arbitraire dans un gauchissement
lié. Nous pourrons donc considérer que dans tous les cas la solu-
tion du systeme fondamental dépend, pour une valeur donnée
de la constante de séparation, de trois paramétres arbitraires.
Pour des raisons qui apparaitront lors de la discussion de la base
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orthogonale de seconde espéce, nous ne tenons pas compte des
coefficients arbitraires qui apparaissent par suite d’une con-
fluence avec un ou plusieurs gauchissements libres.

9. Développement en série de quelques fonctions particuliéres.

En I’absence de confluence, la solution générale de (6.16) se
met sous la forme

W = Upu(s; #) + Vouls; p®) + Ogsls; p?)  (91)
avec le développement correspondant
Q = Uu(s; p®) + Vihu(s; p®) + O¢o(s; p%).  (92)

Par identification avec (8.8) nous obtenons les séries

@ X
. 2\ — T
® Y,
@o(s; p?) = ?W_A) P(m (9.4)
6 p) =3 5o 95)
PoLs ;5 U " %f( AZ) P(r)- :

Les valeurs de ces fonctions pour u? = 0 jouent un réle parti-
culiérement important. Faisant 2 =0,U=1,V=0et ® =0
dans le systéme (6.16) nous obtenons immédiatement la solution

_cPu(s ; 0)=x—ux, l/'u(s ; 0)=0. (9.6)

La constante arbitraire x, apparait, conformément a la discus-
sion menée dans la section précédente, du fait de la confluence
avec le gauchissement libre de valeur propre nulle ou mode de
translation. De fagon analogue nous obtenons pour u? =0,
U=0, V=1 et ® =0 la solution

—@u(s; 0) =y—y, Po(s; 0) =0. 9.7)

Par conséquent en faisant simplement u2 = 0 dans (9.3) et
(9.4) il vient
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@ Xr

X— Xy = zl"m P (9.8)
@ Yr

Y—Yo= ?ﬁf_xi P(r)- (9.9)

Ces séries correspondent a un choix particulier des constantes
(%4, ¥,) : celui qui rend nul le coefficient a, du développement
général (8.1). Par conséquent, par référence a (8.2), au choix tel
que

& —x,, 1) = 5( bt — 2,)ds + ZSp(Fm—2,) =0 (9.10)

60—y 1) = § By—yds + ZSulyn—y,) =0. (041)

Dans ces conditions (x,, y,) sont définis comme les coordonnées
du centroide ou centre de gravité des aires résistantes aux efforts
axiaux. Pour un tel choix nous appellerons les solutions (9.6)
et (9.7) les « modes de flexion » de la coque. Il apparaitra plus tard
que les modes de flexion sont des éléments de la base orthogonale
de seconde espece. Nous voyons directement sur les séries (9.8)
et (9.9) qu’ils ne sont en général pas des gauchissements de pre-
miere espéce. Pour que ceci soit vrai du premier, par exemple,
il faudrait que toutes les composantes X, soient nulles sauf une ;
du second, que toutes les composantes Y, soient nulles sauf une.
Ces cas ne sont pas exclus mais ils demandent que les fonctions
a(s) et b(s) satisfassent certaines relations dont 1'étude sera faite
plus tard.

Sous leur forme (8.3), les équations fournissant les coefficients
de Fourier des séries (9.8) et (9.9) sont

X, = ¥ — %, 90) ©.42)
Y, = )‘f(y — Yo (P(r))' (9-13)

Par conséquent le calcul des éléments du tenseur des moments
d’inertie de la section fournit les séries

® X?
ILio=@F—2x,, 06 —x,) =2 m

(9.14)
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»X,Y,

Imy = (x — X5 Y — yn) = ? ”?»A# (915)
© Y2

Ly=0—%,y—9,) = 2—2—/{4~ (9.16)
1 Nghy

D’autre part les équations (9.8) et (9.9) deviennent aprés
différentiation et utilisation de (7.2)

ax = X, day =Y,
a d—s = ?m‘ l/l(,.) a d_s = le'm ¢(7‘)’ (9.17)

Si on les multiplie par dx ou dy, puis qu'on les intégre, elles
fournissent un développement en série pour les éléments du
tenseur des aires réduites

A=t 9.18)
1

9.19)

(9.20)

Si on les multiplie par 7. ds et qu’on intégre, il vient en vertu
des relations (5.3)

= X,C, % Y.C,

Il reste a examiner la nature de la fonction gg(s ; 0). En faisant
w=0,U=0,V=0et ®=1 dans (6.16) on trouve

260819 _ L yyis; 0) ., 922)
difig(s ; 0) ’
T (fals; 0)) = 0. (9.24)

La solution de ce systéme est moins immédiate et nous force
d’ailleurs a introduire la distinction entre les sections ouvertes
et les sections fermées.
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Dans une section ouverte il n’y a qu'un seul cheminement
possible entre un point de référence D arbitrairement choisi
et tout autre point appartenant aux arcs de la section. L’en-
semble de ces cheminements définit sur tous les arcs un sens
positif conventionnel de description. Il est alors clair que la
solution du systéme examiné est

Jo(s;0) =0  —ap(s; 0) = f rds—ag  (9.25)

D

oll ag est de nouveau une constante arbitraire qui représente
la valeur de gg(s; 0) au point D et ou l'intégrale est a limite
supérieure variable. Tout comme les modes de flexion, cette
solution sera reconnue comme faisant partie de la base de seconde
espéce pour la section ouverte.

Dans une section fermée on pourrait encore définir un sens
positif basé sur les cheminements déterminés par des coupures
introduites le long de chaque circuit fermé. Mais alors la conti-
nuité de ¢g(s; 0) aux deux lévres de chaque coupure n’est pas
garantie. Nous verrons a la section 23 que la solution assurant
la continuité de ¢g(s ; 0) fait appel a des flux de fermeture et que
par conséquent yg(s; 0) n’est pas identiquement nul pour les
sections fermées.

Nous pouvons néanmoins déduire des équations (9.22), (9.23)
et (9.24) des propriétés de la solution, valables aussi bien pour
les sections fermées que les sections ouvertes. En intégrant par
parties et utilisant (9.23) et (9.24) on justifie les propriétés

ff o(s ; 0)dx =0 f o(s ; 0)dy = 0 (9.26)

§ dats ; O)daals s 0) 0. 0.27)
De cette derniére et de (9.22) on peut déduire
ds
T=§tuls; s = f s 0T > 0. 028

En fait la grandeur J est nulle pour les sections ouvertes mais
positive pour les sections fermées.
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Si le mode de translation d’amplitude arbitraire contenu dans
@4(s ; 0) est rendu nul par la condition

(po(s; 0), 1) =0 (9.29)
il vient par (9.5)
@ Cr
—Mx@=§mﬁw (9.30)

Aprés différentiation et substitution de (7.2) et (9.12)
. - Cr
ar, — l,llo(s N O) = ?m l,l’(,-). (9.31)

Quand on multiplie ce résultat par dx ou dy et que 1’on intégre
on obtient confirmation des résultats (9.21) en vertu de (5.3)
et (9.26). La multiplication par 7.ds suivie d’intégration fournit,
eu égard 4 (5.11) et (9.28), le nouveau résultat

@ C2
To—J =2 5520 9.32)

On ne peut exclure 1'égalité a zéro car on trouvera des lois de
distribution a(s) telles que tous les coefficients C, soient nuls
(section 28). La grandeur J sera plus tard identifiée comme le
facteur de rigidité de torsion de la coque dans la solution de de
Saint Venant, ou les sections sont libres de gauchir. Elle se
présente aussi mathématiquement comme le minimum de l'inté-
grale

ff (y —Z'y ‘/‘m) ds >0 (9.33)

pour un choix arbitraire des coefficients ry,.

10. Les gauchissements propres de seconde espéce.

Remplagons les conditions (7.1) par celles, duales

X=§de=0 Y=ffgdy=o C=f£grcds=0 (10.1)
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Elles définissent a nouveau un probléme aux valeurs propres
pour la constante de séparation. Elles reviennent physiquement
a demander que les diaphragmes soient libres de réactions trans-
versales.

Tous les gauchissements propres de seconde espéce ainsi
définis entrent dans 'une ou l'autre des catégories suivantes :

1. Les gauchissements libres.

Comme ils satisfont simultanément aux conditions (7.1) et
(10.1), les gauchissements libres sont aussi des solutions propres
de seconde espéce. Par conséquent ils forment une partie commu-
ne aux bases orthogonales de premiére et de seconde espéce.

2. Les gauchissements dont la valeur propre ne coincide avec
aucune valeur propre de premiére espece.

Dans ce cas (8.8) étant I'unique solution du systéme (6.16), les
conditions (10.1) peuvent étre mises sous la forme

UX(p) + VX, (4 + OXo(u 2) =0

UY, (1) + VY (12 + 6Yo(u

(10.2)
UC, (13 + VC,(u?) + 6Cs(u? —o l

basée sur le développement (9.2) du flux de cisaillement. Les
coefficients sont des fonctions de la constante de séparation.
Nous en donnons ci-dessous des expressions, dont 1’équivalence
se démontre facilement & l'aide des équations gouvernant les
fonctions ¢, , 0 €t ¥,,,0, telles quon les obtient en faisant
respectivement égal a (1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, O, 1) le vecteur
déplacement dans le systéme fondamental (6.16) : ce sont

X, = ff Pudz = ff tl'ﬁd;s — ﬁ’(¢u, Pu)
Vo= §puty =% — v (103

ds
Co = ff Jor ds = 5€ ¢3; — p*(p0, 90)

pour les coefficients diagonaux et pour les autres
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X f«,b,,dx —f‘/’u’wbv"'_l“ Pur ¢ §¢'udy =
S

Xo = § ot = bt — wilgu 90) = § hrds = Cu } (10.0)

= ff!/fady = {W/'a‘-i—s— P3P0 P0) = ffz/;,,rcds =C,

Les équations (10.2) sont une forme modifiée de celles discutées
par BENSCOTER [25]. La symétrie des coefficients en a été dégagée.
Les valeurs u? de la constante de séparation qui annulent le
déterminant de ces coefficients sont des valeurs propres de se-
conde espéce. Les équations ont alors au moins une et au plus
trois solutions non triviales, linéairement indépendantes (U,
V,, 0,) et définies a un facteur d’amplitude pres. Ils leur corres-
pondent par (9.1) et (9.2) des gauchissements propres W(;) et
des flux propres Q. On observera que ces solutions propres
sont du type lié.

3. Les gauchissements dont la valeur propre coincide avec
celle d'un ou plusieurs gauchissements propres de premiére
espeéce.

On ne peut affirmer que cette derniére catégorie, non envisagée
par BENSCOTER (pas plus d’ailleurs que celle des gauchissements
libres), soit vide. Nous avons noté a la section 8 que, quels que
soient les cas de confluence de u? avec une valeur propre multiple
de premiére espéce, la solution du systéme fondamental (6.16)
dépendait toujours de trois parameétres arbitraires, sans compter
les coefficients arbitraires des gauchissements libres qui pour-
raient appartenir a cette valeur de p2 En fait nous pourrons
toujours écrire pour la solution générale de Q dans le systéme
fondamental

Q = aQ@ + BAB) + YQu + 22 (10.6)

ott les ¢, désignent les flux des gauchissements libres apparte-
nant a la valeur envisagée pour u?, et jouissant par conséquent
des propriétés

§ @,,dx =0 %xﬁ(,,.)a’y =0 4 Yoy ods = 0. (10.7)
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Distinguons alors les quatre cas suivants :

a) Les seuls gauchissements de premiére espéce existant pour
la valeur de u? envisagée sont des gauchissements libres.
Dans ce cas on peut prendre dans (10.6)

a=071, B=Y, y=0

et dés lors

Q(a) = ll’u(s s 12, Q(ﬂ) = ll’u(s ; y.z) et Q(Y) = ()bo(s 5 12).

Les conditions (10.1) pour une solution de seconde espéce se
réduisent aux équations (10.2) en vertu des propriétés (10.7).
Par conséquent la présence de gauchissements libres pour la
valeur étudiée de la constante de séparation n’introduit aucune
restriction aux conditions d’existence des gauchissements liés
de seconde espece pour la méme valeur.

b) Il existe un seul gauchissement lié de premiére espéce
pour la valeur de la constante de séparation envisagée. Soit
@y ce gauchissement, i, le flux correspondant et

Xy = ‘ﬁ“/’(y)dx Y, = f# Py @y Cy= 4: Py AS

les composantes du vecteur force correspondant, dont une au
moins est par hypothése différente de zéro.

Les paramétres (U, V, 0) sont soumis a la restriction du type
(8.9)

UXy 4+ VYy 4+ @Cy = 0.

Il existe deux vecteurs déplacement (U,, Vo, 6,) et (Ug, Vg,
@p) définis & un facteur prés et linéairement indépendants,
satisfaisant & cette restriction, auxquels correspondent deux
solutions particuliéres W qy, Q) et W), Q) du systéme (6.16).
Dés lors avec Q) = ), (10.6) représente bien la solution
générale de ce systéme. Les conditions (10.1) pour l'existence
d’une solution de seconde espéce sont

aX, + BXﬂ + '}’X‘)' =0
oY, +BYp 4+ yY, =0 (10.8)
aCq 4 BCg +9C, = 0.
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Comme I'une au moins des grandeurs (X,, Y,, C,) est diffé-
renté de zéro ce systéme linéaire et homogéne admet au plus
deux solutions non triviales et linéairement indépendantes pour
les parametres (a, B, 7).

¢) Il existe deux gauchissements liés de premiére espece, liné-
airement indépendants, pour la valeur envisagée de la constante
de séparation. Soient g et ¢n) ces gauchissements, g, et
Py les flux et (Xp, Yp, Cp), (Xy, Yy, C)) les vecteurs force
correspondants. Par suite de l'indépendance linéaire de ces
derniers le systéme de restrictions

UXg+ VYg 4+ 6Cg =0
UX, +VY,+6C,=0

admet une seule solution (U,, V,, 0,), définie & un facteur prés.
Il lui correspond une solution particuliére W), Q) du systéme
(6.16) dont (10.6) représente de nouveau la solution générale
si 'on pose Qi =¢p et Quy =) Par suite de l'indé-
pendance linéaire des vecteurs (X, Yg, Cp) et (X,, Y,, C,))
les conditions (10.8) pour l’existence d’une solution de seconde
espéce admettent au plus une solution non triviale pour les para-
metres (a, B, ).

d) Il existe trois gauchissements liés de premiére espéce,
linéairement indépendants, pour la valeur envisagée de la cons-
tante de séparation. Rappellons qu’il ne pourrait y en avoir plus.

L’indépendance linéaire de leurs vecteurs force entraine pour
les restrictions du type (8.9) I'unique solution U =0, V=0 et
© = 0. La solution du systeme (6.16) se réduit donc a la solution
générale sans second membre. Celle-ci est & nouveau donnée par
(10.6) si Q(q), Q) €t Q(y) sont les flux des gauchissements liés de
premiére espéce en cause. Mais alors il résulte encore de 1'indé-
pendance linéaire de leurs vecteurs force que le systéme de con-
ditions (10.8) n’admet que la solution triviale a =0, 8 =0 et
y = 0. En d’autres termes il n’existe pas dans ce cas de solution
de seconde espeéce.

Il ressort de cette discussion que, si a une méme valeur propre
peuvent correspondre en nombre illimité des gauchissements
libres, le nombre maximum de gauchissements liés appartenant
4 l'une ou a l'autre espéce est limité i trois.
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11. Orthogonalité des gauchissements de seconde espéce.

Partant de

dW"’ Q(,, d"_ v Zy— O, (11.1)

multipliant par Qds et intégrant

d.
ff QudW) = § QuQu ;s (11.2)

car, par définition de la seconde espéce,

medx =0 3[ Qudy =0 fg(,.,rcds —0. (11.3)

Dans (11.2) intégrons a gauche par parties et utilisons

d0..
%m + bW =0 (11.4)
Tm(Qu) = KiSuWim (11.5)
il vient
; ds 11.6
EiWa, W) = ¢ QuQu— - (11.6)

Un calcul similaire avec échange des indices ¢ et j fournit

ds
I"’?(W(i): W(z‘)) = f Q(i)Q(j)—;. (117)
D’ou, si u? # p2, les relations d’orthogonalité

(W(i,) W(j)) = O (11.8)

f](-‘ QudW, = § QuwidW,) = § Q(,)Q(,) —=0 (11.9)

dont on reconnait qu’elles sont formellement identiques a celles
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des solutions propres de premiere espéce. Pour 7 = § nous obte-
nons de (11.6) les deux expressions de la norme carrée N7 :

d
piN; = pi(Wey, W) = 3(:9?,-) ;s. (11.10)

Elles établissent le caractére essentiellement positif des valeurs
propres de seconde espece.

12. Les gauchissements de seconde espéce et valewr propre nulle.

En cas de dégénérescence les solutions propres de méme valeur
propre peuvent étre rendues orthogonales par combinaisons
linéaires appropriées. Les équations (11.8) et (11.9) restent donc
valables entre toute paire de solutions distinctes.

Contrairement au cas de la base de premiére espéce, la valeur
propre zéro est multiple dans la base de seconde espéce. En effet,
faisant p? =0 dans (11.10) nous trouvons que les solutions
propres correspondant a cette valeur doivent avoir la propriété

4; in_s =0 c’est-a-dire Q=0.

Substituant ce résultat dans la premiére des équations (6.16)
(les deux autres et les conditions (10.1) sont évidemment véri-
fiées) on trouve que les gauchissements sont les solutions de
I’équation

aw ax dy
-V Vo

ou les parameétres (U, V, @) sont arbitraires. Une premiére solu-
tion est évidemment le mode de translation, gauchissement libre
commun i la base de premiére espéce

P = 1. (12.1)

Deux autres solutions fondamentales sont les modes de flexion
—@u(s;0) =% —x, vecteur déplacement (1, 0, 0) (12.2)
—u(5;0) =y—1, vecteur déplacement (0, 1, 0) (12.3)
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Le choix fait pour le centroide (x,, y,) nous assure suivant
les équations (9.10) et (9.11) que ces modes sont orthogonaux au
mode de translation. Il nous est encore loisible de rendre les
modes de flexion orthogonaux entre eux en tournant les axes
de telle fagon que le produit d’inertie I,, soit nul. Comme ceci
complique inutilement les calculs pratiques; nous prétérons
conserver le choix initial des axes et établir les formules plus
générales qui en découlent.

Une derniére solution indépendante serait celle associée a
un vecteur déplacement (0, 0, 1). Mais I’équation résultante

aw
@

ne posséde une solution continue que pour les sections ouvertes.
C’est la tonction définie par (9.25), que nous rendons déja ortho-
gonale au mode de translation en fixant la constante ag par la
condition (9.29). Par combinaison linéaire avec les modes de
flexion nous allons encore la rendre orthogonale a ces derniers.
La combinaison linéaire

Wios) = e —y (¥ — ;) — (e — x2)(y — o)
+ 96(s ; 0) (12.4)

vérifie les relations d’orthogonalité
Wiy s —%) =0 (Wig,y—y) =0 (125)
pourvu que (cfr. les définitions (9.14), (9.15) et (9.16))

(yc—yk)Iacac_ (xc——xlc)Iﬁ’H = ((PG(S ’ 0): x—xa)

(12.6)
Ve—Yu) oy — e —x4) L,y = — (@0(3;0): V)

Cette paire d’équations définit les coordonnées (x,, y,) dun
centre K pour les coques ouvertes. Il résulte de (9.22) et (5.13)
que l'on peut écrire

aw

o et 2gats s 0). (12.7)

Puisque pour les sections ouvertes yg(s; 0) =0, une autre
forme de la solution W, est donc
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Wm=ar—f”& (12.8)
D

oll a, est & déterminer par la condition
(Wi, 1) =0. (12.9)

Au lieu de calculer les coordonnées du centre K suivant les
équations (12.6) nous pouvons en substituant dans (12.8) l'ex-
pression

dx

= (12.10)

dy
Ve =7%—% s + Ve
obtenir des conditions (12.5), (9.10) et (9.11) les équations

—yklmm‘i‘xklmv:(frds: x—'xg) I
° (12.11)

—ykImv+kuvv=(f7ds:y_ya) l
D

qui les déterminent directement sans passer par le centre de
Bernoulli des efforts tranchants.
Pour nous résumer et rendre nos notations explicites nous
distinguons entre les gauchissements propres de seconde espéce
1 (x - xg) (y - yo)

ou modes de translation et de flexion, qui appartiennent pour la
valeur propre nulle a tous les types de section ; le gauchissement
propre de seconde espéce

Wi

de valeur propre nulle mais qui n’existe que pour les sections
ouvertes et enfin les gauchissements propres de seconde espéce

W, (=1,23.)

‘de valeur propre non nulle. Ces derniers jouissent toujours des
propriétés
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établissant que les distributions de tensions axiales qui leur
correspondent par les équations (6.3) et (6.4) sont statiquement
équivalentes a zéro.

13. Gauchissement et centre de torsion de de Saint-Venant
pour les sections fermées.

La fonction définie par les équations (12.4) et (12.6) avec les
propriétés (12.9), (12.5) et (12.7) existe également pour les sec-
tions fermées. La seule différence est que dans (12.7) la fonction
Po(s; 0) n’est plus identiquement nulle mais est constituée,
comme nous l'avons déja signalé, par des flux de fermeture.
Si cette fonction n’est pas un gauchissement propre, elle est
cependant orthogonale par construction aux modes de translation
et de flexion. Nous serons amenés plus tard a construire son
développement en série de gauchissements propres W(;) (équation
21.10). Par sa définition on lui reconnait le vecteur déplacement

) ) (—yc+yk’xc—xk: 1)
et par les équations (9.26) et (9.28) le vecteur force

0,0, J).

Elle constitue avec les modes de translation et de flexion une
quatriéme solution fondamentale du systéme (6.16) pour la
valeur nulle de la constante de séparation.

Il apparaitra plus tard qu’elle représente le gauchissement de
torsion de de Saint-Venant. Le centre K, qui peut encore étre
calculé pour les sections fermées a l'aide des équations (12.6),
sera le centre de torsion pour les solutions selon de Saint-Venant.

Afin d’éviter toute confusion avec la solution W, des sections
ouvertes, cette fonction sera dorénavant notée W .

14. Principes variationnels pour les gauchissements propres.

Les gauchissements propres de seconde espéce sont gouvernés
par le principe variationnel

5 [,Lz(w, W) — Sf Qz‘%s] =0 (14.1)
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ou la fonction Q doit étre définie comme en (6.6) c’est-a-dire
Q=a [ +U —|-V —l—@r]. (14.2)

La variation arbitraire §W le long d’un arc fournit (6.8) comme
équation d’Euler ; la variation 8W,, au droit d'un nceud donne
(6.9) et les variations sur les composantes du vecteur déplace-
ment les conditions de seconde espece (10.1).

Ceci établit que les valeurs propres de seconde espece sont les
valeurs stationnaires du quotient de Rayleigh

ff( +U TV +@y) ds
2

pt = (W, W) (14.3)

pour toutes les valeurs de (U, V, @) et toutes les fonctions con-
tinues W.

Il est évident que lorsque les conditions de premiére espece (7.1)
sont introduites a priori, celles de seconde espéce disparaissent
comme équations d’Euler du principe de variation. Par consé-
quent les valeurs propres de premiére espéce sont les valeurs
stationnaires du quotient de Rayleigh

W
Ly % (14.4)

pour toutes les fonctions continues W.

15. Les gauchissements propres généralisés.

Les conditions de premiére et seconde espéce (7.1) et (10.1)
sont des cas particuliers pour € =0 et ¢ =1 des conditions
plus générales

eX = (e —1)(UA,, + VA,,)
€Y = (e —1)(UA,, + VA,,) (15.1)
€€ = (e—1)0I,. l
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Elles impliquent physiquement une liaison élastique entre les
diaphragmes et une fondation rigide et peuvent avoir leur impor-
tance en génie civil pour 1’étude des poutres caissons sur fonda-
tion élastique. Nous nous en servirons uniquement dans le but
d’examiner la transition continue entre la base de premiére et
celle de seconde espéce. Le signe a été choisi dans (15.1) de telle
facon que l’énergie élastique de la liaison est positive dans I'in-
tervalle 0 < e <1.

Considérons la forme quadratique définie positive dans les
variables (U, V, 0)

ix  _d :
Bu, u) — 5{ a(U£+ Va4 @yc) ds
— U%A,, + 2UVA,, + V2A,, + €I, (15.2)

Multiplions la premiére des équations (15.1) par U, la seconde
par V, la troisitme par @ et additionnons

«(UX + VY 4 6C) = (¢ — 1)B(w, u). (15.3)

Les caractéristiques d’un gauchissement propre seront des
fonctions continues du parameétre e. Nous noterons par (U’, V',
0, (X', Y, C'), W et Q' les dérivées prises par rapport a e.

Alors, divisant (15.3) par.e, dérivant par rapport a ce parame-
tre et remultipliant par €2, il vient

&UX + V'Y + 0C) + &UX' + VY’ + 6C) — B(w, %)
= e(e —1)B'(u, w). (15.4)

Reprenant les équations (15.1), multipliées cette fois par U’,
V' et @' avant d’étre additionnées, il vient

(UX + V'Y + 6C) = (e — 1)%3'(14, 4)

ce qui permet d’éliminer B'(», #) avec (15.4) et livre
e(UX' + VY’ + 6C)
—e(U'X 4+ V'Y + 0'C) = B(u, u). (15.5)

Dérivons maintenant le systéme fondamental (6.16) par rap-
port au parameétre :
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QI . dWI

+U + V’ + O'r,
ds

aQ’ : dﬂz _
= pW W =0 (15.6)

. L
Tw(Q) = p*SuWan + de SuWm
De (6.16) et (15.6) nous obtenons soit par substitution des
différentielles dW et dW' ou & 'aide d’intégrations par parties

fg'dw fggf_— (UX' 4+ VY' + 6C))

Ap?

= pi(W, W) + =

(W, W)

jL:QdW' fﬁgg B_(UX + V'Y + 0C) = p2(W, W),

La différence entre les deux derniers résultats fournit une
relation :

d#

(UX'+ VY’ 4 6C) — (U'X + V'Y + 6C) = — == (W, W)

qui, substituée dans (15.5) nous donne finalement

de _ Bu, u)

e ___ Dwu) (15.7)
aut (W, W)

Avant de passer a la discussion de ce résultat occupons nous
de la forme limite qu’il prend quand le parametre tend vers
zéro. Considérons les limites

0 —lim—. (15.8)

€=0 €

U§=limH V! = lim v il
€= €

€e=0 € =0

On les calcule directement en prenant la limite des équations
(5.1) divisées au préalable par e :

X, =— U;-Aa:m - V;-Ao:v
Y, =— U;Aacy - V;‘AVV (159)
C, —— @1, [

Ces limites correspondent a la forme limite ¢, que prend W
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et qui est un gauchissement propre de premiere espece. Il résulte
alors de (15.8) que la limite prise par (15.7) est

2 ror ro
lim Bl w) Bl w) (15.10)

e=0 de (CP(T)) cP(r)) Ny
ot B(u,, u,) est la forme quadratique (15.2) construite avec les
valeurs (U;, V,, ;) obtenues par les équations (15.9).
Les conclusions que 'on peut tirer de (15.1) (15.7) et (15.10)
sont les suivantes.

1) Les gauchissements libres, pour lesquels on sait que le
vecteur déplacement et le vecteur force sont nuls, vérifient
les conditions généralisées (15.1) pour toute valeur du paramétre.
Ce sont des invariants et comme pour eux B(u, #) = 0 et B(x,,
u,) = 0, le résultat dp?/de = 0 confirme simplement que leur
valeur propre est aussi invariante.

2) Pour un gauchissement propre du type lié, le résultat (15.7)
et sa forme limite (15.10) établissent que la valeur propre, fonction
continue du parameétre, décroit de fagon monotone pour les e
croissants.

3) En passant de fagon continue de- e =0 a4 e =1, deux
gauchissements propres de premiére espece doivent évoluer
vers les modes de flexion, leur valeur propre décroissant graduel-
lement jusqu’'a zéro.

4) Dans le cas des sections ouvertes, un troisiéme gauchisse-
ment propre de premiére espéce doit évoluer graduellement versla
solution W g, sa valeur propre devenant aussi nullea la limite e=1.

Ces conclusions sont bien illustrées sur 1’exemple du tube cir-
culaire, d’épaisseurs a et b constantes, fendu le long de la géné-
ratrice w = -+« pour former une section ouverte (fig. 4). Il
existe ici une infinité de gauchissements libres W = R cos #w de
valeurs propres

2
A2=%_‘u,2=n2

avec # = 0 (mode de translation) et
n =2, 3...00.
Il existe un mode de flexion de forme invariante :

W=x=Rcosw
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F1G. 4.

dont la valeur propre dépend du parameétre suivant la loi
A2 = 1 — ¢ et s’annule donc bien pour la seconde espéce. Enfin
il existe une infinité de gauchissements liés, solutions du systéme
homogéne

U=0
e 2e)X3 tan A 2e) tan wA
V(A_—z——i ”——(A2—1)2)+@R——}\2——1 =O
2e) tan @A 2¢ tan wA
VIR oR (3 — 2T <0

L’annulation du déterminant de ce systéme fournit une équa-
tion du second degré en e qui a permis de tracer les quelques
branches de courbe de la fig. 4. La branche en traits interrompus
appartient au mode de flexion W = x. Deux autres branches
appartenant au systéme homogeéne précédent passent par zéro
pour € = 1. L’une correspond a un gauchissement qui tend vers
le mode W = y, l'autre a un gauchissement qui tend vers la
valeur W =R (2 sin w —w). Les coordonnées du centre K
sont ici (2R, 0).
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16. La théorie algébrique des valewrs propres dans le cas b = 0.

Les équations transcendantes en p? qu’il faut résoudre pour
trouver les valeurs propres de premiére ou de seconde espéce
deviennent extrémement compliquées pour les coques qui n’ont
pas une géométrie élémentaire. Une simplification classique du
probléme consiste alors & supposer que les parois ne transmettent
que des flux de cisaillement. Cette hypothése se traduit mathé-
matiquement par b = 0. Elle constitue une approximation
acceptable si la capacité des parois pour la transmission des
efforts axiaux est reportée sur des lisses adjacentes; soit en
majorant la section des lisses réelles, soit en introduisant des
lisses fictives ou «lisses de substitution ».

Le probléme de la recherche des valeurs propres devient alors
un probléme algébrique de degré égal au nombre de lisses utilisées
dans le modéle représentatif de la section.

Le long de chaque arc joignant un nceud ¢ a un nceud 4, il
résulte de 1’équation (6.8) avec b = 0, que le flux de cisaillement
est une constante Q,;, Une intégration de l’équation (6.6) le
long de cet arc fournit alors la relation

Qs [ & =W, Wt Uley—x) + Vi~ + 6 [ . 16.)

Apres avoir rangé les différents arcs dans un ordre de succes-

sion convenable, on construit des matrices colonnes des gran-
j

deurs Qus, (W, — W), (x; — %), 0,—) et [ 7.ds que Ion

dénote par les symboles respectifs (Q), (AW), (dx), (dy) et (4c).
L’ensemble des équations (16.1) est alors représenté par l'u-
nique relation matricielle

(Q) = D[(AW) + Udx) + V(dy) + 6(de)]  (16.2)

J
ds\-1
ol D dénote la matrice diagonale des grandeurs ( f 78) . Nous

%
allons rechercher une forme matricielle correspondante pour
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I'ensemble des équations (6.9). A cet effet nous introduisons la
«matrice de connection» K définie par

(AW) = K(W). (16.3)

Dans cette équation les déplacements axiaux au droit des
lisses ont été rangés suivant 1'ordre choisi pour les nceuds dans
la matrice colonne (W). La matrice rectangulaire K apparait
ici comme un opérateur aux différences, dont le nombre de lignes
correspond au nombre d’arcs, tandis que son nombre de colonnes
est égal au nombre de nceuds. Chaque ligne posséde un élément
de valeur + 1 et un autre de valeur — 1 ; les autres étant consti-
tués de zéros. La position des éléments 4 1 et — 1 est immé-
diatement assignée d’apres la différence (W ; — W,) a reproduire.
La forme matricielle de 1'opérateur nodal T,, s’obtient en reve-
nant a l'interprétation qu’il a dans les équations d’équilibre (2.2)
des lisses. Considérons un déplacement virtuel w,, d'un élément
de lisse de longueur dz. L’accroissement de charge axiale dN,,
fournit un travail virtuel w,dN,. Additionnant les contribu-
tions de toutes les lisses, nous avons pour le travail virtuel de
I'ensemble

Zw,dN,, = (w)'(dN)

ou (w)' est la matrice ligne, transposée de la matrice colonne
des w,,.

Sur chaque élément de lisse agissent aussi les flux de cisaille-
ment transportés par les arcs. Chacun de ces flux agit sur deux
lisses adjacentes et produit un travail virtuel

— (w; — w;)q,d2.
Additionnant les contributions de tous les arcs
— Z(w; — w,)q;,dz = — (dw)'(q)dz.

Mais (dw) = K(w) et, appliquant la régle de transposition
d’'un produit de matrices

(dw)’ = ()K"

si bien que le travail virtuel total résultant d'un déplacement
de chaque élément de lisse se laisse mettre sous la forme

(@)'[(@N) — K'(g)dz].
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" Chaque élément de lisse étant en équilibre, ce travail virtuel
total est nul, quelle que soit la matrice (@) des déplacements
virtuels. I1 en découle la forme matricielle des équations d’équi-
libre (2.2)

aN ,
(Iz?) — K'(g). (16.4)

Ceci permet immédiatement de déduire la forme équivalente
pour i'ensemble des équations (6.9)

K'(Q) = p2$(W). (16.5)

ol § dénote la matrice diagonale des grandeurs S,,.
Les composantes du vecteur déplacement se laissent calculer
comme suit

X = ff Qdx = ZQ, (%, — %) = (42)'(Q)
Y = fody — 2.,y — ) = (d9)'(Q)

i

C= fﬁ Ords = 2Qs, [ 7.ds = (40)(Q).

?

Ou encore, aprés substitution de (16.2) et (16.3)

Y = (9)'(W) 4+ UA,, + VA,, (16.6)
C = ('(W) + oI, I
ou nous avons introduit les nouvelles notations

@ =KDdx) () =KDdy) ()=KDd) (16.7)

et les aires réduites sous la forme

Aue = (1) D(d) = ("9 l .
Ay = (42)'D(dy) = (%)' (1) = ()'(€) (16.8)
Ayy = (dy)D(dy) = (y)'(n) I

et la raideur de torsion

I, = (de)D(do). (16.9)
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Ces résultats font usage des conditions
(dx)D(4c) = 0 (dy)"“D(4c) = 0 (16.10)

qui définissent le centre de réduction de Bernoulli. Afin d’obte-

nir directement les coordonnées de ce centre, remplagons 7,

par son expression (5.4) et notons par (dw) la matrice colonne
j

des grandeurs st. Alors a partir de

j j

fnds = fwis — Xo(y5—Yi) + Vol¥s— %)
i i
nous pouvons écrire
(de) = (de) — %,(dy) + y.(d)

et ceci substitué dans (16.10) fournit

4%)D(dw) = % Azy— Y Ags

(49/D(da) = oA sy —y w61
(Ay)l@( ) = %Ay, — YAy

Faisant U=0, V=0 et ® =0 et éliminant (Q) entre les
relations (16.2) et (16.5) nous obtenons la formulation matri-
cielle suivante du probléme aux valeurs propres et gauchisse-
ments propres de premiére espece :

[K'DK — p2S)(W) = 0. (16.12)

Faisant au contraire X = 0, Y = 0 et C = 0 dans les équations
(16.6), les résolvant par rapport & (U, V, ©) et substituant le
résultat dans (16.2) nous obtenons la formulation matricielle
du probléme correspondant de seconde espeéce :

[A — p2SJ(W) =0 - (16.13)

avec la matrice

ed = K'DK — (l)I(C)'

_Au@) @)+ Ass(n) (1) — Awy(§) (1) — Agy(n) (€)'
AzmAml Az '

(16.14)
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La recherche des valeurs propres et vecteurs propres d’une
matrice symétrique par rapport a une autre matrice symétrique,
ici simplement diagonale, est un probléme type bien étudié.
Toutes les techniques de calcul numériques développées pour
le résoudre sont donc applicables aux formulations (16.12) et
(16.13).

17. Formulation du probléme non-homogéne
par un principe variationnel.

Aprés séparation des variables le probléme général posé par
la solution des équations d’équilibre (2.1), (2.2), (2.4), (2.5) et
(2.6) et des équations de déformation (4.4), (4.5) et (4.6) a été
rendu homogeéne par l'une ou l'autre des conditions (7.1) ou
(10.1) ou encore plus généralement (15.1) dans le but d’obtenir
un systéme de valeurs propres et une base orthogonale dans
I'espace des fonctions continues W.

I1 s’agit maintenant de mettre I’existence de ces bases orthogo-
nales & profit dans la solution du probléme général. Ceci peut
étre fait de plusieurs maniéres différentes, ol intervient une
nouvelle fois la dualité entre tensions et déplacements. Cette
derniére est peut étre mieux soulignée dans les applications
quand on fait appel 4 un principe unique dont découlent toutes les
équations du probléme. »

Ce principe est fort général dans ce sens qu’il contient a titre
de cas particuliers les principes du minimum de I'énergie totale
et du minimum de 1’énergie complémentaire [26, 27]. Il prend ici
la forme spécifique

L L
5 f Ddz — meduc 4 S,dv, + M@0 — ffﬁw(s, L)ds
0 0

— 82N, wn,(L) =0 17.1)
ou
. ow ow 4% ,ay , ) n? g2
D= fﬂ"% T4 (35’ gy gt 07 2Egb_2Gha]ds
dw N2
PWm___m_) 17.
t+Z (N’" dz 2EgSm) 17
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Comme conditions aux limites représentatives du cas de la
coque cantilever nous avons choisi d’imposer

w(s, 0) = @(s) en z=0 (17.3)
n(s, L)y=1(s) et N,[L)=N, en z=L. (17.4)

Suivant les cas nous verrons qu’il sera plus intéressant de
supposer que les efforts tranchants et le moment de torsion
soient des grandeurs imposées le long de I’envergure ou les défor-
mations u,(z), v,(z) et 6'(z) qui leur sont associées. Au moyen

de la formule d’intégration par parties
ow oq
§q8§ ds = f‘o‘wm’l‘m(q) — ff 3 dwds

on vérifie directement la correspondance suivante entre les
équations d’Euler du principe (17.1) et les variations indépen-
dantes :

(2.1) par dw(s, 2) et (2.2) par dw,(2)

(2.4) par du,(2), (2.5) par v (z) et (2.6) par 86'(2)

(4.4) par 8q(s, z), (4.5) par 3n(s, 2) et (4.6) par SN, (2).
Enfin, si les variations aux limites dw(s, 0) sont nulles a priori

en vertu de (17.3), celles dw(s, L) fournissent les conditions na-
turelles (17.4).

18. Les équations mormales du type déplacement
dans la base de premiére espéce.

Nous développons le déplacement axial en série de gauchisse-
ments de premiére espéce

- L)

W= f" F.(2)o(s)- (18.1)

Les fonctions inconnues F,(z) peuvent étre considérées comme
des coordonnées généralisées a déterminer par le principe varia-
tionnel. A I'aide de toutes les équations d’Euler qui ne dépendent
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pas des variations sur le déplacement axial nous obtenons, eu
égard a (7.2) et (7.10)

n—Egb T2 g0 (18.2)
0 dz
» dF,
q R d Idx Id 1]
Gh = 12 F,-ll'(r) + u‘Is + 'Uczg‘ + 0 7. (18.4)
Se _ IXF, + Auttl + Ayt
@_1 rr+ :c:cuc_*" 2yVc
< . (18.5)
oo = SVF, + Ausd + At I
M. FcF + 1o (18.6)
Gh - 1 rr c . .

Ces résultats sont alors substitués dans le principe et on peut
y faire usage des relations d’orthogonalité (7.6) et (7.7) Les
variations 8F,(z) fournissent alors comme « équations normales »
E d ( dF . 1
— 2 gZ=r) — = — ! ! N, (18.7
G (65) — WF.= s (K + Yol + C). (187)

Ce sont des équations différentielles ordinaires du second ordre
et du type de Sturm-Liouville. Elles ont pour conditions aux
limites d’une part celles naturelles obtenues par la considération
des variations aux limites 6F,(L) :

dF _
Egn;— = fﬁcp(,)ds +2ZNuppm e z=L (188)

d’autre part les conditions a priori

F,(0) = = (8(6), 900)- (189

r

En effet il découle de (17.3) et (18.1) qu’il faut

@

Zo' F,(0)¢()(s) = @(s)
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et les conditions (18.9) s’en déduisent par les propriétés d’ortho-
gonalité (7.6).

L’équation normale correspondant a » = 0 peut étre intégrée
une fois du fait que pour le mode de translation ¢ =1 on a
N=0, X,=0, Yo=0 et Co=0. L’intégrale premiére est

EgS dF,/dz = constante = N

en vertu de la condition aux limites (18.9) correspondante et
de (2.10).

Comme l'utilisation de la base orthogonale de premiére espéce
pouvait le laisser prévoir, les équations normales peuvent étre
intégrées indépendamment du moment que les déformations
#,(2), v4(2) et 0’(2), qui figurent au second membre, sont connues
a priori. Ce découplage du probléme est la caractéristique inté-
ressante de la solution par fonctions propres.

On observera que le couplage est réintroduit dans les seconds
membres si 1'on se proposait d’éliminer les déformations au
profit des efforts tranchants et du moment de torsion a 1’aide des
équations (18.5) et (18.6). Dans le probléme usuel ol les efforts
tranchants et le moment de torsion sont les grandeurs connues a
priori, ce sont les équations normales construites a ’aide de la
base de seconde espéce qui présentent le caractére découplé
souhaitable.

19. Les équations normales
du type déplacement dans la base de seconde espéce.

Nous procédons exactement comme dans la section précédente
en remplagant le développement (18.1) par le suivant

w = Zo(2) + Xold)r — %) + Yold)y —9.) + Fold)Wias)
+ SR @AW (19.1)

Rappelons que le quatriéme terme n’existe que dans le cas
des sections ouvertes. Nous obtenons les résultats suivants

n _dzZ, | dX, iy, dF,
Eﬁ__ﬁ-l“?iz—(x_x')_i_ﬂ — %) + == W
©dF,;
*W,. 19.2
+ 2 W (19.2)
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N, _dZ,  dX, Y,
E—gsm—d_z‘kﬂ‘(xm )+ dz ( Ym ya)
dF 2 dF,
+ E Wi + £ Wi (193)

et, eu égard a (11.1) et (12.7)

L=aa+ a + Bar, + Folols ; o) + ZF.Q, (19.4)
ol nous avons défini
4=ty + Xog—Fo(y,—y1) — f"UiFi l
. (19.5)
= v, + Yo+ Folx,—x;) — 2 V.F,; l
1
=6 —TF, — ZOF. (19.6)
1
Alors, des équations (11.3), (9.26) et (9.28)
Ss -
a}; - “A:w + vAmv I
(19.7)
Sy A,, + 7A
@ =Uu m/ URyy
M,
il 19.8
= 61, + F,J. (19.8)

En fait nous pourrions écrire Yy(s; 0) =0 dans (19.4) et
J = 0 dans (19.8) puisque nous avons vu que telle était la situa-
tion pour les coques ouvertes. La raison pour laquelle nous avons
voulu garder a ces formules un caractére plus général est 1'usage
que nous en ferons a la section 20, ou W, sera remplacé par la
fonction W, définie a la section 13.

Apres substitution de ces résultats dans le principe variation-
nel, utilisation des propriétés (11.8) et (11.9), les variations sur
les coordonnées généralisées conduisent aux équations normales
suivantes :

a4 ( dz,
1 el
) dz (g dz) 0
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qui s’intégre pour donner
az, - —
ESg—‘-i-;=9€nds+2Nm=N (19.9)

la constante du second membre résultant de nouveau de la con-
dition aux limites naturelle provenant de 8Z,(L). La condition
aux limites a priori est

SZ(0) = (@, 1) (19.10)
2)
d ( dX, ad ([ aY,
EImmd ( )+ Imvdz(g_‘z) —‘Sw
a( aX, d ( dY, .
o 2 (65) 1. (655) s,
qui se laissent aussi intégrer pour donner
axX, ay,
El,.g a + EI,¢ - = M, I
ix . (19.11)
EIwg Eo + EIwg .d_zo = Mv |

Pour z = L ces intégrales sont les conditions aux limites natu-
relles que I'on trouve par 8X, (L) et 8Y4(L) avec

Mm(L) = fﬁ(x - xv)ds + iﬁm(xm - xﬂ) l

(19.12)
M, (L) = ffﬁ(y —y)ds + ZN oy m—,) l
Leurs conditions aux limites a priori sont
I,..X,(0 1,,Y,0) = (@, x —x,
o(0) + Lz, Y o(0) (_ ) (19.43)
LsXo(0) + L, Yo(0) = (@, ¥y —v,).

3) L’équation spéciale qui gouverne l'amplitude du mode
W(,) des coques ouvertes (avec J = 0)

a dF

2 altlo) _
ENo 7 (g iz )

—Mc_.(xc—xk)sv + (yc_ym)sa; =—M, (19.14)
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et ses conditions aux limites

aF,

2
ENgg 7

= ‘(fﬁW(o,ds + ZﬁmW(o) m pour z=0L (19.15)

NIFo(0) = (@, Wyo). (19.16)

4) Les équations normales gouvernant les amplitudes des
gauchissements propres de valeur propre non nulle
d ( dF;

2—-
EN: 8%

) — GuIN%F, = — (U;S, + V.S, + O.M,) (19.17)

avec leurs conditions aux limites

dF,

2
ENZ¢ 7

- f AWods + ZN Wyn z=L (19.18)

NIF,(0) = (@, Wey). (19.19)

Ces équations sont clairement découplées quand les efforts
tranchants et le moment de torsion sont connus. Celles reprises
sous 2) et 4) correspondent aux équations obtenues par BENs-
COTER [25] comme généralisant le cas de torsion pure résolu d’une
facon analogue par VoN KARMAN et CHIEN [22]. Un de leurs.
désavantages est la convergence relativement faible des séries.

A cet égard les équations normales du type tension que nous
développerons a la section 27 fourniront des séries a conver-
gence nettement améliorée.

20. La solution de Bernoull
et son amélioration pour la torsion.

Dans les sections fermeées, les termes d’ordre zéro du dévelop-
pement (19.1), c’est-a-dire ceux rattachés aux gauchissements
de valeur propre nulle, expriment analytiquement I’hypothése
de Bernoulli, selon laquelle les sections droites restent planes.
Si 'on ne retient que ces termes on est fondé a se référer a la
solution correspondante comme la «solution de Bernoulli».
Pour la facilité de 1’écriture nous introduirons les notations

S N (20.1)
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for _ ey _fw_ 1 (20.2)

Par (19.9) et (19.11) nous pouvons mettre les répartitions de
tensions axiales de la solution de Bernoulli sous la forme

N . .
(%)B = _S- + (zm’Mw + iWM") (x - xﬂ) + (szy + szm) (y - ya)
(20.3)

N,. N . . . .
(—é—)B= S + (FaeMa + 10y M,) (Fm— %) + @4y My + 20,Ma) (Vi —Y )

ol 'on reconnait la loi d’équarissage, qui constitue 1’approxi-
mation usuelle des ingénieurs. Pour la répartition des flux de
cisaillement, les équations (19.4) a (19.8) permettent d’écrire

d dy M,
(Q)B = (ammsm + amwsv)ad'i: '+' (aiwsv + a:wsm)a d_zl‘ + 'I_ ar . (204)

Enfin par différentiation des équations (19.7)

dzu'c _ 1'sz(¢ + z.amMal Ao d (Sm) Agy a (Sy)
dzz Eg + G dz\h +

G dz

h

(20.5)
dz'vc . 'iawMa: + inu ‘fﬁ’_’i (&) + awi (Sy)
2 Eg Gdz\n) " Gadz\hn
tandis que par (19.8)
46 _ Ghl, (20.6)
az M,

Les courbures de 1’axe des centres C suivent des lois analogues
a celles de la fibre neutre dans la théorie usuelle de la flexion des
piéces massives. Comme on I’a déja fait observer antérieurement,
la rigidité de torsion prend la valeur GiI,. En général la loi
simple (20.6) n’est qu’'une approximation grossiére au compor-
tement de la coque en torsion.

En vue d’obtenir une meilleure approximation nous ajoutons
aux termes d’ordre zéro du développement (19.1) un terme
Fo(2)W,(s) qui remplace le terme correspondant pour les sec-
tions ouvertes. Le mode de gauchissement ainsi introduit n’est
pas un gauchissement propre. Cependant, comme on l'a fait
remarquer a la section 13, il forme avec les termes de transla-
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tion et de flexion une solution compléte du systéme fondamental
pour la valeur nulle de la constante de séparation. Ceci ne fournit
qu’'un argument esthétique pour justifier la valeur de la nouvelle
approximation. Une justification plus sérieuse résultera de la
vérification a posteriori que la solution ainsi obtenue est exacte
pour toute une famille de répartitions du moment de torsion. Les
résultats de la section 19 peuvent étre conservés, moyennant le
remplacement de W o) par W,). Dans (19.4) le terme en y;(s ; 0)
n’est plus nul, ni le terme en J dans (19.8). Seules se modifient
les équations du groupe 3° qui deviennent

d ( dF J) J
2 0 — 2 .
EN3 7 (g dz) GhJ (1 I Fo=—M,+ T M, (20.7)

EN%g.@ ] ﬁW(c)ds + Zﬁmw(c)m POur 2 = L (20.8)

N3Fo(0) = (@, W,). (20.9)

Des tensions axiales et des flux de cisaillement viennent s’a-
jouter aux termes de Bernoulli (20.3) et (20.4)

n__(n aF,
Nm _ Nm dFo
q = (9)s + GAF, (lﬁo(s; 0) ——Il arc) ) (20.12)

Dans chaque section ces tensions additionnelles forment un
systéme statiquement équivalent a zéro. Ceci résulte d1rectement
des propriétés d’orthogonalité par construction

(W(c)’ 1.) = O (W(c),x-——x,,) = 0 (W(c), y "—'yg) - O (20.13)

Einsi que des équations (5.3), (5.11), (9.26) et (9.28). Eliminant
0 entre (19.6) et (19.8) on trouve

M,
o= L' —Fy) + JF, (20.14)

Résolvant cette relation pour F, et substituant dans (20.7) il
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vient la relation entre torsion et moments de torsion qui géné-
ralise I'équation (20.6)

w159 - o) -

a
EN 4 dM) ( 1)

ENod (,aM) (L 20.15
Gchz(gdzh l=—7) M (20.15)

Quand la coque n’est sollicitée que par des couples de torsion
on peut écrire

Mc == Mk=T
n dF, N, aF,
- Eg—— iz W S, - Eg iz Wiym

g =1 o, + GIF, (sl'o(s -3 an) :

Pour vérifier si ces résultats peuvent constituer une solution
exacte il suffit de contréler les équations d’équilibre (2.1) et (2.2).
En effet les hypothéses restrictives n’ont porté que sur le dépla-
cement axial et seules ces équations d’équilibre dans le sens des
génératrices en ont été affectées par 1'utilisation du principe de
variation. Nous référant aux équations (9.23) et (9.24) nous
trouvons que ces équations sont exactement vérifiées a condition
que

diz (g ddlz ) 0 et T = GhJF, (20.16)

Il en résulte alors que I’équation (20.7) est également satisfaite.
Finalement, si nous éliminons F, entre ces deux conditions, il
apparait que la solution trouvée est exacte si la distribution des
couples de torsion obéit a la loi

gdjz— (—’}IL:) = constante. (20.17)
Bien entendu il faut également que les conditions aux limites
portant sur les charges axiales ou sur les déplacements axiaux
.soient compatibles avec cette solution.
La solution exacte trouvée est une généralisation de la solution
de de Saint-Venant pour la torsion. On observera que la loi
(20.17) rend les tensions axiales induites constantes le long des
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génératrices. Elles disparaissent entiérement dans le cas plus
particulier ot

dF,[dz = 0 c’est-a-dire T /A = constante.

Cette propriété correspond a une des hypotheses de la méthode
semi-inverse utilisée par de Saint Venant (o, = 0). Pour obtenir
le cas précis investigué par de Saint Venant il faudrait encore
considérer une coque de caractéristiques uniformes, c’est-a-dire
faire 2 = 1. On retrouve alors pour que la solution soit exacte
la condition bien connue que le couple de torsion appliqué soit
constant.

Ces considérations nous permettent de qualifier la fonction
W, comme le gauchissement de torsion de de Saint Venant.
Elle ne contient plus aucun arbitraire si nous lui appliquons les
conditions (20.13).

21. Flexion et torsion généralisées de de Saint Venant, déduites
des équations mormales du type déplacement dans la
base de seconde espéce.

Le résultat (20.17) suggére une investigation de solutions
exactes basées sur les hypothéses a priori

d (S, d S,,) d (M ,,)
— =] = —_— =] = —_— ) = . 21.1
g T ( h) cte g yr ( A cte ¢ Z\3 cte. (21.1)

Dans ces conditions les équations normales (19.17) possédent
les intégrales particuliéres

Sa Sy , oM, .
it Vig+ 0 (=12, 0) (212)

2N2F. =
F’iNiFt(z) U 2 G’h

Et, nous limitant au cas des coques fermées, la solution parti-
culiére suivante existe

[w]SV =Zy+ Xo(x - xa) + Yo(y —ya)

8 Wz Sm S Mc
tigma (v reg) @
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[]sv—[]g—l_‘?prfdz h (21.4)

N.] [N eWiym d (US L VS, +@M)
[Sm]sv_ [_]B+2 N2 gz h (21.5)

[q]sv—[q]BJrZ%‘\}’2 (US, + V.S, + OM,).  (21.6)

Alors nous aidant des équations (19.5) a (19.8)

@ 'U2
low = — X + o (dme + 5 35
S,

° UV M, =U,0,

T Gh (““ +2 2N2) G2 e
< o, 1.7)

[v::]SV = Yo + Gm (aa:y + ‘2 2N2)

s, o V2 ) M, = V.6,

+Gh( wtimy Tot N

W _S.2U8, S, 2V, o @
[0sy = @ 2N + Gh ANT L+ A ( + Z' 2N2) (21.8)

Les propriétés (11.3) et (12.12) assurent que les tensions déve-
loppées en plus de celles de la théorie de Bernoulli sont stati-
quement équivalentes a zéro dans chaque section.

La solution particuliére trouvée est exacte non seulement
sous réserve que les conditions de répartition (21.1) soient véri-
fiées mais aussi sous réserve de sa compatibilité avec les condi-
tions aux limites. On peut l'appeler une solution de de Saint
Venant généralisée, ol les tensions axiales qui viennent se super-
poser a celles données par la loi d’équarissage sont constantes
le long des génératrices. Pour une coque a caractéristiques uni-
formes (g =1 et & = 1) elle demande que les charges transver-
sales soient réparties uniformément ; dans ce cas particulier elle
offre une certaine analogie avec la théorie de MicHELL [28] pour
les poutres uniformément chargées. L’hypothése semi-inverse
d’une nullité des tensions axiales additionnelles se vérifie dans
le cas particulier

Se/h = cte Sy /b = cte M, /h = cte (21.9)
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Dans ce méme cas le gauchissement véritable de la section,
représenté par les termes de (21.3) sous le signe sommatoire, est
lui aussi constant.

En cas de sollicitation par couples de torsion, la solution
trouvée peut étre identifiée avec celle de la section 20. En parti-
culier l'identification des gauchissements fournit la relation

2 O;W,
HIN?

Wey=J2 (21.10)
1

dont nous retrouverons une nouvelle preuve a la section 26.

Quand cette relation est différentiée et qu'on y introduit les

résultats (11.1) et (12.7) également vérifiées par W,), il vient

dy v 1,
— 7.+ (xk—xc)%_ (yk—yc) 'E;""'(;‘I’O(s ) O) =
J " ‘u.th( Ui%'—vi s O, .

Cette relation, multipliée par adx ou par ady puis intégrée,
livre par identification des coefficients des aires réduites les
équations

° V.0, ° .0,
—x, = — L —_y, = (2111
X Xe J {" .“"?N? Vi Ve J %;’IJEN? ( )

Multipliée par ards et intégrée elle fournit

1, = 6
+ 2=

1
=1+ 2o (21.12)

Notant que
Upy=u,—0yr—7vy,) et vy=v,4+ 0(x,—x,) (21.13)

on peut alors donner des équations (21.7) et (21.8) la nouvelle
formulation

1A Sm
(u)sy = — Xo + GhU“ + U |
(21.14)
(v)sy = — Yo + V + l
/ _ Mk
O)se = g (21.15)
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moyennant les définitions

_ (yk—yc)z = Uf
RO B
(xk—xo)z e Vf
PN
T TN
J¥r—yo) |, 22UV,

J 3 piNG

Des résultats (21.14) et (21.15) il ressort clairement que dans
la solution de de Saint Venant généralisée le role de centre de
flexion est joué par le centre K. D’autre part que la rigidité de
torsion est GhJ.

Quant aux grandeurs U,, U, =V, et V,, elles sont associées
aux déformations dues aux efforts tranchants. Nous en obtien-
drons des expressions qui ne nécessitent plus des sommations de
séries a la section 26. Il en sera de méme pour le calcul direct de
J a la section 23.

(21.16)

Xp— Ko
U,,=V,;=am,+( .

22. Les flux de fermeture.

Une autre maniere d’utiliser les bases orthogonales consistera
a développer non plus le déplacement axial mais les tensions
axiales en série de fonctions propres. Cette technique, combinée
a l'utilisation du principe de variation (17.1) revient en fait
a se servir du principe de variation des tensions.

Deux points la différencient ici de la technique de variation
des déplacements. D’une part, au lieu d’étre obtenus par diffé-
rentiation des déplacements, les flux de cisaillement s’obtiendront
par intégration des équations d’équilibre. D’autre part les dépla-
cements axiaux seront obtenus par intégration des relations
entre tensions et déformations. Cette double opération d’intégra-
tion représente, vis a vis de la méthode des déplacements, un
travail préliminaire supplémentaire. L’avantage qu’on en retire
est substantiel dans ce sens que les séries obtenues ont une con-
vergence nettement améliorée.

Cette section et les deux suivantes sont consacrées aux pro-
blémes d’intégration qui se posent pour 1’application de la mé-
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thode de variation des tensions. Seules les sections fermées
seront prises en considération.

A toute section fermée nous associons une section ouverte
obtenue en pratiquant une coupure en un endroit arbitraire
le long de chaque circuit fermé (fig. 5). En parcourant un circuit
fermé dans le sens positif mathématique on peut prendre comme
point de départ la lévre P, de la coupure, le point d’arrivée étant
alors la lévre P,. La section ainsi « ouverte » a ses parois minces
bordées par un contour fermé simple. Quand, partant d'un point
arbitraire D, ce contour est décrit dans l'un ou l'autre sens,
chaque paroi est longée deux fois, une fois le long de chacun de

FiG. 5.

ses bords. Convenons de choisir comme sens positif de descrip-
tion de I'arc, ou trace du feuillet moyen de la paroi, celui corres-
pondant & notre second passage le long d'un des bords de cette
paroi. Il en résulte les avantages de nature topologique sui-
vants (%) :

1) De chaque extrémité de la coque « ouverte » le sens positif
est dirigé vers lintérieur,

2) En chaque nceud il n’y a qu'un seul arc de sens positif
divergent,

3) Exceptionnellement au point D que 'on a choisi tous les
arcs sont de sens positif convergent ; nous dirons que D est le
point (ou nceud) de contréle,

' (*) Les sens ainsi déterminés sont exactement opposés & ceux dont il est
question pour les sections ouvertes & la section 9.
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4) De chaque point (ou neeud) il n’y a qu’un seul cheminement
respectant les sens positifs de description qui conduise au nceud
de contréle,

5) Une intégrale étendue au cheminement entre deux points
quelconques P, et P, regoit une signification précise par l'inter-

prétation
Py D D
P‘lf P}f f

Py

En particulier, si P, et P, sont les lévres d’'une coupure prati-
quée dans un circuit fermé, cette interprétation ramene la signi-
fication de I'intégrale étendue au sens de description mathéma-
tique du circuit a des intégrales équivalents dans le sens conven-
tionnel de la coque «ouverte ».

Nous appellerons en général « flux de fermeture » les solutions
du systtme homogéne d’équations

dg|ds = 0 T(g) = 0. (22.1)

Un flux constant parcourant un circuit fermé est un flux de
fermeture ; c’est 1’analogue d’un courant de maille dans la théorie
des réseaux électriques, tout comme les équations (22.1) sont ana-
logues aux lois de Kirchhoff exprimant la conservation du cou-
rant. De fait, comme il reste constant le long d’un arc, il satisfait
aux équations (22.1) du premier type et comme en un nceud il
converge par une des branches pour en diverger par une autre
il satisfait aussi a celles du second type.

Attribuons un indice 4, variant de 1 & P, a chaque circuit
fermé élémentaire, c’est-a-dire tel que le domaine qu’il circonscrit
ne soit plus divisible par des arcs intérieurs. Attribuons le méme
indice $ au domaine circonscrit et 1'indice zéro au domaine exté-
rieur & tous les domaines circonscrits. La solution générale des
équations homogeénes (22.1) est alors

(]

° P
=20, (22.2)

Dans cette équation le sens positif conventionnel est celui du
circuit « ouvert ». Par conséquent si ¢, désigne le flux de ferme-
ture du circuit $ compté positivement dans le sens de description
mathématique du circuit on aura
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o o o
9= +0 9»=—9» 9, =0
suivant que le sens « ouvert » coincide avec le sens mathématique,

lui est opposé, ou que la branche considérée n’appartient pas au
circuit.

23. La solution yp(s ; 0) pour une section fermée.

Suivant (9.23) et (9.24) yg(s ; 0) consiste en flux de fermeture
qui seront notés
P o]

Po(s; 0) = 2y, (23.1)

1

Ils sont déterminés par les conditions de continuité de (s ; 0)
3@@0@ S0)=0  (p=1,2..P) (23.2)
»
c’est-a-dire en vertu de (9.22) par les conditions

§g Jols 5 0 4;5 e f rds =20,  (233)

ou £, est l'aire du domaine circonscrit par le circuit 4. Comme
chaque arc du circuit est une frontiére entre deux domaines,
I'un d’indice p, ’autre d’un autre indice ¢ qui est éventuellement
celui zéro du domaine extérieur, il est parcouru dans le sens
mathématique par un flux y, — y;. Pour # = 0 ceci n’est bien
entendu vrai que moyennant la convention y, = 0. Les condi-
tions (23.3) prennent alors la forme explicite

My

enlys—y) =22, (p=12..P) (23.4)

=0

vo=0 et  ey— f %f (23.5)
t

est une intégrale étendue A toutes les portions de frontiere com-
mune aux domaines p et £. Ayant résolu ce systéme de P équa-
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tions linéaires aux P inconnues y,, la raideur de torsion J peut
étre calculée & partir de (9.28) sous la forme

P Lo P P
J=2 ff ot ods = zy,ffycds =2Zy,2,.  (236)
1 1 1
?

24. Intégration des flux de cisaillement et des
déplacements axiaux.

Les problémes d’intégration présentés par l’application de la
méthode de variation des tensions sont réductibles a la forme
type suivante : une fonction ¢, continue le long des arcs et au
droit des nceuds, étant donnée, déterminer un flux Q et un dépla-
cement continu W par le systéme d’équations

% — — b (24.1)
W_Q y#_yW_g,, (24.3)

s a as ds
Le paramétre O est imposé et, & moins qu’ils ne soient imposés,

les parameétres U et V ainsi que la translation arbitraire, ou
constante additive de W, sont a déterminer de telle fagon que

W, ) =0 (W,x—=x,)=0 (W,y—y,) =0 (244)

La solution au probléme posé est alors unique. Pour qu’elle
soit possible la fonction ¢ donnée doit satisfaire & une condition.
En effet comme

¢ 49 = 2 T.(Q)

on trouve en substituant (24.1) et (24.2) la condition

| f bods + Z Smom = () 1) = 0. (24.5)
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Cette condition sera vérifiée par toutes les fonctions qui se
présenteront dans les applications.

1) Donnée ¢ = ¢, gauchissement propre de premiére espéce.
Cette fonction satisfait a (24.5) en vertu de (7.11) du moment que
A2 0. Si on impose également U=V = @ = 0, la solution
immédiate est

1 1
Q= x? '/’(r) W= x?P(r) (24-6)

qui rameéne les équations du probléme a (7.2), (7.3) et (7.4).

2) Données ¢ = W;) gauchissement propre de seconde espéce

associé a4 une valeur non nulle, et ® = ®,. La solution est
immédiate *

1 1 1 1
Q #?Q” pt @ p pl (24.7)

Elle raméne les équations proposées a (11.1), (11.4) et (11.5)
et les autres conditions sont satisfaites en vertu de (12.12).

3) Données ¢ = 0 et ® = 1. La solution est ici
Q=1do(s;0) W=W, U=y,—y, V=—x+2%, (248)

Elle raméne (24.1) et (24.2) a (9.23) et (9.24) et, a condition
de substituer 1'expression (12.4) qui est valable pour W, elle
rameéne aussi (24.3) & (9.22). Enfin les relations (12.5) et (12.9)
sont valables pour W,.

Ces trois premiers exemples sont de nature élémentaire et
n’apportent aucun élément nouveau. Par contre les deux suivants
introduisent d’importantes fonctions nouvelles.

4) Données ¢ = x — x, et ® = 0. La solution sera désignée
par

Q=A W=W, U=U, V=V, (249

Pour la construire considérons d’abord I’expression

Aqls) = f e — s + ESpltn—x). (240
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Les symboles f et 2 doivent étre compris dans le sens suivant.
: +

+
Dans la section «ouverte», toute nouvelle coupure sépare la

coque en deux morceaux. Celui auquel est attribué le symbole +
est celui sur lequel on s’engage en suivant, a partir de la coupure,
le sens positif conventionnel de description de I’arc. C’est a4 cette
partie de la section que sont étendues I'intégrale et la somme dans
la définition (24.10). La grandeur ainsi définie est donc le moment
statique de cette partie par rapport & un axe paralléle a oy et
issu du centroide.

En déplagant la coupure d’une longueur ds ou en traversant
un neceud on vérifie immédiatement que A(s) est une solution
particuliére des équations (24.1) et (24.2). La solution générale
de ces équations sans seconds membres est un systéme de flux
de fermeture. On écrira par conséquent

P o
Q=A=A,+Za, (24.11)
1

Les flux de fermeture a, sont déterminés par la condition que
W reste continue aux lévres des coupures pratiquées dans les
mailles de la section fermée :

$aw —o (p=1,2..P)

Comme il a été spécifié que @ = 0 et que d’autre part il est
évident que

§dx=0 et fﬁdy:O (#=1,2..P)

14

I’équation (24.3) rameéne ces conditions de continuité &

5@A§ — (p=1,2..P) (24.12)

En y substituant la solution (24.11) on trouve par des calculs
semblables 4 ceux de la section 23, que les flux de fermeture sont
déterminés par le systéme d’équations linéaires

t=

v i
3 epifa, — ar) = —5[§A°7; ollag=0et (p—1,2...P). (24.13)
J |
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On construit alors une solution particuliere de (24.3) en prenant
U=V =0, W, =0 et en intégrant & rebours au départ du
noeud de contrdle D. La solution générale est alors

Wy =Wi—TUulr— %) —Valy —yo) +aa

ot W} dénote la solution particuliére. Les trois conditions
(24.4) déterminent enfin a,, U, et V, par le systéme d’équa-
tions

Sa, = (W2, 1) (24.14)

UAI:w + VAIW = (WK, x— xv)

: (24.15)
UAIM + VAIW = (WA, y— yv)

et la solution est complétement déterminée.

5) Données ¢ =y —1y, et @ =0. La solution est notée
Q=B W=W; U=Ugy V=V (2416)

Elle se détermine en suivant une voie analogue. On a succéssi-
vement

B(s) = 56 by —y)ds + ZSnlym—y)  (2617)

Po '
B=B,+ X8, (24.18)
1

4§B§ —0  (p=1,2..P) (24.19)

3 d '
tﬁ‘m(ﬁw'_ﬁt) =—5BB.,;S ou By=0 et (p=1,2...P)
» (24.20)
Wg = Wi — Ug(¥ —%,) — Vp(y —¥,) + a3

Sag = (W3, 1) (24.21)

UBIM + VBI.W = (W;» X — xa)

: (24.22)
UBIM + VBIW = (WB: y '_"yﬂ)
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25. Quelques propriétés des moments statiques A el B.

Le choix particulier fait pour les sens positifs de cheminement
le long des arcs de la section « ouverte » offre pour le calcul des
moments statiques « ouverts » A, et B, des avantages qu’il n’est
peut étre pas inutile de souligner. En effet on peut démarrer ce
calcul en partant de fagon indépendante de chaque extrémité
d’arc en se dirigeant vers l'intérieur. En chaque nceud les arcs
convergents apportent des contributions connues et, aprés avoir
ajouté la contribution de la section de lisse S,, en ce nceud, on
peut repartir le long de la seule branche divergente. L’opération
se termine en D, ou effectivement se produit un contréle des
calculs, puisque il n’existe en ce point que des arcs convergents.
Ce controéle constitue en fait une vérification des valeurs estimées
pour les coordonnées du centroide. Il nous assure que les condi-
tions (9.10) et (9.11) nécessaires a l'existence de la solution des
équations (24.1) a (24.3) sont bien remplies. Il est par ailleurs
évident que ce calcul peut servir a déterminer les coordonnées
du centroide.

Les moments statiques, qu’il faut de toute fagon calculer pour
appliquer la méthode de variation des tensions, jouissent aussi
de propriétés remarquables qui nous permettent de calculer par
leur intermédiaire les moments d’inertie, les coordonnées du
centre de flexion de de Saint Venant et les déformations dues aux
efforts tranchants dans cette méme solution.

1) A et A, vérifient tous deux les équations

dA

S =—bl—x) Ta@)= sm(xm —x). (25.4)

Par conséquent en intégrant par parties

§Adx=§Ad(x——x,) = (¥ —%, x—%,) = I l
' (25.2)

§€Ady=§Ad<y—y,)‘=(x—x,, Y —9) = Ly, l
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On démontre de la méme fagon les formules
fﬁ Bdx = 1,, § Bdy = 1,,. (25.3)

Ces relations restent vraies quand A est remplacé par A, et
B par B,.

2) Le centre de flexion K peut étre calculé par les formules
ff Ards =0 § Brds = 0. (25.4)

En effet, remplagant 7, par son expression (12.7) telle que
vérifiée par W, il vient par exemple

SfArkds - 5£A¢0(s : 0) %- Sf AdW,.,.

Mais, de (23.1) et (24.12)

a

S ds
fngbg(s; 0);=2y,,§§A;=o.
?

Enfin, a l'aide d’une intégration par parties et eu égard a
(20.13) et (25.1)

fﬁAr,cds = —§Adwm — (Wi %—25) = 0.

Une preuve similaire justifie la seconde des propriétés (25.4).
En vue de nous en servir pour un calcul explicite des coordonnées
de K, nous pouvons y remplacer 7, par (12.10) et obtenons

Ly —9ile = f Avds I

(25.5)
XLy — Y iley = §B1’d8 ]

3) Les grandeurs (U,, V,) et (Ug, Vg) peuvent étre calculées
directement a 1’aide des moments statiques sans qu’il soit néces-
saire d’effectuer l'intégration de W, ni Wy

En effet, partant de 1’équation

aW, A __dx @

GWa_ 2 _VA%

7s 2 Uagg (25.6)
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nous en déduisons par multiplication par A ou par B et intégra-
tion

fAzés—UAfAdx— VAffAdy =5€A¢zwA

ffABi‘l;—UASEde—VAf}Ede =§Bd’WA.

Les seconds membres de ces relations sont nuls car, si on les
évalue par parties et que l'on tient compte de (25.1) et des équa-
tions similaires vérifiées par B

ffAde — (W x—%,)=0 fdeWA= (Woy—7y,) =0

en vertu des exigences (24.4). Nous servant alors des résultats
(25.2) et (25.3) nous trouvons pour le calcul de U, et V, la paire
d’équations linéaires

Im:UA + IMIV = §A2‘§ I

(25.7)
ds
I;,Us + 1, Vy = §AB'; |
De fagon analogue on établirait les formules
1,,Up + L,V = SE AB‘-iaf l
(25.8)
ds
IthB + IwV = fBz'; l
au départ de
dWg B ax ay
5 —Z—UBZi_s_VB%' (25.9)

26. Développements en série de W,, Wy et W .
Leur identification avec des gauchissements de de Saint Venant.

Les solutions du systéme (24.1) a (24.3) qui satisfont aux
conditions (24.4) ont un développement en série de gauchisse-
ments de seconde espece du type
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W Z (W W(t))

> W (26.1)

Nous désirons exprimer les coefficients de Fourier en fonction
des données ¢ et @ du probléme. A cet effet nous nous servons
des équations du probléme et des équations satisfaites par les
gauchissements de seconde espéce et appliquons les techniques
usuelles d’intégration par parties. D’une part

ds
fo(i)dW = I-"?(W: W(i)) = foQ(i);
D’autre part
ds
fﬁQqu) = (e, W(i)) = § QQ(i) r
_U, 5@ Qdx —V, ff Qdy — 8, f} Qr s.
Pour évaluer les trois derniers termes nous avons

i = x—x)  §0ay—(o. v

et, de (9.22), (23.1) et (24.3) ainsi que (23.6)
§ Qrads + (o, (s :0) = § Qs ——%3@9—

= Zy, W + Uds + Viy + 6r.25) = 62 7,0, = J6.
1
P
.. ds .
Eliminant alors foQ(i) - entre les deux premiers résultats

nous trouvons l'estimation cherchée du produit scalaire entre
W et les gauchissements propres. Finalement

W= 15[]@@,. + (@ Wy + Uilr — 2,) + Vily —9,)
1 26.2
— O,0¢(s ; 0))] 213; . ( )

Cette formule appliquée au cas 3° de la section 24 fournit
une preuve de I’équation (21.10). Appliquée aux cas 40 et 50 elle
fournit a4 l'aide des équations (12.6) les résultats
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WA = Iamw(m) + ImIW(v) l

(26.3)
Wp = I,,W) + L,W,, |
avec
2U; + (ve— 1) O;
W =2 u?N? =W (264
i V B ) @z
Wiy = Ll By, (265)
1 i-'%

Revenant 4 I’expression générale du déplacement axial (21.3)
de la solution de de Saint Venant, nous voyons qu’elle peut se
mettre sous la forme

[wlsy =2+ X (x — %) + Yo(y — )

+ W(a;) + W(y) '+‘ W(c) (266)

Gh]

et qu’il s’en suit que W, et W,, sont les gauchissements de
de Saint Venant associés a des efforts tranchants appliqués au
centre de flexion K. De (26.3), (25.6) et (25.9) on déduit que ces
gauchissements obéissent aux équations

AW 1. . dx dy

ds - ; (zmwA + zmlB) - Um ;i_s _szl; l
iw, 1 d d (26.7)
W _ 2 B —U.Y_v 2

ds - a (1’¢1IA + illﬂB) U’U ds Vil ds l

et que les constantes U,, U, = V, et V,, qui sont celles-la mémes
qui interviennent dans les équations (21.14) et apparaissaient
précédemment sous forme des séries (21.16), sont calculables
par les formules déduites de (25.7) et (25.8)

Ua: = § (zwmA + 7’:1:11B) s
U,=V,= ff (s + 52sB) (i +,,B) 1 (268)
Vu = f (i:wA + 'in)zés .
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Nous trouvons alors aussi que les tensions axiales et le flux
de cisaillement dans la solution de de Saint Venant généralisée
peuvent s’écrire

" n E dSs, is, i Mk]
(E)sv (b) tGe [Wm T Vog g T Weg T @69

(52)s=
Sn.lsv

N,. E as,
)t et [Vom g5

m

as, aM,
+ Wign 55+ Wegm 1| (2640

%ngbg(s;O). (26.11)
Nous sommes maintenant en mesure de résumer la situation
quant ‘a la construction directe de la solution de de Saint Venant
généralisée sans passer par les séries. Les régles pour 1’établisse-
ment des fonctions y(s ; 0), A(s) et B(s) qui gouvernent selon
(26.11) le flux de cisaillement ont été exposées aux sections 23
et 24. Le calcul des éléments J, U,, U, = V, et V, dont dépen-
dent les relations de déformation (21.14) et (21.15) peut mainte-
nant se faire a I’aide de (23.6) et (26.8). Les fonctions Z,, X, et
Y, dont dépend la « partie de Bernoulli » du déplacement axial
et des tensions axiales sont gouvernées par les équations (19.9)
t (19.10) ainsi que (19.11), (19.12) et (19.13). On a vu a la
section 24 comment calculer les gauchissements W, et Wy et
par conséquent ceux W, et W(,, qui leurs sont liés par (26.3).

Le seul point sur lequel il s'impose encore de faire quelques
observations concerne le calcul du gauchissement de torsion
Wi Celui-ci peut se faire, connaissant (s ; 0), en intégrant
d’abord (9.22) pour trouver ¢g(s ; 0) puis en appliquant la for-
mule (12.4), ce qui suppose que nous calculions les différences de
coordonnées entre le centre C et le centre K a l'aide des for-
mules (12.6) ; enfin la constante additive de l'intégration serait
a déterminer par la condition (12.9).

On observera cependant que dans la solution de de Saint
Venant le centre de Bernoulli ne joue aucun réle, ’accent étant
reporté entiérement sur le centre K. Aussi peut on se dispenser
entiérement du calcul des coordonnées de C. Il suffit dans ce cas
de calculer directement W, par intégration de (12.7), suivie

( )V—S (zmA'{_iMB)_’_S (:WA+7'M )+
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de la détermination de la constante additive par (12.9). Les
coordonnées du centre K se laissent déterminer directement par
les formules (25.5).

Une autre voie que, l'on peut suivre pour éviter le calcul du
centre C consisterait a se servir de (12.10). On intégrerait alors
la nouvelle fonction yp définie par

20 _ 2 4s ;0 (26.42)

avec détermination de la constante additive par
(xe 1) =0 (26.13)
et le gauchissement de torsion serait donné par la combinaison
linéaire
Wio = x0 + 210y — ¥o) — yulx — %,). \26.14)
Les conditions d’orthogonalité (20.13) livrent d’ailleurs pour
le calcul des coordonnées de K les nouvelles formules (%)
kuaw - ych:na: = (Xﬂ: X — xy)

(26.15)
Zlyy — Viloy = — (X9> y— yn)

L’importance de la solution de de Saint Venant ne tient pas
tant 4 son caractére d’approximation de l'ingénieur, qu’au rdle
de terme d’ordre zéro qu’elle joue dans ’expansion de la solution
exacte dans la base de seconde espéce.

27. Les équations novmales du type tension dans la base
de seconde espéce.

En raison de leur intérét limité nous omettons le développe-
ment d’équations normales obtenues par variation des tensions
dans la base de premiére espéce.

(1) La dualité entre ces formules et celles (25.5) rappelle des résultats analogues
pour les sections massives. Réf. 30.
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Notre point de départ est le développement en série des tensions
dans la base de seconde espéce

N,. N, o
§;=%;L+§Kmmmm (27.2)

out la «partie de Bernoulli » est celle fournie par les équations
(20.3). Ce développement est celui suggéré par le développement
similaire (19.1) du déplacement axial et la considération des
relations tension-déformation (4.5) et (4.6) ; c’est-a-dire par les
développements (19.2) et (19.3). Daus les termes d’ordre zéro de
ces développements celui en W o) a été omis, ce qui signifie que
notre analyse se limite aux sections fermées ; les autres ont été
transformés sous la forme (20.3). De cette fagon les développe-
ments (27.1) et (27.2) satisfont a priori aux équations d’équi-
libre (2.8), (2.9) et (2.10). Rappellons a ce propos que en vertu
des propriétés d’orthogonalité (12.12) les termes autres que ceux
d’ordre zéro ne contribuent pas a l’effort axial total ni aux mo-
ments fléchissants.

La substitution de ces développements dans le principe de
variation (17.1) ne modifie pas les équations d’Euler provenant
des variations sur ®(s, z), w,(2) et g(s, 2) et par conséquent les
équations d’équilibre (2.1), (2.2) et 1'équation de déformation
(4.4) doivent étre satisfaites telles quelles. Ces équations devien-
nent quand on y remplace les tensions normales par leur nouveau
développement :

d = JK,
d—? = —Azb(x - xn) '—Avb(y —yy) —f" dz bw(i\
*dK,
Tn(Q) =AmSm(xm_xa) + Avsm(ym_ya) + f" iz Smw(i)m

aWw Q ax ay
%~ a Vi Vi

Or,.

Pour leur donner une forme qui permette de les identifier plus
facilement avec les équations du probléme (24.1) a (24.3) nous
avons été amenés a poser
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w=W g = GArQ
=1t + 0'(yr—y) =U bewde + TaySy = Ghd,
W=t — 00— x) =V iySet S, = Gid,
0 =6.
L’intégration de ce systéme d’équations est alors compleéte-
ment résolue par les exemples 20 a 5° de la section 24. Par simple

addition des contributions des différentes solutions de cette
section il vient

©dK, 1
Q= 4A + 4B+ Mols; 0) + T 500
W =AW, +4 WB-{—)\W(C)-{—Z,‘JK 1W(,,

+ Zo + Xo(x_xa) + Yo(y '_ya)

=dK, 1
U=AmUA+AvUB+A(yk—yc)+2‘az— ;_U
VAV, + AV — N —xg) + 2Ly vy,

1 dz o
@=A+z,dK_,~12@i
1 dz o

ot A est un multiplicateur encore indéterminé de la solution
(24.8) qui, avec les termes en Z, X, et Y,, exprime que les
grandeurs U, V, © ne sont pas encore déterminées.

Il se vérifie que les équations (2.4) et (2.5) requises par les
variations sur #, et v, sont identiquement satisfaites, ce qui
était a prévoir du fait que celles (2.8) et (2.9) I'étaient a priori.
L’équation (2.6), requise par la variation de 6, est de préférence
prise sous la forme équivalente

M, — 5€ greds = Gh SF Or ds (27.3)

permettant de prendre avantage des propriétés (25.4). Comme
d’autre part, en vertu des équations (11.3)

f Q(i)fkds =0
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et, en vertu des équations (9.26) et (9.28),

SUB 0)7 ods — fflpg O)rds — J

I’équation (27.3) devient apres substitution de la valeur trouvée
pour Q
= GAJA (27.4)

Le multiplicateur se trouve donc déterminé. Substituant cette
valeur du multiplicateur, nous rappelant les définitions (26.3)
de W, et W, et celles correspondantes de U,, U, =V, et
V,, nous obtenons le résultat final pour le flux de cisaillement

7 =[qlsv + Z zQ(z) (27.5)

A ce stade des opérations les résultats obtenus pour #, N,
q, w, u,, v, et 0’ peuvent étre substitués dans le principe (17.1)
avec utilisation des relations d’orthogonalité. Il reste encore a
prendre les variations sur N, M,(z), M,(z) et les K,(z).

Les variations sur N, M,(z) et M,(z) établissent que les fonc-
tions Zy(z), Xo(2) et Yo(2) sont gouvernées par les équations
précédentes (19.9 et 10) et (19.11-12 et 13). Ceci permet d’écrire
les résultats définitifs

» dK, 1

w = (@)sy + ?E ;%W(i) (27.6)
© dK, 1
ty = (u)sy + 2 iz ’Lg_ - U; I
IX, 1’ (27.7)
= (vr)sy + 2 Az % =V I
, ©dK, 1
0 = (6"sy + Z' T . —0,. (27.8)

Rappellons pour la commodité de la lecture que les résultats
de de Saint Venant dont il est question sont ceux donnés par les
équations (21.14 et 15), (26.6-9-10 et 11). Il apparait maintenant
clairement qu’ils jouent le role de termes d’ordre zéro dans le
développement de la solution exacte. Il reste a trouver les équa-
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tions gouvernant les fonctions de correction K;(z). Celles-ci
résultent des variations prises sur ces fonctions dans le principe.
Il vient ’équation différentielle du type de Sturm-Liouville

M,
h

g a

d (1 dK,.) G,
K 5%
¢ N24z

S S
il Badaininid Pl s =Y . 27.9

avec la condition aux limites naturelle

N2 1 dK, _
(G_,ﬁnz),=o = @ W)

_USd0) + VS,(0) + OM(0) (7 4,

piGh(0)

et la condition a priori
NZK (L) = § AW ds + 2 N Wioyme (27.11)

Le probléme des corrections a la solution de de Saint Venant
est donc ramené a l'intégration de ces équations différentielles,
analogues de celles obtenues par ARGYRIS et DUNNE [24] suivant
une voie trés différente. L’amélioration de la convergence des
séries est due 4 la présence des facteurs 1 [u7. Au cas strict (21.9)
de de Saint Venant correspond la solution particuliére K; =0
des équations (27.9), si les conditions aux limites sont compa-
tibles avec cette solution. Au cas généralisé (21.1) correspondent
de méme des solutions particuliéres K; = cte, qui ne modifient
que les tensions axiales. Ceci confirme les résultats déja discutés
a propos des équations normales du type déplacement.

S’il était possible de trouver des distributions d’épaisseurs
a(s) et b(s) et des sections S,, telles que tous les coefficients

U,=0, V,=0, 6 =0. (27.12)

Les seconds membres de (27.9) seraient nuls et les corrections
a la solution d’ordre zéro ne proviendraient plus que d’incompa-
tibilités éventuelles aux extrémités. Dans les sections suivantes
nous examinerons la possibilité de réaliser (27.12) intégralement
ou en partie.
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28.Les lois de distribution a(s) assurant la nullité duw gauchissement
de torsion de de Saint Venant.

On peut conclure de ’équation (6.15) appliquée aux solutions
propres de seconde espéce que la propriété C, = 0 dont elles
jouissent est équivalente a la propriété

ffarch(i) +e1,=0. (28.1)

Il s’en suit que la condition nécessaire et suffisante pour que
les gauchissements propres de seconde espéce soient «libres
en torsion », c’est-a-dire possédent la propriété

0,=0 (28.2)
est la suivante

ff ardW, =0  pour tous les W,. (28.3)

Ceci sera alors vrai d’un gauchissement continu arbitraire W
comme on peut s’en rendre compte en le développant en série de
gauchissements propres (sections fermées)

W = ao + a,(x — %,) + as(y —v,) + {"Biw(i) (28.4)

et en appliquant aussi bien les propriétés (5.3) que les conditions
nécessaires et suffisantes (28.3)

fﬁ ar AW = alfarcdx + azf ar dy + Eﬁi§arcm(i) =0.
1

En intégrant le premier membre de ce dernier résultat par
parties
2W, T (ar,)—Wd(ar,) =0

et, comme W est arbitraire, on en déduit de nouvelles conditions
nécessaires et suffisantes pour la validité de (28.2)

Tulary) =0 (28.5)
d(ar,) = 0. (28.6)
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~La premiére a été énoncée sous une forme équivalente par
ARGYRIS qui attribue la découverte originale de la seconde, pour
le cas particulier des caissons monocellulaires sans lisses, & NEU-
BER [15]. Ces lois qui gouvernent la distribution d’épaisseur
a(s) n’ont cependant été établies qu’en relation avec leur propriété
de rendre nul le gauchissement de torsion de de Saint Venant
W,). Suivant I'équation (21.10) ceci est effectivement une des
conséquences des propriétés (28.2).

Quelques autres conséquences remarquables de ces lois sont
démontrées ci-apreés.

) ¢, = §¢(,,ycds - 3(”% ar ds = _‘£ ardom =0  (28.7)

la derniére égalité étant une conséquence des lois (28.5 et 6)
aprés une intégration par parties. Les gauchissements propres
de premiére espéce sont donc aussi «libres en torsion » dans ce
sens que la troisiéme composante de leur vecteur déplacement
et de leur vecteur force est nulle.

2) 11 découle de ces propriétés (28.7) et du développement en
série (9.30) que

oa(s; 0) =0. (28.8)
Ensuite de (9.22) que
Po(s ; 0) = ar,. (28.9)

Une démonstration qui ne dépend pas du développement en
série est la suivante

§ thls 0) — a7+ = f (hals  0) — ardoe(s 1 0) = 0

en vertu de (9.23 et 24) et (28.5 et 6) aprés une intégration par
parties. L’équation (28.9) en découle, puis (28.8).

3) Substituant le résultat (28.8) dans les équations (12.6)

Les centres de Bernoulli et de de Saint Venant coincident.
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4) Les résultats précédents et la définition (12.4) de W,
fournissent une nouvelle preuve de ce que

Wiy =0 (28.11)
sans devoir passer par le développement en série.

. 5) Du résultat (28.9), de (9.28) et de (5.11)

J= 5{ Jols ; O)rods — ff wids =1, (28.12)

Ceci est confirmé par le développement en série (9.32) et (28.7).

6) Comme on est maintenant en droit d’écrire M, = M, par
suite de (28.10), il apparait que les flux de cisaillement de Ber-
noulli (20.4) et de Saint Venant (26.11) sont identiques pour la
partie due a la torsion.

29. Les lois de distribution b(s) assurant
-la nullité d’'un gauchissement de flexion de de Saint Venant.

On simplifiera 1’écriture sans nuire a la généralité en supposant
les axes orientés de fagon telle que

A,y = 0. (29.1)

Appliquant (6.14) a un gauchissement de seconde espéce, une
condition nécessaire et suffisante pour avoir la propriété

V,=0 (29.2)
est

d
ff a2 dWy = 0. (29.3)
Supposant que la propriété (29.2) soit requise de tous les gau-
chissements W(;), le gauchissement arbitraire (28.4) aura la

propriété

d ¢ ¢
%aa—idW = a;Aqy + asAy, + lz"lgz§ a:i%dw(i) = asfyy-
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De plus, comme
(Wr x_xn) = allm: + azIaw
(W’ y _yv) = al:[.'w + azlw

nous obtenons en résolvant pour a, et substituant
dy ) .
aZS‘ aW = AW(W: zam(x — %) + zml(y - ya))~ (294)

Aprés avoir intégré le membre de gauche par parties et expli-
cité le produit scalaire du membre de droite, on déduit du carac-
tére arbitraire de W les nouvelles conditions

To (3 2) = AuSulinlin—2) +inlm—ya] (299
7 (42) = — Ablials — 5 + iy —2J1 (29
La distribution a(s) et par conséquent A,, étant données, les
lois (29.5 et 6), conditions nécessaires et suffisantes pour la vali-
dité de (29.2), gouvernent respectivement 1’échantillonage des
sections de lisse et la répartition des épaisseurs b(s). La position
du centroide et les paramétres d’inertie 7,, et 7,, sont encore
d’'un choix arbitraire. En général certaines restrictions doivent
étre imposées a la distribution donnée a(s) pour éviter localement
des valeurs infinies de b(s) ou d'un S,,. Il vaut mieux les examiner
de plus prés dans chaque cas d’application. Une loi semblable
a (29.6) a été donnée par WiLLIAMS et FINE [13] lors de 1’examen
des caissons monocellulaires sans lisses concentrées et a deux
plans de symétrie orthogonaux. Encore une fois la voie suivie
était trés différente, son point de départ consistant & annuler
le gauchissement de flexion de de Saint-Venant. »
Cette propriété des lois (29.5 et 6) vaut pour la situation géné-
rale envisagée ici. En effet, des équations (12.6) nous tirons

Xe— X = ((PB(S ; 0)» 'I:zﬂ(x - xﬂ) + 7"1/1/(3’ - yﬂ))

puis, explicitant le produit scalaire et introduisant les lois (29.5
et 6)
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Ay — %) = — ff 90(s; 0)d (a d_i) + Zon(s; O)T, (a d—’;)

a0 - (B0

en vertu de (9.26) et (5.3). Nous obtenons donc déja le résultat

X=X (29.7)
De celui-ci et de (29.2) découle par la série (26.5)
W, =0. (29.8)

A c6té d’autres, le méme résultat sera retrouvé, sans faire
appel au développement en série, par 1’étude de la nature du
flux de cisaillement dfi & S, en présence des lois (29.5 et 6).

Partons des équations du type (25.1) qui gouvernent les mo-
ments statiques A et B et transformons leurs seconds membres
a l'aide des lois en question :

a,. . 1 d( dy
e (CeyA + 7,,B) = A s (a—-) .

. . 1 d
Tm(z,WA + 'L”,VB) = A——Tm (a 'Ej—;) .
vy

Une solution particuliére immédiate de ces équations est

1dy

. 29.9
A ds ( )

ioyA + 7,,B =

Iln’y a pas lieu d’ajouter de solution des équations sans seconds

membres, c’est-a-dire de flux de fermeture, car la solution parti-

culiere vérifie déja les conditions du type (24.12) assurant la
continuité du gauchissement correspondant :

§(MIA+%@ ds ﬁdy-0 p=1,2...P).

P

Si maintenant dans (20.4) nous faisons a,, = 0 et a,, = (A,,)™*
conformément & I’hypothése (29.1), on reconnait l'identité des
flux de cisaillement dus & S, dans la solution de Bernoulli (20.4)
et celle de de Saint Venant (26.11).

Une autre conséquence de (29.9) est de transformer la seconde
des équations (26.7) en
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AW,y ax (1 )dy
T R Vel O F S

Multiplions ceci soit par B, soit par A et intégrons. Il vient,
eu égard aux propriétés (25.2 et 3)

1
ff BdW,, =—U,1L,, + (A— — Vy) I, I
vy

(29.10)
§Adw(ﬂ) =—U,ls + (i‘_ Vy) L, l

Alﬂl
Cependant l'intégration par parties des premiers membres et
I'utilisation des équations du type (25.1) fournissent encore

§ BaW, = Wiy y—3,) =0
SEAdWm — (W, %—%,) = 0.

Les conclusions & tirer des équations (29.10) sont alors
U,=0 et V, = (Ay,)L (29.11)

11 en résulte que W, se réduit a une constante et celle-ci doit
étre nulle pour que W/, soit orthogonal au mode de translation.
Ceci confirme bien le résultat (29.8).

On ne peut conclure, par analogie avec le cas de la section
précédente, que la nullité de tous les V, implique celle de tous
les Y,. Le calcul de la seconde des expressions (7.12) a l'aide
de (7.2) puis d’une intégration par parties avec utilisation des
lois (29.5 et 6) fournit seulement

Y, = Aw(‘P(r): Tay(X — %) + 24y — ¥,))- (2912)

30. Les lois de libération compléte des gauchissements W ).

Dans I’hypothése ol la répartition 4(s) est conforme aux lois
(28.5 et 6) assurant la libération des gauchissements propres
en torsion, examinons la possibilité d’obtenir simultanément que
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tous les U, et tous les V, soient nuls. Dans ce cas tous les gauchis-
sements W ;) deviennent des gauchissements libres. Ceci de-
mande que l'on aie la possibilité de satisfaire pour de telles distri-
butions de a(s) aux conditions

ax dy

Nous verrons qu'il suffira d’assurer les premiéres pour remplir
automatiquement les secondes. Les premiéres conditions (30.1)
reviennent & demander que pour tout gauchissement W ortho-
gonal & (¥ —=x,) et (y —y,)

dx
§ﬂ-d—sdw=0.

En effet les coefficients a; et a, de son développement en
série (29.4) sont alors nuls. A 1'aide de deux multiplicateurs de
Lagrange nous rétablissons le caractére complétement arbi-
traire de W en écrivant la condition sous la forme

ia ‘fl—’:dw —E(W,x—x,) —n(W,y—y,) = 0. (30.2)

~ Le premier terme sera de nouveau intégré par parties et les
produits scalaires développés, ce qui permettra de conclure a
partir du caractére arbitraire de W que

2 (+%) + eotx—x) + iy —y) =0 @03

—T, (a %’g) + fsm(xm_xv) + "lsm(ym_yo) = 0. (304)

La distribution de a(s) obéissant a (28.6), ar, est une constante
le long d’un arc et par conséquent

d [ dx d(idx)_ a(x —x,) 305
%(aa—s')—dyczg- 70—6?3. = o7 ( )

1_dndy dydx (30.6)
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désigne la courbure de l’arc, positive quand la convexité est du

cOté de la normale n. L’expression (2.7) de 7, a été utilisée pour
trouver le résultat (30.5). Quand celui-ci est substitué dans (30.3)
on est conduit & prendre

=0 et Xg = %, (30.7)

pour éviter que b(s) ne devienne infini en certains points. On
trouve finalement que b(s) est exprimé par l'une ou l'autre des
formules suivantes :

===y &)

B 1 d(dy)\ 1la
k)t

Appliquons maintenant l'opérateur T, a l'identité

a dy a adx ar,
y_ycds x_xcds (x—'xc)(y_yc)

Comme la relation (28.5) est supposée satisfaite, il vient

1 dy) 1 ( dx)
ym_ycT ( ds xm_chm ai; ’

I1 en résulte en substituant (30.7) dans (30.4) que la section
d’une lisse est aussi fournie par I'une ou l’autre des expressions

;ﬁs‘)=§___(ym1_yc)r (aj—y). (30.9)

1
Sm:m”(“

Une conséquence des lois (30.8 et 9) est que

£y — vo 1)=—5Eat( s)+2T (s dy) §dyd o

et par conséquent

Yo =Ye (30.10)

Enfin, et la symétrie des lois le laissait déja prévoir, les secondes
des conditions (30.1) sont vérifiées. Il suffit & cet effet de se servir
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d’une intégration par parties et de la seconde des égalités dans
(30.8) et (30.9)

1 a
z§ “;i%dw(i) = f W(i)mSm(ym —Y,) + %W(i)b(y — Y,)ds
= (W, y—v,) =0.

Le paramétre £, auquel les valeurs de b et de S,, sont inversé-
ment proportionnelles, est 1ié aux aires réduites et aux moments
d’inertie de la section. En effet nous avons par exemple en nous
servant de (30.7 et 10) et des lois trouvées

g = E(X — %o X — 2, = _ff (5 —)d (“j—z)
 ait o)~ fo () =0

Ce résultat et les autres établis de fagon similaire peuvent
étre condensés dans les relations de proportionnalité

&
>

¢ =toe Do Dy (30.11)

I1 est aussi clair, suivant les résultats des sections précédentes,
que

1 1 1
Uo=gz U=Vemz  Ve=z-. (3043

En résumé : Quand les distributions d’épaisseur et les sections
des lisses sont choisies de fagon a satisfaire aux lois (28.5 et 6)
et (30.8 et 9), le centroide, le centre de Bernoulli et le centre de
flexion de de Saint Venant sont confondus. Les trois gauchisse-
ments de de Saint Venant sont nuls et les flux de cisaillement
de Bernoulli et de Saint Venant sont identiques. Les déforma-
tions dues aux efforts tranchants deviennent inversément propor-
tionnelles aux aires réduites. L’approximation de Bernoulli-de
Saint Venant devient correcte sous des répartitions arbitraires
de charges transversales, sous la seule condition qu’elle soit
compatible avec les données aux extrémités. De toute fagon les
équations normales (27.9) qui gouvernent les corrections a cette
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approximation peuvent étre intégrées sans seconds membres.
On observera qu’il n'y aura pas de corrections dues aux effets
d’extrémité si une section terminale n’est pas chargée axialement
ou est parfaitement encastrée.

Tous les gauchissements propres sont libres a 1’exception des
deux modes de flexion. La forme de ces derniers est encore inva-
riante mais on établit facilement que leur valeur propre généra-
lisée est donnée par la loi

pt= (1 —e)é. (30.14)

31. La construction pratique de sections qui me gauchissent pas.

I1 s'impose de discuter la réalisation pratique des lois de libé-
ration compléte trouvée pour les gauchissements W;.

Prenons d’abord le cas d'un caisson monocellulaire. Pour
celui-ci

a=~k|r, (31.1)

ou % est une constante liée a la rigidité de torsion
J=1, =§(M’§d$ = kff;'cds = 20Qk. (31.2)

Cette constante doit donc étre positive ainsi que 7, et ceci
limite le choix de C aux points intérieurs du caisson s’il est
convexe et & un domaine encore plus restreint s’il n’est pas
convexe partout. L’épaisseur équivalente résistant aux tensions
axiales doit obéir a la loi

1a k1

¢ P ¢ P"zzz

o, selon (30.11) ¢ est une grandeur positive fixée par un moment

d’inertie désiré. Il s’en suit que la courbure doit étre partout
positive et le caisson convexe.

En un point anguleux une section concentrée de lisse est
requise. Elle peut étre calculée par 1’équation (30.9) mais aussi,

(31.3)
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d’une fagon plus instructive, comme cas limite de (31.3). Soit

(fig. 6) ¢ I'angle entre_f'> et C_1\>d, ou M est le point anguleux, et
considérons le contour anguleux comme la limite d’un contour
avec tangente A rotation continue, lorsque la courbure devient
infinie en M. On peut écrire

M, B ¢sd
L fuk B
P s My 1 ¢

F1G. 6.

A la limite on fait tendre les points M, et M,, qui encadrent M,
vers ce dernier. Le membre de gauche tend alors vers la section
de lisse concentrée ; le membre de droite peut étre évalué a
I'aide de la relation

7,=R cos ¢
d’ou

S T R¥% f cos? ¢ Rzg (tan ¢, —tan ¢). (31.4)

Ce résultat est le méme que celui fourni par (30.9) ; il est aisé
de s’en convaincre a ’aide des relations

X*m—%, =R cos w Z—i:—sin(w+¢)

—_
ol w est 'angle que fait CM avec I'axe ox. Une formulation
encore plus claire, parce que intrinseque, de (31.4) s’obtient par
la transformation
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tan ¢, — tan ¢, = %
1 2

E sin (¢ — ¢,) (31.5)

S, = .
¢ 172

Pour les sections multicellulaires une méthode simple consiste
a superposer les sections calculées pour des éléments monocellu-
laires « partiels». Le centre C (qui est également centroide et
centre K) étant choisi, on fait choix de P mailles indépendantes
de la section, qui ne sont pas nécessairement les circuits élémen-
taires de la section 22. Chaque maille constitue un caisson mono-
cellulaire partiel pour lequel on prend les lois

=&‘, (S) ___kt 1 =kt Sin (¢2_¢])
Ve ’ ¢ pre ™ 3 717

a4(s)

La ou les caissons partiels ont des arcs et des noeuds communs,
on superpose les sections ainsi calculées. Pour que la superposi-
tion satisfasse aux lois générales le parameétre ¢ doit étre le méme
pour tous les caissons partiels.

Outre le choix de C et de ¢, on dispose des P parameétres &,
pour modifier a volonté et dans certaines limites la répartition
des éléments résistants.

En général la rigidité globale de torsion est une considération
. importante qui fixera le second membre d’'une relation linéaire
entre ces parametres. En effet on voit facilement que la rigidité
globale de torsion est

D’autre part le choix sera limité a ces combinaisons qui don-
nent partout, aprés superposition, des épaisseurs et des sections
positives. Autrement dit les paramétres seront encore reliés par
un systeme d’inégalités a vérifier. La situation la plus simple
(schématisée a la figure 7) est celle ou toutes les mailles peuvent
étre choisies convexes et contenant le centre C choisi dans leur
domaine intérieur. Il est alors nécessaire et suffisant que tous
les parameétres %; soient positifs.

Le dessin d’un caisson, dont la section ne gauchit pas, n’est
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C

/

Fi1G. 7.

probablement pas un idéal absolu de conception. Car il n’épuise
pas nécessairement les limites de résistance de ses éléments
constitutifs. Il se peut méme qu’il s’écarte sensiblement d’'une
conception tendant A réaliser partout ces limites.

Cependant le fait qu’il résiste sans les surtensions, dues au
phénomenes d’incompatibilité de gauchissement, a I’application
de charges arbitrairement distribuées et, en particulier, de charges
concentrées n’est pas a sous-estimer. Savoir dans quelle mesure
cette propriété est susceptible d’influencer la conception et le
dessin est une question a examiner dans chaque cas particulier
d’application.
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