Laboratoire d’Aéronautique UNIVERSITE DE LIEGE

~ Rapport OF-3
Mei 1964,

Régularisation des réticences et
réduction du principe du maximum
de Pontrjagin au calcul des variations.

o 0 0 0 ©°
B, Fraeijs de Veubeke
. Professeur aux Universités de Lidge
et de Louvain

Sommaire

e domaine de manoeuvrabilité dtun systéme
dépendant de variables de contrfle discrétes ou limitées
par des contraintes est représenté paramétriquement i
1'aide de variables de contrfle libres.Cette opération
régularise les réticences possibles et permet de décrire
des trajectoires optimales,autrement inaccessibles,par
des fonctions de contr8le continues par intervalle.

Le principe du maximum peut alors &tre démontré par
la méthode des variations fortes de VWeierstrass.

Un exemple simple montre la nécessité de la régula-
risation pour la validité du principe.




Laboratoire d’Aéronautique UNIVERSITE DE LIEGE

1. Un_exemple simple d'évolution optimalg éang un
gxsteme contr8lé par tout ou rien,

Soit un systime dont 1'état est caractérisé par une:
aeule coordonnée qft) et gouvernée pat 1'équation différentielle

dg
at
, La variable indépendante est supposée étendue & 1%inter-
valle fixe.

avec U = £+ 4 Jl.l)

¢ €le, 7] (1.2)

Hous supposerons les conditions terminales du syatéme
specifleas par '

gle)= A >0 - 9(T)=B>o (1.3)

Le cas le plus intéressant étant celui ol

-

T > A+ B - (1.4)

Alors 1'époque t=A & laquelle le systime peut atteindre
Q=0 avec une valeur u=-l1 de la variable de contr8le est anté-
rieure i 1'époque t=T-B & partir de laquelle le systéme peut
remonter de q=0 4 la valeur terminale q=B sous lteffet d'un
contrdle u=+1l,
On se propose de déterminer le programme des commutations
de la variable de contr8le qui fasse évoluer le systéme aveo

Z —:-/7‘."&'&' | * minimum @S
o S -

en respectant les conditions terminales.

si~(t4 v ¥4 9 ecee T, ) dénotent les époques successives
des commutations et supposant qu'au départ u = -1, un calcul
élémentaire donne 3 '

C Nt . Wt
7T = ﬁ+(-4/ B8 -z[?ff‘)-yhz)m +(-1) 7(%)] (1.6)
3I =A +( 4) 8 -2 ?(;. j 7(61‘) ..+[.4) 7[‘ /] (L.7)
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Un extrémUnm : relatif de I considéré comme une fonction
des variables q(ti) liées par la relation (1.6) s'obtient &

l'aide des relations ‘ \}

D (T-3T)z0 =2V o
249(%;) N | "

-oﬁ,|A est un multiplicateur de Lagrange. On trouve
qztti) = A 1i=1, 2,... X
ou, puisqu'il faut avoir 9l )> 9(&'4) » 904 )< 9 (l'l) vee

9(t; )= (-4)‘: a | (1.9)

I1 faut encore examiner si une telle solution vérifie-lé -
liaison (1.6) qui devient T =4+ (=-1)"7 B+ 2NVA (1.10)

‘Pour un nombre pair de commations i1 faut done

T = A-B+ eNVA

-

et, simultanément, puisqué la derniére valeur de u est =1
(&, )=Va > 8
ou encore, apres élimination du multiplicateur
' T-A+ 8 s B
| LN | |
Le numérateur étant positif par hypothise cette inégalité
peut éventuellement &tre satisfaite par N = 2, 4..., mais cesse
certainement de l'étre 4 partir d'une valeur suffisamment grande
" de N, Le nombre de solutions a commutations en nombre pair est
donc limité, :
Pour un nombre impair de commutations il faut simultané-

ment

T=A+B+21VVA et ‘7“}):"5“{ 5 aaw

Cette dernidre inégalité est toujours satisfaite et,
- quel que soit N entier impair, on a F (T-A- 13)/:1\/ >0 .
Il existe donc une solution pour tout nombre 1mpair de commuta- -
tions.
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. Poutes les solutions consituent des minima relatifs de I.
En effet pour une solution voisine

/f)-—(—-d (Vree)  i=neeN

la condition 1. 6) spécifiant,la durée, impose. eu égard a (l 10)
. 1la restriction

ZE‘ =0 . . (‘\sl>
1 . - .. )

»VT%nant compte de celle-ci, on trouve.

N 3
3T =37, +4;/"[zs )+zz €; |
aves _‘Z‘ [,q.,(_)) 3.,.2/\/(1’—)] (1.12)

-, valeur de I donnée par la solution (1.9). Par conséquent,
pour auta.nt que les &£, soient pris suffisamment petits
1 : :Z'3>.A.
‘ | Dans'ie cas du nombre impair de commutations, tirons la
valeur du multiplicateur de (1.11) pour le substituexr dans_(1.12)

I 1;9“5;”*r(7=4q 13) .} .

”m 4w *

Cette équation montre que le minimum relatif est lui=-
méme une fonction décroissante du nombre de commutations.
Lioptimum absolu = __L (83-*‘ 83)

~
constitue pour le systime une limite inaccessible.
C'est un cas simple d'évolution optimale "réticente®, Plus
généralement la "réticencCe® (chattering) peut 8tre définie comme
une évolution optimale limite inaccessible parce que possédant
au moins un point d'accumulation de discentinuitésdans une au

moins 4.4 variables de contrdle,

I1 est évident que 1a reticence du systéme envisagé
dans l'exemple précédent peut étre levée en permettant a la
variable de contrfle d'assumer également la valeur zeroo L'évolu~
tion optimale consiste alors & contrdler 1le systéme par u = - 1
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jusqu'éll'époque t=Aoupg = 0, puls par u = © en vue de mainte-
nir q = o jusqu'en t = T-B, enfin par u = + 1 pour rejoindre la
valeur terminale spécifide.

La trajectoire optimale est alors “régularisée™ dans le
sens quela fonction de g¢ontrble u (t) réintdgre la classe des
fonctions continues pan intervalles, ,

Plus generalement on pourrait espérer regulariser l'évo-'
lution optimale d'un systéme réticent en permettant aux variables
de'contr6le a valeurs;discrétes d*assumer toutes les valeurs

~ comprises entre leurs bornes supérieurg ot inférieure, Maisg cette
méthode n'est applicable qu'aux systémes dont les équations d'é-
volution dépendent linéairement des varlables de contrdle.
Une méthode generale, applicable aux cas non-linéaéires, est pro-
posée au paragraphe 3 , :

La régularlsation est intéressante a plusieurs titres,
Elle s'averera nécessaire pour déterminer l'evolution optimale
par le principe du maximum de Pontrjagin qui sinon, peut conduire
a des conclusions erronées, D'autre part, elle rendra la démons-

-} tration méme du principe de Pontrjagin accessible aux méthodes
classiques du calcul des variations. »

Une analyse de 1l'évolution optimale du systéme régularisé

 permettra tougours de déterminer a posteriori s'il. 'Y a8 réticence
par rapport a la formlation primitive, Autrement dit 1'opération
de régularisation ne comportera pas de perte d'information.

2. Formulation Canonique d'un probléme d'évolution optimale,

SOient qi (t) 1 = 1, 20.0 n

les variables d'état du systime. La variable indépendante
t est habituellement le temps mais pourrait aussi bien dénoter
toutes variable dont la croissance est monotone entre 1'état
initial et 1'état final.

Un ensemble de valeurs (qy, 9,400, Agr t) = (q, t)
qui se correspondent sera appelé une'phase™ du systeme, L'évolu-
tion sera régie par des equations différentiellea simultanées
’ | - {=42...7 ‘ .
___i: — * . :n oen P
e : %:)K (9) .t—, v) K )Blc : (2 1)

t’::(q;’bif" UQ".)
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Dans cette formulation il est supposé que 1'évolution
peut dépendre de contrdles digitaux, c'est-a-dire de variables
susceptibles seulement de valeurs discrédes.

Le nombre de combinaisons admises pour ces contrbles
digitaux est supposé fini; les combinaisons rangées dans un car-
tain ordre et indexées alphabétiquement (A, B, Cyees).

Les autres variables de contrdle v,, Ue,o.. U'u) dont
dépend 1'évolution sont du type & "course continue®,. _

Nous entendons par la que les valeurs admissibles d'une
variable ‘D occupent un intervalle [dq, '] de l'axe réel,

S'il s'agit de 1l'intervalle entier 1:-— »+oo] nous
dirons que le contrfle est ™libre™; ce cas se présente fréquem—-
ment quand le contrdle a la nature d'un angle par rapport auquel
les fonctions 7":!"‘ sont périodiques.

Tant que les “butées™ 'ar et b, sont constantes ou fixées
par la seule combinaison digitale K utlllsee, des transformations
analytiques élémentaires du genre

= 2'.“(42,44),‘;'.(»4,‘-@.2)&4 %, - (2.2)

_ raménent la formulation de 1'évolution au type |
dy; o iqgm
—5 = i,k (q,g-).q) K=A,B,¢C S (23)

i’ & = (K, 0 o Xom )
qui ne dépend plusYde contrdles digitaux et libres.

- Le cas ol il y a interdépendance des contrSles U, est
plus déliecat. Moyennant une redéfinition éventuelle on s'arran-

gera pour obtenir une chaine dans laquelle les butées a, et br

ne dépendent que des contrdles Uy pour 4<% .
L'appllcatlon successive des transformations (2.2) conduit alors

.de nouveau & une formulation de 'l:ype (2.3).

Donnons en deux exemples.

8, Orientation de la poussée d'une fusée dans l'espace.
Consgidérée comme une variable de contrdle et repérée
dans un référentiel trirectangulaire, cette orientation s'exprime
a l'aide de cosinus directeurs (£, m,«n) 1iés par la relation
+/m +'n :::"f « On la mettra sous la forme prévue en consi-
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dérant qua

Z < [-1, + 47 | et dono paf (2.2)

{eo:w
Ensuite, 1 étant choisi | ?

Y i T

m € [ /fm Q’ , * 4400?,,7 | )d'oﬁ;

= 4»1«' wso/z

et par consequent - { ’ R

’{ . . - ’
- m= A&, Ay o,

Yo Confrale d'une propulsioniélectriqueo

Lg figure montre le domaine auquel les paramétres s -

¢ vitesse effective d'éjection

m débit massique du fluide éjectéd
sont normalement restreints; en particulier l'existence d'une
borne supérieure p & la puilssance % me? qu systéme propulgif.

I1 s'agit d'obtenir une représentation de ce domaine &
1l'aide de variables de contr8le digitales ou libres afin d'étu-
dier les performances optimales d'un véhicule. Autrement dit ces
contrdles sont purement. analytiques et ne préjugent en rien de

la réalisation technique »éelle du contrdle propulsif,

. On divisera par exemple le domaine en deux parties A et B
distinguées par une variable digitale pou#® tenir compte du ohange-
ment de dépendance analytique des butdes sur le débit massique.

Dans le domaine A, ol les butées sont Tixes

C= ,/2]—;/,,—,;— 7- Los W, vy 4-::0(_,_
2

Dans le domaine B la butéa supérieure de m dépend de c3

on éorira
]/-."'"__"‘ Y '__
C = l/ﬁ/«n, T=Cn oy ~ Z 4-;‘- o3y
4 (= 2
o 2h - q? ‘ - avec la valeur de ¢ précédente.
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le domaine B des fi g qui dependront ded ot o o

‘ou le fonctionnehent des fusées en étages),

bilité qui seraient reconnus aux fonctions qi(t)o

T

L'évolution dépendra des contrdles propulsifs & travers les
variables m et ¢. Pour le domaine A on aura des fonctions d'évo-
lution fi 4 qui dépendront des contrbles libres &, et 0(‘ » pour

Soient

i‘#_ é-(x) 7‘.:.?‘,'(4:) (i:'-r,z...ﬂ_v) (2.4)

les équations paramétriques d'une trajectoire possible du systimed

Le "parameétre descriptif™ x est de croissance monotone
stricte et, sans restrictions, on peut lui assigner un intervalle|
de variation fixe [ a, b] o Les phases initiale et finale du
systéme seront en conséquence notées ¢

Ha) 9i(a)
ELd) 9¢ (6).

La fonction t (x) sera supposée analytique et, puisque
monotone oroissante 3 :

¢'=22 5o xé["-)é] |
- / . . 2
(L'égalité 4 zéro sur un intervalle fini de variation de x
permet de traiter comme exidmales réguliéres des évolutions
oomportant des discontinuités temporelles comme les impulsions

(431, 20ee 1)

En dehors de ces restrictions et lt'imposition éventuelle
des valeurs terminales t (a) et t (b) le choix de t (x) est
arbitraire., Son caractére analytique permet d'attribuer aux
fonctions qi(x) les mémes caractéres de continuité et de dériva-

Les conditions aux limites sont mises sous la forme
U, (?(41;-ffa-’)"?/‘];‘“f'(‘) =0 J:f,z..-fézmw (2.6)

et la grandeur 3 rendrs minimum est également envisagée comme
une fonction

bla), =
I(?lv-), (a) 7((},4‘(4)) o 2.7)
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des phases terminales du systéme, : D
. Cette formulation a un carastdre: trés généralo En effet
81 les conditions (2:6) ou la fonotion I & rendre minimum .

dépendaient d'une ou de plusieurs fonctionnellea du type

général é(‘)
K }/ [fﬂ;t' w)aé /F {7;? (9,¢; o(), ;o()é dx
on introduirait des coordonnéea Q additionnelles, gouvernées
- par les équations A
- : 3, (9)9::[?) q'),f‘ ﬂ") js,li{?’ °()
g end 1, ceee n*

et raménerait-aiﬁsi lés_fonctionnelles

-7; = {‘) 95/0.)

A de simples différences de valeurs terminakes. En ajoutant
aux conditions (2 6) '

._;gz (a) s 0 8 s N +.1’ e e n’
ces fonctionnelles se réduisentjenboré-hfég équ~(b)o P

Ainpi, par une simple extension de l'ordrs du systime, .
- les problémes de minimum comportant des fonctionnelles et
. des conditions isopemmetriques peuvent 8tre ramenéds 3 la
- formulation envisagéeo A

'3. gg;arj;sgtlgno L . D ;
| -Pour une 'phase- déterminée, un choix K des combinaisons
digitales et un ensemble de valeurs des contrSles libres
- déterminent les coordonnées 9 x/?;t;“/) d'un point P dans
1'espace des vitesses de phase - 9 =dg:fdbq - - y ;
~ Appelons, dans la terminologie de CONTENSOU, "domaine de
'manoeuvrabilité du systime™ dans la phase considérée, l'en~
semble des points P associés aux ‘contrdles possibles. Nous
 pupposerons oe domaine borné. |

T
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‘ kExaminbns d'abord 1'effet d'un changement dans le choix
de la combinaison digitale, les oontrﬁles libres étant congi-
dérés comme des paramdtres. : .

Soient A et B les points du domaine de m_anoeuvrabilité
agsoociés aux combinaisons digitales de méme nom,

Utilisons. la combinaison A durant un intervalle .4E, >0,
ensuite la combinaison B durant un intervalle 4éjz>0 et
passons & la limite 4 —ro o2& 466"’0 e

: avec

P =% <lod] 7 ow
4[‘4#[’ Al BT

Si les fonctions 9.5 et j‘ , 8 sont continues ainsi que
leurs dérivées partielles premidres par rapport aux q; et a
t , un caloul élémentaire montre que la v:.tesse d*évolution
du systéme correspond aux valeurs

do

—:‘%‘:ﬂéy ﬁ+(4 56)3‘)8

Considérant fna ‘comme un nouveau contrdle 3 course con- -
- tinue et le transformant en contrSle libre & a°

AB

nous pourrons écrire - - -}

dgi

wEe = doan o

R A X770 L e

Jone =H(1+0%,)90p 4 £ (-00%a) 88 O
Ce procédé revient a prévenir une réticence du systéme
devant le choix entre l'utilisation des combinaisons digi=-
tales A et B et étend sa manoeuvrabilité i tout le segment
de droite joignant les points A et B, ’
De méme en construisant les Tfonctions

Fonse =5 (14 @300, )9 op + L (1-tne,, )3 .
qai dépendent du nouveau contr8le libre ¥q2a¢ » la manoeuvra-
bilité est étendue & tout point de 1l'aire du triangle ABC,
Aprés épuisement des combinaisons digitales on obtient
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ainsi des fonctions d'évolution notées |
3. T lg.650%) dz/%;ﬂi-'-%,w%,%,cm (3.4)

qui ne dépendent plus que de controlee liﬁreso i
Pour des valeurs touaours'baram§triqubs des (¥,..- ¥,y )

. le domaine de manoeuvrabilité ebt par oonsfruction un polyédre

convexe. (Si certains des points de la suife A, B, Coos |

étaient reconnus se trouver tougcurs l'imterieur du polysedre,

les combinaisonsg digitales correspondantes pourraient étre '

supprlmees sans restreindre la manoeuvrabilité Cette situa-

tion pourrait indiquer une conception technlque défectueuse

des contrdles utilisés), ?} N

. Faisons maintenant varier les parametres'(whg"' Yo ) |

et supposons que les j /9,t af) et donc auss:}. lesj#@)g 0(""

!‘

en soient lea fonctions contlnues; Les sommets }A,B Coee) du
- polyedre ocoupent .des p051tions variables, genéralement liées
entre-elles. Le domaine de manoeuvrabillté complet reste &
connexion simple mais peut avoir perdu sa: proprlété de con-
vexité, Cecl introduit de nouvelles possibllltes de reticenoeo
Elles sont automatiquement éliminées par la ‘construction: des

\

‘fonctlons d'évolution finales 1 N \\

\

2(‘!{-@779)9*’(7)[' a”\‘),« /(—1-60170)} {7,1‘:' o )-j {7, /IB) (3.5)

Tgétendnnt la manceuvrabilité & tout point du.segment PQ, ou P
~est un point arbitraire associé 3 un ensemble &X* de valeurs
des contrdles (3.4) et Q um autre p01nt arbitraire, associé
& 1l'ensemble indépendant de vateurs X* des mémes'contraleso

Les fonctions d'évolution flnalea np dépendent plus que

d'uﬁ ensemble iK \
; \

bl \
ﬁ S )
ﬂ [‘1"’°’¥ ) S (3.6)
| de contraleslibres. _‘ ,3@
D'un point de vue géométrique lafﬁégulérisation des réti-
cences apparait comme une parametrisation du plus petit
domaine convexe contenant le domaine da manoeuvrabilité

[
L

.~ .
& A
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\
\\ E ‘ ll .

primitif; une opération dont la.nécessité a été reconnus par
CONTEVSOUS . % '

La parametrisation ied proposée a 1'avantage de permettre
1%application des méthodes cla531ques du calcul des varia-
tions, les variables de controle;n'etant soumises & aucune
contrainte, 7 T‘ ‘ . \_

La redondance de la representation n'est pas un inconvé-
nient. Les régles générales obtenues.pour le choix des eontrd-
les optimaux permettent d'éviter la regularisation compléte
préalable dans les applications. - \\_

4. Hemiltonien de PONTRIAGIN etgzstérﬁe édjoin

Les équations d'evolution regularisées s'écrivent '*»} ¥

d |
7 ;‘{?) )/3) x...w) (41)

Pour une représentation parametrique (204) des trageo--
toires i1 est preférable de les mettre sous la forme .

[@] "*éﬁ lfzt;ﬁ) o -. W)

K

ol 1l'accent dénote la dérivation par rapport au parametre deg=-

criptif X, , _ N
- Formons & 1'aide de- multlplicateurs variables )y (x) la
grandeur : . o i | |
' -~ : » : ,i -\\; E - |
6= %k [67 £ A 7'- -¢'H ‘ "“f«' (4.3)
ol H(7;t)p)A) Z. . g [9/ ;ﬁ) (4.4)
est le hamiltonien de POITRJAGlnj “ |

~ Le long de toute trajectoire réelle, cbest-a-&ire gouver-
née par les équations d'évolution, la grandeur G est nulle
quels que soient les A ¢ (x). Considérons alprs un segment de
trajectoire: x € [ «, u] déerit avec des contrdles '3, (x) ,
 fonctions continues, et wme trajectoire falblement variée cor-
respondant aux fonctions continuess /5,{ (x),l, 5751(1} L

! |

>

i 5
" .
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Pour chaque trajectoire lﬁ fonction G est nnlle et dono

f/édz o o L W
Le développement de cette variation fournit o -
/[Z)tyy Hﬂ- - 4! fH]dx o . ,(-4,'5)':

g2 24 59. + 2/1;;,_;‘2/7' f (4D
T/-/.'z o 55
- Par une integration par parties sur (4.6)

Stes it vl S
o ..570=(-é H)ﬁ,‘tz?/’;"f _ (4-9),

- Tandis que les variatlons It(x) ot & 2. (%), sont independan-
tes et arbitraires, les variations 59 (x) sont restreintes par |
. les équations d'évolution. L'effet de ces variations dépendan-
. tes est éliminé en imposant sux multiplicateurs, jusqu'ici
| arbitraires, de #érifier'les équations’d'évolutibn

: 4
R YRR A {zvfz-—m) JCED
| . _ 29
Ce sont les équations du "systime adjoint”. Elles sont
- conjuguées au sens de Hamilton des équations d'évolution qui,
en vertu de la deflnition (4.4), ‘g'écrivent aussi

7 é / 21’ ; (l.::': .4’ l oo ”) 4 | (4.11)

-fe = _.

/t I | |
De (4.8) et (4.10) decoule la propriété ey

x

z 2, (v)fy (v)- H(u)iz-(v) ZA () f7 («) _(4'125
o (<) TE () = / (yf de
Cé sonﬁ ieé.relatigng terminales de vagigtigng faiﬁiﬁ;” gfz

] .
d'un segment régulier. R
‘ - - ¢ %
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5, Relationg terminales de variation faible,
Généralisons la relation (4.12) pour tenir compte de

discontinuités simples dans les fonctions de contrfle ;511,5) °
| An cas ou de telles discontinuités ne se produisent
qu'en un seul point x = ¢ de 1ltintervalle [a, b] s la
trajectoire de référence est constituée de deux arcs régu-
liers de x =28 & X=mc=-0 etde x=c+0 & X=h

TUne relation du type (4.12) peut 8tre écrite pour cha-
que arc

[ZX% H{] /ff'i;c | (5:1)
[z.xfc; HSE] / rydz' o )

En x = o, la continuité de la phase du systéme le 1ong
de la trajeclioire de référence et de la trajectoire variee
‘ requlert

f(c-o)': é’(Cfo): F(e) 9. (c-2) = 9; (c-ra) =9; (<) (5.3)

yt(c-o)- ;é(e-f-a) o¢ (<) &, (¢-0)= 57 ("*‘)“2‘7 :(c) (5.4)

I1 en résulte par addition de (5. 1) et (5.2) 1'apparition

de termes _
7.;["’.-' (<-9) - 33"""’.7 39: (<)

contenant les variations dépendantes des coordonnées en x = ¢
"Pour les éliminer on exigera la econtinuité des multipli-
cateurs pour toute intégrale du systime différentiel adjoint 13

X;(C-O)r ).;‘ (_.C+°) | (505) .

Notons que, par suite des discontinuités dans les contrf-
les, ceci n'entraine pas nécessairement la continuité du
hamiltoniena | |
Ltaddition des formules (5 1) et (5.2) se réduit alors a

[2‘ ); 77; iy J'L- / 2’7;: dx f/»z{[c-o)- H(c,i}f[. (5.6)

Dans le cas genéral d*une trajectoire de référence pré-
sentant un nombre fini de points X=c 2 ol certiins contrfles
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sont discontinus, les. relations terminales de variation
faible se présentent sous la forme s

/ [z> T -H n—_'] o -
/{/z— ,.,)%—uzzﬁa/zz}m |
+Z[H(r- o)~ Wl )] Sk <) (5.8)

AR

!

Le nombre de relations lineairement indépendantes est
égal & 1l'ordre n du systeme, En effet, pour une trajectoire
de référence (q (), & (x)) determinée, les dérivées partiel-~
les 'bg / 3¢; peuvent &tre considérées comme des fonctions
connues de t 3 | L |

29: . R "
_ZL A.. (& (5.9)
2 = i )
et le systeme adjoint se présente sous la forma
= — ¢ . o ‘
>y | l/ - - (5,10)

d'un systéme différenfiel linéaire et homogéne' d*ordre n, 3

coefficients continus par intervalles. |
Il posséde un sgystime fondamental de n solutions conti-

nues (vérifiant done les conditions (5. 5)) linéairement

indépendantes 3 -
L = -’,4 s 00

)‘:('ﬁ) (2‘) Rz 42 n . (5"11_)
auxquelles sont associéés les ha'mil-t‘oniens correspondants
Hlk) = Z xa(@? - (5.12)
Avec la notation
)(é-) def ()‘:(/4)) - (5.13)
1a formule de Jacobi—I.:Louville t/x) T

AE)= ) (ta))exp c(' ) a../,,)#} (5.14)
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qui déooule de {5.10), montre que

>« (l‘[c)) #o . ,r’lentraine A_(é‘(x]) # o

D‘n systéme de n. relations termlnales de variation fai-~
' b;e' "du type (5.T), construites & partir d'un systéme fon-
damental (5.11) de nmltipl:.cateurs, egt alors complétement
equ::.valent a un systeme -fondamental d'integrales des équa=-
"tj,ons de perturbation dérivées de (4.2) 2

fy 7&; (7(,«),.&(:))/6, (z)),:.é(za.-fyl a,;fé __“(5015)
+ % '60: 3731)

Ly a2 = % e é,, = 2_2_ (5.16)

E e

sont également des derivees partiellea évaludées le long de la
trajectoire de référence. o

En particulier si 1l'on :Lntegre les équations (5.10) &
rebours, en prenant pour matrice { )\‘/k){t(g)) } la matrice
identité, les relations terminales de variation faible (5.7)
déterminent directement chaque perturbation S () en fonction
des perturbations initiales L&)(a),jf (a)) o de la
valeur de J£(4) et des petites perturbations de pilotage

5/32 (z) et St {x)

6, Exigtence d'une contrainte te . de v ion faidb
pour une trajectoire optimale, '

Pour une trajectoire de référence quelconque il est en
général_ possible, par une perturbation de pilotagé appro-
priée, de joindre deux points arbitraires des voisinages de

(71a); E(a)) et(9(6),t(¢)) . En d'autres termes les rela-
tions (5.7) ne constituent pas des contraintes, Nous allons
voir qu'une combinaison linéaire su moins de ces relations
devient une contrainte si la trajectoire de référence est
optimaleo
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Soit une trajectoire de référence optimale t=t*(x),
/3 ﬁ (z) telle que les phases terminales ( ¢'(a), tYa))
et [9%6),t%6) ) vérifient les conditions (2.6) et don-
nent 4 la fonction (2 7) une certaine valeur I*, Les formes
linéaires dans les variations terminales 3

| %[:sfu)) ‘/*( )‘Y‘( As (a 1)){/ ”’(“ }‘“)'SI (6.1)

3?“9)3’7‘ 4)+( )J‘é £)+}_[2?”)J’/4)+(w ))a’t/a).f(f (6.2)

Y= A, L
ont alors des ooefficients bien détermiLés par l'existence
supposée des dérivées partielles des fonctions Jf et LG_
pour les phages terminales considérées. : '

Nous dirons qu'une trajectoire faiblement variée de la
‘trajectoire de référence est admissible, si elle vérifie
aussi les conditions terminales (2.6); dana ce cas les formes
(6.2) sont homogines s

IU] =0 3= AL P  (6.3)
Elles deviennent des contraintes terminales sur les
variations que nous pouvons supposer linéairement indépendan-
tes, sinon on n'en garderait qu'un ensemble lineairement indé-

pendant, 5 - ' '
De plus, la forme £6.1) sera consldérée comme linéaire-
ment. indépendantes des formes (6. 2), 1'ensemble ayant alors
le rang P + L, '
I1 existera par conséquent un systéme de variations termina-
les satisfaisant & (6.3) et donnant & $ I une valeur arbi-
trairement préassignée.
5i la forme (6.1) nfétait qu'une combinaison linéaire
des formes (6.2) les conditions (6.3) entraineraient SI = O
et, indépendamment de toute considération de trajectoires
admissibles, la grandeur I serait déji rendus stationnaire
par les conditions terminales imposées (probléime dégénéré).
Aux contraintes (6,3) il faut maintenant djouter les rala-d
tions du type (5.7), exprimant les possibilités de réaliser
un gystéme de variations terminales par une trajectoire fai-
blement variée 3 ‘
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ILZ )i//:z)_f% - Hik, b’t]o_ = 34,

k= 1,4...7 (6.4)

i’aes premiers membres de ces relations sont des formes
linéaires qui ne peuvent &tre toutes indépendantes des for-
mes (6.1) et (6.2)o En effet si le rang des. formes (6.1),

- (602) et (6.4) était p+l+n, on pourrait toujours trouver un
- pystéme de variations terminales satisfaisant 3 (6.3) et
donnant 2 ST et aux § Y(&) -~ des valeurs arbitraires,

' T1 existerait donc une trajectoire faiblement var:l.ée
et admissible donnant & I une valeur i volonté inférieure
ou supérieure 2 sa valeur de référence; la trajectoire de
référence ne serailt pas optimale.

Le rang des formes (6.1) et (6.3) étant p+l, 11 existe
done su moins une combinaison linéaire des relations (6.4)
qui ne soit qu'une combinaison linéaire des formes (6.1) et
(6.3) Une telle combinaison est une solution du systéme
adjoint que nous indiquons par X (z), 4 (%)

[ZA 9: - Hd?]{=y%°‘ R A(&ﬂ

{)L /[(e -Ho/)myz.?i‘%}azx

(6.6)
+Z[Ha-0fugwﬂﬂk«) |

I1 existe donc des constantes o et /u} (7=1,20..D)
non toutes nulles telles que s :

x:(4)+/u°(2£_>¥ f‘/ug {’%)x—o | .
,)
wé)) i’ .Z/{J[;(z}f;)‘ )t"' (6.7)

- X (a.)+/</:-7l“)) f /“1{79 ,‘)f
/'/ (a)+/“ {N{a))ﬁ z /4;/;‘_({.)_)20
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et par oonséquent.z 5&- .

. (6.8)
f7b+/43/1’+2/4} 4 = ﬁf«-/ufl? =0 | \
De cette dernidre relation il résulte que si la consg-
tante ., 6tait mulle on eurait  S¢° =0, |
Alors (6.5) devient une relation homogéne, c'est-a-
‘dire une contrainte sur les variations terminales. Elle
serait toutefols inopérante car en faisant f¢, = 0 dans
les équations (6,7) on voit que cette contrainte ne serait
qu'une combinaison linéaire des contraintes (6.3); elle
nfempécheralt pas l'existence d'une trajectoire faiblement
variée admissible donnant 3 51T une valeur arbitraire. On
en déduit que si la trajectoire de référence est optimale,
11 existe une solution )]  du systeéme adaoint vérifiant
{6.7) avec une constante /s mon mulle. :
Enfin, & toute trajectoire faiblement variée admissi-
"ble doit ~eorrespondre . JII = 0, Car sl on avait 51 >0
11 suffirait de renverser le signe de toutes les variations,|
ce qui changerait aussi le signe de 5§' , pour obtenir
une autre trajectoire faiblement variée admissible corres- _
pondant & JI< 0; I* ne serait pas un minimum relatif.
~ De (6,8) découle alors la condition :

LT Gkt T O 5

et (6.5) devient une cbntrainfé'dé‘trajectoire -
[)‘.‘-‘f?‘. -H n’]a=5 | L (6.10)]

qui, eu égard & la valeur non-nulle de /A; » est linéaire—
gent indépendante des contraintes a priori (6.3). _
' _Réciproquement, les conditions (6.7) et (6.9), impli-
quant (6 10), entra:.nent B’I =0 Bi}t n'est pas nul.

'?

'To ontrgles optimaux2 Contlnuite du Hamiltonieno -

_ “La-condition (6 9) donne ‘lieu 3 une application du
lemme fondamental du calcul des variationa.

-
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Se rapportant & 1l'expression (6.6) de 5@# et notant
que les variations Jé(x) et {ﬁ (x) sont arbitraires et indé-
pendantes, i1 vient pour une trajeotoire optimale les condi-
tions : \

i p ' .
_(H°) =t %—f-— e dfz,l)
| H.(C,"- o) = H (<, +0) | (7.2)
2R S
| ,5/;; =0 - - (7.3)

Ces dernitres demandent qu'en tout point de la trajec-
toire les contrbles soient choisis de fagon & rendre le
hamiltonien H® stationnaire. Les conditions (7.2) limitent
les possibilités de discontinuités dans les fonctions de
contrfle en exigeant qu'elles respectent la continuité du

-hamiltonien, Enfin l'equatlon (7.1) ou son équivalent

LH®_ BH°

—- = 2T (7.4)

est. comme on peut facilement s'en rendre oompte en dévelop-
pant le premier membre, une conséquence des équations d'é~
volution

d9; - s’
e = EESET (7.5)
-des équations adjointes
ac P9 (7.8)

et des équations dtoptimisatien (7.3).

Bs Cbnditions de t_ransversalitéo

Les équations différentielles du systime adjoint &tant
homogenes dans les multiplicateurs, toute solution peut &tre
miltipliée par une constante arbitraire non-nulle. Le hamil=~
tonien correspondant est alors multiplié par la méme cons=
tante, Dans le cas du systeme ()\f (x),H%iz) ) cette
opération conserve la validité des conditions (6.7) en
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modifiant de la méme fagon 1l'échelle des multiplicateurs

o

/“".o et /J‘ J ° . a

On conviendra de normer une solution.{) (x), h’(z))'
en donnant 3 la constante p, 1la valeur unité.
Sous cette forme, nous appellerons les équationa

° /4 °
=X (6)= '{;7116) )f* < (2:14))7%

,H )= (wzci)yf ’u(?('of(él)aF

i(a) = {'37,(4))¥ 2'/47[37,4))* E

¥ : ¥
-H{a) {'Zt-{)) éf‘}/-i—z‘?aj)

les conditions de transversalité du probléme.,
Les conditions de transversalité et les conditions
a priori (2.6) forment un systéme de 2 (n+l) + p équations
pour la détermination des 2 n constantes d'intégration du-
e systéeme différentiel (7.5) et (7.6), des limites t (a) et
t (b) de 1'intégration et des p constantes inconnues /if o
Une autre forme pratique des conditions de transversa-
11té se présente lorsque les phases terminales sont données
comme des fonctions de 2 (n+l) = p = 5 paramdtres inconnus

*virﬂ~;

Ww, .
La fonction I devient alors ausai une fonction de ces
parametresa

Ces conditions sont asu nombre de s

2 fZA
¢ $)-H L)t Z./\ ( a
’bw,b | ; 1)?( ) T8 E ) 4)_?141){-/'/(4)1'1) (8.2
Lo S -+ I S =0
! et servent 2 déterminer les s paramétreso e

9. Systéme de contraintes terminales de variation faible,

-Dans les cas normaux une seule combinaison ées rela~.
tions terminales de variation faible (5.7) se transforme en
contrainte terminale si la trajectoire est optimal, Cepen-
dant, comme le montrent des exemples; il peut arriver que -
pour dtautres comblnaisons ()tw,.ﬁ/w) ‘on ait aussi

[1) Ig.- H b‘t] _b'\,t -0 W=A1..8 £ n-1
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Ce qui implique que les conditions (7.1), (7.2) et
(7.3) soient aussi vérifiées le long de la trajectmra
'optlmale par les hamiltoniens H",

Dans ce cas nous pouvons, par des combinaisons appro-
priées, separer les contralntes en deux groupes. Un groupe

& L
[Z) 57 - H rf] =0 . '-'.gr=4z‘.. (9.1)

116 aux formes linealres 5 U ’ c"est-a-dj.re ne comportant
que des. .combinaisons 1ineaires des conditions (6.3) et un
groupe libre S

[zkf7 Hft]-.o LE2 0,72 O (9.2)

constitué de formes linéairement indépendantes des cendi-
tions (6.3). Ce dernier groupe comporte ( ponr £ =0)

1la contra:.nte (6.10).

On notera que, par suite de 1la def:.nitlen du groupe

des ()7 HY), la solut::éon y |

| R L SR ) _‘ <93)
du systéme adjoint, ou ('74,7,. 7& ) désignant des cons-
tantes arbitraires, vérifie les conditions de transversa-
1ité (8.1) pour des valeurs appropriées des constantes ;45: °
L'existence d'un groupe de contraintes (Xf) signifie
donc que la solution ( A] ) vérifiant les conditions de
transversalité, n'est pas unique mais de multiplicité f+1.

10, Variations foftes et principe_du maximmmo'""

En un point x, ne coiIncidant pas aveo un poin‘l: de
discontlmuté X =cp desg fonctions /9, =P, lx), consgidérons
un segment infinitésimal de trajectoire "

3_’9; (x) = j‘./y”‘rz)ﬂ, é"zz/}/3 m}) 5t (x) ‘ (10.1)

décrit avec des contrbles /5(1 ) quelconques et complétons

la trajectoire par des variations faibles des segments
[a,z-0] et [xto, € ] de ‘l'optimale. Le long de

ceux-ci;set pourvu que, XIB"{“"’): X/},, (x+e) » QB 8UTA 3
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(h (k o
[2 3% ] [ e H‘“f] - e

X+o

Notons que les dlfférences
B 3'7 (z+0) — 2-7;(1.50) = 3‘7: z)
b (x4 ~ Je (x-o) =d¢(x)

L-feprésentent le segment infinitésimal de raccord, et que,
par suite de la continuité des multiplicateurs le long do
ltoptimale ( (k)

A; /ix- -o)= \ /74*0)“ i (%)

: k
- H _)(z—o) =H (7(#-.0) =: H(~)(7¢)
les relafions.(10°2) stécrivent |

(k) y® :} (k) - ] :

[ZJ 5'7 Tt ['/2 x)- H U‘) (%) (10.3)]
o - A" ()= z)\ [z}j [? m,t(x;,/szz)) ; - (10.4)
dénotent les hamiltoniens correspondant aux contrfles [3(x)
arbitrairement distincts des contrfles de référence ) (X)o

La trajectoire comporte maintenant une variation’'forte;
en un point la vitesse d'évolution s'écarte dans une mesure
finie de la vitesss d'évolution de référence.

Nous allons maintenant examiner le caractérs admissi-
ble d'une telle trajectoire, I1L suffit pour cela d'examiner
la comptabilité entre les conditions (6.3) et les contrain-
tes dérivées de (10,3). Les relations (10.3) qui ne se
réduisent pas & des contraintes, c'est-a-dire pour lesquel-
‘les 1s terme'fy— n'est pas nul quelles que -soient les per-
‘furbations de pilotage ¢iz) et §'¢(xJ », peuvent toujours -
8tre satisfaites a posteriori par de telles perturbations.

- Les contraintes déduitea de (10.3) se rangent dans
les mémes catégories que les contraintes de variation fai-
ble et ne sten distlnguent que par le second membre 2

)—Z)’f? ’Jé] z[ém—H*tl)]ﬂ”‘} o)
- ;e-#,x;-'-(
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. 10.6
e o -“-5-042..‘6‘ ( '

“Deux cas sont 2 diatmguero

'Dans le cas normal od la solution des conditions de
trangversalité-est unique; 1a oatégorie (10.5) est vide.

La tragectoire a4 variation forte est tou;lours admissi-

‘ble car les formes (10.6) étant linéalrement indépendantes

des formes B‘U s “10.3) et (10.6) forment un systime de
rang p+ 6 qui - ad.met toujours une golution. -

Mais alors il résulte ‘des conditions de transversalite
_(8.1). de (6, 3) et de (10,6) pour €= 0, que t

51‘ - Z Fy 5U} +[;’>; Z?‘ —H°J'z‘]
'T 51’4— Z:ﬁ (x) = HI’K)];[‘(K) "0

La conditiOn nécessaire XI 0 pour que la trajec= i}

toire de référence soit optimale, se traduit par '
[H{z} £ (z)_]fl'(x)>0 |

ou, puisque ru_x) Yo 4 par

H/z) 'é/x) '. ': (0.

| - 4 o
Ctest le principe du ma._ximum de Pontrjagin : les con-
tr8les optimaux sont en tout point de la trajectoire ceux

_qui donnent au hamiltonien h°(x) sa valeur maximum,

Danp-leccas ol la catégorie (10.5) n'est pas vide, il n'ex—
iste pas de trajectoire de comparaison & variation forte
du type simple étudié qui permette de remplir toutes les
conditions U, =0,

.Ltexemple du paragraphe 1, qui sera repris du point de vue

de l'application du principe du maximum sau paragraphe 11,
montre d'ailleurs que ce principe n'est généralement pas

‘vérifié sauf pour un choix judicieux de la solution A; qui
‘n'est maintenant plus unique, En d'autres termes. il appa-
' 'rait possible de conserver la validité du princip'e' du maxi-

mum pour engendrer les contrBles optimaux & condition de

‘jouer sur la multiplicité dens le choix des. A , Ce choix

Y
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est gouverné par les congidérations suivantes.
Notons que, par suite de la définition méme de la catégorie (10.5)
existent des constantes /4} telles que

[zk 5/9 H’ft—] [‘f{ (z) - H(x)]ﬁ'/z) = - Z_ /ur Su (1008)

Par conséquent on amura pour la solution générale (9.3) des condi-
tions de transversalité et d'optimisation : '

¢
[;:x‘.a’?‘,-ﬂn] = [4&; H[x)] It (x) o
a, (1009)

_.-33( Z:(f3’+ 2-7 /3 )‘Xi[

\

Pour un choix convenable de f ~indices parmi les Y. notés

( . s0eeee )
J, T, » 3% =1, (

. det I } o 4 (10.10)
| # _.J?]ﬂ?,”‘,}lf _
]— et le systeme linéaire da:_ns les Ty o

v .
Z, = ) (10011)
Fy Ty = J /‘ 3 e 7’%7 }'r
possede une aolution unique, quelles que soient les constantes
( J ‘i Qe eSO 00O A ).
Ll %

Elargissons maintenant les conditions du.probléme en suppri=-
mant l'obligation pour les trajectoires de comparaison de vérifier
‘les conditions §U, =o pour les indices (¥, , Y - - e )

De ce fait les conditions (10.8) n'appartiennent plus 4 la premieér
catégorie; celle-ci devient vide et des trajectoires de comparai-
- son & variation forte existent qui vérifient les condl‘cions U = J =
- pour les indices restants, Mais alors (10.9) se réduit 2

choix des constantes ;;} o Si ce choix est tel que la trajectoirej
de référence soit un minimum relatif de la fonction

‘:T=I+-§ XU "_(ioq13)

[Z )‘;J'; -Hft]~g=[%(z}—/1/ﬁ7ﬁlz/ | - (0.2) |

W

et les mltiplicateurs ‘)i gont définis de facon unique par le : -
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dans les conditions élargies, on peut oonclure comme précédem-
ment a .

"//X] £IZ) . (10.14p
Le principe du maximum précise le choix des contrfles optimaux
basé sur les conditions (7.3). Il est & noter que les condi- -
tions (7.3) entrainent déja comme seuls choix possibles ceux
qui donnent au hamiltonien soit sa valeur maximum soit sa va-
Jeur minimum, en effet i1 n'existe pas de choix domnant au
hamiltonien un caractére stationnaire intermédiaire i cause de
la convexité du domaine de manoeuvrabilité

- 116 ;g;tgment de l'exemple par le principe du maximum,
Reprenons l'exemple du premier paragraphe sous la forme
canonlqu? «ﬁ?uéq4osea_
. (11:1)
= <Z

od on recherche la trajectoire donnaht un minirmum de I= ?: (€)
avec les conditions sux limites du type t{,= ot

n?,(a.)-‘ﬂ:o %(A}_’::Q ‘ é/d.}~—0,

SRS

2.1§)- B =o | L(4)-T =0 (11.2)
Le hamiltonienAet le systime édjoint sont

H :. )\,m/}-ﬂ- ‘/\1. 7,2'

. (11.3)
)\
j = =4 )‘z ?/
4&‘ - , ' (11.4)
a¢ :
Il y & une équation du type (7.3) .
. ; @ST - S¢,
a . ' o
3, Hmp = 0 £ 4 Q“(ﬁ& 5)

Q
%
%a,

b&

‘/Iew e
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qui présente les possibilités suivantes
1) &= Cnﬁ = A /ﬂm /37-0
2) wzwp=-1 Jan Pz |
3) V<o | /3 bndlinpmirre | -
Le principe du maximum précise que
1) «=+ 4 A So
2) wu=-+7 A4 A <0 \ - (11.6)
3) 4 ) =o /‘5 est encore indétermind,

bes(équations (7.4) et (7.2) montrent que

[ . )
aH _ H'___ terngTanlc 2o f'ta/uG'/za. (11.7)
s < | ,
Enfin les conditions de transversalité sont

) [a) '='/4.,°- );AMJ: /u; Hra) = -,«;
T N )=y N()s-a THUY= p (11.8)

Elles ne font que définir les constantes /u; ~ sauf la cinquiéme
qui, associée 3 la seconde des équations adjointes, établit

que
i X == pour toutsila trajectoire (11.9)

Nous étudierons le cas ot T > A et, partant des données exi-
gées en x = a et terminant en t(b) = T, examinerons les tra-
Jectoires optimales correspondant & toutes les valeurs B
accessibles. Ceci se fera en donnant & Aj(a ) toutes les
valeurs réelles. '

\o 1 | .
Cas I \a)= o »o -
- La trajectoire débute avec la contrfle u = 1. L'intégra-
tion de (11.1) et (11.4) compte tenu de (11.9) et (11.2)
fournit ' -

9, = A+t A= ote b BT
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On voit que )o restera positif et que le contr8le
u=1 devra 8tre conservé jusqu'en t = T ol |
7,[6)— '44-7" B, 'l

Cos II ) () <~A"  deir X ta)=-AHE |

La trajectoire débute avec le contrﬁle u =-1 et |
g, =A-t 2e o~ -(ﬂ £)"

On voit que )«7 restera negatif et que le contrSle
u = ~1 devra &8tre conmervé jusqu'en t = T ou
9(€)=A-T = 8,
Ces deux premiers cas conduisent asux valeurs.limites accessi-
"~ bles 4 B. Ce sont des cas ou les solutions Af ne sont pas

uniques. Prenons par exemple le premier cas. Du fait Gue Cop=t
et /h.:/6-_-o tout le long de la trajectoire ¢,=A=+7¢ on
vérifie facilement que § Y = o pour les deux solutions fonda-
mentales du systéme adjoint : R

e | (a) )«',(‘)(a.)z*f _ .)x'(')(a_)go
conduisant par intégration 2
2 =4 et N'=o et K2
et & 1a contrainte de variation faible
00.04)-TE(4)-391a)+ Ttia) =0

- C'est une contrainte appartenant au groupe (9.1);
elle n'est qu'une combinaison linéaire des contrain-
tes a priori fuy =o0.

w Mayzo Nay=2
conduisant par intégration &
.\(z]- ”2/;1_ l'z' /\‘(‘/— P H(z} ﬂz
et & 1a contrainte de variation faible
- (AT TY)T0(0)+ I §04)-RT(8) -39, (a) A Skta) =0
qui cette fois appartient au groupe (9.2).

Il y a donc une solution générale é.uz conditions de transver-
" palité obtenue en prenant la solution (b) changée de signe
(pour satisfaire & ) (<)= -1) et lui ajoutant la solution (a){
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multipliée par une constante 7 arbltraire :\

)-—2”"1‘-1' 4-7 }L?' 4 H"ﬂ‘*‘?

Le principe du maximum ne sera donc vérifié que si ) reste
positif dans 1l'intervalle £ € [o, '7'7 ce qui denrande 7 )o

et est équivalent & X, (a) Yoo N ,
I1 ntexiste pas de trajectoire de comparaison, malq qn prena.nt_
par exemple 7- At , ce qui donne la contrainte de variation

forte : x

(ﬂfT) (f?, (4)~ sz(() -A f?‘(a_),«. J?z(o.) [{M}_ H(zjj)}[,_)

et en 1ibérant la condition 94(€)=0 on peut cons*truire des
trajectoires de comparaison a4 variation forte, verif;lant encore
les conditions 39,2)=0 J[,(t} o et d9(€)=0 - o
On voit que dans ces conditions €lergies la traaectoire de refé-
rence donne encore & ¢,/<) sa valeur mininmm car

39, 14) = [H/z/ vﬁu;]&(z) >0
!« 2

Cas IIl o a)),(a.)>—£) . soit X (4./---/‘7 o
- avec 0('~< At

—

i

-.‘

-

Le premier segment de trajectoire est déerit col"unne dans
" le cas II, mais )\ = xt-(A-¢)% .

g'annule pour b= A-ox =t (= /0(_;)

ol 9, = o >0 ‘
A cet endroit on passe & un second segment de trajectoire_ '
décrit avec le contrfle u = 41, Respectant la continuité
de 1la phase et du multiplicateur X% on trouve pour
ce second segment

=t E- A',:JD“A-ff ' ' '
7' Lyt

= (k-¢' )[ o+ - ¢ )
' Geol montre que la valeur de )" restera positive jus-
qu'a la fin et entrainera le choix u = +1 jusqu'a la

fin ol \

g )=2w~-R+TT
Ces valeurs terminales de B sont comprises entre la limite
B, atteinte pour &= A et la valeur B =T-A

atieinte pour «= 0,
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Cas IV _ : _ “
' Glest 1la cas limite ¥=o0 du précédent..
. A Ia Tin du premier segment >; et ¢, s'amulent
- pimultanément et on peut prolonger la trajectoire par
 un segment le long duquel 2}, et 9, restent nuls.
' Cette solution satisfait en effet le systéme différen-
‘tiel et le principe du maximum (cas 3). Comme le con-

" 1a valeur initiale A;ca) et la valeur finale 9,(4)
Dans le cas IV 3 une seule valeur intiale )\’ (a) correspond
- toute une plage de valeurs terminales g, (< ) °

Notons pour terminer que l'application du principe du maximm
au probléme non régularisé nevpermet pas de trouver des solu-
tions correspondant aux valeurs terminales g,péz situées

entre 31
de limite inaccessible de ces solutions avant régularisation,

- dtun segment u. = +1, respectant la continuité de la

restante des valeurs accessibles de B entre B, et B, .

29

tr8le requis u = 0 ( au./5= m/: ) ne fait pas partie
des possibilités prévues avant la régularisation, il
gtagit d'un segmeﬁt de réticence. Prolongé jusquen. =
t = T i1 domnme la valeur terminale ,(¢/= B,=0.
Cependant en n'importe quel point t" de l'intervalle

' Lﬂ37"] 1a réticence peut &tre arr8tée et prolon-
gée par un nouveau segment décrit soit avec le contrfle
u = +1 soit avec le contrdle u = -1, Bn effet le long

phase et des multiplicateurg, on trouve -
9= £-t" A= (t-t)Tse £ ET
Et le long d'un segment u = -1 o
G= bt Nz (t-t")'co 3t
et dans les deux cas le principe du maxirmum est respectéd
Il n'y a plus de changement de signe possible de -A, °
La figure 1 montre que 1l'on peut ainsi couvrir la plage

Dang le cas III i1 y a correspondance biunivoque entre

et B, . Ceoi est évidemment & lier au caractire

RS Ry
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12o Commutation des contrﬁleg et rét;cengg

Comme 1'exemple précédent 1l%a illusiré, la construction
dtune trajectoire optimale & 1l'aide du principe du maxirmm
procdde par essais et corrections. Les conditions initiales
du systéme différentiel (4.10) et (4.11) ne sont jemais com=
pldtement connues a priori. I1 faut donc faire certainss hypo-
théses sur des valeurs initiales, intégrer pas & pas en déter-
minant les contr8les optimaux par le principe du maximm et
vérifier si les valeurs terminales de la phase et des mlti-
plicateurs satisfont & toutes les conditions (2.6) et (8.1).
Dans cette recherche on peut donc supposer les multiplicateurs
conmus & chaque pas et déterminer les contrSles optimaux par
la condition

H:;),.?‘.(%UP) maximm

Ceci revient aussl 3 déterminer les points de manoeuvrabilité
(extrémités du vecteur des vitesses de phase) tels que

2; Xi fﬁz_ . _ maximum"'
i at o .

Dans la représentation cartésienne du domaine de manoeuvrabili-
té, cette proposition revient & choisir dans le domaine de ma-
noeuvrabilité instantané les points dont la projection algébri-
que sur le vecteur instantané (1; ) soit maximum,

Corrolaire évident s "A chaque phase de 1'évolution les points
de manoeuvrabilité optimale sont situés sur la frontidre du
domaine régularisé. o

De plus, le domaine régularisé étant le plus petit domaine con-
vexe contenant les points de manoceuvrabilité du systime non-
régularisé, les propositions suivantes sont aussi évidentes g

Si la projection maximum est atteinte par un seul point de
manceuvrabilité du systéme non-régularisé, c'est aussi 1l'unique
point de projection maximum du domaine régularisé.

S1 la projection maximum est atteinte simultanément par plu- -
sieurs points P§ de manoeuvrabilité du systéme non-régularisé,
la méme projection maximum est atteinte par tbua les pdints de
la facette hyperplane du domaine régularisé construite sur les
points Pj. Cette facette est perpendiculaire au vecteur ();)
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- Ces propositions permettent de travailler directement avec le

hamiltonien du systime non-régularisé.
Tant que le principe du maximum appliqué & ce hamiltonien défi-
nit les contrfles sans ambigflité, il n'y a pas nécessité de
régularisation, S'il y a ambigliité on peut se bormer & régula-

 riser sur l'ensemble des contrdles en concurrence. Quand ce cas
se présente la prolongation de la trajectoire optimale présente
en ginéral des embranchements. ‘

Dans un premier type d'embranchement, le principe du maximum
assure l'unicité des contrfles aussi bien apres qutavant. La
perpendicularité de la facette du domaine régulatrisé au vecteur
(A;') ntest qu'instantande. I1 y a commutation c'est-i-dire
apparition de discontinuités simples parmi les contr8les, le

- point de manoeuvrabilité sautant d'un bord de la facette & un
autre. La continulte du hamiltonien maximum 1at done la condi-
tion (7.2) est bien respectée.

Dans le second type d'embranchement la facette, ou un de ses
hyperplansde degré inférieur, reste perpendiculaire au vec-
teur (A; ) sur un intervalle fini de croissance de la variable
indépendante t. L'ambigllité dans les contrfles est levée pré-
cigément en exprimant les conditions de maintien de la perpen=-
dicularité, Clest un cas de réticence si l'hyperplan dont la

- perpendicularité a été maintenue a été engendré en tout ou en
partie par l'opération de régularisation, Ultérieurement la
perpendicularité peut &tre rompue & un stade arbitraire de
1'évolution par débranchement sur une trajectoire ou l'unicité
du choix est retablle par une commutation adéquate.

Le cas de l'ambigﬁlté a été illustré dans 1l'exemple precedento
- I1 est peut-8tre intéressant de le traiter suivant une techni-

que qui peut &tre facilement généralisée.

Le hamiltonien non-régularisé de 1l'exemple est

W - )ﬁc{-k, clf U=+ (12.1)

et 1'ambigliité dans le choix du contr8le basé sur le principe
du maximum se présente quand .)4:=o . Alors (figure 2) 1la
droite PQ du domaine régularisé est perpendiculaire au vecteur
(0,%) oLe maintien de la perpendiculatri$é durant un
intervalle fini de t peut s'exprimer par différentiation de la




Laboratoire d’Aéronautique UNIVERSITE DE LIEGE

32
condition )1 -0
s TP | (12.2)
_— = =g - 9, =0 .
dt S 7 |
On ne peut en déduire dlrectement la valeur du contrfle mais la
condition "‘,\ ) ‘
- R 2t O (12.3)
_ \ .

En effet Az. ne peut stannmuler en méme temps que A, sans que les
multiplicateurs et le hamiltonien ne s'anmulent tout le long de
la trajectoire ce qui ne permettraié‘ jamais de satisfaire &
toutes les conditions de transversalité dont une au moins est
non-homogéne. ; '\
Comme (12.3) doit aussi rester vrai durant un intervalle fini
de t on peut différentier & nouveam
W1 ow=o \\1 , (12.4)
at i, : .

\ W

et cette fois le contrSle requis est détermnéo

. s \ IV'A
Cette technique peut &tre généralisée coxin'ne suit,
Prenons le cas ou, dans la fomlatlon non-regulariaée

47 < Jin ( 9, b ) (12.5)
et supposons que, dans une phase déterminée, 1§"\ hamiltonien
: ' A :
'H= ‘Z- )‘C?Z)K (?) é')'_ol) :\ \-\‘,\ ‘ - (12.6)
soit rendu simltanément maximum par le choix ‘\“\ |
. \ “
K=K, ¥ =% ‘.\‘, (12,7)
et par le choix j
k=K %% = ¥y ) ‘ - (2.8)

‘ . s T \’
de gsorte que |

4

H = }fq_. . \ | | (12.9)
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ou | dez‘: )“'j‘.)K.g {q,t;‘ﬁ((’)) |
' ' ' i ' " (12,10
| g’fz:%-ALg;)KL(7;f;dtz)) | - P
Ces choix satisfont certainement aux conditions |
)
-——-—‘% =0 f!M Q/ ’th} :
2
3 7{:‘ (12.11)
-
* ~o ur Wy = ¥,
A fe oo

Régularisons localement le hamiltonien en permetiant une réti-
cence entre ces choix '

= 1ty I-ee | -‘ 12,12
AR i e
" De gorte que la vitesse d'évolution du systéme soit gouvernée
par ‘ .y , ‘
o dg; 2H,
I B (12.13)]
U 2 )\;_
et 1'évolution des multiplicateurs par
— = - ' o (12.14)
. ol 1;7‘ S

On exprimera le maintien de l'ambigﬁité par dlfférentiation

de (12.9)
A,
a ol
Le calcul du premier membres donne
aH. 2, ('«W 29, _ 2%, ?7/,2)

at  of =7 2h 2% 29:
~ 2, d

(12.15)

)

. ‘ (4 ‘)D(z el :

ou, eu égard & (12.11) et utilisant la notation des parenthd-
ses de Poisson,

4’77 77/4 . Lf}/_, , (7{42__] (12.16)

Tad T ot

4
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Par un caloul similaire . |
dy, 27, .y - N
A P +-[7/;,7f4,_ O (12.17)
ek Y4 .
Bamblagons dans ces formles QZL
notant les identités

! . A‘[%,Q/]‘—.’a .‘/’%,9{&73‘0
[, ?/] [, ]

4%: 2% 7.:,:/ [%217,/&]  (12.18)

par sa valeur (12.12) et

nv

4l vient

!' - i"i:_l”[ %}g{zj (12.19)

Si bien que ¢ ¥ disparait explicitement de la "condition de
reticence" (12.15) qui se réduit a

24 -QH 7/4,?1?-] © (12,20)
ot XS

Ce type de formule de retiqence binaire se généralise facile-
‘ment pour une réticence multiple. On remarquera que, tout -
comme dans l'exemple précédent, les contrSles ne s'en trouvent
pas directement déterminés. I1 faut pour cela poursuivre la
différentiation. Les exemples montrent d'ailleurs 1l'existence
des trois cas : contrfles bien déterminés, impossibilité,
indifférence. Le dernier est tout & fait exceptionnel.

13. Relation du principe du maxirmm gvec le cgitére de

' Weierstrass. . - | . .

_ Comme Pontrjegin 1l'a fait observer, le principe du maximum
et 1e critére de variation forte de Weierstrass s'identifient
dans le cadre du calcul cla331que des variations. Ils repré-
sentent une condition nécessaire mais nullement suffisante
pour le minimum de I, Une condition suffisante peut &tre




Laboratoire d’Aéronautique UNIVERSITE DE LIEGE

35
obtenue en ajoutant le critdre de Jacobi,
-Consldérons la fonction
N
L - T'(gu), ._L(a) 5 717c), £ (Z)) (13.1)

l

|
qui se raméne pour X = b- ala 'fonction dont on cherche le
minimum, et introduisons la nouvelle coordonnée qo dont 1l'évolu-
tion est gouvernée par '

7 Z—[z 5_9_7; j,(q;,ﬁ)f-uw ? [9,¢ )ﬁ) (13.2)
et soumise & la condition dfextrémité
9,00)= I (9101, a5 ga), b)) (13.3)
de sorte que le pfbb;éme primitif se raméne é. |
%o (b) minimm (13.4)
Le hamiltonien' du syétéme comp]..été‘sera noté

K= X9, +H L (13}(5)

et comme H ni go ne dépendent de qo‘
d\, 2K

- —

ot "'7, -

.De plus la pr:mclpale des conditions de transversalité est

A (L)==1

de sorte qué tout le long de la trajectoire

Y =<7 _ ' (13.6)

Supposant connues les valeurs initiales Lea) et Q:1a)(i=t2..m)
et donc aussi ¢, (a ) considérons les trajectoires & contrf-

les optimaux issues de ces conditions initiales.

Nous supposerons la condition de Jacobi remplie, c'est-a-dire
ltexistence dtun.voisinage. -de la trajectoire de référence par
chaque point duquel ne passe qu'une autre trajectoire a.cons ;>
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tr8les optimaux . L'ensemble de ces trajectoires formera donc
un champ sur lequel qqo(x) est une fonction univalente de la
phase (7(%); ). ) o La différentielle totale de cette
i’oncticm est donnée par la contrainte de variation faible

x .

ou, eu égard' a (13,6) et puisque a/? (a)=0 d9(a)=0 @(a)=0

"’7 (x)= 7— ). (x) dlg; ()~ K1) db(x)

Intégrons cette relation depuis la phase initiale domnée jusqu'
& la phage terminale de la trajectoire de référence mais en
suivant une trajectoire décrite avec des contr8les ﬂ (% ) qui
peuvent différer arbitrairement des contrdles optimaux /5 (). o
Dénotant par Ag9/x) les écarts de phase avec la référence
pour un méme t(x), il vient puisque alors

~ /

49, (x )= 7 {‘7+49'}t}-/3) dé{z)j | (13.8) -
L) | .

7(¢)- 9./4) /[Z—>; (449, e;8)-KJae 139
) .

L'intégrale de la différentielle totale étant indépendante du
chemin parcouru, la valeur go(b) au premier membre est celle '
présumée minimum de la trajecto:Lre de referenceo

D'autre part

7,
i[{)*ﬂj’ (¢/- 7 ()= j(%‘d?) )ﬁ)# (13.10)
tea) -

Soustrayant (13,9) de cette ralation et, par' analogle avec

:"j"(?/tiﬁ*)*,é A:ﬁi (9, é}_/gf) (13.11)

introduisant la notation
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k= -y, (7+47,t,/4)’+2?. A‘f’g.(x,uq,z}/a) | .(%13012)

on trouve la formule ({/

‘ ta) |
La fonction (K°- ke .) est celle qui joue ici le r81e de la

‘fonction exceés de Weierstrass.
'S'il existe un voisinage de 1la trajectoire de réference pour :
lequel on ait partout k*- k )»o e

A?olé) >°

R —

., et le minimum est assﬁréo
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