ANALYSE DE LA REPONSE FORCEE
DES SYSTEMES AMORTIS
PAR LA METHODE DES DEPHASAGES CARACTERISTIQULS

! par

B.M. FRAEI)S de VEUBEKE

Professeur aux Universités de Liige et de Louvain.

SUMMARY

The characteristic phase-lag method, evolved in 1948, provides an

orthogonal mode analysis of harmonic responsc in damped systems.
Since then it has heen used to evolve principles for optimal multipoint

excitation in resonance testing.

The paper reviews these results and gives indications for cxtcnsions
to the cases where the elasticity and damping matrices are not positive

definite but only non-negative.

I. — COEFFICIENTS D’INFLUENCE DYNAMIQUE

L’excitation harmonique d’un systéme linéaire avec
amortissement visqucux conduit a I’équation matri-
;

cielle L ;
Aq + Bq + Cq = f etot (1)

On pcut se borner au cas ol la matrice unicolonne f
des amplitudes d’cxcitation est réelle, ce qui revient
a supposer les forces excitatrices en phase. Le cas
d’excitation générale résulterait alors d’unc simple
superposition de deux systémes d’excitation déphasés
de 900 I'un par rapport a l’autre.

Dans la réponse harmonique (solution forcée du
systtme), la matrice unicolonne ¢ des coordonnées suit
une loi

q= etot z

et J]a matrice unicolonne z, dont les éléments sont géné-
ralement des constantes complexes, est ’amplitude

complexe de la réponse. Elle vérifie la relation algébrique

fondamentale
. (o0l A+ioBdCz=f (2)
En principe la réponse a une excitation arbitraire

i=Y(a)f )

(1) Mémoire présenté, le 13 avril 1965, au Symposium IUTAM
;url{.ca « Récents Progrés do la Mécanique desVibrations Linéaires »
¢ Paris.

est fournic par la matrice Y (0) des coeflicients
d’influcnce dynamique

Y(0) =(— 0*A+iewB 4+ (€)1 (+)
et revient i une opération d’inversion matricielle.

Elle peut se faire par voie numérique a condition

“de connaitre parfaitement les caractéristiques  du

systéme : les matrices A dc ses cocflicients d’inertic,
B de ses cocflicients d’amortisscment, C deses cocllicients
d’élasticité. Or, il se fait que les amorlissements de
structure ct leur répartition sont difliciles a prédire;
la matrice B doit étre considérée comme une inconnuec.
Un des buts de Dexcitation harmonique peut étre
précisément d’cn fournir une détermination expé-
rimentale.

Plus généralement, I’excitation harmonique est une
technique expérimentale de détermination de toutes
les caractéristiques du systéme. Le plus souvent,

.ce sont les formes propres ct les fréquences propres

du systéme conscrvatif associé qui sont visées. Dans ce
cas, I'amortisscment est un phénoméne parasite qui
peut introduire des couplages inconnus a neutraliser
par une excitation appropriée.

Ainsi la forme (4) des cocflicients d’influence dyna-
mique n’a pas de signification utile directe.

Une structure analytique des coefficients d’influence

dynamique, mettant en évidence l’cffet des caracté-
ristiques du systéme sur les relations de¢ phase entre

-— 49 —



excitations et réponses, serait plus féconde. Une telle
structurc est précisément obtecnue par lintroduction
du concept de déphasage caractéristique.

IIl. — LES SYSTEMES AMORTIS DECOUPLES

Soient

x =1,2-n

m
les formes propres du systéme conservatif associé

et w, les pulsations propres correspondantes, de sorte
que :

Cx,, = 02 Ax, (5)

Les relations d’orthogonalité
2, Ax, =0 pFm (6)
x,Cx, =0 pF*m )

expriment le découplage incrtiel et le découplage
élastique de ces formes propres.

Considérons alors les répartitions A x,, des forces
d’incrtiec associées aux formces propres x,. Comme
la matricc A est nécessairement définie positive, les

A x,, forment toujours une base pour le développement -

d’une répartition de forces arbitraires : ,

f=zn o, A %,

Les coordonnées a,, de f dans la base des A x,, sont
obtenues a la Fourier en vertu des relations (6)

%, f=a,(x, Ax,)

n
_ %f
f_Zx’Ax,
1

(8.5)

de sorte que

Ax, (8. b)

»

Les dénominateurs de cette expansion sont, par
définition, les masscs généralisées des formes propres x,,

Appliquant cette expression a la répartition des

forces d’amortissement associée a la forme propre x,,

n
me=zm“ﬂ )
1

/
x, Ax,

Une simplification . considérable du comportement
dynamique du syst®me s’obtient en faisant I’hypo-

thése [3]
pFEm (10)

Elle exprime le découpiage des formes propres x,,
vis-a-vis des forces d’amortissement. Il vient alors,

selon (9)

%,Bx,=0

Bz, =2¢, 0,Ax, (11)

en définissant un coefficient d’amortissement ¢,, de la
forme propre x,, par la formule :

(12)

La simplicité du comportement dynamique peut
maintcnant étre illustrée de la fagon suivante, qui
ouvre la voic a la méthode plus générale des déphasages
caractéristiques.

Appelons

z=¢lomx,

(13)

un mode de réponse harmonique du systéme ¢t montrons
que le retard de phase ¢, peut étre déterminé de telle
fagon que le mode de sollicitation harmonique corres-
pondant soit réel. Insérant (13) dans (2) et utilisant (5)
et (11), il vient, pour le mode de sollicitation :

f=(02— 0?4 2ic, 0,0) e Ax, (14)
La condition pour quc lcs éléments de fsoient récls est
(02 — w?) sin ¢,, — 2¢,, 0,y @ CO8 @, = 0

8oit encore

oo,
tanqam=25m rmz 0<q>m<1t (15)

formule classique du retard de la réponse sur ’excitation
dans un systéme a un scul degré de liberté. Le mode
de sollicitation réelle peut alors s’écrire sous I'une ou
I’autre des formes suivantes

o} — w? 2¢, 0, @
PR Ly 1T
Co8 @y 8ln @,

= {(eZ'— @)+ 2ep0p0)}2Ax, (16)

Les équations (13), (15) et (16) décrivent n solutions
particuliéres du probléme (2). Leur superposition
fournit la solution générale. Il ressort clairement de (16)
que cette superposition revient, en fait, 4 décomposer
la sollicitation générale f dans la base des A x,,.

A une sollicitation f = A x,, correspond une réponse
sin @,
2¢, 0, ®

Z ==

6"V x

Par conséquent, en vertu de (8. b), la réponse géné-
rale peut s’écrire

n

s — Banve—N’- . ,

c= » % f
" )

-

’ ll
(17)

’
2¢,w,0 (3, Ax,

Nous avons ainsi obtenu une structure spectrale de la
matrice des coeflicients d’influence dynamique. L’influ-
ence de la pulsation forcée w se manifeste uniquement
dans le facteur 1/w, commun i tous les termes, et dans
les déphasages ¢, (w) obéissant aux lois explicites (15).

La vérification de I’hypothése (10) requiert la connais-
sance des formes propres du systéme conservatif associé
sauf dans le cas simple oi B est une combinaison
linéaire de C et de A. Cette remarque remonte a Lord
Rayleigh [1]. En pratique, il y a licu de s’affranchir
de cette hypothése et d’admettre pour B une matrice
non négative quelconque.

Nous commengons par la prendre définie positive;
c’est le cas le plus normal ol tous les mouvements du
systéme sont accompagnés d’une dissipation d’éncrgie.
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[il. — LES DEPHHASAGES CARACTERISTIQUES
POUR UNE MATRICE B QUELCONQUE

Nous cherchons encore une solution particuliére de (2)
qui aurait la propriété essenticlle

z=1¢"%y  yréclle (18)

En d’autres termes, les éléments de z auraicent tous
le méme déphasage par rapport aux éléments (réels) de fo
Sclon (2), ceci demande

(C— w?A + i)y =¢é°f
ou, séparant les partics réelles et imaginaires,
(C— w¥A)y =cosof 0By =sin ¢ f
ct, par élimination de f, le probléme homogéne pour y
sin ¢ (C — w?A) y = w cos ¢ By (19)

On peut le considérer comme un probléme aux valeurs
propres pour le paramétre

(20)
avece la condition d’existence d'une solution non triviale

eny

A= wcotg

|C— @A —AB|.=0 (21)

Les valcurs propres A, sont les racines de cette équa-
tion de degré n dans le paramétre. Les matrices B et
(C— w?A) étant hermiticnnes, ces valcurs sont réelles
et nous appclons « déphasages caractéristiques » les
angles ¢, définis par .

A
0< @p=cot™1 (Tm) <= (22)

Les modes de réponse caractéristiques correspondants
vérifient

(C - "’2A} Ym=2n Bym (23)

Enfin les modes de sollicitation correspondants sont
donnés par 'unc ou I'autre des formules

1 »
Im = v (C— w?A) y, = -si_nq)—,,, By, (24)

Enfin, il est clair, selon (23),' que I'on a

5 Bym=0

pour A, 552, (25)
% (C— @A) yn =10

Ceci suflit 4 constituer un ensemble complet de n
modes de réponse harmonique orthogonaux seclon (25),
pour autant que les n valeurs propres A, soient dis-
tinctes. Les cas de dégénérescence n’offrent aucune
difliculté si la matrice B est définic positive; a toute
valeur propre de multiplicité r correspondent alors
exactement r modes de réponse linéairement indépen-
dants. 1

En cffet, toute matrice définic positive peut &tre
écrite sous la forme d’un produit TT' ou T est.non
singuliére.

En particulicr, si T est une matrice triangulaire
inférieure, ses éléments sont calculables par récurrcence.
Dés lors, le probléme est ramené & celui des valeurs

et vecteurs caractéristiques (au sens ordinaire) de la
matrice T2 (C— o? A) (1)L -

Celle-ci, étant hermitienne, posstéde la propriéié de
dégénérescence énoncée plus haut. Moycennant une
orthogonalisation éventuclle par combinaisons linéaires
au scin de chaque groupe de modes appartenant a une
racine multiple, on pecut ainsi poser quec les relations
d’orthogonalité (25) sont valables du moment que les
indices p ct m sont distincts. Elles entrainent, en parti-
culicr, que

Yofm=0  pour pFm, (26)
propriétés dont la signification physique est claire :
le travail virtuel d’un mode de sollicitation sur un mode
de réponse d’indice diflérent est nul.

D’autre part, selon (24)

sim g, )" Bys =0 27

y:ﬂfm =
)
Sous la forme

T8I0 @y Yo fn = T © Yo By

cette relation exprime la conservation de I'énergic
impliquée dans une solution modale du probleme (2).
A pauche figure le travail fourni sur un cycle par la
sollicitation, a droite 1'énergie dissipée par cycle par
amortissement,

Les coordonnées «,, de la sollicitation arbitraire f

dans la base des f,,

se calculent par les propriétés (26) et 27)

/ 7 (o ’
Yf=o (5 f) = “»m)’: By, (p=1,2-- n)
(28)

La réponse correspondante scra

y=z Uy €79 ¥
1

c’est-d-dire, substituant aux coordonnées leur valeur
tirée de (28),

, { - sin @, ¢ % , o
= —_— 29
1.2 vy, By, ya)ﬁ;%f (29)

Cette formule est trés semblable & (17). La différence
principale réside dans lc fait que les formes propres
fixes x,, du systéme conscrvatif associé sont remplacées
par des modes y,, variables avec la pulsation forcéc «.

D’autre part, on n'obtient plus de loi explicite pour
la variation des déphasages @, avee la pulsation forcée.

Il est pourtant possible d’établir que cette variation
reste qualitativement la méme que celle fixée par la

loi (15).
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_ IV, — VARIATION
DES DEPHASAGES CARACTLERISTIQUES AVEC o

Différentions les deux membres de (23) par rapport
A o I faut, pour cela, imaginer qu'une norme du
mode y,, ait été définie et soit une fonction continument
différentiable de la fréquence. Pour fixer les idées, on
peut prendre une masse généralisée constante

¥y Ay, = constante
Ensuite, notant pour plus de concision par v,, la
m

matrice dont les éléments sont les dérivées par rapport
a w?des élémentsde y,, ¢

(N
(€ — @A) vy — Ayp =2, B, + H{T@'ﬂﬂ) By, (30)
Prémultiplions ceci par y.,
1] ' - ’ ) f d )‘m n
Yn(C—?A) vy —y Ay = A YnB vy T+ my,. Bym
D’autre part, en prémultipliant (23) par v, et tran-
posant :
¥ (C — 0?A) v, =%, ¥, B,
* et 'équation précédente sc réduit a
d )‘m yv’n Aynl
= — <0
d (v?) VB ¥m

puisque A et B sont définics positives. Ceci démontre
que o, cot ¢, est une fonction décroissante de w? son

. tan 9 m
inversc

J(31)

unc fonction croissante ct finalement

tan ¢, unc fonction croissante de¢ . Ceci cst quali-
tativement conforme i la loi (15) pour laquelle on aurait

1

d .
d (w?) (@ cot o) = — 2, o,

Examinons maintenant le comportement des dépha-
sages caractéristiques & trés basse {réquence.

Quand la fréquence tend vers zéro, le probléme aux
valeurs propres tend vers la forme limite

Cyi = XNo By
ct, ecn régle générale, une limile
% (0) C (0
Fm(0) By, (0)

est positive. 11 en résulte que tanp, tend vers zéro
comme o et que ’on peut convenir de prendre les dépha-
sages caractéristiques @, nuls a fréquence nulle.

Ce résultat ne fait aucun doute si la matrice C est
définic positive, les vibrations ayant alors lieu autour
d’une position d’équilibre stable.

Si la matrice C est sculement non négative, lc systéme
posséde des modes rigides u; vérifiant les équations

et ces modes sont des solutions du probléeme (32) avec
une valeur propre nulle. Deux questions se posent :
quelles sont les valeurs limites des déphasages carac-
téristiques correspondants et, dans une base quecl-

_conque u,; des modes rigides, quelles sont les combi-

(32)

A (0) =

(=12r<n)

naisons lindaires qui forment des modes de réponsc
caractéristiques & basse fréquence? Formons avec les
colonnes u; la matrice (n X r)

U = (u; ug +-+ uy,),

notons par « unc malrice unicolonne arbitraire a r
éléments et Ua devient un mode rigide quelconque
du systéme.

Faisons tendre « vers zéro dans ’équation (30) en y
supposant que y,, tende vers un mode rigide Ug,,
auquel cas A, tend vers zéro comme on I’a vu et soit v,
la limite de v,, et — pB; la limite de la dérivée de X,
Il vient

Cv; = (A — B; B)Ug;

Les conditions nécessaires et sullisantes pour que ce
systéme d’équations linéaires admette une solution v,
correspondant au second membre 4 un a; donné sont

u (A—8;B)Ua; =0 j=1,27r
et peuvent donc &étre rassemblées dans I'unique équation
matricielle

U (A—p;B)Ua; =0
Sous la forme équ.ivalente
(U'AU — B; U'BU) a; = 0
on obtient un probléme aux valeurs propres a r dimen-

sions.

Les matrices (r X r) U'AU et U'BU sont définies
positives, les valeurs propres B; sont toutes réelles ct
positives et on est assuré de I’cxistence de r modes a;
linéairement indépendants.

Ce sont les combinaisons cherchées des modes uy.

On voit, de plus, qu’a bassc fréquence les déphasages

de ces modes de réponse rigides sc comportent comme

cot @; = — wp;

On doit prendre ¢; = =/2 i fréquence nulle.

Le comportcment & haute fréquence s’obtient en
posant w tan ¢ = —sy ct divisant (19) par © cos o.
Le probléme aux valeurs propres tend vers celui

By (00) = y(00) Ay (o)
Les limites
¥ (00) By, (o)
Y () = 3700 Ky ()
sont positives et tan ¢, tend vers zéro comme ™.

En supposant que chaque déphasage caractéris-
tique tende vers m a haute fréquence, venant a basse

. T . ..
fréquence soit de zéro soit de 3’ on suppose implicite-
ment que chaque déphasage caractéristique passe une
T

seule fois par la valeur 3 Dans ce cas, il n’y aurait,

dans toute la gamme des fréquences d’excitation, que n

valeurs ; possibles.

8ot
-
—
o

Or ceci est bien vérifié car, pour o =

probléme (19) exige que (C — w?A) y = 0.
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Par conséquent, la fréquence d’excitation doit étre
une des n fréquences propres o, du systéme conser-
vatif associé etle mode de réponse devient alors identique
ala forme propre x, correspondante. Il est alors logique
de faire correspondre lindice d’un mode deréponse
avee indice de la forme propre du systéme conservatif
associé avee laquelle le mode vient en coincidence
a la résonance de phasec :

quand o — @,

ki
Al ‘'m € t Pm > .2_

A

Cette régle reste valable en présence de modes rigides
(qui peuvent étre considérés comme des formes propres
de fréquence naturelle nulle.

En résumé, a chaque fréquence d’excitation, existent :
", ,

— n modes de sollicitation f,, ;
— n modes correspondants de réponse y,, caractérisés

yar les déphasages d’ensemble .
l o 9'"

Ces modes sont énergétiquement découplés selon (26).

Chaque déphasage caractéristique varie sclon la
fréquence d’unc fagon qualitativement similaire a celle
d’un systétme a un scul degré de liberté. Au passage

par une résonance de phase (q),,, = g) le mode de

réponse correspondant s'identific 3 cette forme propre
du systéme conscrvatif associé dont la fréquence
naturelle coincide alors avee la fréquence d’excitation.

V. — STATIONNARITE
DE L'ENERGIE REACTIVE
ET RESONANCE DE PHASE

L’amplitude complexe z
arbitraire mais réelle f comporte une partie p en phase
ct unc partie / en retard de phase de 90°

z=p—il - (33)
Suivant le résultat général (29) .
p="Pf - (34)
avec | S
P= Z‘ sin q;,/,, CO8 Py , 37) -
. , mymBym )'mym § ( )
et .- (36)
l=Lf i
avec
sin? o, ,
RPIres et AR
— ¢ o

L’énergie dissipée par cycle a pour -valeur
E,=nfl==f{Lf

Par définition I’énergie réactive par cycle est
E,==nf'p=x=fPf (38)

Examinons dans quelles circonstances cette énergic

réactive devient insensible & des faibles variations
arbitraires 3f de I’excitation : o

8E,=2m8f'Pf=0 . |

i
|
|
|

associée 4 une excitation’

avee 8" arbitraire exige
Pf=p=0
La partic de la réponse en phasc avec D’excitation

doit disparaitre

n

Z Sill (P"l COb ?nly
o Yo B Ym

m (Ymf) =0

Cette expression est unc combinaison linéaire des
modes de réponse y, qui sont linéairement indépen-
dauts. Elle ne peut donc étre nulle que si tous les coclli-
cients de la forme linéaire sont nuls. Comme un scul
des factcurs cos ¢, s’annule pour unc résonance
de phase (sauf dans le cas particulier de confusion
dans les fréquences naturclles du conservalif associé),
les circonstances dans lesquclles 1’énergic réactive est
stationnaire sont les suivantes :

1) y.f=0 souf pour unmode m=p
— ? p M —_—
2) cos @, = 0 c’est-a-dire o, = 7©/2
ct alors Yo =X,

Dans ces conditions, la réponse e¢n quadrature qui,
seule, subsiste est;

= 1t

!
0.)’ x”’ B xl’ xn (x,f)

c’est-d-dire un mode naturel du conservatif associé.
A ce moment 13, d’ailleurs, f est proportionnel a B x,
si bien qu’il apparait que le probléme

Plo)f=0 (39)

admet pour valeurs propres les fréquences natureclles
du conservatif associé avec les modes f = B x,.

Il apparait aussi, puisque la réponsc en phase est
nulle, que la stationnarité de D’énergic réactive est
équivalente a la résonance dec phase au niveau de
tous les excitateurs. Ce sont les conditions théoriquemnent
idéales pour I’obtention expérimentale d’un mode
naturel pur du systéme conservatif associé.

Cette solution n’est évidemment pas pratique
puisqu’elle exige I’excitation de tous les degrés de liberté
du systéme; si clle est encore concevable pour un systéme
i nombre fini de degrés de liberté, elle est inapplicable
a un systéme continu.

Cependant, le fait méme que ces conditions idéales
ont été ramenées & un principe variationnel donne a
penser que ce principe s’applique, a titre de meilleure
approximation, au cas d’un nombre limité de points
d’excitation.

Examinons, par exemple, le cas d’un seul point d’exci-
tation, celui de la coordonnée d’indice i. Notant par
Pis (@) les éléments de la matrice P, par 0, les éléments
de f, le principe de la stationnarité de I’énergie réactive
réduit le probléme (39) a la condition

Pii (0) 0, =0

Les fréquences de résonance de phase au niveau de
'unique excitateur sont les racines de p;; (0) = 0 qui
permettent de remplir la condition (40) avec une exci-
tation non nulle.

Pour simplifier la discussion, on supposera les modes
de réponse normés par la condition

(40)
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¥ By, = 2 unc constante (m = 1, 2 - n)
Alors, ¥, (,,) dénotant les éléments de y,,,

n

2,
w(w) =208p; () = Z S$in 2 9, %7 (m)
[

Sila fréquence d’excitation est proche d’une fréquence
naturelle, so0it @, ct sullisamment écartée des autres o,
pour lesquels les facteurs sin 2 ¢,, sont alors petits
(9m voisins de o ou de =), I'approximation d’ordre
zéro a la condition (40) est sin 2 ¢, %3, = 0. Elle
conduit a prendre ¢,= =/2, c’est-d-dirc » = v, exac-
tement. Au voisinage de cette situation, la variation
de p;; () est violente ct permet de trouver la correction

¢ fréquence avec laquelle (40) se trouve satisfaite
avec une meilleure approximation. Par développement
en séric de Taylor limité aux deux premiers tcrmes
nous remplagons (40) par

(o) =p(o,) + uw(0,) Ao =0
Le systéme étant, par hypothése, faiblement amorti,

on ne retient de la dérivée de 1 que son terme dominant,
provenant de la rapide variation de la phase ¢,

B (0,) 2 2 cos 2 9, 9, (05) M () (@)

La variation de¢ la phase s’obtient a titre de cas parti-
culicr de la formule (31) .

’

, 2
?p (@) = 5% Ax,

La premidre approximation a la correction de fré-
quence par rapport i «, est donc

ﬁ)=1e Zsin2q> (o )——Yﬁ tm ()
0, 27 PN  (@p)
m#p
oit le coeflicient d’amortissement ¢, est défini selon la
formule (12). Cette correction est donc petite, non seule-
ment par suite de la petitesse de ¢, lui-méme, mais
aussi de celle des facteurs sin 2 ¢,,.

" La réponsc en phase de la structure a l’excitation
unique comporte des termes qui sont petits avec les
mémes facteurs sin ¢,

La réponse en quadrature comporte un'terme domi-
nant proportionnel au mode naturel x, et des termes
parasites qui, relativement au dominant, sont petits
comme les sin? ¢,,.

Ceci montre I'intérét, pour une mesure précise du
mode x,, d'utiliser des capteurs capables de discriminer
la réponse cn quadrature.

La précision dépend, en définitive, des valeurs des
facteurs sin? ¢,, (0,). Une évaluation basée sur la
formule (15) montre, par exemple, que pour étre
inférieurs aux coeflicients d’amortissement ¢,,, ces
facteurs doivent correspondre & un rapport entre les
fréquences naturelles w,, et la fréquence de mesure o,
donné par :

1+'\/em<“’ﬁ/°’m<1_\/sm
Dans ce cas, les errcurs de mesure ont l'ordre de
grandeur des coeflicients d’amortissement. Ces condi-
tions d’écarts entre fréquences naturelles sont sévéres.
Elles montrent l'intérét de l'excitation multiple.

VI. PSEUDO-RESONANCE
SUR LES MODES VOISINS D’UN MODE NATUREL

L’excitation en deux points permet déja, en principe,
la séparation de dcux modes naturels voisins.

Le principe variationnel appliqué aux cas de deux
coordonnées excitées d’indices ¢ et j conduit a la condi-
tion de résonance de phase au droit des deux excitateurs

Pii (©) 0; 4 pij (0) 0, =0 4

Pis @) 0+ py @) 0 =0 (D

Les fréquences pour lesquelles ceci est possible sont
données par I’équation

Ppii (©) Pis (©) -0
Pii (@) Pii (0)
En isolant deux fréquences naturelles voisines o, et

®, ct supposant lcs autres suflisamment écartées, on
vérific qu’a une approximation d’ordre zéro

2 0B p;i (0) = 8in 2 ¢, v, 4 8in 29, 7%,

2 @B pyy (@) = 8in 2 @, Nigm Njp) -+ 80 20, Nigg) Njtp) =
2wB py (w)

(42)

2 0P pj; (w) = 8in 2 9, 7y -+ #in 2 6, 7
et que la condition (42) cst alors satisfaite, soit par

0=, avec sin2¢,=0,

80it par

© =00, avec #in2qp, =0,

Ceci est, par ailleurs, évident puisque I'approxima-
tion d’ordre zéro revient i considérer un systéme qui
n’a plus que deux degrés de liberié, de fréquences
naturclles o, ¢t wy, dans la plage de fréquences d’exci-
tation envisagée,

Dans le premier cas, (41) demande aussi que

N 0 + %0 0, =0

c’est la pseudo-résonance (absence de travail virtuel
de D’excitation) sur le mode y,.

Dans le second cas, il faut une pseudo-résonance sur
le mode y, :

Titp i + Wi 0, =0 .
. . . S ~.
La corrcction de fréquence, qui tient compté au
premier ordre des termes négligés, peut étre calculée

d’une fagon analogue au cas de l’excitateur unique.

Elle est de nouveau petite et altére de facon négli-
geable les conclusions de I'approximation d’ordre zéro :

A la résonance de phase sur les deux excitateurs il y
a pratiquement pseudo-résonance sur un des deux modes
voisins et, soit le mode naturel x,, soit x, sont dominants
dans la réponse en quadrature.

Ces considérations peuvent étre étendues au cas d’un
nombre quelconque d’excitateurs [0].

Une variante intéressante du principe de stationna-
rité de D’énergie réactive consiste a introduire la
contraintec d’une énergie active E, maintenuc a un
niveau constant [4]. Elle revient alors au principe du
maximum de ’éncrgie dissipée pour une énergie réac-
tive constante [10]. Ce principe exige l'appropriation
de l'excitation sans avoir nécessairement la résonance.
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Signalons enfin que la méthode des déphasages
caractéristiques a été étendue a d’autres types J’amor-
tissement, tel que Pamortissement héréditaire [4] et
Pamortissement de structure [4], [7] (boucle d’hys-
térésis indépendante de la fréquence). Ce dernier viole
le principe de causalité comme lc montre I’analyse
du régime transitoire par la méthode de Dintégrale
de Fourier [0].

La notion de déphasage caractéristique a été redé-
couverte par Y. Pironneau ct S. Dubigeon [11].

VII. — SYSTEMES PARTIELLEMENT AMORTIS

Jusqulici la matrice B a été prise définic positive.
Quand clle est sculement non négative nous dirons
que le systtme n’est que particllement amorti. Une
étude de tels systémes est intéressante en présence de
dispositifs dissipateurs d’énergic localisés.

En effet, I'amortissement de structure pcut alors
étre négligé devant celui ramené par ces dispositifs
(dampers de vilebrequin, par exemple). La méthode
des déphasages caractéristiques se préte hien a ces
analyses du fait qu’clle n’cst pas restreinte au cas d’un
amortissement faible. Unc matrice B non négative
donne licu a des modes non amortis b, solutions linéaire-
ment indépendantes du probléme homogéne

Bb=0 b=b (i=1,2--p) (43)

Sclon (19), les modes non amortis apparaissent comme
des modes caractéristiques de réponse avec déphasage
caractéristique nul & toutes les fréquences d’excitation.

Les modes de sollicitation correspondants résultent
de la premicre des égalités (24); nous les dénoterons par
& = (C — u?A) b, (44)
Avee les modes non amortis comme colonnes, cons-
truisons la matrice (n X p)
By = (by by by)

qui jouit, en vertu de (43), des propriétés
BB, =0 BB=0 (45

De plus, si @ est une matrice unicolonne a p éléments
réels a;, .
B,acst un mode non amorti arbitraire,
(C— w?A) B,a le mode de sollicitation corrcspondant.

Examinons d’abord quels sont les autres modes
caractéristiques de réponse et de sollicitation. A cet
effet, construisons une matrice n X (n — p)

By = (by+1+ ba) i

dont les colonnes forment avec les modes non amortis
une base de I’espace vectoricl des modes de réponse
et notons, par m, une matrice unicolonne a n—p

éléments réels.
Avec le changement de coordonnées
y=DB,a+B;m
le probléme anx valeurs propres (19) devient, avec

47)

(46)

1
=—tang

i
|
{(C — w?A) (B,a + Bym) = BBym
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Ou encore, prémultipliant par B, puis par B;

(Ha+¥¢Jm=0

{Ja+¢{Km=Rm (48)
ou
H = B; (C — «%A) B,
J = B; (C— «?A)B,
K = B; (C — «?A) B,
ct :

une matrice (n — p) X

R = B, BB,

(n — p) définic positive.

La solution ({ =0, m =0, a arbitrairc) du sys-
téme (48) correspond aux modes non amortis. Les autres
modes caractéristiques de réponse avec leur valeur
propre { sont obtenus en supprimant le facteur { de la
premicre équation (48), ce qui diminuc automatiquement
de p unités le degré de multiplicité possible de la valeur
propre { = 0. Deux cas sont alors a distinguer sclon
que la matrice H est singuliére ou non.

Si H est non singuli¢re, a = — H-1 Jm peut étre
substituée dans la scconde des équations (48) qui
devient

(K—JH1))m=Rm

La matrice R étant définie positive, les (n — p)
valcurs propres restantes sont non nulles. S’il y en a de
multiples, il lcur correspond le nombre voulu de modes m
linéairement indépendants. Ils vérifient notamment les
conditions d’orthogonalité

. J#FE  (49)
Dans ce cas, le développement de la solution générale
en modes est facile :

m;Rm, =0

f=(C— o) B+ D pzr— BBym, (50)

P+1

z = B,a + Zpke"v"Bzmk
P+l

Les n constantes i déterminer sont les u, et les
éléments de a. Prémultipliant (50) par B,

B;f=Ha> a=H"1B|f

Prémultipliant par B,

(51)

(52)

w
Bif=Ja+ ) tgmo R

»+1

Prémultiplions encore par m, en utilisant (49) et
notant que, i tout mode m; correspond, en vertu de
la premiére des équations (48), un a, tel que

de sorte que, eu égard a (52)
m;J'a=—a;Ha=—a}B'1f (54)

il vient pour déterminer chaque y;
'Rt hod ' -
(my B, + ¢ B)f= WaTn_;, (m; Rm;)  (55)
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VIII. — FREQUENCES SINGULIERES
ET QUASI-RESONANCE

Les fréquences dites « singulidres » sont celles qui
rendent la matrice H singuli¢re; elles sont donc les p
racines algébriques de '

| H(w)| =0 (56)
A chaque fréquence singuliére w, correspond une
matrice g, telle que

Hay,=0 (57)
Dans ces conditions
b, = B, q, (58)
est un mode non amorti critique, associé a une sollici-
tation
¢ = (C— o} A) b, (59)
Le caractére critique du mode est mis en évidence
par la propriété
Bico==B;(C— w}A)b,=
qui n’est qu’une autre forme de (57) ct signific
bi ¢g= b, (C— wiA)by=0 (i=1,2p)
.o (61)
En d’autres termes, la sollicitation c,, sans étre nulle
(cc serait sculement le cas si un med¢ naturel du conser-
vatif associé était non amorti ¢t devenait ainsi le mode
critique & une fréquence singuliére correspondant a sa

fréquence naturelle), n’excite cependant aucun des
modes non amortis.

(60)

Dans ces conditions, on voit également que, aprés
suppression de p valeurs propres { = 0, le probléme aux
valcurs propres restantes

Ha+Jm=0 C(J'a‘-{-Km):Rm
admet encore unc fois unc solution { = 0 avec m = 0 et
a = a,. La multiplicité de { = 0 est p + 1 et pourtant

le systéme n’admet que p modes b; linéairement indé-
pendants pour cette valeur propre.

Nous sommes donc dans un de ces cas difficiles ou
le nombre de modes est déficient et ou il faut rechercher
une solution complémentaire n’appartenant pas a la
classe des modes a déphasage caractéristique. Soit

(62)
ce mode complémentaire. I1 doit correspondre 4 un mode

de sollicitation réel. Par conséquent, substituant dans (2)
et annulant la partie imaginaire pure

(C— wfA)ty=wyBr,

Zg=1Tyg— 1l

(63)
et :
Jo=(C— «fA)ry+ @y B, (64)
Or, la condition (63) et les relations (43) entrainent
' (C— wfA)ty= 0wy b; Bry=0 (i=1,2--p)
ce qui, eu égard a (61), nous améne a prendre
ty = b, le mode critique,

et a prendre pour r, une solution particuliére de
Br,= El (C — w2A) b, (65)
@
Ce systéme linéaire pour la détermination des élé-

AN

ments de r, est précisément possible car le sccor
membre est, en vertu de (61), orthogonal aux solutio
du systéme homogene adjoint. '

On voit, de plus, que, pour ce choix de ¢, la solli
tation correspondante se réduit a

fo=(C— wfA)r, (66)

Il est maintenant possible de trouver les cocflicients.
wr (k=p +2, ... n) et les éléments de a dans |

développements associés

n
-

z=oay(ro—iby) + B,a+ py €~ ior By my
?+2

f=2(C— wZA)ry+ (C — oZA) B, a

- o
+ Z l-"ksin? . BB,

»+13

En fait, prémultipliant par b, le dernicr dévelop]
ment, il vient direcctement

Wi _ b e
J

o = - . =
07 by (C— 0tA)ry  woryBrg

D’autre part, pour déterminer a, il vient

Ha=Bf— o B, (C— w2A) r,

Ce systéme est précisément possible du fait g
selon (58) ct (67), le seccond membre est orthogoi
a la solution a, du systéme homogéne adjoint. On v
que, puisque scul B, a intervient dans les dévelop)
ments, il suflit de trouver unc solution particulic¢re.

Les coecflicicnts p;, se déterminent comme plus ha
La réponse complémentair¢ peut étre ualifice
quasi-résonance car, sclon (67), son amplitude .
typique d’une résonance ct le mode critique b, s¢ p

sente en quadrature.

IX. — UN EXEMPLE
DE FREQUENCE SINGULIERE -

-

A
La figure 1 montre un exemple dc systeme a “de
degrésdeliberté constitué par deux disques ct deux arb
de torsion. Les matrices du problé¢me sont ici

I, 0 r,+rg—r _[Ki—k —.
a=fpr)B=[2h T e=[D0

0O

K.
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Fig. 2.

oi r; et ry sont les cocllicients d’amortissement des
rotations rclatives des deux arbres.

La figure 2 montre I'allure des déphasages caracté-
ristiques et des modes de réponse dans le cas

L=02T v,=09y, & =001 e =01
ol les fréquences de référence v, et v, sont définies
par
t=hklI+ 1) ¥i=4h/1,
et les cocflicients d’ameortisscment par
n=cv (i +1I)

Les fréquences naturelles du conservatlf associé sont
données par

of = 0,6306 y2 = 1,5414 v3
Les modes sont représcntés par les rapports de 'ampli-

tude d’oscillation du second disque a I’amplitude du
premier.

=257 15

On remarquera la tendance & la conflucnce des deux
modes de réponse au voisinage de w = y;.

Faisant maintenant tendre vers zéro le cocflicient g
(ou r,), on obtient le cas d’un amortissement particel
provenant uniquement de la rotation relative des deux
disques.

Lc mode non amorti consiste donc en une amplitude
égale d’oscillation des deux disques; c’est la ligne
horizontale de la figurc 3. La fréquence smgull(,rc
est en » = y; ou le sccond mode devient identique
au modc non amorti et les deux valcurs de tan ¢ sont
nulles.

On se¢ rend compte qu’une évolution braduvllv du
cas de la ﬁgurc 2 au cas de la figurc 3 conduit a consi-
dérer une pm‘hc du mode non amorti comme mode 1,
une autre partic comme mode 2. Corrélativement, la
valcur tan ¢ = o du modc non amorti doit étre inter-
prétée comme donnant ¢ = o dans une partic et
¢ === dans l'autre. De cette fagon, chaque déphasage
caractcnst:que conserve son caractére d’évolution
continue de 0 a .

B. M. FraE1)s pE VEUBEKE.

" A
v o, | |0/
| /

) 1/

10 |

mode 1

mode 2

4

Fig. 3.
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