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Résumé. — On sait que la méthode des multiplicateurs de Lagrange
permet une formulation élégante des conditions nécessaires de station-
narité dans le probléme des extrémes liés. Une analyse de la variation
seconde, inspirée des idées de Jacobi, permet d’établir une condition
nécessaire et suffisante pour que I'extremum relatif soit un minimum.
Elle se présente sous la forme d'un probléme accessoire aux valeurs
propres, la condition étant que celles-ci, certainement réelles, soient
toutes positives.

Soit a trouver un minimum de la fonction f(g;) de # variables
¢;, liées par m < n relations

gi(g:) =0 j=12..m (1)
Les fonctions f et g; sont supposées deux fois continfiment

différentiables dans un voisinage de l'extrémum analysé. Les
conditions (1) peuvent y étre remplacées au premier ordre par

0g; _ .4k
%'%8%-—0 i=12..m (2)

les dérivées partielles étant évaluées au point extrémal. La varia-
tion premiére de f dans ce voisinage est

1

of o
Z 50 3= 3)
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Dans un probléme régulier, les formes linéaires premiers
membres de (2) sont linéairement indépendantes ; la matrice de
leurs coefficients est de rang m au point extrémal. La forme
linéaire (3) ne peut étre qu'une combinaison linéaire des formes
précédentes car, sinon, (2) et (3) formeraient un systéme de
m + 1 équations & # > m + 1 inconnues de rang m+1;
existerait un systéme de valeurs (8¢;) vérifiant (2) et (3) pour une
valeur arbitraire de df et le point considéré ne serait pas extrémal.
On a donc

of 0g; .
— = =)= 1=1,2 ... n
99; i 94

et ces relations de dépendance linéaire entrainent §f = 0. Posant

=1+ 2\ @)
ces conditions s’écrivent

oh )

aE=O i=1,2..n (5)

Associées a (1) elles déterminent les # coordonnées ¢; du point
extrémal et les m valeurs des multiplicateurs de Lagrange A,.
Pour analyser la variation seconde, nous remarquons avec de
la Vallée Poussin [1] que I'égalité de f et de % étant toujours assu-
rée en vertu des conditions (1), les variations secondes de f et de 4

sont aussi égales
1

2f —

Les coefficients
0%h
0909y

ik =
forment une matrice symétrique, notée H, et sont calculables a

partir de la connaissance des coordonnées du point extrémal et
des multiplicateurs. En notation matricielle

5 = 8q’HSq (7)
ol 8g est la matrice unicolonne des variations 8g¢;.
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Nous cherchons les conditions sous lesquelles la forme quadra-
tique (7) soit définie positive avec les restrictions (2) ; dans ce
cas 'extrémum relatif est un minimum. Les restrictions (2) sont
mises sous la forme matricielle

G'8g =0 8)

La matrice transposée G étant définie par ses lignes

081 08 agm) .
(39, aqz %, 1=1,2...n

Dans le probléme dit « accessoire » de Jacobi [2] on recherche
les variations des fonctions donnant a la variation seconde d’une
fonctionnelle sa valeur minimum. Ici nous recherchons, de fagon
plus générale, les directions de I'espace des 87, pour lesquelles
la variation seconde (7) est stationnaire sous, d'une part les
restrictions (2) ou (8) et d’autre part la restriction a une distance
(euclidienne) unitaire 4 = 1, avec

dr = Z(8g,)* ©)

Ceci est équivalent a la recherche des directions de stationnarité
du quotient des formes quadratiques (7) et (9) sous les restric-
tions (8).

La métrique euclidienne n’est d’ailleurs choisie qu’en raison
de sa simplicité ; elle peut étre remplacée par n'importe quelle
métrique positive.

Les conditions de stationnarité du probléme accessoire sont
obtenues, comme celles du probléme de la variation premiére 8f,
en formant a4 l'aide de nouveaux multiplicateurs j; et u la forme

0 1
b= o+ 252 Blog) — 22 e

et annulant les » dérivées partielles par répport aux 0g;.
Sous forme matricielle, dénotant par & la matrice unicolonne
des [gj,

¢ = % 8¢'Héq + 39'Gb — %uSq’Sq

— 514 —
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Annuler les dérivées partielles revient a exiger
Hég + Gb — udg =0 (10)

et, avec (8), on obtient un probléme aux valeurs propres

(D0

Les valeurs propres sont les racines de 'équation algébrique
de degré (n — m) en u
H—p G
=0 (12)
G’ o)
La matrice G étant réelle, la relation transposée-conjuguée
de (8) est

8¢*G =0
Par conséquent, multipliant (10) & gauche par &¢*
0g*Hdq = pdg*dq

et, H étant réelle et symétrique, les valeurs propres sont réelles.
A toute valeur propre u, on peut associer un vecteur propre
réel
3 =ce, b=b,
tel que
He, + Gb, = p,e, (13)

G'e, = 0 (14)

Considérons les relations similaires mais transposées pour une
autre valeur propre pu,

eH + 0,G' = pe; (15)
eG=0 (16)
En vertu de (16) il vient en multipliant (13) & gauche par e,

e;He, = F'reier
Et en vertu de (14) en multipliant (15) a droite par e,
e;Her = p,eﬁe,
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Ces deux relations ne sont compatibles avec des valeurs propres
distinctes que si

e;Her =0 3;31' =0 Bor 7= s (17)

A une valeur propre de multiplicité p correspondent exacte-
ment p vecteurs propres linéairement indépendants ; ceci découle
immédiatement du caractére auto-adjoint du probléeme (11).
Les propriétés d’orthogonalité (17) peuvent alors étre étendues
par construction de sorte que, les valeurs propres étant distinctes
ou non

eHe, = 0 e, =0 r s (18)

Les (n — m) vecteurs propres ¢, forment une base orthogonale
du sous-espace des (8¢;) défini par (8).

I1 en résulte que, décomposant un vecteur quelconque de ce
sous-espace dans cette base :

dq = z ae,
1
la variation seconde (7) peut prendre les valeurs
5% = LT ool He, = =T uadele, (19)
21 23

Drailleurs, si les vecteurs propres ont été normés par la condi-
tion (9), on a plus simplement encore

3 =3 % ol (20)

I1 est alors clair que la condition nécessaire et suffisante pour
que la variation seconde soit définie positive est que les racines
de 1'équation (12) aux valeurs propres soient toutes positives.
Cette propriété permet en particulier de vérifier le caractére de
minimum relatif d’une solution de probléme aux extrémés liés
par une application des critéres de Routh ou de Hurwitz [3]
aux coefficients de 1’équation (12).
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