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1.

. - I, Cinématique d'un milieu continu,

I. Description eulérienne du champ des vitesses.

Soient (x , x, , x.) les coordonnées cartésiennes d'une particule. Ce sont
des fonctions du temps "t , dont les dérivées

dx

'a'E!.' = u (xj » t) 4= 1y 2, 3) (I.1)

sont les composantes car:ésienmnes du vecteur vitesse U de cette particule.

Le champ des vitesses de 1'écoulement est connu quand on en possdde les valeurs
des composantes en tout point et pour toute valeur du temps., Cette connailssance
des fonctions “i(xj' t) constitue une "description eulériemne" du champ des
vitesses,

2, Trajectoires et coordonniées de Lagrange.

L'équation de la trajectoire décrite par une particule s'obtient en intégrant
le systéme d'équations différentielles

dxl dx2 dx3

= - - dt
j,t) uz(xj,t) us(xj,t)

L'intégration fait apparalitre trois constantes arbitraires (a; , a, , a3) .

Un systime complet d'intégrales, résolu par rapport i ces constantes, sera de la
forme

U (x (112)

a; = A (xj . t) (1 =1, 2, 3) (1.3)
Comme les a; sont des constantes pour une particule déterminie, les Equations
(I,3) représentent trois surfaces qui se déplacent et se déiforment avec le temps;
la particule est constamment situfe 3 leur intersection. Les trois valeurs
’ y @ ) qui caractérisent ainsi une particule donnée et permattent de

éerminer sa trajectoire 3 1'aide des intégrales (I.3) sont ses "coordonnées
de Lagrange". Pour former un systéme complet, les intégrales (I.3) ne peuvent
€tre liées par une identité

F (A (x5 t) ) =
Par conséquent pour toute valeur du temps le jacobien
D,( A] » Az ’4A3 )

D X 0 %, 0 X, )

# o0 (I1.4)

Dans le voisinage d'une interaection les trois surfaces n’ont alors pas d'autre
point commun correspondant aux mémes valeurs des coordonnées de Lagrange et on
peut en principe résoudre les relations (I.3) par rapport aux coordonnées carté-
siennes

x, = X (ai y t) (j=1,2,3) (1.5)

] 3

Ce sont, pour une particule (a, , a, » aa) donnée, les équations paramctriques
en t de sa trajectoire. Les composantes cartésiennes de sa vitesse s'en dédui-
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sent par

(.34

X o
5?1 - Uj (a; , t) J=1y2,3 (1.6)

Elles sont ici exprimées comme fonctions des variables (ai » t) et constituent
la "description lagrangienne" du champ des vitesses,

De méme, le champ des accélérations est fourni en description de Lagrange par
les composantes 32XJ/at2 .

Soient (";. x; 4 x3) les coordonnées cartésiennes d'une particule 3 une
époque conventionnelle que nous pouvons toujours, sans nuire 3 la généralité,
caractériser par t = o , Nous tirons de (I.3) ses coordonnées de Lagrange

a; = A (x; sy 0) (1 =1, 2, 3) (1.7)

Cdume d'autre part la propriété (I.4) est valable pour t = o , nous voyons que
les &quations (I.7) constituent un changement de variables lagrangiennes, Les
formules de transformation inverse sont, selon (I.5)

x; - xj (ai » o) (j - l. 2. 3) (1-8)
En d'autres termes, les coordonnées cartésiennes d'une particule 3 une époque
repére conventionnelle sont des coordonnies de Lagrange particulidres auxquelles
11 est toujours possible de se ramener en principe. Un tel choix n'est cependant
pas nécessairement le plus commode.

3. k{._apes de courant,

Contrairement au cas d'une trajectoire, une ligne de courant est définie 3
une époque t = £ déterminée et est constitufe de particules différentes. Un
€lément d'arc (8x, , éx, , ox ) d'une ligne de courant est orienté suivant la
vitesse de la particule occupant l'origine de 1'Elément 3 1'&poque considérée.
Les équations différentielles d'une ligne de courant seront donc

6x 5x ' §x
l 2 - 3 (119)

D (a8 uy(xy,0)

Deux intégrales distinctes de ces équations
G, (-xj , ﬁ) =-c
(1,10)

G2 (x, , €) = c,

représentent deux familles de surfaces dont les intersections sont les‘lignes
recherchées, Ces surfaces et les lignes de courant se modifient en général
quand on change le paramdtre € ,
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4. Lignes d'émission,

Une ligne d'émission est, 3 une Epoque € déterminfe, le liem formé des par-
ticules qui ont passé (et qui wont passer) par un point donné E(%, , % , %,)
de 1'espace. Cherchons d'abord les coordonnées de Lagrange de la particule
passant par E 3 1'instant t : par (I.3)

a, = Ai (%, , ¢t) (1 =1,2,3)

b
et substituons ces données dans (I.5) pour 1l'époque £ ., Il vient

xj - xj ( Ai (gk » ﬁ) L e ) (j - ll 2! 3) (I'II)

Ce sont les &quations paramétriques em t de la ligne d'émission du point E
3 1'époque T , Cette ligne se modifie en général suivant 1'Epoque considérée,

5. Cas du moyvement permanent.
Le champ des vitesses est dit “permanent" si sa représentation eulérienne
est indépendante du temps. Suivant cette définition on a par (I.I)

dx

'&?& = u, (xj) (1 =1,2,3) (1.12)

aui

S0 (L=1, 2, 3) (I.13)

cherchons la structure particuliZre qui lui correspond pour la description
lagrangienne de mouvement., Observons i cet effet que les deux premidres Equa-
tions différentielles du systime (I.2) des trajectciras deviennent en vertu
de (1.I12-I3) identiques aux &quatlcns diffirentielics (I.9) des lignes de cou~
rant et fournissent deux intégrales indépendantes du temps

g = A (x)) (L =1, 2) (1.14)

Elles représentent deux familles 3 un paramdtre de surfaces fixes, dont les
intersections, &galement fixes, définissent aussi bien les trajectoires que les
lignes de courant. En tant que trajectoires ces lignes peuvent €tre, pour une
particule donnée, gradufes dans le temps 3 1'aide d'une troisi2me intégrale de
(I.2). Le temps étant maintenant une variable séparfe, cette troisi2me inté&gralc
est de la forme '

a +t= A, (x)) (1.15)

3 3
Résolues par rapport aux coordonnéés cartésiemnes, les intégrales (I.I4) et
(1.IS) fournissent finalement du mouvement permanent la représentation lagran-
gienne particulilre

xj - XJ (ax »a, , 8¢+ t) (g=1,2,3) (1.16)
Toutes les particules dont les deux premidres coordonnées lagrangiennes sont
les mémes suivent donc la méme trajectoire ou sont situfes sur la méme ligne de
courant. Il est &galement intuitif qu'une trajectoire devient ligne d'émission
pour chacun de ses points. En effet, exprimant dans (I.I4) et (I.I5) que les
coordonnées d'une particule sont celles (%) d'un point d'émission 3 1'E&poque
t



4,

A (R) = a A (R) =8 Ay () =a; +t
et substituant ceci dans (I.I6) pour t = € |

x, = X (4 &), 8 ®R),4 B)-tc+t) (1,17)

Ce sont des Equations paramétriques en t pour la ligne d'émission de

E(} ,% , %) 2 1'époque £ ., Elles ne diff3rent des &quations paramétriques
(1.16) d'une trajectoire que par ume transformation linfaire du paramdtre,
Trajectoires, lignes de courant et lignes d'émission peuvent 8tre relevées par
des techniques expérimentales varifes., Si le champ des vitesses est permanent
ces courbes doivent s'identifier 1'une i 1'autre.

6, Analzse locale du champ des vitesses.

Anilylonl le champ des vitesses dans le voisinage d'un point P 3 une Eépoque
donnée. Pour faciliter 1'écriture nous pouvons toujours, & 1'aide de transla-
tions approprifes, ramener 1'&poque considérée 3 t = o et les coordonnées de
P 3 x,="mx,"x3=0,

S1 le champ des vitesses est différentiable en P , on peut &crire pour sa par-
tie principale

ug (xj »y O) = u, (o0 , 0) + } xj Ei;i) (1 =1, 2, 3) (1,18)

Les termes négligés peuvent, par définition de la différentiabilité, Etre rendus
arbitrairement petits par rapport aux termes conservés en limitant le voisinage

du pofnt P , c'est-d-dire les &carts Xy o Dénotons par

%y
i
Aw{ (=) |} (1.19)
{ (”‘3)0 |

la matrice des gradients du champ au point P , Sa partie symitrique sera notée

1 1
—5(A+A)-‘0-{G£j} | (1.20)
et ses Eléments auront donc pour valeur
du Ju
et (ot 4] =
®3 "7 ('5;; + axi)o' 81 (1.21)
La partie symétrique gauche sera notée
[} “Ua Uz
s @B-A) ==l w o -, (1.22)
"lﬂz (dl [
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Elle ne contient que gtrois &léments distincts : les composantes (w, » Wy)
d'un pseudo-vecteur w . Si la suite d'indices (i, j, k) est une pemugation
cyclique de la suite (1, 2, 3), on trouve pour composantes du pseudo~vecteur
les valeurs

du,  du
0 =7 (.5.;.‘5. - =d) (1.23)

D2s lors, comme
A=wp+Q (1.24)

les relatfons (I.1I8) se laissent mettre sous la forme

w (xj s O) = w (o, 0) + (u1 Xy = 0 x,) + 30 *k (1.25)

avec

Sous forme vgctorielle, les trois relations (X.25) s'éerivent

-
Yo
Cette décamposition du champ des vitesses, due 3 Helmholtz (I), fait apparaltre :

U +wxT+ grad ¢ (I.27)

I) un champ de translation d'ensemble avec la vitesse 30 du point P,

2) un champ de rotation d'ensemble autour d'un axe passant par P , caractérisé
par le pseudo~vecteur rotation « « On sait en effet par la mécanique analyti-
que que T &tant le vecteur de position d'un poimt Q (de coordonnées xi)
par rapport 3 ug point de 1'axe de rotation (ici le point P), le produit
vectoriel w x r fournit la vitesse en Q due ) la rotation. L'axe de la
rotation est le support du pseudo~vecteur et le module de ce dsrmier o8t égal
i la vitesse angulaire, En ﬂmiqm des fluides le pseudo-vecteur w a regu
le nom de "vecteur tourbillen™,

3) un champ de vitesses de déformation pure, gouverné par un potentiel p ,

Dans un changement de repre cartésien

X = g :'tp coa(P ¢« PY) : x, ‘:,' X0 cos(p , p') (1.28)

les cosinus directeurs entre anciens et nouveaux axes ob&issent aux relaticas
d'erthogonalité
L cos(p, p') coa(p, r') =4, ,
P p
{1.29)
£ cos(p , p') cos(r , p') = Sor
p' ,

(1) yeber integrale der hydrodynmischcn gleichungan, welche dar virbelbaugung
entsprechen, Crelles J. 55, 25 (1858).
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=1 sf per,

ment de u@m 1a vectéur vitesse, qui sst un vacteur polairve ou
imier ordrve, voit ses coordonnies subir la transfermation

By * i u, conle , q") u, " ‘tl;nq. oo (qs 9*) (1.30)

o dfduit 1a rigle de transformation des &léments de la matrice des gradients

(1,313

&m

. (r.32)
’ Ky

sant les 1ois de transformation d'um tenseur cartéslen 3 deux L‘-um:u. :
dnge des indices p et q et simultanfuwent des indices p S & 4

Flate que 1ss Eléments de la matrice transposée A" cbEissent m ma lods

foimation. Les ﬂhﬁn&s dﬁ la matrice © , défiale ga¥ (1.20) &6 ¥T,2%),

i W8 eoordonnfes d'un temses am:iqm du second opdee ¢ 1o teitegur
¥ 8 dEformactons D'ed ‘les foruules

.5

8, 0™5 B 8 ooslp o §') cosly . 4")
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ﬂ'!‘t - ﬂlz (Ml " 9’) _6055"(3 » qt) - .co“z . P') I.‘.Oﬁf), . q’))
+9,, (conla , ') c0s(3 , q') ~ cosl3 , p') cosl2 , ¢'))

5 (500€3 o p') cosli , q*) - cos1 , p') cos(3 , q'))

i.'&ckaﬁc- dox tndices p et q montre qua le caractdre de c;mét.ri.s gauche
92 otiivd das le soyvean e, Ds lors, a4 o' » 4 o 2') est vue

swalique dg €1, 2, 3) , la fommule précidente peut mettre en &vi-
de transfoimit it des compossntes -t:ictu ' de g :

B B eigse Lo nittiaur & 3'6imaat cos(p , ') dans le diterminant
confl , 1Y) coals , 23 eoaln , 3')
4= | conlz , 1) coslz, 2") cos(z, s")’
l cop(3 4 1') cos(s , 2')  cos(s , ") I
tés fotmulas bien commigs di la th¥orie des- dEtesmdnants

g, wom(r 5 1) Byrr * 4 8y

gisrcent finalement d¢ pettie la loi de transformstion (1.34) sous we forme
A (1.35)

L wp oo, D) =

L

' IE} hile des coorddintas 4'un vecteur. Elle o'en diffare gue par la
d Saerevr & Bt delmdeol esx €gal 3 # 1 &1 1w nouvesu repire cou-

% ou lewayye) de 1'ancisn. 5'{1 y a chasgement de sens,

3l 8 ~1 .18 mw fomﬁ des cmpountau etzicm cf’m tenseur

Se nilkes produtt vactoriel de deux wecteurs polsiras 2 #t £ est un pssvie
W !i suffit pour le voir de considérer le tenseur cartésien du second
oxdrs & ppodult tensoripl dv ¥ et da © , deat Iss coordoxpées gent les 616~
mests de ia astrice | .

i1 4™ by ab,
'a,& 85,  ab,

"3’1 ﬁ h I’b s i

e tenipur syibftrique gauche correspondent C - €' a pricisément pour composene
tas strickas len coordonnées du prodult wectoriel ¥ x ¥ .
ﬁt ing 1'exige 16 suns pliysique de la deamo:iam (1.27), le pro=

' otoriel & x ¥ est ui vectenr polaire, La sansibilits su chongemsnt de
m&m@u & disparu dy fait qu'us des deun facteurs eat 1u£~ntuunpm
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Quant au boten:iel v , c'est wn invariant, En effet, appliquant successivement
1les formules (1.33) et (1.28) S

. 1
$oy II epq X, X "7 L L, 0.,

T Y '
P4 Lok %y (; x, cno(P.?f))v(z x, coa(q,a’))

041 Xy R,

1
ms LI
2 prqg P9 P4

Le champ des vitesses correspondant aux deux premidres parties de la décompo-
sition de Helmholtz est compatible avec celui d'une particule rigide. Pour Etu-
dier la signification physique des cooxdonnées du tenseur des vitesses de défor-
mation nous portons uniquement 1'attention sur le terme grad y ; ceci revient 2
snalyser le champ dans un rep@re local dont 1'origine serait entralnée avec le
point P et les axes orientds par la rotation o .

As potot Q (x;, o, ©) 3 l'époqua t = o, les composantes de grad y sont

(xlﬂl TRLT ’1013) « Par conséquent, aprés un intervalle de temps &lémentaire

dt , 3 nouvelles coordonnées de Q seront devenues (:l (He“dt) » xlamdt R
dc

x,0, 4 et sa distance 3 1'origine P
l x, l T+ 2 €y
L (a2 2 4 02 Yde2
avec £, ™ 8,y de + ) (6“ * elz* 013)dt .

Négligeant les Infinimeént petits d'ordre supérieur au premier, cette distance
vaut

| = | Qe 5 | x| Ges a) .

La vitesse avec laquelle 3'accroft la distance PQ est domc | x, | o, e,
divisant cecl par la distance primitive | x, | , om voit qu'on peut rétonnat-
tre 3 ¢ la nature d'un accroissement spécifique de longueur par unité de
temps, ou vitesse de dilatation linfaire dans la direction 1 au point P,

De wéme, 8,, et &, sont respectivement les vitesses de dilatation linéaire
en P dans iea direciiona 2 et 3,

Considérons maintenant, en mfite temps que celles de Q , les nouvelles cocrdon-
nfes ('&2 8,4t , x, (1+ 8,,d¢) , x, ezadt] du point R , primitivement situé en
(o, X, 0) . Le produit scalaire des nouveaux vecteurs de position est

xmx { G+ dt)e, dr+ 8, 0+ 8,,dt) + 0, dee, dt} =

2 x % 0, dt |
en négligeant les infiniments petits d'ordre supérieur. Le m@me produit scalaire
peut 8'écrire

| | T5T% | |T7Tc, cos (3-day,)
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g = mnpxﬁa;sge la dimipution suble par 1'angle, primitivement droit, entre
R+ Prenmat x, et x, positifs, pour qua ces direc-
it endles colncidant primitivement avec les axas 1 et 2 du npare.
a aie ordre 4'approximation et &gslant av régultat préobdant :

¢ x dg_ %2% % 8 _ 4t goit 2 0, o 22
RO, REX X 0, “a

On trotverait de méme que 2 8,; et 2 0., sont respectivement les vitesses de
diminution des angles entre tha airectim primitivement alignées sur les sxes
2 et 3 d'une.pary, 3 et 1 d'autre part,

Revenant sux formules (I.2I) nous diroms que

du 3u
*.11"‘“1-__1""5;&"'5;‘1' 1és

4
asiocldes sux pafres de directivos indiciées.

m telstions dc"';:roponimuté

Wwhzx, w/x, w/x,

* % -
ftion, vectoriellement £guivalents 2

-

grad p =8 T

m Mm par le cirsdctdre howogins du systime linfaire qui en résulte pour
recharehe de ces coordonnies :

8 x, = 8 x, (1 =3, 2,3) (1.38)

Y %y
W que (x;) est wne Splution aon trividle de m systion, (x x4) ol ¢

Qﬂ ﬁn mhit& arbitraire en ast une autre.

Tous les points d'une droite PQ vérifient le syst2me (I.36) du moment qu'un

sepl de ses points, autre que P , le fait.

En notation matricielle, le systime (I.36) pour la recherche d'une direction

principale s'dcrit

0r=6r ' (1.37)

ol r est la matrice wiicolonns | x; ] représentant le vecteur T dans le
repire utilisé. Le problime posé ast donc celui de la rechexche des vecteurs
pinpres = et valeurs propres 6  de la matrice symétrique © . Les valeuzs
pmhmc sont les racings de l'équa%ion algébrique du troisidme degré en @

8. ~ 8 9 6

11 ‘12 "3yt .
- »» : ' Y ’ 1.38)
®31 %32 0~ 0|

3 wismt conpstiblvs led Squations (I.36). La théorie des valeurs propres
pren: qah cas racines sont réelles ainei que les vecteurs propres, défi~
nh 2 un facteur scalaire prds, qui leur sont assocife. Ainsi la déformation
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possdde au moins trois directions principales réelles, Si les trois racines, qui
seront notées 6, , 6, et 6. sont distinctes, les trois directions associGes
sont orthogonales. Si une racine est double, la déformation posside un plan

dans lequel coutes les directions sont principales et, assocife 3 1'autre ractne,
uns direction principale psrpendiculaire 2 ce plan. Enfin pour une racine griple,
totites les divections sont principales.

Daus un repire orienté suivant des directions principales, la matrice du tenseur
des vitesses de déformation se raméne 3 la forme diagomnale

ec -] s)
e .
- -} ;) 8 ]
(] o -
e’!

L&s vilsurs propres sont donc les vitesses de dilatation linfaire suivant les
directions principales et les vitesses de glissement aseocifes sux directions

prinsipales sont nulles, Le potenticl prend 1a forme

- 1 ! 2
v (:ﬁea*xé 6 *+ =2 eY)
Duns le lsguge de la pEomStrie analytique on dira que la famille des quadriques

$ » constante a &té ramenfe 2 ses axes principaux.

A paxtir du systdme (I.36) il est facile de montrer que les vecteurs propres
sont de# wecteurs polaires et les valeurs propres deas invarisntes. Ceci est par
ailleurs Evident si 1'on observe que, le potentiel ¢ &Etant imvarisnt, les axes
priacipaux des quadriques y = censtante ont une orientation indépendante du
repire et que las valenrs propres sont les vitesses de dilatation linfaire sui-
vant ces azes. Diveloppons alors 1'équation (I1.38) aux valeurs propres et ordon=
nons-la selon les puissances de 9 .

~63+0,702~0, 0%+ = (o, = 0 (5 - Ol =0 *o (130

Las vacings Etant des invariants, il en est de méme des coefficliemts :
o dopt les iavariants amentaux du tenseur des vitesses de dfformation
By =8y + 0, t 0,0 T te, (1.40).
922 01 82 * 822 053 * 0y, o, - (o, 023 * o3/
6,8 * g8, * 8.0, (1.41)
_ . : ' h 1.42
°s‘l°1.1'-°¢°a°v (1.42)

La signification du premier invariant fondamental est l1i€e au changement de
volune ¢'une particule, Les vitesses de glissement &tant nulles dans un repire
de dixections principales, un petit parallélipipide rectangle da volume primi-
tif !lha d;xﬂ d‘v reste rectangle 3 1'époque dt , ok son volume est devenu
dx (14 g, dt) dx (1+ o, dt) dx (1+ g dt) par suite de la dilatation des arBtes,
ﬂt‘:ligp@t les i8finiménts petits d'drdre supérieur, mous trouvons pour 1°'accrols
sepent de volume 1'expression A
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axau (a *snéa)dt

. *'Aﬁ,, 48t 1a vitasee ,4'ﬁemhmg
t 31 _a»:,% mpai.ne ? Mﬂd‘ﬁ,

qv§=—~-ém3 (1.43)

siusi le mdme gens fp&ythu a tcnhiu "divergence du vecteur vitease"
mt son caractdvs 4'invarisn

s ghoond Iuviieiant fondatental 6, st plus avaitageusemest interpréts em
stion avee 1o premier. I1 y & ob effet intfrSt & lmsginer \im décowponition

ﬁ lt mmzm purs en daux parties ¢

* L8 pendd sageneit ds woluss ref
8P dta parumlc,

= 1a ssconde est un changement de forme de la particule sans chapgement de
wolime ou "distortion™,

it 1'bomothétie pat Tapport

o une SO

CRten | yasiition vevisnt A considérer la matries o
MiEN o LIS o, <11%, %2 %1
g @ o 173 6 e * gu 8,, ~1/30y 62'3 | {%.44)
1 -l/%8s
° ° /30, %31 65 935 ~1/301

Le prepier téims reprfsente un temseur isotrope avec vitesse de dilatation 1fné-
atre Egalo dans toutes lef dtreeuma. ce qui respecte 1'homothétie de la pap~
ticule tout en rendant de la totalité de la vitesse de dilatation cubique
le second terme upténntg le tenseur "déviateur® domt le PI! nier invagriant
daphntal est nul par coastruction. Le second invarisnt 082 du déviateur
'obtient 3 partir de (1.,41) en vemplacant les vitesses de dihnuun linéairve
9“ ‘par les nimes quantités diminufes de 1/3 B, « On trouve

P 1o
8, 0, 36 (1.45)
On trouve aussi en remplacant 9, ‘et @_ par leurs expressions en fonction des
05y 1*expression remarquable 2
e el te wn Y ate ~a 32 - 2
o, »g{ o, =8,,)° + (g, -9+ (049 = 0,0 )
* 2 * z
+ 0], 02, ¢ 02

£11s wodtre qué, tout comse 1'mnulatica de §; falt cgspauicu intégralement
1a partia 1gotrope de id défotmation, 1'ennulation de wl.m

 {1.46)

0, %8, %0, *1/30 o -

1 22 33 18
e 14 digparition intégrale du déviateur,

" -0
T8,"0
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-
Au couts §¢ 1'snalyse locgle du chaisp des vitesses, les up&:nim: M m u
MQ ot ¢8ev § apuv apparues em snccession et ont recu des expressi
: it tqued difinies pour uyn ¥epire cartfsien. Leur sens physique permet do
mex du «mmn- intrinsliques et d'en déduire leur expression mathi-
survilignes parfois mieux adaptés 3 1a nature de chague

t tos définitions dans les sestivnd sulventes, nous surons an ok
: sion de falre un wappel succint des théordmes de Gauss-Green ot de

llm wma d&j! tncunnu | l'upmnm dtv 3 l.; ut.nu d'une vitesse de

dilatsticn eubique. Considérons un volume €ini D , simplement connexe, limité

par ume surface fermée S5 et wi point 0 de réffrence 3 1'intérieut.

Soit n 1ls normale unitaire exférieure en un potut P de la surface, ol la

vltem a pour valeur u , et r 1le vecteur de position du point P par rapport

2 o.mm la surfage coutis eatralnde awec le flulde, l¢ changement de
mm Elimsutaize Losp d¢ O et déchupans wne aive d5 mutour da P

.12 e ae

Supposant le produit scalaire ,{ﬂ + B) positif, cette mesure est celle de 1'acw
zolsgepient du volwe si (r . n) est positif, de la dipinution du volume i
"? ut wégatif, Par conséquent, el le wnine dngle solide £)émbutair L
1éments 45 mur la mfaee limite, la somné des wesures
ponfghtes sarait &gale 2 1'accroissement du-volumé appartensat 3 D .

—

FtSt ) % 4

t dg volune total de D est donc mesurfe par 1' inté=
2

u dtvergence du ehamp des vitesses é¢n O peut alors Etxe définie e tant que
vitesse g dilatation cwbique par la limite

div 3 = Lin & H (4 . n)dS (1,47)

, us ¢n fatoant tendve vers zére le volume t contenmnt le point O . Cetke
uls pank sagviy de d6finition intrinslique 3 la divergence de tout autte '
m de vectetrs.




L3

% volulie £lémentaire At , la définition précédente mient 3 1a forme
taincinlle du théordne de Qeuna-Gresn

dv 3 At s (@ . 2)a8 (1.48)

ol 1a scome est Etendue aux facettes Elémentaires limitant le volume &l&mentaire.
Le thSor2mk s'étend 3 un volume fini en divissnt ce dernier par des cloisons
intérieures en una jmapaﬂc&pg de volumes Slémentaires. Comme sur wme cloison
tatérieure le flux du vecteur u ne faft que sortir 4'un volume §lé&mentaire
pour entrer dans un autre, la somme des flux ne doit ¢'Etendre qu'3 la surface
eitirieure § . On obtient aftist la thiordme da UCsuss

JIf, aav uodr = Hs (s . n)ds (1.49)

La définicicn intrinsdque (X.47) ou la fofme difffrentielle Equivalente (1.48)

sont particplidrement commodes pour sbtenir 1'expression mathématique de la

divergance sn coordonnfies curvilignes.

Solent 3’. L ‘t (Qj) (w1, 2,3 {1.50)
3=1,2, 9%

fés forules de transformation des coordonnfes cartésfennss en coordonnées cur-
vilignes (qj) « En chaque point de 1'upau existe un repire naturel local

mstimt de"trois vecteurs de base g » d8finis par leurs cowposantes carté~
p
ax x ox
. 3 )
(5 » %+ %) dtnEs

u sont tangants en ce p int aux courbes m\vm leaguealles se coupent les
qy = constanté , Le ¢artf de la distance entre le poeint P{qj) et le
potnt votdé Q(q, + dqj) vaut

Dti 381

2 by 2
dszczt:dxi.i(;:ﬁ;“j} .z -( 343 a‘k)dqjqu

nm nous limitons au cas ol les surfaces se coupent toujonn 3 angle droit,
c'est-A-dire sux coordounfes curvilignas orthogenalea.
Les vectaurs de base du repdre local sont orthogonsux ¢

jék (1.51)
&t Lo carvé de la distance & )
(1.52)

pour les modules carrd des vecteurs dé baees
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Nous appellerons s 2, 3) 1les projections orthogpnales du champ o
sur les directioms iu repEte local‘

Pour le calcul de la divergence du champ U au point O(qj) nous considérons
le volume Elémentaire formé des points

qy *+ & 4 q 0 ¢ & €1 (U=1,2,3

Le flux sortant de la facette 51 = 0 a pour valeur

1 p
~44, b4 Io fo (4 g 33);1-9 dg,dg

Le flux sortant de la facette opposée £

1 1
*aq, aq, [ [ (v s 33)£ a 96,46,
Pour &valuer ces contributions avec la précision nécessaire pour effectuer par

la suite le passage 3 1a limite Aqq + 0 , supposons le champ © différentiable
au point O et calculons la partie”principale de u g,g, dans le volume :

= L
%1 8,8 (uaazga)o * § 848 9 aq, (uxszsa)

Les dErivées partielles sont &valudes au point 0 (cj = 0) .
On en déduit

, cpe - |
(v 88, €)= - (v8 )z o "9 g (1,8,8,)
et 1la contridbution des deux facettes au flux sortant est
g2
Aq 84984, o, (v, 8,8,)

Par tn calcul similaire pour les deux autres paires de facettes i1l vient au
total

t@ . B)as = aq 28, 8§, ( 39 3-- (ug8,) *--;- (u,8,8) + 3--3- (u,8,8,) )
Au néme ordre d' approximation le wlm €lémentaire vaut
At = (313233) 449,844,484,
et, par application de (1.48), on trouve finalement ;

> 1.54
div a = %%%(a%(ugg) 2@33)* (ugg) )  (1.54)

En coordonnfes sphériques (x, 6, t) par ex»npie, oll

452 w dx? + x2 d 82 + r? sin2 0 4 ¢
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divi =

(%—-(::z s:lneu)+3-(rsineu)*-—-(ru))(ISS
2 sin g

9. L'opérateur rotaticnnel et le Théoréme de Stokes.

On peut établir une premire définition intrinsique du rotationnel en suivant
une voie semblable,
Le second membre de (1.48) est remplacé par 1'expression amalogue

L (ax was

comportant un produit vectoriel au lieu du produit scalaire et représentant par
conséquent un vecteur. Etendons d'abord la sommation en coordonnées cartésiennes
aux #ix facettes du parallélipipidde rectangle &lémentaire

x, + £ { A x

$ ogE, g1 (1=1,2,3)

Pour la facette {, = o les composantes cartésiennes de (3 x W)AS sont
, ) - 2
o , +.Ax2 LEN !o ,o (ua]gl - d£2 d;.s . bx, Ax3 ]o !o (|.|z,)€1 .o dgz dES
Pour la facette opposée El -]
1 01 1 4l
0 , -bx Ax, Io Io [113)El o %, &, s *OX AX jo lo (ul)ﬁl o 46, e,

Par des développements limités aux termes du premier ordre, comme pour le calcul
de la divergence, on trouve

( ) (uy) =

Y - u = A X (i = 7. 3)

les dérivées partielles &tant &valuées au point (¢, = o) . La contribution de
la premi&re paire de facettes 3 I (3 x 1)AS est alors

o , --Ax Ax Ax +Ax Ax Ax

) ' 2%,

3o ’ =)

Ajoutant par des calculs similaires la contribution des deux autres paires de
facettes et définissant en coordonnées cartésiennes rot u par ses composantes

Ll

%, du, . 8u du, ' u, au
e = ) » Rt W S » SN GN St »
3:2 5;3 3x3 axl axl x,

le résultat final peut s'écrire
 rotu AT eI (Ax UAS " (1.56)

Cette forme diffSrentielle, ou la définition intrinsdque qui lui correspond,
montre bien que 1‘opérateur rotationnel se comporte comme un produit vectoriel,
c'est-3~dire engendre un pseudo-vecteur 3 partir d'un vecteur polaire. Pour un
volume fini, considéré comme la juxtaposition de parallélipipédes élémentaires
(I.56) devient
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Iy v d acsf @& xdes a5

Les intégrales sur les cloisons intérieures se détruisent du fait que la normale
n change de sens suivant qu'elle appartient 3 la surface d'un parallélipipide
ou de celui qui lui est adjacent,

Appliquons maintenant (1.57) su volume limité par deux surfaces planes paralldles
8, et 82 et e bande cylindrique perpendiculaire B .

?180 I.2,

Leg norgales witaires extérieures aux faced s et S, sont lifes par

2
-u,-uzuﬁ,don

Iffnrot; d‘r--!IslKx?idS#[[szﬁnads'bffaﬁxadB

?20 relation vectorielie est maintenant projecéc sur la direction R ; comme
' )- o, i1 reste

Iffnﬁ.tot'ﬁ dr-ﬂnﬁ. @ x B)dB

Prenons maintenant pour la bande cylindrique une largeur &lémentaire dh , de
sorte que 1'&lément de volume puisse s'Ecrire

d t = dh ds
et 1'élément de anrfaca da la bande

d Ba=gdhds

ol ds est 1’616unt d'arc du contour ¢ limitamt 8, -5,
Alors

l[ ﬁ.rotﬁ dS-, Ko (:x.':)d.
8 c

Mais ﬁ.(ﬁnz)'zoﬁx-a)'z.z
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o t w;z ¢ anftaire tasgent su contour et orients de tella fagon que
1s triddya . soit supprpossble su trildre de référence. Le résultat
finad

aBt @ cas t.cul r du théorine 4% Stokes sprine qun ls flux du retation~
9% i s ey :

surface ) M A 1a circulstion de u sur

jpoudance eutre ssns pom# a flus ot ssaw posicif de 1s ctrculstion
( at du sens du triddvs da référence, puisqus le rotatiemnel est un
mr vectoriel. Blls se dictds par 1a alsu de auperponsbilité du

La :mm de St.oku s'étend 2 wae surface ga vitraire ligitée par un
egutour ferm$ simple en 1a consfdérmit comme 1a limfte ¢'un réseau de mailles
planes £16msntairves, Le flux tosal ést cooposé de la sowme dus flux 3 travers
lu sailles {ndividuslles ez fournit 3 la limite le premier membze da (1,58)
Stendy & la surface comsidéeSe. Dans 1a poumation des cireulations autoer de
qua waflle, la contridurion d dhsque segment du contour résesu iatérisur est
aulle car 11 est parcomru wne fois dans chaqua sems. Il na subisiste que la ciwews
lation sur le contour limitmst la surface, ¢’ eat-2=dire le second membre de
{%,38) dont ls validité est maintensat ginéraliste,

Appliqué 3 woe maille umfmm. le théorime de Stokes fournit lui awssi
wme mwciu intrinsdque du xotaticamel. Nous 1'utilisons pour Stablir scn
exprassion nathlmatique en coordonafies curvilignes orthegonaleas
Prepons ma matlle &limentaire dans la surface q; = constante , oArictlrisfe
par 1'eideubls des points

qzig Aq tl,*e Ml‘ occz.z,n

$¢ B st erientf selom 3, , 11 faut que % et T sofent, dems 1'ordre,
superpassbles 3 et g3 et ceel imposs coibh sens de parcours de 1la maille
ABCD correspondant 3 la xotation de s, wrs §,

CIf‘:;I,f3=4]'

{f 84/ f :0} .ri... I.3,
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L circulation sur 1a watlle & pour valeur

"‘%Il( ‘:);-o 4y

su point A , on trouve les parties

18, ipposmt la dLefbrentishilit du champ

e, = (bl <o 5 Gy

uf la efrculstion 1'astimstion

Yol po

bg, Aq, f%;; te8,) = §- (e, )

i e Plux do rot u 2 travers la maille est

¢

sante dw rotstidnoel dins la dfrection §,

wot, i- ‘-L;: ( %‘;; (u,8,) - %—; (8,8} ) (1.59)

Les deus sutrss composantes s'en diduisent par permutation cyclique dn indices.
Adnat en cosrdonnes sphfriques ¢

cu ( g-; (r ¢in o u*) - -5; (r u,} )
5 (dgv, c o)) (1.60)
mt;' T (%&5(:#.!*%3“,)’
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v SROBEIREEA RealetriguNS Gu TORALIORNEL,
1a proyri#es div ¥ox %2 o

ss virifia Lmidiatemsnt par csleaul en coordenubes enzﬁm Uie démonstra
ticn plus imstructéve peut 3tre basla sur les définitions intrivsdques des opé~
TATOUTE .

Par 1s m;cm d'm:mmlat appligus 2 une réglon simplement connexe !

mbdtvmhr-ﬂsmﬁ.z ds

Divisons la surfacs fermfe aimple § en deux parties §, et 8, par un con-

tour fexml simple c , tracé sur cette surfacs et dtﬂaum un sens de par-
mm ¢ tsl que 1la ootimals axtfirieurs n sur a, corresponde su sens
ositdf du flux dens le théprine de Stokes. Aloxs ‘

0

8, c

mﬁ:ﬁmu 8, 1l ssus positif du flux est cpposs i 1a normsle extérisure
ot :

Hs‘m"’u._ Ed-s--gc”&.ida
Par sidition dss deux dernines résultats il vient
[” dtveot Gd t=o0

ot la proprifts (1.6I) én découls par wi passage 3 ls limite,
Cette propriété s'applique en particulier au vecteur tourbillon

=3 rot Cdva =z oo (1,62)

o emcmne (1.63)
e 1 :
a sera 48fint & la niwe Gpoque crume 1'enseuble des 1igoes

ent suyxr uwn dontour ferm c .. Appliguons A un segment de co
Scd (1,62) on plus exaitement ok forme mmm

5, bE,

3

”3. “eon dE8=o



20,

La snrftu fermée 8 est ccostitufe du sections transversales limites S, et

qui s'appuyent sur les bozds c, et °z et de la surface enveloppe engen-
dk- par les lignes tourbilloms 2 trevers laquelle le flux est nul par construc-
tion. Par conséquent _

st}:.:l d?.*{jsz:.a’z dS=o

ou encore, prenant une normale unitaire &, opposée 2 @

de facon 2 définir
un seul sens de parcours le long €u tube <

1

1

sl
Cette propriété peut s'énoncer comme suit : le flux du rotatiomnel de la vitesse
4 travers une section d'un tube tourbillon est indépendant de la position de la
section} c'est, par défintuml 1'intensité I du tube,
I1 en découle que la section d*tn tube tourbillon ne peut s'annuler au sein du
fluida sans que le module du rotationnel ne tende vers 1'infini. Un tube tourbil-
lon ne paut que s'étendre 3 1'infini, se fermer sur lui-mSme en anneau ou se ter—
miner sur une paroi limitant 1'&coulement. ‘
Une application du théorime de Stokes transforme Zgalement le ré&sultat (I1.64)
dans celui, équivalent,

2 ff w.R dS-Z[]s:.ﬁzds-I (1.64)
2

§ Uu.tdswl (1.65)
c

L'intensité du tube est &gale 2 la circulation de la vitesse autour d'un contour
fernf entoursnt uns fois le tube,

S

V

»NP

Fi'o 1.4,

Tt

Dans certains &coulements contournant un obstacle il peut arriver que des lignes
de courant se rejoignent derridre 1l'obstacle pour former une surface de discon-
tinuité dans la vitesse tangentielle, On peut montrer qu'une telle surface est
&équivalente 3 une nappe portant une densité superficielle de tourbilloms.
Rapportons la surface 2 des coordonnfes curvilignes orthogonales q et qi“ at
001: a dq, le déplacement Elémentaire perpendiculairement i la urfnu.

cs déplacement on passe du c8té qy ==~0 de la surface au cBté
., - w o « Par la fomule {(X,59)

5 ( motd g dg, )= ’g'ci; (uggy) da, '%i: (u,8,) da,
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Passant & la limite dq, + o avec continuitd de la composante uomln uy de
1a vitepss, il viant polr le discontinuité de la cowposante tangentislls u,

Us (ror, 8 g dq, ) =28 =, (. ¢ = 0) =1, (4, g, * 0)
_ (1.66)

§oa par 1a foruule coyrespondmnts pour ls seconde compossnte du rotatiommsl

Ua (vop, U g, 80, ) =22 =5 (30 9, +0) -y (4§ - 0)

e, st az sont les composantes d¢ la densité superficielle du tourbillom,

rchons sucore une d&ﬁni.:im intringdque de grid ¢ .

mm: ‘# ot affet 1'sxpression vestoriella I ¥ n AS Etendus aux facettas
d'ue parellfiipipide Elfmentaire en coordomnies cartdi ieunes, Pour le facette
(P © ;- iss contributions 3 1'sxprassion sont

AG Al L T

Pour la facatte £ =1

Yooy |
sog, 00, JOL (v Jem %, ¢ 08,0

potential ¢ difféventidhle au point &, » g =& " @) on trouve la
% on ‘;.Q

£ }gz.q - ( ¢ )tlm . M‘ &l‘)
ot la contribution des deux fgcattem 2 pour partie prin :ipale
aq, 84, %}; e 0 . 0
Ajoutmat les costridbutions des deux autres paires de fa:wttes {1 vient, eu &gard
8 1a d8finitien ds guﬁ ¥ ep coordonnSes cartésiennes

Ivdasoegrad g ar (1.67)

k% A1 + o casl opmetitue me JEfinittem (ntrinsdque du

‘ Y oty & ud ¥plube fini en le considés mt cotme un assom~

e 48 pay #a Elfmantalires, 11 v a dastruction des camtributions sur
m&mm pax suite du changement de seus de la sormsle suivant

qu“"n. est oxtérieure pour un des parallilipipides ou pour celgl qui lul est
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adjscent; il ne subsiste que 1'intégrale sur la surface S délimitant le volume.
f]s y 0 dS= mn grad § d 1 (1.68)

Appliquons cette formule au volume délimité par deux facettes planes paralliles
A8, » A5, = AS et un manteau cylindrique AB d'Epaisseur ‘Ah qui leur est
pe 142‘.&1;1:3. Avec

pour les normales unitaires extérieures aux facettes planes, il vient
. - 2 -
1 (¢2 wl)AS + ”AB ¢ 0 d3= 7S sh grad y

Projetant cette relation sur la direction % et observant que K.f%=0 sur
le manteau @

(b, = ¥,) = sh R . grad ¢

Passant finalement i la limite 3

W, =¥ ~
ﬁ.sudo-ﬁt!n At (1.69)
0

La projection du gradient de ¢ dans une direction dounée est Egale 3 la dérivée
de ¢ dans cette direction, 8i celle-ci &tait situfie dans un plan tangent 3 une
surface Equipotentielle ¥ = constante passant par ce point, on aurait

dy/dh = 0 : la projection du gradient sur le plan tangent est nulle. En un point
oii la surface Equipotentielle posside un plan tangent, le gradient de ¥ est
donc perpendiculaire 3 cette surface.

L'application de la définition Intrinsique @ un volume &lémentaire en coordonnfes
curvilignes orthogonales conduit aux expressions

‘

1 ) ' : .
% .5\;.1. . | (e, 2, 3) (1.70)

pour les projections de gysd ¢ dans la triddre local, On a en particulier pour
les coordonnées sphériques '

¥ .1; ki) — 2 (X.71)

du milieu continu (composante vitessa, d'accélération, pression, température,
masse volumique, entropie spécifique, ...},
En description lagrangienne le champ d'une telle grandeur
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¥ ('i » ©)

pimt un calcul facile de sa varistion damns le temps quand on la considire comme
116e aux particules. Dems ce cas les coordonnées (a;) sont maintenves fixes ot

Ta varia Jm dans le temps ou "dérivée particulaire” s'exprime par

VE (a0
9t

Quand le m8me champ est utilisd en description eulérienne

Ft‘i(xj.t).t)-f(xj.t)

la dérivation particulaire doit tenir compte des variations temporelles dans les
coordunnéas cartésiennes de la particule :

dx
Df _ af af
LA AR
..gg..:;. grad £ (1.72)

Le second terme représente 1'effet de la convection de ls grandeur par l'gcouieﬁ
mant, De plus la forme vecmri,ella

%--%E#z. grad

da 1'opérateur dérivation particulairve permet, grice 3 la définition intrinsique
du gradient, de 1'utiliser en coordonndes curvilignes.

L'identité
3F Df
ot~ Dt (1.73)

est utile 3 retenir pour la transformstion des lois exprimfes en représentation
lagrangienne aux m8mes lois en descriptionm eulérienme et réciproquemsnt.

L'opération de dérivation particulsire peut aussi &tre appliquée 3 la grandeur

saaive fondementale 3 1'&lément de volmme. Si 1'Elément de volume dr est
oonsidisll comme 118 3 1'ensemble de particules qui le constitue 3 une &poque
donnée on a, psr la définition wéme do la vitasse de dilatation cubique

‘«th’ %:" (d 1) = div & L (1.74)

Le mme résultat se retrouve em considérant 1'€1l&ment de volume en coordonndes
de Lagrange. le volume occupé 3 une &poque déterminée per 1'eansembie des parti-~
culss dimt les coordonnfes de Lagrange sont comprises entrs les valeurs a; et
ag * day & pour valeur }

dr=J d‘l daz «Iaa (1.75)
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od J est le (déterminant) jacobien

X X X

1 1 1
3:1 aaz aaa
D(x 2, x ) axX_ -a_xi axz
J - D(a a a) ’a oa ETW (1.76)
2t 1 2 3
3x3 axz axs
aul aa2 333

construit 3 partir des expressions (I,5), On aura pour la variation temporelle
du volume de cet ensemble de particules

F’ (dr) = -5-'-:- da, da, da, (1.77)

Le développement de la dérivée du déterminant fournit 1'expression

2
2.3 X D(x,x)

t ataax D(a . aT

dont les 9 termes comportent les combinaisons des permutations cycliques des
indices au numérateur et au dénominateur, Transformons alors le premier facteur
de chaque terme suivant le modéle

2
? ;l . OUI . aul DXI . 3u1 axz . 301 axs
3:5-11 "l "l 3&1 axz aal axa aal

et regroupsms les 27 termes trois par troie en mettant les dérivées du type
°“1’"‘n en &vidence @

Haz: .a_‘l{z T_axu m—’-—-yn(x'~x")}
it o =P ap. a0 3

Dans cette expression (i, j, k) et (p, q, r) sont des permutations cycliques
des indices (1, 2, 3), Or ;

X D(x,, x) -
P py - 4 s met
P P q® 'r

= 0 8i mé i

car dans le premier cas il s'agit du produit des &léments d'une ligne de J par
ses mineurs, dans le second du produit des Eléments d'une ligne par les mineurs
d'une autre ligne,

Dés lors

ou
Boy i =tagawd (1,78)
t i 81



23,

et, substituf dams (1,77), 1 réamitst est idpntique 2 (I.74).

Appliquéis fimalament 1'opfirateur “d8rivation particulaire” 3 une grandeur
intensive ginérale.

1= ff fax

I1 fant denc {maginer qua la surface § délimitant le volume est entrainée
avec la mouvement des particules. Formellement

Byl geeen-lif §areeFao

Utilisant les formules (1.72) et (1.74)

%%-f[}n(%§¢§"gruf05div:)dt ou
E- I {savEd }an (1.79)

Pinglement, par spplication da la formule 4'Ostrogradski,
&‘:-mn %éilr#[[, £@.Das (1,80)

Cs ditniar réyaltat peut &'ailleurs Stre &tabli par un raisonnement direct, Les
grands thiorimes de la mécanique sont énoncés pour lss syatdmes fermés, c'est~
i-dirs constituls toujours des mémes particules., Il n'est donc pas #tonnant

que pour leur expressicn dans un milieu fluide la dérivation particulaire joue
un rle primordial, La forme (1.79) est alors bien adsptée 2 la formulation
locals de ces lois, c'est-d~dire 3 une formulation relative 2 1'unité de volume,
Par eontrs la forme (I,80) ast intéressante pour cbtenir wne formulation inté-
grale, particulilrement lorsque le champ des grandeurs en jeu ast permanent.
Les lois relatives sux systimes “ouvarts", qui Schangent des pgrticules avec
1'onvirennesnt, pouvent s'obtenir en considérant la vitesse v des points de
1a surface S qui définir 3 chaque instant la collection des particules qui
2;!: paxtie du systéme, S1 I appartient 2 un systime ocuvert, sa dérivée tempo
alle sera -

" 1", Facs Il fG.2ds

ot 1a relaticn entre cette dfrivée et 1a dérivie particulaire du systime fermé
colncidant 2 cette &poque avec le systime ouvert est, par différence :

EeRel, e (G-9.3)as | (1.81)
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szixo chasp des vitesses eat dooak o nmmmm mmum 1'exprassion
de 1'scolliration

~r

n'offre pan de difficultés en coordonufes cartésiennes, Chaque composante est
justiciable de la formule (1.72)

"’1 iu _
PR w-*l-gudu (1=1, 2, 3) (X.83)

En coordonnfes curvilignes 1'opération

%:-*(\"l srad)u

prite 2 confusion car 1'opérateur gradient n'a regu de définition intrinsique
dms scu epplication & un scalaire. Par contre la formule de Lagrange

3u w2 , >
Tegteprmdgerotuns (1.84)
o Vag.u (1.85)

il ;'mm en comm cartésiennas avec les formules (1.83) est facile
" iz, 8'applique sussi sans mubiguité en coordompées curvilignes. En coor-

nSas sphiriques par exemple

~

3u g2(r sin 6 u’)

e '?’*t%‘ (e + o} +u3) ‘—-&1 (5 - =77

a(:u) 90
v e
o Lo ¥(ru,)
rrteds b (e o G

u 3(sfn 8 u,)
-y ot -
? ' R 3(01::0
%'T?*r';%n-e%i(ﬁ*“”i)*niu"ﬂ "A),

u u 2(r sin 0 u,)

T e
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if :‘? “z“
w?*? - ? —%’3

(1.86)

ceé 3 Gvsluer la mm particulaire de catte ;uﬂm:, ce w suppose
r 118 anx gerticulas et entrainé avec laur mouvement

gitalirs dv ponition par rAfipere & un piifnt
s #9% Is gontous, de seits gue

fixe do deux

® doitribution ast nulle st ls ¢contour ne tEaverse pul ynk nappe de dis~
@Q 1s vitesss. O srouve 1& formule de Beltxam

ﬂ}-!; 5.5 'S | (1.87)

peta  la cireslation da 1'accBlfration,
mportents pour 1'Gvaloation au disagament & ¢




Um » "h narsh m 4w, grandbur fitensive d5¥inie en toug pafmt au
ailieu conting, La ssses ¢'wie m&aﬁm slors mu par le prodult m .

{2.1)

s tette lot ds conservation sexa

2 Geaneo (2.2)
Seoit, sn développant et fafiant vésge de (1.74)
Brodivieo (2.3)

Pk, i @Evaloppant la $fvivée papticulaire eelen (1,72)

%*3.iﬁe*am§~ﬁ*div@§)ﬂo (2.4)

| ois peut négliger, animis 48 18 fdit en hydrodynehique, ls compressibilisé
flglda ot comsidixer p cywe une msl;mn. ls conservation de la masse se
m: 3 1a simservetion dn voluwe ¢

frao | (2.5)
pout ls Pepréséntation lagranglecns

ddvawa | | (2.6)
Tas formss précidentes axprimsnt la conservation da ls messs sont du type loula
pong um: mue.uiqu. amuﬂﬁm pour les chimps de masse vol
s est plus mt&tesm«a Appliquent h formule

-y M _i ;: conseryatics ds 34 mm totale d'we collpctivits anfarwbe 3
*Shagls dsudidérde melm - limisé pay wom surfeace S

&fﬂn c,isaiﬂﬁ £ ¢ *J?fs tﬁ.Mﬂa @D

!Ii p ﬁ.i)as .0
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Par dfftnition (U . 2) » o sur 1a surface lstirale du tude et il se femt teair

dos flum qu'd tysvars 1es ssctimma ¢ A, ds nommsle extirisure
nee=f ot A, de nemale emtiviewss Qo R, , 0o que
JI » @ Base [ o (. R)es (2.8)
A A

Fi'. 2.10

Cael vevient 3 Egaler les dfbite msssiques dans wa afins sens de parcours 2 tra-
wverzs éoux sections du tube, Peur wn filet fluide dont les sections iafinitési~
males st HA, semt perpendiculaires su vecteur vitesse local, cette loi
ds counss fon en mouvemsnt parmmsat devient

VA ey, V4 (2.9)
ol V désigne le module du wecteur vitesse.

2.

& T

quanti

o [ AR
ol 2 heasn PRS- SISURASE S &

d'wme puéuulo est le wecteur

‘Q-p:dt ‘

Le thiorbus fomdamental do 1 méemmiqus, sppliqué 3 wne eellectivité de partices

A

‘...

3! %
b S

La

lee, paug s'berire
Bl eSacelf Taellf sidax (2.10)

Au secend masbre, le premiey terma est la samme vectorielle des forees T, d8
emsreles sur chaque Elémant ds ls surface, limitamt ls collectivitd 2 1'Epoque
considvée, par las particules extérieures, Le second tevms est la soome vecto~
riolle des foress de magse Swentwellement exsrcies sur les perticules de la col-
lectivits, Le wecteur g oot homogine 2 ume accllérvationj c'est génfralement
1'accllération d'wm champ ds gravitation,



&m #NHIH &ﬁehwm gnh (2.11)

putsgus, e» vartu du pidncipe de cobeervation de la mgsse sous sa forme (2.2) la
plup Eldnentaire, » 4 v 86 comporte came wms constenta vis-d-vis de la déri-
ﬂkm ;mtmm-. vas 48 trgasforiner le premier terms au second mambre,

s 1n te g eup 1' > de surfage en fonction des tensions T4y
se B un triddre de réfirance.

. o2,

aspritisr e un polnt P dn 12 mlm § 1'Squilibye
¢'u WEriRdre 67 m mmni d*an 81 :_A . triinguiaive 45 de la surfase
st & &p ' ’ “i raapectivemant peryendteulalres
um Gleas m Gn :utmm 1, z et & 8 diugm 1z distance de P* &
Bacagts oblique et (Ry) 1es cosinus dimuunu de la nomsale astérieuve 3




es,m m m an mmm

“[ 0%‘“*”, WSl es s Gen B

® (2,13 ax accond weiise of appdie

vgm a mm Nmﬂ

va’" ? @*0& {10 1, 3 Dl 22

2.2%5)

petit 1o mm perticulade
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(L - amy
’ﬂnd Thog pu,’ T;‘;-‘ (o1, 2, 3)

st au coibisent ces foriules avec les expressions déduites de la comservation
da 1& sasse selon (2,4)

i o

al de 18 queatics de mouvement

% G owg) o § ﬁ; (o g oy = tyq) o gy (4 %1y 2, Sé(vcmlx:::ﬂ

Elle 'm: nmr;teu un nouvean tenseus

» u} s®Y,  owe
I* | euy  ow 2 u,9, (2.18)
pus  enm o

u m visiblemsnt symétrique et nous reconnaltrons bientBt la mlma qualité au
tonguus dn tensions, Son premisr invariant est &gal an double da 1'énergle
ique par wité de volwumb, secend et troisilwe iavariants somt auls,
# 2090 (2.17) spparals tumfdistement quand les compossntes cartisiemnes du
shar neshre dﬁ (2.11) sont transformfes par 1a formule ginfrale (1.80)

&”I,.j b f‘r“‘ ve an é’t' (0 UL PN @.Dds

-”ig %g"{’“l,a‘*“s(j'j “1“3)‘3

uwnhm 18 deiniax tetioe 3 wis futégrale de volune par ls théorimg
® Ganss » 81 s contraire noms consexvons lss intégrales de surface pour
}'J st poue 1'effat des tensions, nons cbteoomi la forme intégrale ds
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m,‘( ﬁ‘bqi-ac;)du”" Ety Guguy -1y 80

{1 =1, 2, 3)(cartésiennes) (2.19)

Kllsiéss particulilremsnt inglzsssmute quand lg mouvenant est psraiisat et les
faxess dv masss négligssbles esr sile se réduit ) un calcul ds fluk de qumtité
ds gouvenent et de somsia vectorislle ds temsions sur la surface limite.

Deas cos conditions, eppliquis 3 un tude de courant, elle donne

-l s o, §

Les l“ sont les composdntes de la fores tetale exsrcfas par les tensions sutr
ia paroi latérale du tube, qui n'est pas traverse par wa flux de quantité de
RowvERenLy ot st lay sacticns temimslss (fig. 2.Is). 51 ls tube est
uatfrialisd par une te on a atnsi le moppm de celeuler 1a réacticn (- Fy)
sxsrcis par 1'6coulemsnt pavament sur la camduite,

Poyr un tibe de coursut SlSmentaize, dent les shctions tetminsles ssat perpandi-
eulaizes en wacteur vitssés, on trouve en assimilant 14 tensawr das tensions A
uhs pression isotrope (vyy @ « p}

!.j(pu‘lj-t“).dsi‘-o (1=1,2,3)

d¥ep, 0, VB, da -(p‘u vR, da (2.20)

L'sxprassion du théordus de la quantité de mmnt en coordonnées curvilignes
orthogenales est rejetés an Appendice,

ﬁ. P h .maf dl mttm é‘ﬁu pmmu m rapport 3 une erigine
ﬁ:.gmm du mowant ds 1s qumeit de wouvenenst sppliqué 3 eme collsosi~
s

BelIl, o¥u? axeff Tt syl sixt an
(2.21)
umaw)ummuwu:
i, o BGataraflf oBut ecoyyoaca

azhﬁn&:m;uu&#fmm

ﬁgﬁqanﬁﬁo
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0o a deic pour la premilrs compossste cartésiemne de (2,21)
”[nﬂ (=, % -x, Fr . Hs (tni %y = Ty :2)«& 8+ ”fb p (x5, %,8,)d 1
L'intégrale de surface se trsusforme 3 1l'aide de (2.13) et du théorime de Gauss

h - 3 3 b 3.5, 1 - N
”3 § lj (33 ', "%, th)d §w H[n 3: a_,xj (::3 T " X 1“)4 t

uas forwe locals valible en eoordonnfes cartésiennes

Dy Dy
e 9

81 spus développens encore le dernier membre et regroupons les terues

(o.-..!.-oz - § %;i' 1,)

.2...
3 0% )T

giﬂ h mt. si bian quc 1a fm locale du :hiorm du moment se méua.

qotipte tenu du calcul similaire pour les deux sutres composantes, 3 1'expressiocn

11,3 - !."- (2.22)

s 1s symétrie du tenseur des tensions. Ce résultat l'obticndrau bien entendu
d m:n plus directe ep exprimant 1'8quilibre de rotation 4'un parallélipipide
e aqus 1l'effet des couplas dlis aux temsions,

LA forme me;m. du thfordme est plus intéressante. Ella 8'cbtient en modie
fimt chaqua compossats du premier membre de (2.2I) telle que

%iﬂfn o (w, x ~u x)s

inérale {(1.80),
s ume forme vectorielle factle 3 interpréter em
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Iff, hotahaceff oG DE. Dase

”8 ?x?n :'15%”]93 Txg dv (2.23)

Dans l¢ cas o) les intégrales de volume disparaissent ce thiorime peut &tre
umods pour le caleul du momsnt des forces sxerzeles par le fluide sur des

Imn h proéuu acahi.ro nm 1¢ vecteur vi,uu. des Equations du mouve-
ment (2.14); 11 viamt

Du 2
i N T, - , .
oI T el T oRate §ous 2.24)
L ’, .
é@ P52 gdd (2,25)

C'est un bilan des puissances développles par les différentes forces, En parti-
eul:; B, est la puissance mEcanique dfveloppée par les temsions sur 1'unité
de mo

Quand en lui ajoute la puisaance déwelopple par les forces massiques onm peut cal-
culer le taux 4'accroissemsnt de 1'&nsigie cinétique,

$1, comme c'sat usuellement le cas, 1'sccélération g dfpend d"tn potentisl @

3*-#&69 | (2.26)
;o gedode-d.paar B3
et 14 bilai Gpergétique prend la forwe

'%@1;“1"35.*# $# (2.27)

La potentisél ne dépend. Mw pas explicitement du temps. La puissance
n&miqm développéa par les tensious sur 1'unité de masss (P,/p) est alors
m forme ﬁ'ua taux d'aecreuam de 1'Eénexgie nﬁm&@l totale,




ﬂ:"ﬁt qu uut puzu"a 1a puissance d!u opgéc par les tensions sur 1'uni-
té de volume. La puissence totale développée pe &vilue en examinant
d'abord sen expression ’8 pour ume coute:ivies euu:ma dens une surface
formbe 8 @

2g "8 } £y (i RITL R (2.28) |

Appliquait le théorime de Greén A cette expression valable en coordonnfes carté-
tennes © _

e lil, ‘g-;; G ug Ty s
on obtient pour 1l'unité de volume la puissance totale

P e I 2 (@

R T ! T 2.29)

1le se scinde em deux parties, 1'une correspondaut A la puissence wécaaique
comme si las vitasses restalent constentss (2.25), 1' wtre tenant compte de la
varisbi11té du champ des vitesses et que nous appelonn la puisssnce thermodyna~
nigue ?, pour une ratson qui apparaftra par la suite

P 4R, (2.30)
3ut |

Are axpression qui fait intervenir les &lim nts (I.2I) i1 est claix
est associfie 3 la vitesse de déformation des pa) ticules,
th&grhu de conservation de 1'&nergie exprime que le tsux d'accroissement
ml de 1'Sasrgie cinBtiqua d"wne collectivité ds particmles est Sgal 3 la
puissanes “ulorph par lss foreses intérieures et axtéri mies. Le taux d'ac-
croissenens de 1l'Energie cindtique peut s'écrire

B Y/ XL

La pulssange ﬁﬁnhmo m 1as forces int&risures m par d$finition, ramende
3w tans ﬁ 4w Guzsu interne, 81 U désigte I'hergi.e faterns
par it 4§ manss, cstie pulssan

-§;ma pUds

Ls pulssatica développée par les forces extérieures comporte ne1 seulement Py ,
dont ls valeur vient d'Stre exprinfe en (2.28), mais susei la missance due sux
forces massiques
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IR

ds’:ﬂi auu par unité
san £lux bat considbed
th vers 1 m‘l’“w;

& 111, Jim-%mmm',*m, 0Bed axeff G

(2.32)

gipte par (2.2) da la conseivition de 1a masse et ramenant tous les tarw
Hes 2 des fntBgrales de voluid, 11 vient la forsie locale

u% (9"%)"‘_*g*@ § ooy g - vy

Blle e stmplifis spted lénent par
oy Egard & {2.30) 11 rests

sfor, o | ~ 2,39

oursisivie 1'Stude ngns mettroue qu’! 1'6chells micwescopique, B tout
fpoqui, 1 «uzmﬂ;- thermodynamique est rdsliss,
18 tmm mmm sontiny os postulat a_ﬁ,’,h qu*en &aqn potu:c, L
, sezgia intemne splcifiqus U eit Stat do dwux
i nﬁ:ﬂ? {gu units de masse) » 1- voluss gﬂ;ﬂm‘ ou son
inverse p, et l'mh iﬁﬂfm S » A partir de cette forctlun a'atu o
peut sloxs difinir aw wine pofnt et 2 1s wine époque : une temp

LY "3 RO ) (2.34)



et wae prassion th

pest = U6, | (2.35)

Hotens gue 21 1'entrople spécifique est Eliminde entre les deux fonctions
T@p . S») et plp qul en résultent, on obtient 1'Gquation d'Etat du
flutde £(p , p , i’ -

Comme les Mm qﬁi vtm i o3 Mrn&uitu peuvent étre différentes
d'un point & 1'autre ot d'une Epoqua A 1'antre, 11 n'y a pas Equilibre thezme-
dynamique 2 l'tehalh magroscopiqua. Ho fait le postulat permet une &tude des

s the) atquee irréversibles A cette Schelle macroscopique. Nous
ne considérons qus des flufdes homogdnes, c¢'est-3-dire tels que la fonction
d'écat U(p , S) soit identique pour chaque particule, Cact &limine de nos
considivations les phénomdnes de diffusion mais permet, en vertu des définitioms
(2.34) et (2,35), d'Scrire pour tout type d'accroissement des variables

au--ﬂ;“*tas (2.36)
[

En particulier

Ren ol

cntto mnm umm m d'8liminer 1’mrsh intems diis le pmm prin-

p:ﬁ--r mﬁ % div §

on p‘ut_mm ¥ les deux premiers termes au second membre en se servant

2.3) de stion de u masse et de (1.43)

?ﬁ ‘-%.%- PQ * p_“di.vu P& +p i 8,4
Cect sugpire en se mmmt 4 (2.31) de définir de nouvelles tensions
$2.37)

vient aloxs pour la nouvelle forme de 1'é~

prRn2raatvy (2.38)
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avac 2F» !i' ;. c“ 'id o (2,39)

Yar sanalogin avec l¢ gacond termn, 27 Mhuemsmmmmuﬂ
9p chalsur peoduite par waisd da volwee et de temps par frottement in

Ay

. 2

m'um cz.m mm s

SRR RTINF S

ot intégrons sur wme cellectivité; il vient

k”fa ZTEEED N -9-?3‘30[]]0 rdc (2,40)
a redled, il (2.41)

84 r G&tait nul, la formuls (2,40) représentersit la variation d'eatropis de

1a collectivité sslon la calcul applicable 2 une sucsession d'tun d'équilibre,
od chaque gumtité de chalsur ast divisfe par la tempbratuzs 3 liguslle elle est
tecue, le 04 tems do (2,40) représente par comsiquent la rion 4'entro-
pis provessnt du désiquilibre mmm a l'ielmh mn&pim. u gran-
Qur r.dtthhm(i.u),mmc de prpd o _

. g Pour satisfaire au second pr v ' is s them 'qu faut
que s 18galité 3 s6ro ne pouvant avoir lieu que si l'tquuibrq global
est :unu nu ¢ température uniforms (grad T = o) et disparition des vites-
sas de dfermation das particules (champ des vitesses correspondant A calui d'wm

corps rigide), La loi de Yourfer

¢ k et le coefficieat ds conductibilité thermique (ergs par cm sec et degrf)
qul est Mn‘tm 1uj~sfwk wme fonction d'Etat, per axemple une fonction de
14 température ot da 1a pression, nous done dijd

g--’.,!_w‘-‘- (grad T . grad T)

et le second unu ast positif et ne s'annule que par disparition du gradient de
température.

84 l9 pramier terms am-n: wme forme définie puttin deas les Glfments dp tan~
seur des vitasses de dformation, nulle quand et seulemsnt quand cs tenseur
l'mh. le sscond princips sers satisfait. L'hypothlss la plus simple 3 eat
#ffet ast celle du fluide Newtonien.



& partir das ﬁvnmu zmémtm de O .A t.a" fonction que-
;iss (at antilve) la plus génfrals qui réponde 3 ces préoccupstions

’-%g of-zuia | (2.43)

Mt positifs alle esd bien difinte po

s ﬂt&. Bn vertu du théorims &'Bules Ative puisque, €alca (1.46),

suz lss fonctions homogines

. ar,
AR LT il AT v

jsion utiliee 1a symftria du tenseur ¢ en vertu de laquelle la fotie-
pand en réalité qus de six arguments, Son fdentification avec ls
nis alors pour les tsmsions de viscosité, les expressions

o * F 2 & "‘%ﬁ | .44

L¢ caleul effectué 3 partir de (2.43), (1.40) et (1,46) donme finalement

oy "2 o+ (a -%u)e 84 (2.45)

81 le fluide cst mcompressible (8; = o) , le seul coefficient de viscosité qui
et nenifsste est le: coefficient de mmi.ti tangentielle - (gr par cm sec),
Sa définition ususlle est iatroduite dens le cas particulier simple d'un &coule-
neut sn couches parallilas : uxOVIIh u "u =0,

2 " Vs
) 3

v

i

hmlslﬁnnﬁmﬂuliummr 6 e
g ® Y/ (2 0) nummam
bht pon nulle eat alots LI “y VA,

4




ax,

On peut imaglisr ees Eegulemant vialisé entre wme paroi plane inférisure fixe
et une pareli suplrisute en translation gvec la vitesse V . Celle-ci subira
par wmité da surfece une vésistance 3 1'avancement ¢ . proportionnelle an
gradient transversal 8¢ vitesse, ls ctefficient da prdfortionnalicé Stant le
coefficient de viscosité tangentielle. Il peut théoriquement dépendre de la
pression et de la température. L'expfrience montre qu'il est surtout sensible
3 la tempSrature; il sugmente aves elle pour un gaz, diminue avec elle pour wm
1liquide.

Le cosfficient de viscositf en volume ) est upe mesure de 1'8cart qui peut
exister entre la pression thermodynamique et la pression hydrostatique

Py" - '} (tn + v,, + 14,) quand la particule change de volume,
En effat, par (2,37) et (2.43)

p-ph-%(glllquz#a’!)ilﬂl - ) diva (2.46)

C'est un effet des forces de liaison intermoléculaires., L'hypothdse du fluide
Newtonien est justifiée pour un gaz suffisamment Eloigné de ses conditions de
14quBfaction par la théorie cinétique. En toute premidre approximstiom, pour um
modéle moléculaire idéalisé consistant en une sphire rigide—&lastiqua de rayon

r, et masse m, la théorie cinftique des gaz prévoit les valeurs

5 /2
v"f;‘:?('?’) A =0 k--}inu
' ]

of R est la constante de l'§quation d'état p=Rp T .

Pour les gas polyatomiques la relation entre coefficieat de conductibilité ther-
mique et viscositf tangéntielle est meilleure quand on y imcorpore la correcticn
de EUCKEN qui tient compte en premilre approximation de 1'excitation des degrés
de liberté de rotation et de vibration de la molécule @

k= (e vt % R)u c, chaleur spécifique 3 volume constamt
(2.47)

Obssrvoms finalement que 1l'hypoth2se (2.43) peut, aprés manipulations, 8tre mise

27 =) -%-u-)- (div D)2 + y (div grad@ . ) + 2 ¥ . rot rot &
~rot U, rot u-21u,. grad div 3) (2.48)

qui permet son calcul en coordomnées curvilignes orthogonales. Elle met bien en
&vidence que, méme pour un &coulement irrotationnel de fluide incompressible,
11 subsiste une dissipation dus zu gradient de 1'Energie cinftique spEcifique,



42,

La forme muman ﬁo 1'mum d'mu st intimement 11i6s au transport
“:;mrm totals splcifigue, parfais aussi sppelée 1'enthalpie spécifique
< €

Belogvien .49
@ I dénote 1'enthalple spleifique themsodynmmique

I=0eplp (2.50)

las forces missiquea sont doac stpp dériver d'un potentisl 2 , selon (2.26)
et le terue corrsspondant de (2,32) peut 8'Scrire

Iy o8+ 8 h--&m, eadre il o Ba-

Appliquens malntenant la formule gloSrale (1.80), (2.32) se transfopi

Uiy G Feoveoaer [ {(pF+s0s00G.DeG.D)as

“ v+ Il 3 LR

o intdgrala de suriese donnds pat (2.28) est encors tremnsfornfe par (2.37) peur

y faire apparaltrs les tensions de viscosité
Pgm B = [ @ @.Das | (2.51)
avec oo lly § oy (2 owey)ds

Substitugias dens cetts expression de 1a puuuuu totale d!nlepﬁ. par les ten~
sions de viscosité, ces darnilives par leurs expressions (2.45)

o W
£ j(’“zu)'“g‘j““x( »t,”

, L3 (s a2l 22 ored
""5‘1‘7!*3 (fua) + 80 oy ]

o(xw%-gg.lm.ﬁ)
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Hais, per is forwule de Lagrange pour 1'accélération,

* v + _*
u wn_du’*-} %;" * (m.tnau)’
st on trouve finslement, aprds ce calcsl en coordonnfes cartésiennes, une expres-
stocn calculable plus génfralement em coordonnfes curvilignes

"G“!IS 303 a8 avee

3-usrdvz*umﬁs3¢(;.-§uwnv§ (2.52)

La substitution de (2,31), suivia d'un vegroupement des termes, donne finalement
la forme intégrale sulvante pour ls conservetion de 1'énergie

”s Gui+3-3) .3 43--][,% ‘%(0?’*&“)‘3%}41'(2.53)

Encore wne fois, 1'intlgrale de volube au second megbre disparvaft dms le cas de
chanps stationnaives et la conservation de 1'&nergie se laisse contrSler unique-
smat par un flux 3 trewers la surface instantanée limitant la collectivité,

e taux ds fuite de 1'enthalpie totals et de la chaleur ast alors 6quilibré par
la pulssance mﬁc déwnlinpple par les tansions de viscositf. Dans 1s cas ¢'un
fluids parfait, pour lequel on afglige la viscosité et la conductibdilicé thermi~
e, on obtieng cﬁua uwn principe de comssrvation de t'mific totale,

Pour wn tube de couremt lémentaive sa régime a:atimnuu, 1'application de
(2.53) entre deux sections droites foumnit

p, B, V, 48, - ,ln‘vlds‘n[]s(:-a).ﬁ ds

terminals
les {utGgrales du second seubre sont Stendues 2 1a paroi latérale tube,
Il peut arriver que, méme pour wn fluide vuquenx et conducteur de la chaleur,
las termes du Second membre s'équilibrent ou s'emnulent individusllement,
Dans ce cas, on vertu de la relstion

,zvads -.-0 V as

ds consereation de la m. oo obtient 1a conservation de 1'enthalpie spécifi-
que totale Hy = H; . Bn ogs d'epplication fmportant sera rencontré i propos
de la théorie das ondes de choc.

! enfin qu'en revenant par la formule de Green A dea intégrales de
vn:lm. €2,53) livre une nouvelle forme loeale du principe de comservation de
1'énergie

'g'E (,¥+pu)'»g%*du@u&'oa-ﬂaﬁa (2.54)
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Soit encore, si 1lon disire faire montcn 1'nthclpu totals dens le terma
son ctatiomngive

.k(,g.,)-.%g.“'(,nﬁoi-:)-o | (2.55)

M comne lu mm de viscosish omt pu Stre EliminSes dans 1'Gquation
d'énergie, on psut proclder 3 cette Elinination duns les équations du mouvement,
Calles~ci prennent alors la forme dite ds Naviar-Stokes. Dens le cas général
elles sont compliquies du fait quo les coefficients de viscositd, qui dépendent
da la pression et de la templrature, scat essentisllement varisbles dans le

champ.
Apris ;:botitutlu de (2,37) et (2,45) dans (2.IA) om psut Stablir la forme
gntral

4
o%‘é'pi-ndp-nm:uﬁ
¢ grad (O gty §) - (div Dgrad (2.56)
* gred (3o grad ) # rot (U x grad y) - © div gred y

On a vu en cinfmstique commsut interprétsr 1'accilération en coordemnfes curvi-
&—;ll’n‘cdshlmhaw” Tous las tarmes du secend mssbre de
t‘hutprlm Sgalemant par las opfratenrs gradisnt, divargance et

tl s uodaic Svidenment uas aimplificstion motsbls quend on psut nfgliger les
variations des cosfficlents ds viscosits

‘ N
9%§'n§‘:ﬂ4v'nmm3f (l*%u)gtddh:

Las Gquations ort'ﬁuhl donnfes par Navier et Stekes Etaient en outre basfes
our 1'hypothdse d'un fluide incampressible ce qui les réduit encors aux termes

->

o%!n:-'sudp-umm'&

On obssyvers qua si l'Gcoulement est irrotationnel, la viscosité ns contribue
pos } 1'accllération 4d'uns particule sans que ceci entrains nécessairement la
disparicion ds la dissipation.

11 est d'ussge en coordonnles urthhmu de mettre ces quatioms sous la
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Bu o
og;i--ogt--z-i-q»uv’ u, (L=1,2,3) (2.57)

2
vz u, = : c-a-u-n
t g ax} i

Ceci se justifie par la formule du laplacien vectorial

v2 § = grad div & - rot wot U
facile & vérifier en coordommées cart@siennes.

11, Elimination de 1'entropie d 1'équation de 1'

L'équation de conservagion de la masse (2,2), les iqﬁuiui de Havier-Stokes
et 1'équation de conservation de 1'énergie

0 'r%g-- 27+ div (k grad T) (2.58)

telle que découlant de (2.38) et (2,42) avec 2 F demné par (2.48), formeat un
systidme de cinq &quations sux dérivées partielles pour les cinq ineonnues

G, 44, S). La nature physique du fluide y est représentfe par les coefficients
de transport (A, u, k) et aussi par la structure de l'émergie interne U(p, 8)
dont découlent par les définitions (2.34) et (2.35) les ineconnues suxiliaires
P*plo,8) et T =T(, 8) . Ces 4nconnues n'interviennent d'ailleurs que par
leur gradient et on pourrait sussi bien les Gliminer par les relatieons

grad p = (%5)0 grad S ¢ (-gf)s grad p (2.59)
T
grad T = (%})n grad S + (%:)s grad p (2,60)

Ce procédé introduit en fait trois nouvelles caractéristiques imdépendantes du
fluide _

@5 8 @
o Ldh, - @.61)

La dernidre relation, liant deux des caractéristiques introduites par (2,59) et
(2.60), est une relation de réciprocité themodynamique, :

Uncprocédé plus direct consiste i Sliminer compldtement 1'entropie en exprimant
ses dfrives partislles em fonction ds caractéristiques accessibles aux mesuras,
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Considérons par exemple 1'Energis libre Fe U~ T S , dont la différentielle
totals ast, en vertu de (2,36) o

ar-xg dp-84d7? . (2.62)
(]

Elizinant ¥ entre les relations

E-..;% at Snn%

11 vient

(3.3.)? S N (2,63)

ol B e (.g)p (2,64)

edt wie caractéristique sccessible aux mesures, Considérons ensuite le potentiel
thermodynenique de Cibbs G = I - T 8 § sa différentielle totale est

dCG»d1I-Td8~8dT
o, en vertu de (2,50) et (2.36)
dI-?dSO%dp (2.65)
Par conséquent
‘ac-%ap—sdr | (2.66)
et on trouve en &liminant C entrs les relations
%'-,- -g-g ot -Q = -:—,%

14 dérivée partiells

'[.g_g.), "eq , (2.67)

od o = (%) (2.68)

P

est lo coefficient de dilatation thawmique du fluide.
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Enfin, puisque T d 8 est 1'apport différentiel de cheleur dans les conditions
d'Gquilibre, on a, par définition des chaleurs spécifiques i volume et A pres-
sion semstantes ¢

8 . |
' ] T ] - C (2.69)
('ﬁ), ‘e (ﬁ)p )
L.s demnilre de ces définitiome ot (2,63) fournissent entre les différentielles
de S,p0t7 la umm
d8m e, % " dp (2,70)

qui explicits en fais (2.60). La deuxidme définition sssocife 3 (2,67) fournit
48ec F-adp (2.71)

mwm de d T eatre (2.70) et (2.71) conduit A une forma explicite de

Bc
(cp-'-cv)ds---:;zdp*acvdp (2.72)

Bafis, 1'élimination d¢ d 8 livre une forme différentielle explicite de 1'é-
quation 4'8tat dy fluids

¢

- C
-L?—!d‘l‘*%dpmudp-o (2.73)

p

Les quatre caractéristiques physiques (c_, C,o @ 8) sont 1iSes par la relation
ds réciprocité (2.6)) qui devient P

cp-'-cv-uBT ’ ' (2,78)

D'sutres caractéristiques phyciques. li8es aux précfdentes, jouent un r3le
impostant dams le comportement qualitatif de 1'&€coulement. Ce sont en particulies
les vitesses de propagation adisbatique a et isotherme b des faibles pertur-
bations de pressiem,

La premidre est li6e au module de compression sdidutiquﬂ Cap lap), » 80N
osrTé est difini par

. Be
@ _ 1 . v

2 v

k-

est lifs de ls ufime maniire am module de compressiom uothnm
Cﬂp hv), s son carrd est dEfni par



.’Q@‘.n’ ‘ ‘3176)
11 exists dous spose los duux ls velstion ¢fnpls
ant Oﬁ’lﬁg Q,.17)

dns Slininations poseidles ds L'entropis consiese A transfowmer 1'Squstiom
Phosrgis (2.58) par (2,70)

e Bo2rodvk pred D - pT Aty d (2.78)

3o dlrivée particuiativ de 14 nssee volunique & encors tf Elininds par
(3.1}, Gatve Gquation, smsociSe ) 1a ceomservation ds 1a masse e3 mm Squations
pmma.muﬂpuqnwmcmmb: ,!&alla
m doit Stve counsldrie comms fouwnis par 1'CGquation 4'&tat. Alterngtives
M peut Alixtosr 34 pression dans les Squations da Neviar-Stokes par 1a

ﬂ

utm
mdpﬂ‘wwum-r 2.79)
&mm de 12 forms ¢iffdventiells da 1'Squation 4'Stas,

- g mkcm.mumnmngmmmm
wm*&; ¢

m-momumnwmnmmuzmﬁaumw
sish pax une Snsrgia fassems elpazable

1.

%& L) o U -ll‘ () » Bz (8) , {3.00)
Per coasfquent §1 existe use relation bimnivoque satrs la pressicn et ls sasss
wimsigne ¢
pe 2 fEantt () ey ) (2.81)
sissi qu'wme melatien blunivoque entre 1'entropis ot ls Cempiraturs !

't-ﬁol: B8 =1 (8) (2.82)

las Soun chélsurs splesf e.h ; tueufzicuu
o ot 8 soant nuls, las ma.m;.zcz ) a0 t i
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Td8wgdT
et 1'6quation ¢'Smargie 2
e %”E w2 P+ div(k grad T) (2.83)

Les daux vitesses ds propagation des perturbations de pression somt &gales
(2 = a2) et

grad p = a2 grad o (2.84)

Le ssul couplage qui subsiste entre 1'équation d'énergie qui gouverme le champ
des températures et les Squations de Navger-Stokes est d@ 2 la dépendance des
coeffictients de viscosité par rapport i la température,

I3, Cap d'wn gax parfait.
Bn sutre cas simple important est cslui des gaz parfaits., Ils obéissent 2
1'Gquation d'Etat

p*Rp?T (2.85)

véswmant les lois de Boyle~-Mariotte et Gay~Lussac, On en déduit immédiatement
par leur définition, les carictiristiques

R 1 .
as2=F B-Roﬂf | (2.86)

et donc, d'aprids (2.74),5(3.75) et (2.77)

cp- eV. -4 (2.87)
R T ' . a?e-f T (2.88)
c‘
De plus
dvstds+dper(assnB)uarac
(-]
avec Co8=~8 + % nke
o y

L'Snsrgie intsrus ne dipend dons que de la varisbla C et
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mntre qu'il exists entze C et T une relation biunivoqua,
En définitive l'énergie interne ne dépend que de la température.
A volume constant

dcease(3f) arme &
]

et o comme dds lors ep pe dépendent que de la température. D'ailleurs

dUBTdC'cvdT (2.89)
ot
§-8 +Rin 2w ]Te L2 (2,%0)
a Po T v T ’
o
Enfia

I-U¢fau+nr

ne dépend asussi que de la templirsture et
dlI= <y d T (2,91)

L'équation d'énergie peut a'Scrire

p%%%-2!+dh&gudﬂépdhﬁ (2.92)

at la pression est directement fourunie par 1'€quation d'état.,

h- daoix de références t L pour lse loﬁgmrt, W pour leas vitesses,
permet d46J2 d'exprimer toutes les grandeurs cinémstiques em varisbles sans
dimansjons : ’

x,/L  pour les coordonnbes

u /W  pour les vitesses

tH/L  pour le temps,
Aw lisu d’utiliser des notations spéclales nous conviendroms de conserver les
symboles (x4, uy, t) en spécifiant qu'il s'agit des varisbles réduites, Pour

ramener les sutreés varisdblss i wne forme non-dimensionnells, introduisons une
température de référence T ot une massa volumique de références p .
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De ce fait la pression recoit une valeur de référence pW? (dans certaines
spplications cette valeur est emcore divisfe par 2) at les caractéristiques du
fluide des références notées

;.uﬁ’;) ' zv.cv &.;) eLC o0

Nous conviendrcns alors de continusr 3 nous servir des symboles T, p, U, Cy e
ete. pour désigner les rapports des caractéristiques locales 3 leur référencs.

Examinons maintenant la forme que prennent les &quations de comsarvation en
varisbles réduites, Celle de conservation de la masse (2.2) voit tous ses
termes multipliss par la mfme grsndeur dimensionnelle 7FW/L ., Aprds suppression
de ce facteur commun, elle consarve donc sa forme

ﬁ«ouva‘-o

Les &quations de Navier-8tokes (2,56) voient leurs termes affectés, dans 1'or-
dre, par les grandeurs dimensiocnnelles suivantes :

E ., ;¢ . ¥ L X ¥

En les divisant par ls premidre, apparaissent des grandeurs de référence non-
dimensionnelles : les nombres caractéristiques.

;-_“-z? = Fr 1 nembre de Froude, o g est une valeur de
gL référence de 1'acc€lération du champ de gravitation

9%"— = Re le nombre de Raynolds
5 _

ENL . L+ wa nombre de Reynolds similaire associf 2 1a
Y viscosité en volume,

En variables réduites, lulaqutiou d,a‘ Navier-Stokes se pr€sentent comme suit

0%-}’; Dz-gudp*i-: gud(xdivr?)

0%{%;:.4(»«11-:3)-;::»: rot3-2d1v3;udu

+ grad u x rot © + 2(grady sud)';]



52,

1(;17:;9&““0 dimensiomnelles affectant les termes de 1'Squation d'énergle
. sont

e, N g Fr - S "
L T S T T S

En les divisant par la premidre on obg¢ient de nouvesux ncmbres caractéristiques

-0
ey
¥e
-i’-! = Pr le nombre de Prandtl
'EPI'E‘, -y rapport de référence des chaleurs sp&cifiques
:‘:— -3
pc

En warisbles réduites 1'Gquation d'énergie s'&crit
CRL %-gx (div @)2 +-§-n—0 #éﬁdiv(k grad 'f) ~-nB Tdlvu
avec
¢ = -% (div B2+ div grad (¥ ',;) 23, rot rot u
- yot U, TOt U= 21U, sradd.ivi;
Bafin l’lqunﬁien (2;79) prend 1z forme réduite

;r&dp--:l-‘-r-graﬂp +3,-grul‘l'
P 72

Y
ol intervient le nombre carsctéristique

PYRE -

le ambre de Mach de référenca.
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Entre ces nombres caractéristiques existe en général une relation découlant de
(2,74) et (2,75) par &limination de o

Gr=12g2 =y 2 W

Pour ‘un liquide on a les simplificaticns

neo et Yy =1

et les nombres [ et M sont indépendants.
Pour un gaz parfait on a le simplification

ney-1

ot le nombre [ peut 8tre &liminé au profit du nombre de Mach par la relation
T-% /56-1

On cbaervera que le rapport des chaleurs spécifiques, le nombre de Prandtl et
n ns dépandent que da la nature du fluide et des réffrences de températurs et
de massa volumique, Le nombre da Mach et [ sont de plus associls 2 la réfé-
rence de vitesse, les nombres de Reynolds et de Fromde aux r8férences de
vitesse at de longueur,

Deux &coulements sont semblables si on peut asgigner 2 chacun d'eux des référen-
ces de longusur, vitesse, masse volumique et températures telles qu'en tous les
points homologues (de mfmes coordonnfes et temps réduits) il y eit identicd dee
variables réduites et par consfquent aussi de leurs dérivées partielles rédui-
tes, Les Equations de conservation sont salors vérififes ai les nombres caracté-
ristiques des deux Ecoulements sont identiques., La similitude implique encore
le respect des conditions aux limites pour les deux &coulements, ce qui, comme
on verra plus loin, peut introduire des conditions d'identité entre nouveaux
nombres caractéristiques.

Réciproquement, si la nature des fluides permet de respecter 1'identité de tous
les nombres caractéristiques par des choix de valeurs de référence appropriés,
toute solution en variables ré&duites du premier probldme d'écoulement est une
solution du secomd, .

Dans eertains cas 1a notion de similitude peut 8tre &lergis en admettant une
distortion affine de l'espace. On en verra des exemples pour les Scoulements
subsoniques et supersoniques linfarisés,

La choix des valeurs de référence pour ua problime d'écoulement est généralement
guidé par le souci d'awoir des variables réduites et des dérivies partielles
de celles-ci de 1'ordre de 1'unité. Dans ce cas les nombres caractéristiques
sont des mesures de 1'importance relative des phénoménes en interférence,

Ainsi les nombres de Reynolds mesurent 1'importance relative des forces d'iner-
tie par rapport aux forces de viscoeité. Le nombre de Froude, 1'importance
relative des forces d'inertie par rapport aux forces de gravitatioh.

Pour 1'&qustion d'énergle, les combimaisons de nombres caractéristiques qui
figurent dans sa forme réduite sont d'interpritation plus difficile dans un
contexte général, La signification des ncmbres de Mach, de Prandtl et de ¢
ressort plus clairement de 1'6tude des cas particuliers.
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ZS. Conditions aux lggﬁtgg.

Soit f(x,, t) » o 1'Equation d'une surface avec laquelle le fluide est en
contact., Si 1'on néglige la viscosité, les &quations de Navier—-Stokes perdent
les termes contensnt las dérivées partislles d'ordre le plus &levé dans las
vitesses et 1'on ne peut qu'imposer la condition de tangence :

Feedei.pradteo sur £eo0 (2.93)
exprimsnt que la surface reste formée des mBmes particules fluides, celles-ci
pouvaat glisser sur celle-la.

Au contrairs, si 1'on tient compte da 1z viscosité, une condition nEcessaire
pour que la solution soit déterminfe est que la vitesse relative d'une parti-
cule en contact avec la paroi soit nulle :

U-wm=o ol ¥ est le champ des vitesses instantanfes sur
la paroi. :

En particulier si la parol est fixs, le fluide visqueux y satisfait aux condi-
tm‘ “t‘O(i.l. 2. 3).

Vérifions en les consSquences sur le bilam global d'énergis (2.32) en supposant
la collactivité enfermée dans e enceinte dont les parois sont nen seulement
fixse mais aussi sthermsnes (q . n = 0) et an supposant en outras le champ de
foress massiques comservatif (g = - grad 2 avec 230/3t = o).

Dans ces conditions 1'énergie totale

z-]}']np(;f-ono-a) d+

de la collectivité doit demeurer cgnstante ce qui, selon (2,32), implique
PB » 0o , condition respectée par u = o sur S ., Pour un fluide non visqueux
Ps se réduit a

Pg==f] pGi.B)ds
s .

et som smnulation est satisfaite en exigeant seulement (U . B) = 0 sur § ’
cas particulier de (2.93). «

Sur wne surface libre séparant deux fluides, les tensions rt,; doivent dtre
réciproques, ce qui peut se traduire par la continuité des grandeurs

(0-Fwawd-p)e +2uz ¢ 1=1, 2,3

(2.94)

3 %13

quand on traverse la surface en un point de normale '5(!.1).
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En particulier si les fluides ne sont pu visqueux, les conditions se raminent
3 une ssule ¢ la coutinuité de la pressiom.

Le phénomine de tension superficielle wiemt éventusllement compliquer ces condi-
tions de transition. En etatique des fluides il est déerit par 1'&quation de

Laplace

Ape=s (-?‘;- + -!.-2-) (2.95)

ol ¢ est un coefficient de tension superficielle (ergs/cm?) caractéristique
des fluidas en présence, R, et R, les rayons de courbure principaux de la
surface de séparatien., S{ Ap dénote 1'accroiscement de pression observé en
travexsant la surface dens la sans indiqué par la nommale 1 choisis, un rayom
de courbure sst positif si le centre de courbure correspondant est du c8té indi-
qué par la normale, Les conditions (2,94) peuvent slors 8tre complétées par
(2.95) sous la forme

gy ap =t 4| (X-%;ii)ﬂv;HA{Zu:lj 0 b+ 25 (t-¢%;)

(2.96)

Dme plusisurs cas d’application, la surface de séparation est quasi-plane.

Elle s'Scarte peu par exemple de X, = 0 et peut §tre décrite par une &quation
de 1a forme x; = £ (x;, x,, t) . Comme ses pentes sont, par hypothises, trds
petitea, les cosinus dlmctwn de la normsle (ici orientfe vers les x3; crois~
sants) sont en premidére spproximation 3

S ,
8:1 ”2
at JR—- L ] - ﬂ +* -23-‘-
1 ax‘*l‘ a:;

Enfin la condition d'entrafnement de la surface ds séparation avec les particu-
les fluides

L L 3-5.
ac ax dt " ax dt t
ge réduic 3
-;;'- -u = -g{- | (2.97)

Au mfme ordre d'spproximation les conditions générales (2,96) deviemnent
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2u u
A{u( *-—L)l'° A(ﬂ(ﬁ*;‘;‘f)}»'o (2,98)
2
2 e 22f , 22f
AP-A{(x--gu)dlva}*a{lu-—-}*e( + ) (2.99)
ax?  axl

Pinalement ces conditions, su lieu d'8tre appliquées sur la surface de sépara-
tion mfime, peuvent sans medifier 1'ordre de 1'approximstion, itn appliquées
sur le¢ plan x'-o.mmtdmrnplncerdm (2.98)

et 3
--!- » L——.zf .—l - -nL—m----z£ (Z.Iw:
axl 33‘at axz 3823t

On observera que, sous uns forme non-dimensionnelle, les conditions (2,94) ne
font intervenir que les nombres de Reynolds.

Quand on y ajoute les effets de tension superficielle il apparatt un nouvesu
sombre caractéristique

pwL

[ 3

Dans les problimes oli interviennent de facon sensible les transferts d'énergle
sous forme calorifique il y a lieu de compléter les conditions aux limites par
celles de transfert de chaleur entre fluide et paroi. On admat 1'existence
d'une différence finie de température AT entre les deux milfeux. Alors si AT
mesuré en cheminant suivant la normale n

(:og)"'hAT

ol h est le coefficlent de transfert de chaleur (ergs par emlgec ot °e)e
Comb inant cette loi avec celle de Pourier

k (ma T, A) »h aT (2.101)

Cette tqution l'tppuqm en réalité aussi bien 2 la paroi qu'au fluide, chacun
avec som coefficient de conductibilité propre,

En génfral on suppese la température de la paroi connue, et la relation est
sppliquie au fluide ol elle 1ie la température du fluide 2 1a paroi et la compe-
sante normale de son gradient dans le fluide.

La mise sous forme non~dimensionpelle de cette relation fait apparaltre le nom-
bra caractiristique v

= Nt nombre de Nusselt
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Un sutye nombre caractlristique fréquemment utilisé pour las tramsferts de
chalsur 2 la parof est

—-L:— - E?‘?T » fi¢ nombre de Stanton

pe W
'S

16, Caalqrvatién de la g&reulatton.

On dira que dans une région du fluide, toujours composée des mBmes particu~-
les, la circulation de la vitesse est conmservée si DC/Dt » o pour tout contour
fermé tracé dans cette région.

Une condition suffisante pour cala est 1'existence d'un potentiel e(x,t) des
accélérations qui reprenne. . la m@me valeur quand on revient au méme point apris
avoir parcouru le conmtour. En effet, si

I = - prad e | (2.102)

on a, selon la formule de Beltrami

%%--—¢gnd..‘:’ ds = = § de (2.103)

et la dernidre intégrale est nulle si e peut &tre pris uniforme dans la région,
La condition est aussi nécessaire car si | est une surface quelconque de la
région bordée par un contour de la région, le thSor2me (I.58) de Stokes appliqué
4 la formule da Beltrami donne

e ff B.rot T as | (2.104)
I
oi i est la normale unitaire 3 [ . Par conséquant

rot T = o (2.105)

dans la r&,ion est une condition nufcessaire de conservation de la circulation.
On sait qu'slle entraine 1'existence d'un potentiel tel que défiail par (2,102).
Elle n'entraine cependant sutomatiquement 1'uniformité de ce potentiel que si

la région est 3 comnexion simple; dans ce cas pour tout contour fermé il existe
une surface d'appui I appartenant 3 la région. Dams las régions multiplement
connexss 1'uniformité du potentiel est une condition supplémentaire qui reste
nécessaire en vertu dea (2.103),

Certaines comefquences ds la conservation de la circulation sont faciles 2 &ta-
blir par raisonnement direct. Tragons sur la paroi d'un tube tourbillon un

petit contour fermé, rdductible 3 um point par déformation continue sans quitter
la paroi. Une portion de la paroi paut donc servir d¢ surface d'appul © 2 ce
contour et par définition le flux du rotationnel 2 y = rot u est nul 2 travers
I et la circulation du contour est nulle. On peut en conclure que, si la cir-
culation est conservée, la surface [ , considérfe comme entrainfe par le
fluide, restera une portion de paroi de tube tourbilion. Les parois d'un tube
tourbillon sont entrainfes avec le fluide,
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Appliquant un raisonnement similaire 3 un contour fermé entourant une fois un
tube tourbillom on en déduit que 1'intenpité da celui~ci ne varie pas dans le
temps, Conservation de la circulation et conservation de la vorticité du fluide

sont donc lifes.
Une autre fagon d'exprimer cette lizison consiste i analyser la forme différen-

tielle du}héorhg (1.58) de Stokes,
Soient dr et 6r deux &lémants de déplacement 1ssus du nlme point P dans
le fluide.
d! - df x 6?
est alors 1'Elément de surface correspondant, orienté selon la normale,

g.df

est 1a flux du vectaur § en P 2 travers cette surface 8lémentsire, Calculons
en sa variation quand 1'ensemble est entrainé avec le mouvement des particules

%G.dﬁ)-%g.di-tﬂ. (43 x s%) + 8. (4 x &)
Par un caleul facile 2 vérifier m cocrdonnées cartlsiennes
(08 x 6B) ¢ (dF x ¢B) @ divd a8 + ror § « af - (af . grat)d

et finalement

%@,43).(%4.&1: ® x D + (div BT ) ‘. a8

Nous dirons qu'un vecteur est &quiflux dans 'unc région d son flux est conservé
2 travers tout élément de surface entralné avec le fluide. D'apris le calcul
précédent un vecteur &quiflux ob&it 3 1'&quation

-é trot B xid)+ (divB)iwo | (2.106)

Une autre fagon d'dtablir les résultats obtenus au début de catte section con~
siste slors A vérifier que la vecteur tourbillon est &quiflux s{ le rotationnel
de 1'acchiération est nul, Or, calculant le rotatiomnel de 1'accélération par
la formule ds Lagrange (en nous rappslant qus rot grad z o)

mI--g-e:o:'&tm(to:ﬁxﬁ) (2.107)

mais le second mambre est nul si le tourbillon est équiflux comme le montre 1'ap-
puutu% de ;a formule (2.,106) pour B = rot § (en nous rappelant que
div rot G z 0). :
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Plus généralement nous avons le résultat

-*
%? (rot @& + d8) = rot T, ds ' (2.108)

équivalent par le th&ordme de Stokes i la formule de Beltrami.

I7. Conditions gggr la cong.rvagion da_la circulation dens un fluide parfait,

Un fluide est dit "parfeit” s'il est d&pourvu de viscosité,
En pratique ceci veut dire que les nombres de Reynolds seralent suffisamment
grande pour pouvoir négliger les forces de viscosité dans les &quations de
Navier-Stokes, 1'@quilibre se faisant uniquement entre gradients de pression,
forces d'inertis et, éventuellement, forces de gravitation. Il n'est jamais
possible d'envisager une tells situation comme réalisée en tous les points de
1'écoulément, En particulier au voisinage des parois on a vu qua la suppression
des coefficients de viscositd obligeait 2 considérer une condition aux limites
réduite, pemettant un glissement relatif des particules le long de la paroi.
Or, quelle que petite la viscosité tamgentielle, un fluide réel suffisamment
dense adhére aux parcis, 11 y a done toujours au moins une régilon ol lea effets
de viscosité ne peuvent Etre négligés,
Dans certains cas ils ont tendance 3 §tre confinés au voisinage immédiat des
parois dans une "couche limite" ol d'importants gredients de vitesse assurent
une transition rapide eatre la condition d'adhfrence et la condition de glisse-
ment, Ceci permet dans un certain sens ume séparation de 1'asnalyse en deux par-
ties, Dans 1'une la masse de 1'Scoulement est Studiée sans tenir compte des
effets de viscosité avec les conditions aux limites simplififes et &ventuelle-
ment légirement modifides pour tenir compte de 1'épaisseur de déplacement de la
couche limite. L*asutre partie aest 1'8tude de la couche limite proprement dite,
ol les conditions aux limites vers le fluide dépendent des résultats de 1'ana-
lyse précéidente,
Ce principe de séparation donne un sens 3 1'Etude de 1'&coulement des fluides
parfaite, Pour ceux-ci les &quations de Navier-~Stokes se réduisent 2

T =< grad g - -i- grad p (2.109)

en supposant 1'existence d'un potentiel des forces massiques.
Dans ce cas -

rot T -‘grad p x grad f%) (2.110)

et il y a conservation de la circulation dans 1'un des cas suivants @

I) grad p = 0o : l'écoulement est "iscbare". La pression peut &ventuellement
8tre encore une fonction du temps. Le fonction g est le potentiel des
accélérations. : '

2) grad o = 0 : 1l'&coulement est isostatique. La masse volumique ne peut plus
dépendre que du temps., La fonction Q 4+ p/p est le potentiel des accéléra~
tions.

L'écoulement d'un fluide incompressible &tant isostatique par difinition,

11 y a conservation de la circulation si 1'on néglige les effets de viscosité
En particulier si une région du fluide est 3 une certaine &poque irrotation=-
nelle, elle le demeure.
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3) Plus généralement rot ] = 0 quand les surfaces p = constante colncident
avec les surfaces p = constante., Il y a alors une relation o = p(p,t)
et 1'écovldment est dit "barotrope”,
lLe potentiel des accélérations est

av | sy

Observona gue, selom (2,65), on a

grad I« T grad § + & grad p

ce qui permet de donmer aux &quations (2,109) du mouvement d'un fluide
parfait la forme &quivalente

] w-grad (R + 1) + T grad S : (2.111)

et rot f w grad T % grad S (2.112)

Il y a toujours conservation de la circulation si

4) grad 8§ = 0 : 1'Gcoulsment est isentropique. Le potentisl des accélérations
est O+ I, :

3) grad T = o : 1'&coulement est isotherme, Le potentiel des accélérations
est Q+I~TS, ‘

6) les surfaces S = constante colncident avec las surfaces T = constantes,
I1 existe une relatfon T = T(5,t) et le potentiel des acc8lérations est

.
AR ()

Ces trois derniers cas sont &videmment des cas de barothopis. Dans le pre-
mier, la relation qui lie pression, masse volumique et temps est
pep (p,s(t)) . Dans le second on & paxr 1'équation d'&tat £ (p.p,T(:)] =0,
le cas 6) est aussi géndral que 3) car si les surfaces p = constante et
p = constamte colncident, il en eet de mEme par p = p(p, S) pour les surfe-
ces 8 = constante :et par f(p,r,T) = 0 pour les surfaces T = constante .

\



