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1, Cinématique d'un miliéu continu,

I, Description eulérienne du champ des vitésaes.

Soient (x, , x, , x.) les coordonnées cartésiennes d'une particule. Ce sont
des fonctions dy temps "t , dont les dérivées

; dx ;
: 1 o _
. '&-t'-_. v, (Xj s £) I ¢ . 1y 2, 3) (1.1)
sont les composantes cartésiennes du vecteur vitessa u de cette particule.
Le champ des vitesses de 1'&coulement est connu quand on en possdde les valeurs
des composantes en tout point et pour toute valeur du temps. Cette connaissance
des fonctions ui(xj. t) constitue une "description eulérienne" du champ des
vitesses,
2, Trajectoires et coordonnées de Lagrange, . a

L'équation de la trajectoire décrite par une particule s'obtient en intégrant
la systime d'équations différentielles

; - &«  .dx, . dx,
' u (xj.ﬁ - uz(xj.tf “ ua(nfj.ﬂ .-,“ -

)

L'intégration fait apparaltre trols constantes arbitraires (a; , 85 5 a3) &
Un systéme complet d'intégrales, résolu par rapport 3 ces constantes, sera de la

forme. ‘

C oy = A (xy ety (1»1,2,3) (L3
Comme les ay sont des constantes pour une particule déterminée, les Equations
(I.3) représentent trois surfaces qui se déplacent et se déforment avec le temps
la particule est constamment située 3 leur intersection. Les trois valeurs
(a a, aa) qui caractérisent ainsi une particule donnée et permsttent de
dé%erminer sa trajectoire i 1'aide des intégrales (I.3) sont ses 'coordonnies
de Lagrange". Pour former un systéme complet, les intégrales (I.3) ne peuvent
€tre liées par une identité -

PA Gqs0) )20 L

Par conséquent pour toute valeur du temps le jacobien

P ( A s Ay A? )

: ;FI X e X, X, )

(1.4)

Dans le voisinage d"une intersection les trois surfaces n'ont alors pas d'autre
point commun correspondant aux mémes valeurs des coordonnées de Lagrange et on
peut en principe résoudre les relations (I.3) par rapport aux coordonnées carté-
siennes ’ '

" - xj (ai » .t) U i 1‘ ,20 3) (105)

Ce sont, pour une particule (al s 8, a3) donnée, les €quations paramétriques
en t de sa trajectoire. Les composantes cartésiennes de sa vitesse s'en dédui-
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Elles sont 1ci exprimées comme fonctions des variables (a o t) ec constituent
la "dcsctiption lagrangienne'" du champ des vitesses, -

De méme, le champ des accélérations est fourni en description de Lagrange par
les composantes azleatz .

Soient (xy. o X, 0 X3 3) les coordonnéec cartésiennes d'une particule 3 une
Epoque conven ionnelle que nous pouvons toujours, sans nuire 3 la généralité,
caractériser par .t = o « Nous tirons de (I.3) ses coordonnées de Lagrange:

ag = Ay G , o) PULRTE S N )

Comme d'autre part la propriété (I.4) est valable pour t = o , nous voyons que
les équations (I.7) constituent un changement de variables lagrangiennes., Les
formules de transformation inverse sont, selon (1.5)

x; = X, (a; , ©) 41,23 (1.8)
En d'autres termes, les coordonnées cartésiennes d'une particule & une Epoque -
repére conventionnelle sont des coordonnées de Lagrange particulieres auxquelles
11 est toujours possible de se ramener en. principe. Un tel choix n'est cependant
pas nécessairement le plus commode.

3, Lignes de courant,

Contrairement au cas d'une trajectoire, une ligne de courant est d&finie 2
une époque t = £ déterminie et est constituée de particules différentes. Un
élément d'arc (6x, , 6x, o §xj) d'une ligne de courant est orienté suivant la
vitesse de la particule occupant 1l'origine de 1'€lément 3 1'Epoque considérée.. .
Les équations différentielles d'une ligne de courant seront donc

L)

8x, e ex, : | 3
x, —. xz - 3 | o | (1.9)
“l(x ot) '-lz( J.E) U, j!f) . '

Deux intégrales distinctes de ces équations' g

S . . .
- T .

N . G; (xj i t) - cl
{1,10)
(& (x} ; €)= c,
représentent deux familles de surfaces dont les intersections sont les lignes

recherchées. Ces surfaces et les lignes de courant se modifient en général
quand on change le paramétre € .
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4, Lignes d'émission.

Une ligne d'émission est, 3 une &poquer € déterminée, le lieu formé des par-
ticules qui ont passé (et qui vont passer) par un point donné E(%, , %, , X;) ’
de 1'espace, Cherchons d'abord les coordonnées de Lagrange de la particule :
passant par E 3 1l'instant t § par (I.3)

%

3 t) (4=1,32,3y

o g aa @
et substituons ces données dans (I.5) pour l'€époque € ¢ Il vient

e (A G0, e) U= 2.0 @

Ce sont les &quations paramétriques en t de la ligné d'émission du point E
3 1'époque t . Cette ligne se modifie en général suivant 1'époque considérée,

»

5. Cas. du mouvement permanent.

Le champ des vitesses est dit "permanent" si sa rebrésentation eulérienne
ést indépendante du temps. Suivant cette définition on a par (I.1)

| el )
a4, L -
7 -° fte1,2,2) (1.13)

cherchons la structure particulidre qui lui correspond pour la description -

lagrangienne de mouvement, Observons 3 cet effet que les deux premidres &qua-

tions différentielles du systéme (I.2) des trajectoires deviennent en vertu

de (I,12-13) identiques aux équations différentielles (I.9) des lignes de cou-
rant et fournissent deux intégrales indépendantes du temps ‘

| agm A () =1, 2) (1.14)
Elles représentent deux familles 3 un paramétre de surfaces fixes, dont les
intersections, &galement fixes, définissent aussi bien les trajectoires que les
lignes de courant. En tant que trajectoires ces lignes peuvent €tre, pour une
particule donnée, gradues dans le temps 3 1'aide d'une troisidme intégrale de
(1.2). Le temps étant maintenant une variable séparée, cette troisiéme intégrale
est de la forme : ' ' e

i
v

» g, vt =A (xj) | - (i.IS)
Résolues par rapport aux coordonnées cartésiennes, les intégrales (I.I4) et
(I.15) fournissent finalement du mouvement permanent la_représentation lagran=

glenne particuliére . : :
X=X (a5 8,48 +¢) =1,2,3  (LI6)

Toutes les particules dont les deux premidres coordonnies lagrangiennes sont
les mémes sulvent donc la méme trajectoire ou sont situées sur la méme ligne de
courant, Il est également intuitif qu'une trajectoire devient ligne d'émission
pour chacun de ses points. En effet, exprimant dans (I.I14) et (I.I5) que les
coordonnées d'une particule sont celles (%) d'un point d'émission 3 1'Epoque
t : : ’ ‘
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et substituant ceci dans (I,I6) pour t = € o
X (A GY Lk R) A GY-eet) L)

Ce sont des &quations paramétriques en t pour la ligne d'émigsion de

E(} , % , %) a 1'Gpoque £ . Elles ne différent des &quations paramétriques
(I.16) d'une trajectoire que par une transformation linéaire du paramétre,
Trajectoires, lignes de courant et lignes d'émission peuvent &tre relevées par
des techniques expérimentales variées. Si le champ des vitesses est permanent
ces courbes doivent s'identifier 1'une & 1'autre,

6, Analyse locale du champ des vitesses.

Analysons le champ des vitesses dans le voisinage d'un point P & une &poque
donnée, Pour faciliter 1'écriture nous pouvons toujours, & l'aide de transla-
tions appropriées, ramener 1l'époque considérée & t = o0 et les coordonnées de
P a4 x, =x,=X3=0. :

S1 le champ ées vitessea est différentiable en P , on peut &crire pour sa par-
tie principale ' ' : :

| | M : | |
by (g 4 0) =y (o 0) ij %‘f.]o (w1, 2., 3) (1.18)

Les termes négligés peuvent, par définition de la différentiabilité, &tre rendus
arbitrairement petits par rapport aux termes conservés en limitant le voisinage

du point P , c'est-d-dire les Ecarts Xy o Dénotons par
. 3u1 ' o
A= { ) ) g T (1.19)

iavmatrice deg gradients du champ au point P . Sa partie symétrique sera notée
’ l\. ' - A - . ) ’ ‘ ‘ . )
7 (A +4') = 0 {_eu } N (1.20)

et ses &€léments auront donc pour valeur

ou du .
Oij - ) (axj + axj.]o' 911 (1.21)
La partie symétrique gauche sera notée
v ' o ~w, | 0,
-i’- (A-A") = Q= w, o ~u, (1.22)

-, w6
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Elle ne contient que trois &léments distincts : les composantes (v, , w,, w,)
d'un pseudo-vecteur w o Si la suite d'indices (i, j, k) est une permutation
cyclique de la suite (1, 2, 3), on trouve pour composantes du pseudo~vecteur
les valeurs - e

9 du,
SEORT (?—:‘;- - -"_"t)o (.23
Dés lors, comme |
A=o+n (1.24)
les relations (I.I8) se laissent mettre sous la forme
hk ;xj‘, 6),' u (o , 0) + 0»1 Xy = w x,) +'%£; | - (1.25)
avec f ' - f
LT R RO ~ (1.26)
Sous forme vdétorielle. léé trois ralaﬁions (1.25) s'écrivent
el 40xT+grady | (LD

o

Cette décomposition du champ des vitesses, due 3 Helmholtz (I), fait appafaitre

I) un champ de translation d'ensemble avec la vitesse ﬁo du point P,

2) un champ de rotation d'ensemble autour d'un axe passant par P , caractCrisé
par le pseudo-vecteur rotation w « On sait en effet par la mécanique analyti-
que que ¥ é&tant le vecteur de position d'un point Q (de coordonnées x,)
par tapport*aiug point de 1'axe de rotation (ici le point 'P), le produit
vectoriel o x r fournit la vitesse en Q due 3 la rotation, L'axe de la
rotation est le support du pseudo-vecteur et le module de ce'dernier+est égal
3d la vitesse angulaire., En mécanique des fluides le pseudo-vecteur  a regu
le nom de "vecteur tourbillon",

3) un champ de vitesses de déformation pure, gouverné par un potentiel ¢ .

Dans un changement de repére cartésien

*p' - : x cqs(P o ') kp - g' X cos(p o p') (1.28)

les cosinus directeurs entre anciens-et'nouveaui axes ob&éissent aux relations
d'orthogonalité

L cos(p, p') cos(p , r') = 8 , ;

P | R
‘ ~ (1.29)

£ cas(p , p') cos(r , p') = & :

p' ‘ pT

(1) yeber integrale der hydrodynamischen gleichungen, welche der wirbelbéwégunz
entsprechen. Crelles J«. 55, 25 (1858). ' .
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n’.q. =, (cosC1 4 p*) cos(2 , q') = cos(2 , p'") cos(1 , q'))' ,j
e 2,, (cos(g » P') cos(3 , q') = cos (3 s B') cos(2 , q"))
+ 031'(cos(3 s P*) cos(1 , q') = cos(1 , p') cos(3 , q"))
L'échange des indices p' et q' montre que le caractére de symétrie gauche
est conservé dans le nouveau repére., Dés lors, 81 (p' , q' , r') est une
permutation cyclique de (1, 2, 3) , la formule prEcédente peut mettre en évi-
dence la loi de transformation des composantes strictes W de g ‘
' brd ‘ . L] . ' | I. 4 .‘
: quqv W g wp mpt' . o - (.3 ):
ol »mpr. 'dés'igne le mineur de 1'é1ément cos(p , r') dans le déterminant
cos(l , 1')  cosfl , 2')  cos1 ; 8')
A= cos(2 , 1) cos(2 , 2') cos(2 4 3')
| cos(3 , 1')  cos(3, 2')  cos(s , 3')
Les formules bien connues de 1a théorie des déterminants
. v o ‘ " ': - K
. : | ‘ E' cos(x  r') et 4 6rp )
permettent finalement de mettre la loi de transformation (1.34) sous une forme
. ( . .
i L, w. cos(r, r') 'Twr A : ~ (1.35)

T T
. . .

qui rappelle célle des coordonndes d'un vecteur, Elle n'en diffire que par la
présence du facteur A et celui-ci est égal 3 + 1 si le nouveau replre con-
serve le sens (dextrogyre ou levogyre) de 1l'ancien. S'il y a changement de sens,
A est égal 3 =1 , Le vecteur @ , formé des composantes strictes d'un tenseur
symétrique gauche, est donc sensible aux changements de sens du repére 3 c'est
un pseudo-vecteur, ,
De méme, le produit vectoriel de deux vecteurs polaires 2 et B est un pseudo
vecteur, Il suffit pour le voir de considérer le tenseur cartésien du second
ordre : produit tensoriel de A et de B , dont les coordonnées sont les &lé-
ments de la matrice :

| albl ‘xbz alb3
.C o azbl a:zb2 , a2b3 : - e

a3b1 aabz aab3 | (
Le tenseur symétrique gauche correspondant C - C' a précisément pour composan-
tes strictes les coordonnées du produit vectoriel & x B .-

Par contre, comme l'exige le sens physique de la décomposition (I.27), le pro-
duit vectoriel ® x ¥ est un vecteur polaire. La sensibilité au changement de
sens du repdre a disparu du fait qu'un des deux facteurs est lui-méme un pseudo-
vecteur, ' '
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Quant au potentiel ¢ , c'est un inVvariant, En effet, appliquant successivement
les formules (I.33) et (I.28)

1 1
$ n-i g g 6 x x

pq %p %q "7 B vt (g X °5°(Pv§5)) (: *a 608<q,q')]

X
Oqt pq

o e

'
R o
]

I L e e
P' q, pcqo xpo ?Qo -

N~

7. Vitesses de dilatation et de;glissement. Directions;principales et invariants
de la déformation pure,

" Le champ des vitesses correspondant aux deux premidres parties de la décompo-
sition de Helmholtz est compatible avec celui d'une particule rigide. Pour &tu~
-dier la signification physique des coordonnées du tenseur des vitesses de défor-
mation nous portons uniquement 1'attention sur le terme grad y ; ceci revient 2
analyser le champ dans un repére local dont 1'origine serait entrainée avec le
point P et les axes orientés par la rotation o .-

Au point Q (xl, o, 0) 3 l'GCpoque t = o , les composantes de grad y sont
» X,0)5, X 913) « Par conséquent, aprés un. intervalle de temps &lémentaire

dt N les nouvelles coordonnées de Q seront devenues (x (l+0 dt) » xl 1zdt »
x1°13d‘) et sa distance 3 1l'origine P
| = |37
| .
aved ' €, ™ 8, dt +-% (92 + 62 ot 02 )dt2 .

Négligeant lee infiniment petica d'ordre supérieur au premiet, cette distance
vaut A .

| x) l (1 +¢) = | X, l (1ie 8 dty
La vitesse avec laquelle s'accrolt la distance PQ est donc [ X, l e 1 et,
divisant ceci par la distance primitive | X, | 'y on voit qu'on peut reconnal-
tre 3 0 la nature d'un accroissement spécifique de longueur par unité de
temps, ou vitesse de dilatation lincaire dans la direction 1 au point P .,
De méme, et 6 sont respectivement les vitesses de dilatation linéaire

en P dans ies directions 2 et 3 ,

Considérons maintenant, en méme temps que celles de Q , les nouvelles coordon=
nées (x2 0,,dt , x, (1+ 6 2dt) » X, 0, dt) du point R , primitivement situé en
(o, X o) . Le produit scalaire des nouveaux vecteurs de position est

"1"2 { G+ e pdtde, de + 6, dt(l+ 5, Ldt) + o, dtu} -
. L i L.
K x, x2 0, dt ‘ . . 3 N
en négligeant les infiniments petits d'ordre supérieur. Le méme produit scalaire
-peut s'écrire B ; ,

:I-xl ' MT+2e ' *2 l JT-:-E_;; 4;08 f% - ¢ alz]
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ol da,,. représente la diminution subie par 1'angle, primitivement droit, entre
les directions et PR . Prenant x;, et x, positifs, pour que ces direc-
tions soient celles colncidant primitivement avec les axes 1 et 2 du repcre,,
réduisant au méme ordre d'approximation et &galant au résultat précédent : ’

B o . da,,
_ - _
X :5 d o, V4 x X, 0, dt soit 20,"3%
On trouverait de méme que 2 6,5 et 290 sont respectivemént les vitesses de

diminution des angles entre des directions primitivement alignées sur les axes
2 et 3 d'une part, 3 et ! d'autre part, '
Revenant aux formules (I,2I) nous dirons que

ou du
| 1
. .‘,A‘715'2‘°11"'5§3"’Tx‘1' 16

L]

sont ieﬁ vitesses de glissement associfes aux paires de direétions}indiciées.

Nousldirons qu'un point Q est situd sur une direction principale de la déforma

tion si les coordonnées- x, de son vecteur de position ¥ relativement a P
obélssent aux relations de proportionnalité

awaxy a\ia/ax2 aup/;m3
x X 3

Cettg_définition. vectoriellement Equivalente 3

X =0

Y

grad y = @ T

est justifife par le caractdre homogdne du systéme linéaire qui en résulte pour
la recherche de ces coordonnées : C

\

6 (1e=1,2,3) (1.36)

-
g Oy X 6 x,
Du moment que (x;) est une solution non triviale de ce systime, (a x4) ol @
est un scalaire arbitraire en est une autre.
Tous les points d'une droite PQ vérifient le systime (I.36) du moment qu'un
seul de ses points, autre que P , le fait,
En notation matricielle, le systéme (I.36) pour la recherche d'une direction

principale s'écrit , .
Brwer o (1.37)

ol r est la matrice unicolonne { x } représentant le vecteur T dans le
repére utilisé, Le probléme posé& est donc celui de la recherche des vecteurs
propres r_ et valeurs propres 6 de la matrice symétrique 6 . Les valeurs
propres sont les racines de l'équa%ion‘algébrique du troisidme degré en 6

. - © 0 (1038)
% 82~ ¢ %23 | - o
831 O3 837 8

qui rendent compatibles les &quations (I.36), La théorie des valeurs propres
nous apprend que ces racines sont rielles ainsi que les vecteurs propres, défi-
nis 3 un facteur scalaire prds, qui lecur sont associés. Ainsi la déformation
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posséde au moins trois directions principales réelles, Si les trois racines, qui
seront notées 6y » 6, et 6, sont distinctes, les trois directions associées
sont orthogonales, Si"une racine est double, la déformation posséde un plan

dans lequel toutes les directions sont principales et, assocife 3 1'autre racine,
une direction principale perpendiculaire 3 ce plan. Enfin pour une racine triple,
toutes les directions sont principales,

Dans un repére orienté suivant des directions principales, la matrice du temseur
des vitesses de deformation se raméne 3 la forme diagonale

ec o o
. O = .d= OB )
[ GY

Les valeurs propres sont donc les vitesses de dilatation linéaire suivant les
directions principales et les vitesses de glissecment associées aux directions
principales sont nulles. Le potentiel prend la forme

2 2
Ty - 7(:: 6 *xaea-rxze)
Danl le langage de la géométrie analytique on dira que la famille des quadriques
¥ = constante a &té ramenée 3 ses axes principaux,

A partir du systéme (I.36) 11 est facile de montrer que les vecteurs propres
sont des vecteurs polaires et les valeurs propres des invariantes, Ceci est par
ailleurs évident si 1'on observe que, le potentiel ¢ é&tant invariant, les axes
principaux des quadriques ¢ = constante ont une orientation indépendante du
repére et que les valeurs propres sont les vitesses de dilatation lincaire sui-
vant ces axes, Développons alors l'équation (I.38) aux valeurs propres et ordon=-
nons-la selon les puissances de 0

- 93 f'olféz - 92 0+ 03 = (ea - 9)(93 - e)(eY -’e? o (1.39)

Les racines Etant des invariants, il en est de méme des coefficients :
ce sont les invariants fondamentaux du tenseur des vitesses de déformation

B m 8y % Byp + 033 = 0 40 ¥ 6 ‘ _. | (1.40)
9; "0 8 ¢ 922“- B33 * 6y5 0, - (ef, + 67, + 03), |
U + 08 *o00 : - (1.41)
| B0 * 90 * 0.0 , . |
- -5 8 o | i 1.42)
o= oy | " 00 . | o *

La signification du premier invariant fondamental est liée au changement de
volume d'une particule. Les vitesses de glissement &tant nulles dans un repére
de directions principales, un petit parallélipipide rectangle de volume primi-~

tif dx de dx reste rectangle 3 1'époque dt , ol son volume est devenu

dx (l+ 0 dt) dx. (1+ g, dt) dx_(1+ g_ dt) par suite de la dilatation des arctes.
Négligeant les i&finim nts petzfs d'Jdrdre supérieur, nous trouvons pour l'accrois
sement de volume 1'expression . ' o :



Laboratoire d’Aéronautique UNIVERSITE DE LIEGE

11,

PR 3 e o— ———

dx dx dx + 0
y 9%y 4% (e, 0
Par conséquent 1'invariant g9, = g + 0, + @ est la vitesse d'accroissement
spécifique du volume ou vitesse de dilatation cubique au point P considéré.
Suivant (I.,40) et les définitions (IL.21) on trouve aussi pour la vitesse de
dilatation cybique : »

40 ) de
Y)

i

aﬁ .

. i >
91 - i Sxi div u {(1.43)

donnant ainsi le méme sens physique au scalaire "divergence du vecteur vitesse"
et établissant son caractére'd‘invgriance.

Le second invariant fondamental 6, est plus avantageusement interprété& en
relation avec le premier. Il y a en effet intérét 4 imaginer une décomposition
de la déformation pure en deux parties

- la premidre est un changement de volume respectant 1'homothétie par rapport
a4 P de la particule,

- la seconde est un changement de forme de la particule sans changement de
* volume ou "distortion", : . :

Cette décombosition revient 8 considérer la matrice e> comme une somme "
. o

l- I-‘ "'Ih-. ‘ A -l ‘ . . :
/3¢ o e | 8,, ~1/36; 6 6

L | 12 13 S
3 ;: 1 -l :
6= e /3 8, o * 0, 6,, /361v 8, (1,44)
' ' ‘! ‘ . . . -l .
e o /30| 65, By, 8y =1/38

o -

Le premier terme représente un tenseur isotrope avec vitesse de dilatation 1liné-
aire &gale dans toutes les directions, ce qui respecte l'homothétie de la par-
ticule tout en rendant compte de la totalité de la vitesse de dilatation cubique
Le second terme représente le tenseur "déviateur" dont le premier invariant
fondamental est nul par construction. Le second invariant 62 du déviateur
s'obtient 3 partir de (I.4I) en remplagant les vitesses de dilatation linéaire
644 par les mémes quantités diminuées de 1/3 8, « On trouve .

( =

LANR -5 2 (1.45)

On trouve aussi en remplagant §

et @§_ par leurs expressions en fonction des
913 1'expression remarquable 2

1

L n 1 - 2 - a Y2 - 2
R =g (8 =)+ oy, — 0,07 * (o - 0,07 ) 46)
o a2 2 [ *
, ¥ o, Yoyt ey,

Elle montre que, tout comme 1'annulation de 6; fait disparaitre int&gralement
la partie isotrope de la déformation, 1'annulation de, 92 exige

- - =1/3 9 - - .
ell e22 e33 / e-l e12 e23 031 '

et entraine la disparition intégrale du déviéteur.
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Au cours de l'analysa locale du champ des vitessea, les opérations ® - rot :
grad y et 'divi{i sont apparues en succession et ont regu des expressitns
mathématiques définies pour un repére cartésien, Leur sens physique permet de
leur donner des définitions intrins@ques et d'en déduire leur expression mathé-
matique dans des repéres curvilignes parfois mieux adaptés a la nature de chaque
probléme,

En examinant ces definitions dans les sections suivantes, nous aurons en méme
temps 1'occasion de faire un rappel succint des théorémes de Gauss-Green et de
Stokesa,

8. L(;pérateur diverpence et le Théoréme de Gauss-Creen.

Nous avons déj3 reconnu 3 1'expression div U la nature d'une vitesse de
dilatation cubique., Considérons un volume fini D , simplement connexe, limité
par une surface fermée S et un point O de référence 3 1'intérieur,

Soit n 1la normale unitaire extérieure en un point P de la surface, ol la
vitesse a pour valeur . u , et r le vecteur de position du point P par rapport
8 0 ., Considérant la surface comme entrainée avec le fluide, le changement de
volume du cone élémentaire issu de O et découpant une aire dS autour de P
est meauré par . '

& . D)ds de

Supposant le produit scalaire iu . 1) positif, cette mesure est celle de 1l'ac-
croiasement du volume si (r « Nn) est positif de la diminution du volume si

(r . H) ‘est négatif, Par conséquent, si le méme angle solide €lémentaire d&cou-
pait plusieurs Eléments dS sur la surface limite, la somme des mesures corres=—
pondantes serait &gale & 1'accroissement du volume appartenant 3 D . :

Fig. 1,1,

La vitesse d'accroissement dy volume total de D est donc mesurde par 1'inté-
grale de surface f (u + n)ds .,

La divergence du champ des vitesses en O peut alors atre definie en tant que
vitesse de dilatation cubiqqe par la limite '

dtvi=lm < f[ (.n)as o (1.47)
T+0 S L

obtenue en faisant tendre vers zéro le volume T contenant le point O , Cette
formule peut servir de définition intrins&que a la divergence de tout autre
champ de vecteurs., , .
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Pour un volume &lémentaire At , la définition précédente revient 2 la forme
différentielle du théoréme de Gauss-Green '

divi At =TI (U . n)AS ' (I.48)

ol la somme est &tendue aux facettes &lémentaires limitant le volume &lémentaire
Le théoréme s'étend 3 un volume fini en divisant ce dernier par des cloisons
intérieures en une juxtaposition de volumes élémentaires, Comme sur une cloison
intérieure le flux du vecteur u ne fait que sortir d'un volume &élémentaire
pour entrer dans un autre, la somme des flux ne doit s'étendre qu'a la surface
extérieure S . On obtient ainsi le théoréme de Gauss

M e e -l G @)

La définition intrinsdque (I.47) ou la forme différentielle &quivalente (I.48)
sont particulilrement commodes pour obtenir 1'expression math&matique de la
divergence en coordonnées curvilignes,

Soient Xy =%, (qj) 1«1, 2, 3) y (I.50)
| (g =1,2,3)

les formules de transformation des coordonnées cartésiemnnes en coordonnées cur-
vilignes (q;) « En chaque point de liespace existe un repére naturel local
constitué de trois vecteurs de base g, , définis par leurs composantes carté-
siennes ]

ox ax, - oax
(.5-1- ] -—-g' ] -—-3' j = l.»_ 2' 3
QJ aQJ 9q .

I1s sont tangents en ce point aux courbes suivant lesquelles se coupent les
surfaces q4 = constante  Le carré de la distance entre le point P(qj),et le
point voisin Q(qj + dqj) vaut : :

9 '3x1 axi

X
de? = I diy g(;‘ 3 dq,) I Iz 3 %) %9 Y%

Nous nous limitons au cas ol les surfaces se coupent téujours & angle droit,
c'est-a-dire aux coordonnées curvilignes orthogonales. :
Les vecteurs de base du repére local sont orthogonaux 3

axi ax
i qj aqk . » ‘

et le carré de la distance €lémentaire se rédui; a

ds2 = 1 g2 dq? | (1.52)
s 33 o
' 2 Xy 2 :
avec la notation g, I [(— L (1.53)
' . s I aqj .

pour les modules carré des vecteurs de base.
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Nous appellerons u, (J =1, 2, 3) 1les projectiona orthogonales du champ u
sur les directions du repéte local. -
Pour le calcul de la divergence du champ U au point O(qj) nous considérons
le volume Eélémentaire formé des points .

g, # 0 ¢ € € 1 :
q’ EJ A qi ) L Cj 1 s (j - l' 20 3)
Le flux sortant de la facette El = g & pour valeur

o qt | |
-bq, Aaq Io Io(n1 8283)€l-q de,dey

Le flux sortant de la facetta opposée §, =1

| l 1" ;
4qu Aqs !q Io(ux‘szga)e-l d‘zdcs

Pour évaluer ces contributions avec la précision nécessaire pour effectuer par
la suite le passage 3 la limite Aq, + o , supposons le champ U différentiable
au point 0 et calculons la partie’principale de u 18283 dans le volume :

L L —a——
u 88 (“13233)0 3: &y A‘qj Ty (“13233)

Les dérivées partielles sont €valuées au point (] (gj'a 0) o
On en déduit . . o . o

I(“ggzsa =l “ (v8,8, £,=0° =49 'g'&'l' (u,8,8,)
et la contribution des deux facettes au flux sortant est |
b4, A4q,8q %—-; (u 8,8,)
Par ?n calcul aimilaire pour les deux autrea paires de facettes 1l vient au
tota

-

r@ n)As - Aq bq, Mi3 (45 (ee,) ¢ *-- (u g8 ) * N (033132) )

Au méme ordre d'approximation le volumé élément?ire vaut

‘ . (818283) baq a9 44,
et, par application de (1. 48). on trouve finalement

div;;- . : (u 38)""‘-"‘(“88)"' (ugg)‘) ‘ (1.54)
§188 " Y 1 i o
En coordonnées'qphériques (r, 6, ¥) par exemple, ol

[}

dsﬁ-drzfrz&ez+r2un29¢z¢2
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o - L v - , | . -a_. '
dte e oy (@ stnouy+d s g u) +53 Q- u,)) (1.55)

»

9, L'opérateur rotationnel et le Théordme de Stokes.

' On peut établir une premiére définition intrinsique du rotationnel en suivant
une voie semblable,
Le second membre de (I,48) est remplacé par l'expression analogue -

z (n x u)AS
comportant un produit vectoriel au lieu du produit scalaire et représéntant par

conséquent un vecteur, Etendons d'abord la sommation en coordonnées cartésiennes
aux six facettes du parallélipipédevrectangle €lémentaire

xi'H:iAx‘

1 o€k 1 (1=1,2,3)

Pour la facette El -0 les composantes cartésiennes de (; x G)AS sont
( . .l‘, 1 . .y ' 7w ) 1 )}
o ) '.". ‘-_o-,"sz Ax, fo Io v(u:.‘)_'zl ‘o flﬁz __dE'S o 'sz ax, Io Io (}lz).al . d£2 d£3
Pour la facette opposée Ei =)
L - [l 1 1 o
o ] . sz Ax3 jo Io (ua)el -] d£2 d53 ’ *sz Ax3 IO IO (uz)gl -] dEZ dE3

Par des développements limités aux termes du premier ordre, comme pour le calcul
de la divergence, on.trouve

' ‘ o ou o :
‘(ui) I GV (-a—xi (1 =2, 3)

les dérivées partielles etant évaluées au point (g = 0) « La contribution de
la premiére paire de facettes a8 (3 x u)AS est alors :

, du - . T Ju

¢, "’Axlﬁszxg' ('a"g) : ¥ “". AxlezAxa '{-é-;‘-l-)

Ajoutant par des calculs similaires la contribution des dgux autres paires de
facettes et définissant en coordonnées cartésiennes rot u par ses composantes

ou u, . i od du r auz ou

3 _ 2 ) 1 _ 3 ] .
icyouniiadl wenendil Cyeand . badl-wsnany .
3:\2 3:;3 . 3::3 3xl ax1 axz ‘

le résultat final peut s'écrire
rotu At =I @xu)s L (1.56)

Cette forme différentielle, ou la définition intrinsdque qui lui correspond,
montre bien que l'opérateur rotationnel se comporte comme un produit vectoriel,
c'est-d-dire engendre un pseudo-vecteur 3 partir d'un vecteur polaire. Pour un
volume fini, considéré comme la juxtaposition de parallélipipédes &lémentaires
(I.56) devient .
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«t e . . - o

[, vt ax=ff @xdes (1.57)

Les intégrales sur les cloisons intérieures se détruisent du fait que la normale
n change de sens suivant qu'elle appartient l la surface d'un parallé&lipipéde
ou de celui qui lui est adjacent,

Appliquons maintenant (I.57) au volume 1limité par ‘deux surfaces planes paralléles

Sl et Sz et une bande cylindrique perpendiculaire B .

v?igo'lozo

Les normales unitaires extérieures aux faces 8 et S, sont liées par

. -+ 2
- nl - nz wh , d'od

ff] rot 4 d == ff_ BxUds« ]] ﬁ‘x U ds + f] ® xS an

Cette relation vectorielle est maintenant projetée sur la direction‘ K comme
heth x )= 0 , 11 reste

,Ufl;"’ﬁ‘"”t Udr= ,ffn, B, @ x U)ds

—~

Prenons maintenant pour la bande éylindrique une largeur Elémentaire dh , de
sorte que 1'Elément de volume puisse s'Ecrire

d ¢ = dh d$

et 1'élément de surface de la bande
dBwdhds

oil ds est l'élément d'arc du contour ¢ limitant s, «8,
Alors

.!fs Boerotu dS= ¢'~ﬁ . @ x U)ds
c _
-

Mais . ﬁ'.(ﬁx'ﬁ)"ﬁ.(ﬁxﬁ)'ﬁot
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ol T est un vecteur unitaire tangent au contour et orienté de tclle fagon que °
le triddre (h. n..f) soit superposable au triddre de référence., Le résultat
final : :

Hs B ro;iﬁdsl-&i.-? . o (1.58)'

est un cas particulier du théoreme de Stokes, Il exprime que le flux du rotg;ion—
nel du champ U 3 travers une surface plane est égal 2 la circulation de u sur
le contour fermé@ limitant cette surface,

La correspondance entre sens positif du flux et sens positif de la circulation
dépend évidemment du sens du triédre de référence, puisque le rotationnel est un
pseudo-opérateur_vectoriel, Elle se décide par la rigle de auperpoaabilité du
triddre (h, n, ) . :

Le théorcme de Stokes s'&tend 2 une surfaca gauche arbitraire limitée par un .
contour fermé simple en la considérant comme la limite d'un réseau de mailles
planes élémentaires, Le flux total est composé de la somme des flux 3 travers
les mailles individuelles et fournit i la limite le premier membre de (I.58)
Eétendu 2 la surface considérée, Dans la sommation des circulations autour de
chaqua maille, la contribution de chaque segment du contour réseau intérieur est
nulle car il est parcouru une fois dans chaque sens, Il ne subsiste que la circu-
lation sur le contour limitant la surface, c'est-i-dire le second membre de
(1,58) dont la validité est maintenant généralisée,

Appliqué 3 une maille infinitésimale, le théorime de Stokes fournit lui aussi
une définition intrinsdque du rotationnel. Nous 1l'utilisons pour &tablir son
expression mathématique en coordonnées curvilignes orthogonales,

Prenons une maille &lémentaire dans la surface ¢, = constante 4 caractérisée
par l'ensemble des points

‘ ) ".q. ~ . : l ) ’
6 * €, 9, R T

St R est orient§ selon g s 11 faut que A oet t soient, dans 1'ordre,
superposables & gz et g3 et cecl impose comme sens de parcours de la maille
celuf ABCD correspondant & la rotation de 32 vers 33 S

CIf :4,.?3:4}."

-

’/ézo,f

& |

(.f =4, f .'-:.o} Fig.'I.a.
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La circulation sur la maillc a pour valeur

Aq, Il (u 82)5 - G5 ¢ Aq3 fl (“ 83)5 - %3 = 2q, I (u 3:){3.1 e,

; 1 | )
= g, ]o (“333)5 - %3

Mais, supposant la différentiabilité du champ au po:lnt A , on trouve les parties
pr:l.ncipales ‘ :

(“zgz)es-l - (“232)63-0 “Bqy g (u8)
. | R
(4g8)g oy = (u583)g oy = 29, 3q; (a8
B'eld pour la circulation 1'estimation
Aq, Aq, (-5-- (u 83) q (v,8,) )

"
Au meme ordre d'approximation le flux de rot U & travers la maille est

Aq, dq, (g, g, wot, u)

D'od 1'expression de la composante du rotationnel dans la direction E,,

>
- I,
e B 8233 (35 3q, (vyey) - ‘.13 (t58) ) e

Les deux autres combosantes s'en déduisent paf permutation cyclique des indices,
Ainsi en coordonnées sphériques ¢ . /
. oy,

YOt U ™ e ( (r8in 0 u)) = == (2 u,) )
T r2sin 6 v oV ®
t > 08 ensscesmTE——

¥o e}“ r 8in ©

“ ,"'

.+ 1 3
AtOt‘.u- - (at(ru 36 r)

1 ' o |
(-:—47 u, '%}' (r 8in © u*) ) | (1.60)
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IO.VPropriétél géométriques du rotationnel, .
La propriété div rot U E o ' oY S (1.61)

se virifie immédiatement par calcul en coordonnfes cartésiennes, Une démonstra-
tion plus instructive peut &tre basée sur les définitions intrinséques des opé-
rateurs,

Par le théoréme d'Ostrogradski appliqué 2 une région simplement connexe 3

| U

-

DR

I;!D div rot u d 1_? ffs rot uen d§

Divisons la surface fermfe simple S en deux parties 8§, et 8, par un con-
tour fermé simple c , tracé sur cette surface et définissons un sens de par—-
cours sur ¢ tel que la normale extérieure n sur S1 corresponde au sens
positif du flux dans le théoréme de Stokes. Alors v ' :

z!f rot U . 1 d §=§ .3 .t ds
Sl ¢

S . e : A
Sur la partic S le sens positif du flux est opposé 2 la normale extérieure
et donc = : - .

[f rotd,Bdsa-¢ U, T ds
'ie c |
Par addition des deux derniers r&sultats.il vient
[]fn’div rot udt=o

et la propriété (I.6I) en découle par un passage 2 la limite,
Cette propriété s'applique en particulier au vecteur tourbillon

- 3--%:;:‘1:3 . dve z. 0~ (1.62)
N

ol U est le champ des vitesses, Définissons une ligne tourbillon comme une
courbe partout tangente au vecteur tourbillon 2 une &poque spécifiée, En coor-
données cartésiennes les &quations différentielles de cette ligne seront donc

. ! - .- = ' . ' ; /(L.63)
3u3 du, aul du, auz aul b

ax2 ax3 : ax3 axl axl_‘ax2 ‘ ' |
Un tube tourbillon sera défini 3 la méme &poque comme 1'ensemble des lignes
tourbillon s'appuyant sur un contour fermé c ., Appliquons & un segment de ce
tube la propriété (I.62) ou plus exactement sa forme intégrale.

g St asae - B
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La surface fermée § est constitue des sections transversales limites 5, et
82 qui s'appuyent sur les bords ¢, et c, et de la surface enveloppe engen-
drée par les lignes tourbillons i travers laquelle le flux est nul par construc-
tion, Par conséquent :
ff TeR ds+[[ G.B dS=o

sl M T B sz 2
ou encore, prenant une normale unitaire Kl opposée 2 R de fagon 3 définip

un seul sens de parcours le long 4u tube !

2 ![s, G B dse2 )t f aser o ed

;o

Cette propriété peut s'énoncer comme suit : le flux du rotationnel de la vitesse
3 travers une section d'un tube tourbillon est indépendant de la position de la
section; c'est, par définition, 1'intensité I du tube,

I1 en découle que la section d'un tube tourbillon ne peut s'annuler au sein du
fluide sans que le module du rotationnel ne tende vers 1l'infini, Un tube tourbil-
lon ne peut que s'étendre & l'infini, se fermer sur lui-mé€me en anneau ou se ter-
miner sur une paroi limitant 1'&coulement,

Une application du théoréme de Stokes transforme égalemsnt le r&sultat (I,64)
dans celui, equivalent,

o §
w o A }

c

ad

ctdsm1 S (1.65)

L'intensit& du tube est fgale & la circulation de la vitesse autour d'un contour
ferm& entourant umne fois le tube, : ,

" Fige. L.4.

Dans certains &coulements contournant un obstacle il peut arriver que des lignes
de courant se rejoignent derriére 1l'obstacle pour former une surface de discon-
tinuité dans la vitesse tangentielle., On peut montrer qu'une telle surface est
équivalente 3 une nappe portant une densité superficielle de tourbilloms,
Rapportons la surface 3 des coordonnées curvilignes orthogonales q, et gq, et
soit g, dq, le déplacement &lémentaire perpendiculairement & la surface, Au
cours de ce déplacement on passe du coté qQy == o de la surface au cOté

q, = + 0 , Par la formule (I 59) T

¢

g, ( rot u gy dq, ) --33; (usgs? dq, * 9q, (uzsz) dq,
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|

Passant 2 la limite dq, + o avec continuité de la composante normale ug de
la vitesse, 1l vient pour la discontinuité de la composante tangentielle u,

‘ . . ' .
Mo (rot, U g, dqy ) =28 =u, (q, g0 = 0) =1, (4, q + ©)

De méme par la formule correspondanté pour la seconde composanté du rotationnel

1

nl_ et k02  sont les composantes de la densité superficielle du tourbilloen,

11, L'opérateur gradient,

Cherchons encore une définition intrinsique de grad ¢ .
Considérons A cet effet l'expression vectorielle I ¥ n AS &tendue aux facettes
d'un parallélipipdde élémentaire en coordonnées cartésiennes, Pour la facette
El = 0 ,:les contributions 3 1l'expression sont

- qu-Aqa !q !o ( ?‘)El-o '?Ez dgs- * ° @

.4
-

‘ . v B . -
Pour la facette 5 ‘-l . v ‘ R

BV RPS | | | ‘ o
e qu ba, fo li (v )E - 9, & o, 0 , o

Pour un potentiel y - différentidble au point (E -, - 5 = 0) on trouve la
partie principale )

(‘*')cl?l - (v )5‘.0 ‘ AQ ( ) ’ | T B  ”

et la contribution des;deux facettes a pour partie prineipale
Q2 I )
Aq, Aq, 4qg = o 0 ¢ O

Ajoutant les contributions des deux autres paires de facettes il vient, eu égard
a8 la définition de grad y en coordonnées cartésiennes .

zoﬁas-gradur ‘ R (1.67)

Par un passage & la limite At + o cecl constitue une définition intrinsdque du
gradient,

Le résultat s'étend de nouveau 3 un volume fini en le considérant comme un assem-
blage de parallélipipides €lémentaires. Il y a destruction des contributions sur
les cloisons intérieures par suite du changement de sens de la normale suivant
‘qu'elle est extérieure pour un des parallélipipédes ou pour celui qui lui est
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—e

adjacent; il ne subsiste que 1'intégrale sut la surface 5 délimitant ie VOlumo.
C L Mg e B asefi ey dx o s

Appliquonl cette formule au volume d&€limité paf deux facettes planes paralléles
AS, = AS, = AS et un manteau cylindrique AB d'épaisseur faoh qui leur est
perpendiculaire. Avec -

o “n ®wn, - R

: £ 4, : . . :

pour les normales unitaires extérieures aux facettes planes, il vient
. R - 1

B @, .:*1)As *‘[f v & dS= a84h grad ¢

Projetant cette relation sur la direction K et observant que Re=o sur
Lo L

le manteau : . L e
v N

(w - w ) =, Ak ﬁ . grad ¢

Passant finalement 3 la limite  § .
e \,,.&; K)‘ B 1"

v, =V :

tl.gd C (1.69)

R 3rad~¢ u lim T q

Ah+o

La projection du gradient de ¢ dans une direction donnée est &gale a la dérivie
de y dans cette direction. Si celle-ci &tait situie dans un plan tangent 3 une
surface équipotentielle ¥ = constante passant par ce point, on aurait

dy/dh = o : la projection du gradient sur le plan tangent est nulle. En un point
ol la surface &quipotentielle posséde un plan tangent, le gradient de V¢ est
donc perpendiculaire 3 cette surface,

L'application de la définition intrinséque 3 un volume élémentaire en coordonnées
curvilignes orthogonales conduit aux expressions :

e '5%3‘ ,U-‘lo ‘2.-3) . (;.,70)

pour les projections de :grad ¢ dans le ttiédte local. On a en patticulier pour
les coordonnées sphériquea

0L w1 o ,
or . - * T 90 ' rsineg 8¢ (1.71)

(3 .

12, L'opérateur "dérivation particulaire". o o {

Appelons grandeur intensive toute grandeur qui peut €tre définie en un point |
du milieu continu (composante de vitesse, d'accélération, pression, température, |
masse volumique, entropie spécifique, ses)e ‘ .
En description lagrangienne le champ d'une telle grandeur j : ‘
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? (e o 8)

permet un calcul facile de sa variation dans le temps quand on la consid&re comme
1iée aux particules, Dans ce cas les coordonnées (ag) sont maintenues fixes et
la variation dans le temps ou "dérivée parciculaire" s'exprime par

8F (a , t)

Quand le méme champ est utilisé en description eulériemnne

7(‘ (x .t),t)-f(xj,t)

la dérivation particulaire doit tenir compte des variations temporelles dans les
coordonnées cartésiennes de la particule &

Leobe ?W"'PTHMJ,\
dx
Df of of
of L » D . o . ]
wgetu. gradt \ (1.72)

Le gecond terme représente 1'effet de la convection de la grandeur par l'écoule-
mant. De plus la forme vectorielle

9 +
- o + U, grad

de 1l'opérateur dérivation particulaire pefmet. griace & la définition intrinséque
du gradient, de 1'utiliser en coordonnées curvilignes.

L'identite
t' F ' © et
‘?‘E - %5 . (1.73)

est utile 3 retenir pour la transformation des lois exprimées en représentation
lagrangienne aux mémes lois en description eulérienne et réciproquement,

L'opération de dérivation particulaire peut aussi &tre appliqufe 3 la grandeur
extensive fondamentale : 1'élément de volume, Si 1'€lément de volume dr est
considéré comme 1ié 3 1l'ensemble de particules qui le constitue 3 une &poque
donnée on a, par la définition méme de la vitesse de dilatation cubique

1 D -+ ’
?‘? Dt (d 1) =mdivuy o | (1.74)
Le méme résultat se retrouve en considérant 1'&lément de volume en coordonnSes
de Lagrange., Le volume occupé & une époque déterminée par 1l'ensemble des parti- -
cules dont les coordonnées de Lagrange sont comprises entre les valeure ay et
aj + day a pour valeur

dtreJ da da, da, S (I.7§)
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ol J est le (déterminant) jacoblen

D5 A :
' aal aaz 353
T T O T
O R B DA I -
oa, °a, 333

construit & partir des exptessions (L.5)% On aura pour la variation temporelle
du volume de cet ensemble de particules

Doy a2 - |
e (d ) = 3¢ dal da2 dn3 ‘ (X.77)

Le développement de la dérivée du décerminant fournit 1'expression

2
A 3 x D(xz, x ) X
ot " ataa —(az, aT oo

dont les 9 termes comportent les combinaisons des permutations cycliques des
indices au numérateur et au dénominateur, Transformons alors le premier facteur

de chaque terme spivant le modéle

’ . {

2
| 3 x . aUl -.aul 3xl . du, ax2 . 3u1 X,
_ ataa aal axl 3ax axz 3&1 ax3 aa1

et regroupens les 27 termes trois par trois en mettant les dérivéea du type
du lax en évidence $

) X D(x,, "k)

aJ; Yoo _
ot i g X { g aap ‘ﬁ(a . a‘)'

o g O .
Dans cette expression '(i J, k) et (p, q, r) sont dee permutationa cycliques
des indices (1, 2, 3). Or i \ ,

X D(x,, xk)
aap D(aq, ar)

I « J i m=f{
. «= 0 sI mé{

car dans le premier cas il s'agit du produit des &léments d'une ligne de J par
ses mineurs, dans le second du produit des &léments d'une ligne par les mineurs
d'une autre ligne,

Dés lors

J’ : : >
-E-QJ i-a-;‘-;-.fdivu_ . (11078)

(-4
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e et e e m

et, substitud dans (1,77), le résultat est identique 2 (I.74).

Appliquons finalement l'opérateur ”dérivation particulaire" a une grandeur
intensive generale.

RLV//NETES

Il faut donc imaginer que la surface S délimitant le volume est entrainée
avec le mouvement des particules, Formellement

. o | N o
| %'UID %;-(fdr)olffb %f-, drv+t -;-;?(dr)

Utilisant 1.;., formules (I.72) et (I.74)

fff( "'\l.gradf+fdivu)d-|-  ou

j[[ { + div (f u) } d T o, (1.79)
Finalément, par application de la formul& d'Ostrogradski.

D:.mn 3{;4”1;s £@.Das  (1.80)

Ce detnier résultat peut d'ailleurs @tre &tabli par un raisonnement direct. Les
grands théorémes de la mécanique sont énoncds pour les systimes fermés, c'est-
d-dire constitués toujours des mémes particules, Il n'est donc pas &tonnant

que pour leur expression dans un milieu fluide la dérivation particulaire joue
un role primordial, La forme (I.79) est alors bien adaptée & la formulation
locale de ces lois, c'est-d~dire & une formulation relative & 1'unité de volume,
Par contre la forme (I1.,80) est intéressante pour obtenir une formulation inté-
grale, particuliérement lorsque le champ des grandeurs en jeu est permanent,

Les lois relatives aux systémes "ouverts", qui &changent des particules avec
1'environnement, peuvent s'obtenir en considérant la vitesse w des points de
la surface S qui définit 3 chaque instant la collection des particules qui
font partie du syacéme. Si I appartient 4 un systéme ouvert, sa dérivée tempo-
relle sera

ar 3f _ s+
S ”In FtdT -tf!s £ G n)é:s

et la relation entre cette dérivée et la dérivée particulaire du systéme fermé
colncidant & cette époque avec le systéme ouvert est, par différence

Eedrl t (G- R)es e
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I3, La formule de Lagrange pour 1'accélération d'une particule,

Si le champ des vitesses est donné en représentation eulérienne l'expreuion
de 1'accélération

Du

- f)'e (1.82)

n'offre pas de difficultés en coordonnfes cartésiennes, Chaqug conpoaante est
justiciable de la formule (I.72)

Dui aui - v
3y "3 *u. grad u . 1=1,2,3) (1.83)

En coordonnées curvilignes 1'op&ration

el

sl

+ (4. grad) u

préte & confusion car 1'opérateur gradient n'a regu de définition intrinsique
que dans son application & un scalaire., Par contre la formule de Lagrange

' 'Y v2 + »> ' _ .
I « 3¢ + grad 5= ¢ rot u x u o (1.84)
ol VZel,u et S (1.85)

dont 1'1dent1té en céordonneen cartésiennes avec les formules (I1.83) est facile
8 vérifier, s'applique aussi sans ambiguité en coordonnées curvilignes. En coor-
données sphériques par exemple

ou . ) u u 9(r sin 6 u,)
S S S N O SN QP 1 v r_ b
J1.' ot *2 or (uti-uo-ruw)‘ *:sine EX) or )
L% 3(rue) } aur)
, . 4 9T .90 7/
du u. a(ru) du
el el A (2 42 4 g2 = r
P Tal ae.(‘fr*“e"'“w) )
L u, 3(sin o uﬁﬁ 3ue)
"rsin 0 90 Y
2u . m, a(ein 8 u) du
. = b, -?—(uz-’o-uz#'uz) PR L 9)
¥ ot 2 rsino W 4 (] v r sin © 9 0 w
- ) u aur ) 9(r sin © ujz)
r sin 6 ‘aoy B PE
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a7, '
Soit, apr2s simplification, - A
) 2 w2 ' '
S - aur . Our } ug + uw . uw aur +‘:£ aur
r at T or T rsine oy  x 90
ou u du u_ - 3(ru') ' u du )
5e TR TS or r “& * T sin 0 o . (1.86)
2u u fu u ou ‘ u a(ru))
v Y v.. .0 _v coteé X ¥
’0 ot rsin 6 3y + r 20 * r “e u* * T or

I4, La circulation de 1'accélération; formule de Beltrami,

Solt Cuf .t a8
L o ¢ o
la circulation de la vitesse sur un contour fermé ¢ & une Epoque déterminée.

Cherchons 3 évaluer la dérivée particulaire de cette grandeur, ce qui suppose
le contour 1i& aux particules et entralné avec leur mouvement

pC DU+ .+ D >
"'l')'t"¢ P et ds ¢ u.gr (¢ ds)
-+

Sofent T, et r les vecteurs de position par rapport 3 un point fixe de deux
points volsins Pl et P2 sur le contour, de sorte que
R < + ' .
t ds = r,-r T
RS 154 ¥ ' :
. N D T2 1 -+ -> P
Alors 5t ¢ do) = 5 T T

1'accroissement ge vitesse quand on pqsée de_ fi' % ?2 "

"ﬁ.dﬁ-ﬁ a.?‘;:..-‘.:..¢ d.ﬁJ
O 2z 7. %72

et cette contribution est nulle si le contour ne traverse pas une nappe de dis-
continuité de la vitesse., On trouve la formule de Beltrami

. T.% as o e

ol le second membre représente la circulation de l'accélération.

Comme C est aussi 1'intensité du tube tourbillon qui s'appuierait sur le
contour ¢ 1la formule est importante pour 1l'évaluation des changements d'inten-
8ité du tube, Les &quations de la dynamique des fluides permettront plus tard
de fixer les conditions dans lesquelles cette intensité demeure constante,
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11, Lois de Conservation

I, Conservation de la masse.

Soit p 1la masse volumique, grandeur intensive définie en tout point du
milieu continu, La masse d'une particule est alors donnée par le produit pdrt ,
En représentation lagrangienne cette masse sera p(a;, t) J da, da, da; et la
conservation de la masse pourra s'exprimer par la re{at

o unatee -~ anm

“r

En représentation eulérienne cette loi de conservation sera

ny .

Gdt)mo | @)

8=

Soit, en développant et faisant usage de (1.74)‘
A%%-‘Gp divu = o ' ' (2.3)
Encore, en développant la dérivée particulaire selon (I,72)

-g%co-'ﬁ.g;adp+pdiva--g%+dlv(ot)'o . (2,4)

uand on peut négligef, comme on le fait en hydrodynamique, la compressibilité
u fluide et considérer p comme une constante, la conservation de la masse se
réduit 3 la conservation du volume ¢

v .. t . .
pour la repréSentgtioﬁvlagrangiennd

o divim=ao B - C(2.6)
pour le cas de la rep;ésentatidn eulérienne, | |

Les formes précédentes exprimant la conservation de la masse sont du type localj;
pour certaines applications, particuliérement pour les champs de masse volumique
permanents, la forme intégrale est plus intéressante, Appliquant la formule géné
rale (I1.80) & la conservation de la masse totale d'une collectivité enfermée a
1'époque considetée dans un volume D 1limité par une surface S :

[l

]/j pdt-fff n dt+ff p (8¢ 0)dS = 0o, (2.7)

LI
Ainsi pour un écoulement permanent dans une conduite ou dans un tubé de courant

[jé 0 (W s n)dS = o ' ; .
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Par définition (4 . ) = o sur la surface latérale du tube et il ne faut tenir
gompte des flux qu'd travers les sections_ terpinales Al de normale extérieure

noe hl et A, de normale extérieure n = h, 4 de sorte que

H‘ s (u 'Ki)ds - ”A o (U Kz)ds | (2.8)
™ | |

Fig. 2. I.

Ceci revient A &galer les débits massiques dans un méme sens de parcours i tra-
vers deux sections du tube, Pour un filet fluide dont les sections infinitZsi-
males dA, et dA, sont perpendiculaires au vecteur vitesse local, cette loi
de conservation en mouvument permanent devient

\\\ V,dh = p V, dA (2.9)

ol V déltgna le module du vécteur vitesse.

2., Conservation de la quantit& de mouvement,

)

La quantité de mouvement d'une particule est le vecteur

da L) wdy 5 )
Le théor2me fondamental de la méclniqun, appliqué 4 une collectivité de particu-
les, peut s'écrire .

N

%’glﬂb °:"f"”s T, ds *’H!D oidf (2'.»10)

Au second membre, le premier terme est la somme vectorielle des forces '?h ds
exarcées sur chaque élément de la surface, limitant la collectivité 3 1'époque
considérée, par les particules extérieures, Le second terme est la somme vecto~
rielle des forces de magse Eventuellement exercées sur les particules de la col-
lectivité, Le vecteur g est homogéne 3 une accélération; c'est généralement
1'accélération d'un champ de gravitation.
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Pour déduire de (2,I0) une forme locale des Equations du mouvement, il y a lieu
de mettre tous les termes, comme le dernier, sous la forme d'une intégrale de
volume ce qui permettrait d'&crire le théoréme pour 1'unité de volume, La trans~
formation du premier membre est. directe, il suffit d'observer que

Bl eideaflf FGodn=[]f Fedr = @

puisque, en vertu du principe de conservation de la masse sous sa forme (2,2) la
plus élémentaire, p d T se comporte comme une constante vis-d-vis de la déri-
vation particulaire.'Eg vue de transformer le premier terme au second membre,
exprimons la tension 1, sur 1'élément de surface en fonction des tensions 1ij
sur des facettes parallSIes 8 un triédre de référence,

Fig. 2'.2'

I1 suffit pour cela d'exprimer en un point P de la surface S 1'Equilibre

d'un tétraddre élémentaire constitué d'un élément triangulaire dS de la surface
et de trois facettes é€lémentaires dS,, dS,, dS, respectivement perpendiculaires
aux directions de référence 1, 2 et 3 , Si dh™ désigne la distance de P' &

la facette oblique et (2;) les cosinus directeurs de la normale extérieure a
celle-ci 1

1 _ (dnh)2

ds. =
| 7 1, L, 9.3

s, = £, ds : YR, 2, 3  (2I2)

gt le volume du tétraédre

'RELE. —(dn)? - S
i L L
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Par conséquent les forces proportionnelles au volume du tétraddre, comme les
forces de gravitation et les forces d'inertie, sont des infiniments petits d'un
ordre supérieur en dh aux forces proportionnelles aux surfaces; on peut se
contenter de 1'&quilibre statique de 1'élément sous 1l'effet des tensions, Dési-
gnant par Th4 la composante selon la direction { de la tension 1, et par

{4 Cette meme composante pour la tension sur une facette de normale exté-
1eure orientée selon la direction j ’ l'équllibre statiqua implique

%£¢s‘§ﬁid% "',‘.RJ:S' S

soit, eu Egard & (2,12)

‘,- g zj 151 " z : | (2,13)

. |‘
Ces formules définissent aussi sans ambiguité les cas limites oll certains des
cosinus directeurs de 1'élément de surface seraient nuls,
Prenons maintenant le cas le plus simple ol 1'&coulement est analysé en coordon-
nées cartésiennes; le triddre de référence local est paralléle au triédre de
référence général. Le théoréme (2,10) est équivalent aux trois telations scalai-
res ,

I, smta vl e[l psar  e=r2d

On a fait usage de (2,II), introduisons encore {2.13) au second membre et appli-
quons le th&or2me de Gauss-Green

Iy Gy myed o= 000, (G 52 e

Tous les termes sont ramenés 3 des int&grales de volume, Le théor&me de la quan-
tité de mouvement pour, 1'unité de volume 8'écrit :
' i
Du, Ot

Bt § = tegy (w1, 2.13)(c§rtésiennes) (2.14)

L‘ensembla des &léments T foimé:un‘tenéeur cartésien du second ordre

i

2 1s |
Te Toy Toy T, (2.15)
hEY T32 Tas

Une forme &quivalente & (2,I4) s'obtient en développan: les dérivées particulai-
res au premier membre,
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et en combinant ces formules avec 1aq~expression¢ déduites de la conservation
de la masse selon (2.,4)

O-“i ..24.‘,’! z .g_*_(p “j) | ; ‘. | . ll
. -3 4 ' |
I1 vient'ains; par addition : | ,
. SRR :
| Dui v‘ a . ) 3 . ..
| y T

et la forme Squivaleﬁte du théoréme locql-de la quantité de mouvement

.L(t;ui)*

T | EL- (p.uiluﬁ - tji) =0 ?i - (4 =1, 2, 3)(cartésiennes)

g ,3x3 |
; (2 I7)

Elle fait apparaltre un nouveau tenseur cartésien du second ordre, le tenseur
impulsion-énergie

p ul p U U

) 12 P NY
Qe eRM P ¢ %% L, (I8
T P e T A SR

Il est visiblement symétrique et. nous reconnaltrons bientSt la méme qualité au
tenseur des tensions, Son premier invariant est &gal au double de 1'énergile
cinétique par unité de volume, second et troisiéme invariants sont nuls.

La forme (2.17) apparait immédiatement quand les composantes cartésiennes du
premier membre de (2,II) sont transformées par la formule générale (I.80)

'ﬁf;'!]!n P uii(&; -I'HD 3 (o ug) .‘1-1 'fos p ug Q. n)fi s

- ]ND -g-g(p ui)dr+ﬁs (5: by Uy u)ds

Il suffit de ramener le dernier terme 2 une intégrale de volume par le théoréme
de Gauss-Green, Si au contraire nous conservons les intégrales de surface pour
ce terme et pour. l'effet des tensions, nous obtenons la forme integrale du

théoréme
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I =6 “1)*98.1)-éf§lls Ty Gupuy-ryiseo

; , B ’ (11, 2, 3)(cart§siennep) (2.19)

Elle est particulidrement . intéressante quand le mouvement est permanent et les
forces de masse négligeables car elle se réduit & un calcul de flux de quantité
de mouvement et de somme vectorielle de tensions sur la surface limite.
Dans ces conditions, appliquie 3 un tube de courant, elle donne

o poo 4

sFe IIA;“: f

Les F, sont les composantes de la force totale exercées par les tensions sur
la paroi latérale du tube, qui n'est pas traversée par un flux de quantité de
mouvement; A, et sont les sections terminales (fig. 2.I.). Si le tube est
matérialisé par une conduite on a ainsi le moyen de calculer la réaction (- Fi)
exercée par l'écoulement permanent sur la conduite. _ ’

Pour un tube de courant élémentaire, dont les sections terminales sont perpendi-
culaires au vecteur vitesse, on trouve en assimilant le tenseur des tensions 3
une pression isotrope (Tij - - p). )

i

2 G u, uy - tji)d S§wo (1 é 1, 2, 3)

aFa(p, 40, VR d Az - (151‘4 0, VR 4 A L (2.20)

L'expression du théor2me de la quantité de mouvement en coordonnées cﬁrvilignea
orthogonales est rejetée en Appendice, o

1

3, Conservation du moment de la quantité de mouvement,

S1 T est le vecteur de position d'une particule par rapport & une origine
fixe, le théoréme du moment de la quantité de mouvement appliqué & une collecti-
vité s'écrit

| 'g' o [[fn P g x ?_ dew ffs T X ¥ as + jffn pEx?¥ dr

Euy Egard & (2.2) le premier meubra se laisse transformer coume suit :
oo + | Dh o + DE

My o B @xDacefif oBixt droflf oTxfas

et le dernier terme est nul du fait que

-+ >+
ux " uxuw=g

gls.
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On a donc pour la premidrea composante cartésienne de& (2,2I)

' Du Du -
!!/D P (xs,Dcz - x, Dca)d T --jjs (‘n2 X, =T, xé)d's‘+ ff[n_o (xagz- x283)d T

L'intégrale de surfacg se transforme 3 1'aide de (2,13) et du th&or2me de Gauss
en . : : .

9X

Ilg & vy Gy ty, =% 14388 II1, i 'L; (=, 'jz "% Tyl

livrant une forme locale valable en coordonnées cartésiennes

b 02 . : Du3 o ? .
P G mw) cen GEs) 7 LT Oy,

S1 nous développons encore le dernier membre et regroupons les termes

Duz o : Du 3
SRR R AL IR

Chaque‘parenthése du premier membre est nulle en vertu du théordme de la quan-
tité de mouvement, si bien que la forme locale du théoréme du moment se raméne,
compte tenu du calcul similaire pour les deux autres composantes, d 1'expression

Tij - TJ“ - (2,22)

de la symétrie du tenseur des tensions., Ce résultat s'obtiendrait bien entendu
de fagon plus directe en exprimant 1'équilibre de rotation d'un parallélipipéde
€lémentaire sous 1l'effet des couples diis aux tensions.

La forme intégrale du théoréme est plus int&ressante, Elle s'obtient en modis -
fiant chaque composante du premier membre de (2.2I) telle que o

'ﬁ'EI”n" (w, % =9y )

a 1'aide de 1la formule générale (I1.80).
L'ensemble peut €tre mis sous une forme vectorielle facile & interpréter en

coordonnées cartésiennes
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i, %;,(pzxt)dzoj]s p Gu)@ ., DS w
S ”s'u?u?nds+'jffpp Txs dv (2.23)

Dans le cas od les int&grales de volume disparaissent ce th&or2me peut &tre
commode pour le calcul du moment des forces exercées par le fluide sur des
parois,

4, Bilan &nergétique déduit de la quantité de mouvement,

Formons le produit scalaire avec le vecteur vitesse des &quations du mouve~
ment (2.,14), il vient

Duy  p y2 |
oL v TR T Tt Uy S e
‘ S 1 L ) = _
ot Poezporou il SR S (2.25)

C'est un bilan des puissances développfes par les différentes forces, En parti-
culier P, est la puissance mécanique développée par les tensions sur 1'unité
de volume, ’

Quand on lui ajoute la puissance développée par les forces massiques on peut cal-
culer le taux d'accroissement de 1'énergie cinétique

S1, comme c'est usuellement le cas, 1'accélération g dépend d'un potentiel @

.. ge-gradn . (2.26)
- 4 et radge2_ DO
i Uy By WU gT U, grad 9 = 3t~ Dt

et le‘bilan éﬁergétique prend la forme

b V2 S g .
FE(T."Q)-PN‘.O Tt _ _ (2.27)

.

Le potentiel ne dépend. généralement pas explicitement du temps. La puissance
mécanique développée par les tensions sur 1'unité de masse (Pm/p) est alors
retrouviée sous forme d'un taux d'accroissement de 1'énergie mécanique totale,
cinétique et potentielle, de cette unité de masse.
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5. Conservation de 1l'énergie,

P, n'est qu'une partie de la puissance développfe par les tensions sur 1'uni-
té de volume. La puissance totale développée peut etre &valuie en examinant
d'abord son expression Ps pour une collectivité contenue dans une surface
fermée S ¢ '

’s"”s Iy G oy 1,04 8 (2.28)

Appliquant la théoréme de Green 3 cette expression valable en coordonnées carté~
siennes § ,

: .
; 9 .
PS‘. ]jfn g_ 3;; (i u, tji)d T
on obtient pour 1'unitd de volume la puissance totale

(2.29)

| 3
t " [ .3xj (1 ui tji)

Elle se scinde en deux parties, l'une correspondant 3 la puissance mécanique
comme 81 les vitesses restalent constantes (2,25), 1'autre tenant compte de la
variabilité du champ des vitesses et que nous appelons la puissance thermodyna-
mique Pe pour une raison qui apparaitra par la suite

P: - rm + Pe i (2030)

- 9u ' .

i .ji - i g Tji qji ' | ; (2031)

I
6. 4 j xj

Dans sa derni2re expression qui fait intervenir les &léments (I.2I) 1l est clair
que P, est associée & la vitesse de déformation des particules.

Le théoréme de conservation de 1l'énergie exprime que le taux d'accroissement
temporel de 1l'énergle cinétique d'une collectivité de particules est &égal 3 la
puissance développée par les forces intérieures et extérieures, Le taux d'ac-
croissement de 1l'énergie cinétique peut s'écrire

L o— d o
Dc.IUD b2 a ' , , ,

!

M !

La puissance développée par les forces intérieures est, par definition. ramenée
3 .un taux de décroissance d'une &nergie interne, Si U désigne 1' Cnetgie interne
par unité de masse, cette puissance sera :

» -%EIIID pUdr

La puissance developpée par ‘les forces extérieures comporte non seulement Pg
dont la valeur vient d'étre exprimée en (2.28), mais aussi la puissance due aux
forces massiques .
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i, b3 ax

et enfin la quantité de chaleur pénétrant par unité de tgnplv

-
"jf a.n
v '8
i _ ,
Le vecteur d'action calorifique q a donc les dimensions d'un travail par unité
de temps et de surface (ergs par cm?sec par exemple), son flux est considéré

comme positif si la chaleur est cédée par la collectivité vers 1'extérieur,
Lé théoréme de conservation de 1'énergile s'écrit donc

B, s Bae-b Mlys o as sty ffl, o35 dx=f], G.Das

. B o
Y S o (2.32)
o
Tenant compté par (2. 2) de la conservation de la masse et ramenant tous les ter-
mes & des intégrales de volume, i1 vient la forme locale

D Ve, B -
P Dt (U*T)-Pt#p !‘:. uigi-di‘vq

Elle se simplifie notablement par soustraction du bilan mécanique (2, 24),
eu égard 4 (2.30) 11 reste

”")RE-v-qu ,' (2.33)

c'est l'expression du premier principc de la thermodynamique pour une particule
en mouvements, . !

. . . .
) . . . . -
[ e € s . . M ..

64 _gpilibre thermodynamique local, Taux d'accroissemenc d'entropie d'une‘parti-
cule, .

Pour poursuivre 1'étude nous admattrons qu'd 1'é&chelle microscopique, 2 tout
endroit et 3 toute &poque, 1'équilibre thermodynamique est réalisa,
Dans la fiction du milieu continu ce postulat signifie qu'en chaque point, &
chaque époque, 1'énergie interne spécifique U est une fonction d'état de deux
autres grandeurs spécifiques (par unité de masse) : le volume spécifique, ou son
inverse p, et l'entropie spécifique S , A partit de cette fonction d'état on
peut alors définir au m@me point et 3 la méme &poque : une température absolue

|

" r,.:_é.u G, - v (2.34)
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eﬁ.une pression thermodynamique
p~ p'z -g;' U, S) o : (2.35)

"

Notons que 8i 1'entropie sp&cifique est éliminfe entre les deux fonctions
T , S) et pl , S) qui en résultent, on obtient l'&quation d'état du

Comme les grandeurs qui viennent d'@tre introduites peuvent €tre différentes
d'un point 3 1'autre et d'une époque 3 1l'autre, il n'y a pas Equilibre thermo=-
dynamique 3 1'échelle macroscopique. En fait le postulat permet une &tude des
phénoménes thermodynamiques irréversibles 3 cette Echelle macroscopique. Nous
ne considérons que des fluides homogénes, c'est-id-dire tels que la fonction
d'état U(p , S) soit identique pour chaque particule, Ceci &limine de nos
considérations les phénoménes de diffusion mais permet, en vertu des définitions
(2,34) et (2,35), d'écrire pour tout type d'accroissement des variables

du=fedpsTas L (2.36)
| p? - S |
Ed particuller .
FTURTIUR T o B 'v e
2 s ¢ : l‘-’---n- 3 4-1'3.8.
: -t 2 a t.
. ] p B
' g?adU--n; gradpt'r'gradls
,‘ p H

DU_p Do, .DS
| bt "2 pe * Toe
| BN .
Cette dernilre relation permet d'éliminer l'énergie interne dans le premier prin
cipe (2,33) qui prend la forme :

prPf--Pa -E %% - diviz

On peut encore grouper les deux premiers termes au second membre en se servant
de 1'équation (2,3) de conservation de la masse et de (I.43)

-2 -D—p-- *- . D
Pﬂ' > Dt Pe +pdivu Pe +p i 611

Ceci suggire en se rapportant a (2 31I) de définir de nouvelles tensiona
. ©ifae { .
°ij (2.37)

-11

T

Ce sont les tensions de viscosité. Il vient alors podr 1a nouvelle forme de 1'é-
quation de 1'énergie

pPTIZm2F-divy o (2.38)
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—e

avec .' o ’;‘;2‘?# g ']’: oij !.911 Lol . . (2.39)

Par analogie avec le second terme, 2 F peut &tre considéré comme une quantité
de chaleur produite par unité de volume et de temps par frottement interne,

7. Taux de production locale d'entropie, Loi de Fourier,

Transformons la formule (2,38) comme suit . : i

o . - . ) -’ ‘v ) '
: DS 2 F div q 2 F ) -+ 1
p']')'E. T- T - T -d.iv (%)*q08rad'i¢

DN

et Intégrons sur une collectivité; 1l vient

> o+
D . ‘ . o
selll, psavm-fl  dgFdse [l =dx (2040)
: A T o :
ol - ¢ 't‘-;z—,r-go-a. grad-% ) : _ . (2.41)

[ €
81 r é&tait nul, la formule (2.,40) représenterait la variation d'entropie de

la collectivité selon le calcul applicable 3 une succession d'états d'équilibre,
ol chaque quantit& de chaleur est divisée par la température 3 laquelle elle est
regue, Le second terme de (2,40) représente par conséquent la variation d'entro-
ple provenant du déséquilibre thermodynamique 3 1'échelle macroscopique. La gran-
deur r , définie par (2.4I), est un taux de production locale d'entropie par
unité de volume. Pour satisfaire au second principe de la thermodynamique il faut
que r > o0 , 1'égalité 3 zéro ne pouvant avoir lieu que si 1'équilibre global
est réalisé soit : température uniforme (grad T = o) et disparition des vites-
ses de déformation des particules (champ des vitasses correspondant 3 celui d'un
corps rigide), La loi de Fourier _—

B §
.

N ol B

o  qE-kgradT - 2.42)

t

[

oﬁ>‘k est le coefficient de conductibilitd thermique (érgs par cm sec et degréd)
qui est généralement lui-méme une fonction d'é&tat, par exemple une fonction de
14 température et de la pression, nous donne d&ja .

A B «ZE, k. (grad T« grad T)

LT g2 ]

- » . . e . t. :
et le second terme est positif et ne s'annule que par disparition du gradient de
température,
Si le premier terme devient ume forme définie poaitive dans les &léments du ten-
seur des vitesses de déformation, nulle quand et seulement quand ce tenseur
8'annule, le second principe sera satisfait, L'hypothé&se la plus simple 3 cet
effet est celle du fluide Newtonien,
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8. Relations entre tensions de viscosité et vitesses de déformation.
Fluide Newtonien,

Des tensions de viscosité, fonctions lindaires et homogines des vitesses de
déformation, ont la propriété requise par l'intuition de changer de sens avec
les vitesses de déformation et de 8'annuler avec elles, Il est possible cepen=-
dant, qu'en postulant cette propriété de lindarité qui caractérise un fluide
Newtonien, on obtienne seulement une approximation satisfaisante pour les vites=
ses de déformation faibles,

La fonction F devient alors quadratique homog3ne dans les &l&ments du tenseur
6 « Pour un fluide dont les propriétés sont isotropes, la structure de F doit
€tre indépendante de l'orientation particulilre du repére local. F. doit donc
pouvoir s'exprimer 3 partir des invariants fondamentaux de 0 . La fonction qua=
dratique homogéne (et entiére) la plus générale qui réponde 3 ces préoccupations
est

.L 2-' “ ' ‘
Prgreazus, e

81 A). et yu sont positifs elle est bien définie positive puisque, selon (I.46),
- 8. a cette propriété. En vertu du théor2me d' Euler sur les fonctions homogines
on peut alors écrire

»

# ). " 3F
.- ' HE I TYPRMIL T ¥ 3044

Cette expression utilise la symStrie du tenseur © en vertu de laquelle la fonc-
tion F ne dépend en réalité que de six arguments, Son identification avec la
forme (2.38) fournit alors pour les tensions de viscosité, les expressions

¥

PRI SR PR L R "
‘4“ o o Py 9044 LG

L@tcalcul effectu& a partir de (2,43), (I.éO)'et (1.46) donne finalement

~ L.

o 2“"13 (A =Fu)e, 8, - (2.45)

S1 le fluide est 1ncompressible (6; = o) , le seul coefficient de viscosité qui
se manifeste est le coefficient de viscosité tangentielle y: (gr par cm sec). !
Sa définition usuelle est introduite dans le cas particulier simple d'un &coule~-
ment en couches paralliles ¢ u = v x, /h ‘U, mu, =0, :

2
RV | .
y —_—

:Le seul &€lément non nul du tenseur O est
0,, = V/(2 h) et la seule tension de visco-
slté non nulle est alors 0, " ¥ Vv/h .

1 S

PP777777 7
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On peut imaginer cet &coulement réalisé entre une paroi plane inférieure fixe
et une paroil supérieure en translation avec la vitesse V , Celle-ci subira
par unité de surface une résistance 3 1'avancement o proportionnelle au
gradient transversal de vitesse, le coefficient de pr&portionnalité étant le
coefficient de viscosité tangentielle, Il peut théoriquement dépendre de la
pression et de la température, L'expérience montre qu'il est surtout sensible
3 la température; il augmente avec elle pour un gaz, diminue avec elle pour un
liquide.

Le coefficient de viscosité en volume ) est une mesure de l'écart qui peut
exister entre la pression thermodynamique et la pression hydrostatique

#h - %'(tll tr,, * t,3) quand la particule change de volume,
En effet, par (2. 37) et (2.45) x . : Lo

T . o . v
. . ‘ . - ,
P, -“-3- (qu +o,, ¢ 0gy) % A 6, =Adivd (2.46)

C'est un effet des forces de liaison Intermoléculaires, L'hypoth&se du fluide -
Newtonien est justifiée pour un gaz suffisamment &loigné de ses conditions de
liquéfaction par la théorie cinétique, En toute premiére approximation, pour un
modéle moléculaire idéalisé consistant en une sphére rigide-élastique de rayon

r, et masse m , la théorie cinétique des gaz prévoit les valeurs

1

( ) reo ka2 Ry

ol R esﬁ la constante de l'équation d'état p=Rp T,

Pour les gaz polyatomiques la relation entre coefficient de conductibilité ther-
mique et viscosité tangentielle est meilleure quand on y incorpore la correction
de EUCKEN qui tient compte en premidre approximation de 1'excitation des degrés

de liberté de rotation et de vibration de la molécule ¢

k= (cv f;% R)u . c, thaleur gpécifique 3 volume constant
.| 4 . “« (2047)
Cave? :

Oboervons finalement que l'hypothése (2 43) peut, aprés manipulations, étre mise
sous la forme

2 F-_? (JL *%u)f (div 3)2 +u (div grgd(l: . '\’i) +210, rot rot 4

@ rot U, Tot U= 2 U 4 grad div 3) (2.48)

e ik

qui permet son calcul en coordonnées curvilignes orthogonales, Elle met bien en
évidence que, méme pour un Ecoulement irrotationnel de fluide incompressible,
il subsiste une dissipation due au gradient de l'énergie cinétique sp&cifique,
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9, Forme intégrale de la conservation de 1'é€nergie,

La forme intégrale de 1'&quation d'énergie est intimement 1i€e au transport
de 1'énergie totale spécifique, parfois aussi appelée 1'enthalpie spécifique
totale

:anz+%v2¥o : S a (2.49)
ol 1 dénote 1l'enthalpie spécifique thermodynamique
LU+ plp | . | (2.50)

les forces massiques sont donc supposées dériver d'un potentiel 0 .Aselon (2.26)
et le terme correspondant de (2 32) peut s'écrire

UID pleF dru-gff eades ]

1

Appliquone maintenant la formule génfrale (1.80), (2.32) se transforme en

2 2 , >
1l - (n'}'*ol’*on)dﬂﬁs{ (plz’-—nmpa)(u.znﬁ.a)}ds

S R RIS

lo:
=

L'int&grale de surface donn&e par (2,28) est encore transformée par (2.37) pour
y faire apparaltre les tensions de viscosité

SRR/ (i?.. f)d s o - @.51)

avec B 'A';Pat'"s_ Iy (:’:hu1 0gq) d 8

Lo o SURII w

Substituons dans cette expression de la puissance tbtale développée par les ten-
sions de viscosit&, ces derniéres par leurs expressions (2.45)

: ou ou
. i, i
Fh Qe oty Gpew)d

“ult, {-15 -:—-; [iui)*i’i. graduj]

o= @B
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Mais, par la formule de Lagrange pour 1'accélération,

usgradu '2""'3“’2*(“"“"“)_,

et on trouve finalement, aprés ce calcul en coordonnées cartésiennes, une expreé
sion calculable plus généralement en coordonnées curvilignes

g B gl @

Bl

48 avac R L

. B¢

A o . . ) . .
3-u.gradvz-l-'utot;'ﬁx'ﬁ*(x-%u)ﬁdtvﬁ (2.52)

La substitution de (2,5I), suivie d'un regroupement des termes, donne finalement
la forme intégrale suivante pour la conservation de l'énergie

Il GRE+T-2) . & dS--]” t(,,.z-”u)mt}h(z.sa)

Encore une fois, 1'intégrala de volume au second membre disparait dans le cas de
champs stationnaires et la conservation de 1l'Energie se laisse contrdler unique-
ment par un flux 3 travers la surface instantande limitant la collectivité,

Le taux de fuite de l'enthalpie totale et de la chaleur est alors équilibré par
la puissance totale développie par les tensions de viscosité, Dans le cas d'un
fluide parfait, pour lequel on néglige la viscosité et la conductibilité thermi-
que, on obtient alors un principe de conservation de 1'entha1pie totale.

Pour un tube de courant Elémentaire en régime stationnaire, 1'application de
(2,53) antre deux sections droites fournit

pzﬂzvzd'<.32! A dS-” (*-q). ds

‘et aux_sections terminale“_/
Les int&grales du second membre sont étendues 3 la paroi latéraleVdu tube,

I1 peut arriver que, méme pour un fluide visqueux et conducteur de la chaleur,
les termes du second membre s'équilibrent ou s 'annulent individuellement.
Dans ce cas, en vertu de la relation :

P T T T ' ,

de conservation de la masse, on obtient la conservation de 1l'enthalpie spécifi-
que totale Hz = H) . Un cas d'application important sera rencontré 2 propos -
de la théorie des ondes .de choc,

Remarquons enfin qu'en revenant par la formule de Green 2 des intégrales de
volume, (2.53) livre une nouvelle forme locale du principe de conservation de
1'énergie

"g'c' (,%.2.4,,0)’ +549%*dw GrE+T-7) i'0 | (2.54)
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Soit encore, si 1lon désire faire apparaltrae l'enthalpic totale dans le terme
non stationnaire

a .
-;;(pll-p)-pat*div(oﬂtl'*q-o)-o (2.55)

10, thatioha de Navier-Stokes,

Tout comme. les tensions de viscosité ont pu &tre &liminées dans 1'équation
d'énergie, on peut procéder 2 cette &limination dans les &quations du mouvement,
Celles-ci prennent alors la forme dite de Navier-Stokes, Dans le cas général
elles sont compliquées du fait que les coefficients de viscosité, qui dépendent
de la prelsion et de la température, sont essentiellement variables dans le
champ.,

Aprés substitution de (2,37) et (2 45) dans (2,I4) on peut établir la forme
généralc

D* -+
p-ﬁ%'p g=-grad p ~- y rot rot u
+ grad ( (1 + -3- u)div 3 ) - (div dgrad u (2.56)
+ grad @ . grad y) + rot @ x grad y) - u div grad M

On a vu en cinématique comment interpréter 1'acc&lération en coordonnées curvi-
lignes 3 1'aide de la formule de Lagrange. Tous les termes du second membre de
(2,56) 8'interprétent également par les opdrateurs gradient, divergence et
rotationnel,

I1 se produit &videmment une gsimplification notable quand on peut négliger les
variations des coefficients de viscosité

p%{-p'g-gradp-urot rot3+(x+g—u)grad div &
Les Equations originales données par Navier et Sﬁokes €taient en outre basées
sur l'hypothésa d'un fluide incompressible ce qui las ré&duit encore aux termes

->
p-%é--pz-gradp-u,totrot'ﬁ

On observera que si 1'€coulement est irrotationnel, la viscosité ne contribue
pas 2 1'accélération d'une particule sans que ceci entraine nécessairement la
disparition de la dissipation. '

I1 est d'usage en coordonnées cartésiennes de mettre ces &quations sous la
forme
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I )
PTe- P 8~ -P-; +u V2 ug o (‘t -1, 2, 3) (2.57)

[¥ 4
%
[ 5

Ceci se justifie par la formule du laplacien vectoriel

92 3§ = grad div & - rot rot u
g

facile 8 vérifier en coordonnées cartésiennes.

II, Elimination de 1'entropie dans l'équation de 1'énergie,

L'Cquation de conservation de la masse (2,2), les &quations de Navier-Stokes
et 1'équation de conservation de 1'énergie

L o .
pTIZw 2 F ¢ dlv (k grad T) = (2.58)

telle que découlant de (2,38) et (2,42) avec 2 F donné par (2.48), forment un
systéme de cinq &quations aux dérivées partielles pour les cinq inconnues

G, uy, S). La nature physique du fluide y est reprisentée par les coefficients
de transport (A, u, k) et aussi par la structure de 1l'énergie interne U(p, S)
dont découlent par les définitions (2.34) et (2.35) les inconnues auxiliaires
p=plp, S) et T = T(p, S) « Ces inconnues n'interviennent d'ailleurs que par
leur gradient et on pourrait aussi bien les &liminer par les relations

. .
grad p = (%)o grad S + (35)3 grad p (2.59)
grad T ( ) grad S + (3103 grad p . . (2.60)

/’

Ce procédé introduit en fait trois nouvelles caractéristiques indépendantes du
fluide

U
-l (ot I R
lo2py . - $20_ : '
** | p2 (3,3)0 (30 S 3paS : (2.61)

La derniére relation, liant deux des caractéristiques introduites par (2.59) et
(2,60), est une relation de réciprocité thermodynamique,

Uncprocédé plus direct consiste 3 &éliminer complétement l'entropile en exprimant
ses dérivées partielles en fonction de caractéristiques accessibles aux mecsures,
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Considérons par exemple 1'énergie libre Fw U=~ T S , dont la différentielle
totale est, en vertu de (2.36)

lF--E; dp-84dT (2.62)
(-] .

Eliminant F entre les relations

S I ) 4
) - 3o et § o e 5T
11 vient :
33) - wd ‘ ' : ;
| lG.p T o2 , .
od 8 = (38), - (2.64)

est une caractéristique accessible aux mesures, Considérons ensuite le potentiecl
thermodynamique de Gibbs G = I - T § ; sa différentielle totale est

dGwdI~Td8=~-8dT

oll, en vertu de (2.50) et (2.36)

dl=Tds+=dp ‘ (2.65)
Par conséquent

dc-%dp-SdT . , (2.66)
et on trouve en Eliminant G entre les relations _

1 . 3G : _ 36

> 3p et - S = 3T
la dérivée partielle , ;

3s - o :

('5'5)1: --aq (2.67)

20~ | }
od | aw L—%T-) (2.68)
, . P

est le coefficient de dilatation thermique du fluide,
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Enfin, puisque T d 8 est 1'apport différentiel de chaleur dans les conditions
d'équilibre, on a, par définition des chaleurs spécifiques 3 volume et 3 pres-—
sion constantes ¢

s 3S
T ('a‘f)p -c, : T (55 o " S (2.69)

La‘derniére de ces définitions et (2.63) fournissent entre les différentielles
de S, p et T la relation

a1 & - |
d S = cv T pz d P . (2070)

qul explicite en fait (2,60), La deuxiéme définition assocife 3 (2,67) fournit

dT '
ds-acp ~~adp | (2.71)

L'élimination de d T entre (2,70) et (2.,7I) conduit 3 une forme explicite de
(2 59) :

. ' Bc !
(cp-cv)dsu--;edp#ucvdp (2.72)
0 .

Enfin, 1'élimination de d S 1livre une forme différentielle explicite de 1'é-
quation d'Gétat du fluide

cC = C
-P-,l-.--!dl’d--e-;dp-'adp-o (2.73)
P

Les quatre caractéristiques physiques (c » cv, a, B) sont 1l1&es par la relation
de réciprocité (2561) qui devient

: cp ~c,=aBT ' o o , (2.74)

D'autres caractéristiques physiques, liées aux précédentes, jouent un rdle
important dans le comportement qualitatif de 1'écoulement., Ce sont en particulie
les vitesses de propagation adiabatique a et isotherme b des faibles pertur-
bations de pression,

La premidre est liGe au module de compression adiabatique (2p /ap)s , 8On
carré est défini par

Bc
...( ) o a (2.75)

V

La seconde est 11ée de la méme mani3re au module de compression isotherme
(3p="/3p)y, , son carré est défini par ‘



Laboratoire d’Aéronautique UNIVERSITE DE LIEGE

48,
24 (B) ol B .
b = ap)r- i | (2.76)
[
I1 existe donc entre les deux la relation simple
4@2152-«-.‘,/.-,, (2477

Une des &liminations possibles de 1l'entropie consiste 2 transformer 1l'&quation
d'énergle (2.,58) par (2.,70)

bt

pe, pr=2F+divikgrad T) - 8 T div u (2.78)

oll 1a dériv€e particulaire de la masse volumique a encore &té &liminfe par
(2.2), Cette Equation, associée & la conservation de la masse et aux équations
de Navier-Stokea. constitue un systéme aux cinq inconnues (p, ugy, T) oi la
pression doit &tre considérée comme fournie par 1'équation d'état. Alternative-
ment on peut €liminer la pression dans lel équations de Navier-Stokes par la
relation

grad p = b2 grad p + B grad T (2.79)

dé€coulant de la forme différentielle de 1'&quation d'état.
Las caractéristiques physiques du fluide sont maintenant en principe des fonc-
tions connues de (p, T)s

12, Cas d'un liquide,

Les liquides r&els ont un comportement tras proche du liquide id&al caracté-
‘ti88 par une énergie interne séparable

1 . Il

2 ~ ,.
Y .ou Ue=U (o) +U, () | (2.80)

Par conséquent. i1 existe une rpelation biunivoqua entre la pression et la masse
volumique 3

p= 02w p? Ul (o) =p (o) (8D

ainsi qu'une relation biunivoque entre 1'entropie et la température 3

Tw -5-5 =0 () =T() - (2.82)
Les deux chaleurs sp&cifiques sont conféndues Ccy = ¢ 4 les coefficients

a et B sont nuls, les Equations (2,70) et (2. yI) se réduiaent a
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‘tdS8mcdr
et 1'6quation d'énergie 2

p e -- w 2 F ¢+ div(k grad T) ' (2.83)

Les deux vitesses de propagation des perturbations de pression sont égales
b2 = a2) et '

grad p = a2 grad p (2.84)

Le seul couplage qui subsiste entre 1'&quation d'énergie qui gouverne le champ °
des températures et les &quations de Navier-Stokes est di 3 la dépondance des
coefficlents de viscoeit& par rapport 3 la température.

I3, Cas d'un‘gaz_parfait.

Un autre cas simple important est celui des gaz parfaits. Ils obéissent a
1'6quation d'Etat

peRopT | , (2.85)

résumant les lois de Boyle-Mariotte et Gay-Lussac. On en dé&duit 1mmédiatement
par leur définition. les car‘cteristiques

.5.~f - 2
a ) DT [ R p = T (2086)

et done, d'apris (2.74),c(3.75) et (2.77)

. A CP"' cv.- R . ' ‘(2.087)
. ‘ ) c -
b2 =R T , - a2e-f g7 (2.88)
; - . : o C : .
De plus
dverds+lgper(dserL)arac
P -
avec Ce§=-8 4% nbe
o P

]

L'énergle interme ne dépend done que de la variasbla C et
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o _ dU
T = C

montre qu'il existe entre C et T une relation biunivoque,
En définitive 1'énergie interne ne dépend que de la temp&rature.
A volume constant

dc-ds-()d'r ¢, &

et c¢_ comme d2s lors cp ne dépendent que de la température. D'ailleurs

v
dUu=TdCwec dT ’ | (2.89)
et ‘ T .
| 8- L 4 .
8~8, +R1n o f'r ¢, —F (2,90)
: (-
Enfin

'I-U;f-U¢RT
ne dépeﬁd aussi qué de la température et
d1l= cp dvT , (2.91)
L'équation d'énergie peut a'Scrire

b e, -g-"’- “2F+ div(k 3rad T) 4 p div & (2.92)

et la pression est directement fournie par l'équation d'&tat,

14, Variables réduites, Nombres caractéristiques et Similitude.

La cholx de références ¢ L pour les longueurs, W pour les vitesses,
permet déjd d'exprimer toutes les grandeurs cinématiques en variables sans
dimensions :

5

inL pour les coordonnées

uilw pour les vitesses

tW/L  pour le temps.
Au lieu d'utiliser des notations spécialea nous conviendrons de conserver les
symboles (x » Uy t) en spécifiant qu'il 8'agit des variables réduites. Pour

ramener les autres variables & une forme non-dimensionnelle, introduisons une
température de référence T et une masse volumique da référence p .
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De ce fait la prassion regoit une valeur de référence pW2 (dans certaines
applications cette valeur est encors divisée par 2) et les caractéristiques du
fluide des références notées

; - u (?. .o-) [} .c-v - cv (.'f. ;) .tc [ X X ]
Nous conviendrons alors de continuer 2 nous servir des symboles T, p, M, Cy oo

etc, pour désigner les rapports des caractéristiques locales 2 leur référence,

Examinons maintenant la forme que prennent les &quations de conservation en
variables réduites., Celle de conservation de la masse (2.2) voit tous ses
termes multipliés par la méme grandeur dimensionnelle PW/L , Aprés suppression
de ca facteur commun, ella conserve donc sa forme

‘%% + p div 3 =0

les Gquations de Navier-Stokes (2,56) voient leurs termes affectés, dans 1'or-
dre, par les grandeurs dimensionnelles suivantes t

B, ;¢ , 22 XM 0¥

En les divisant par la premidre, apparaissent des grandeurs de référence non-
dimensionnelles § les nombres caractéristiques.

é;-- Fr le nombre de Froude, o § est une valeur de

gL référence de 1'accélération du chemp de gravitation
pHL

——— = Re le nombre de Reynolds

“y

ua nombre do'Reynolds similaire associé 2 la
viscosité en volume,

;,El :
:

En variables réduites, les Eéquations de Navier-Stokes se présentent comme suit

- .
pa 1 -+ 1
L i ps-gradp#-l-; gtad(ldiv{:)

+ 'fi';' {‘.g- grad(y div @) = u rot rot U - 2 div § grad

+ grad u x rot U+ 2(grady gradfﬁ }
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Les grandeurs dimensionnelles affectant les termes de 1'&quation d'énergle
(2,78) sont - S

ey T 2 MR B
T ] ’ 12 ’ L2 . L

Lz

En les divisant pir la premilre on obgient de nouve;ux'nombreo caractéristiques

.....E.J’. = Pr le nombre de Prandtl

c/c =3 rapport de référence des chaleurs spécifiques

P c,

En varisbles réduites 1'€quation d'&nergie s'écrit

pc, Dt'-Lex (div u)? + 2=y 0«.-—-7--—1,1:.Re div(k grad T) = n g T divu

avec S - i

o= -.g._ (div 0)2++ div grad(i: , W) +20U, rot rot u

' -+ s * ' +
- frot u, Yot u=2u, grad divu

Enfin 1'équation (2.79) prend la forme ré&duite

grad p =

grad p ¢ 1. grad T
Y T2

ol Intervient le nombre caractéristique

M-

le nombre de Mach de référence,

ell=
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Entre ces nombres caractéristiques existe en général une relation découlant de
(2.74) et (2,75) par €limination de a

G=1)g2 =y 2 M2

Pour un liquide on a les simplifications

H ® 0 et yYe 1

et les nombres 7 et M sont indépendants.
Pour un gaz parfait on a la:simplification

et ls nombre T 'peut étre &liminé au profit du nombre de Mach par la relation

A ' .
| TeH /YG-1)

On observera que le rapport des chaleurs sp&cifiques, le nombre de Prandtl et
n ne dépendent que de la nature du fluide et des références de température et
de masse volumique, Le nombre de Mach et T sont de plus associés 3 la réfé-
rence de vitesse, les nombres de Reynolds et de Froude aux r&férences de
vitesse et de longueur,

Deux &coulements sont semblables si on peut assigner & chacun d'eux des r&féren-
ces de longueur, vitease, masse volumique et températures telles qu'en tous les
points homologues (de mémes coordonnées et temps réduits) il y ait identité des
variables réduites et par conséquent aussi de leurs dérivées partielles ré&dui-
tes, Les équations de conservation sont alors vérifiées si les nombres caracté-
ristiques des deux Ecoulements sont identiques, La similitude implique encore
le respect des conditions aux limites pour les deux &coulements, ce qui, comme
on verra plus loin, peut introduire des conditions d'identité entre nouveaux
nombres caractéristiques,

Réciproquement, si la nature des fluides permet de respecter 1'identité de tous
les nombres caractéristiques par des choix de valeurs de référence appropriés,
toute solution en variables réduites du premier probléme d'écoulement est une
solution du second,

Dans certains cas la notion de simflitude peut €tre &largie en admettant une
distortion affine de 1l'espace. On en verra des exemples pour les &coulements
subsoniques et supersoniques linéarisés,

Le choix des valeurs de référence pour un probleme d'écoulement est généralement
guidé par le souci d'avoir des variables réduites et des dérivées partielles

de celles~ci de 1'ordre de 1'unité, Dans ce cas les nombres caractéristiques
sont des mesures de 1'importance relative des phénoménes en interférence.

Ainsi les nombres de Reynolds mesurent 1'importance relative des forces d'iner-
tie par rapport aux forces de viscosité., Le nombre de Froude, 1'importance
relative des forces d'inertie par rapport aux forces de gravitation.

Pour 1'équation d'énergie, les combinaisons de nombres caractéristiques qui
figurent dans sa forme réduite sont d'interprétation plus difficile dens un
contexte général, La signification des nombres de Mach, de Prandtl et de ¢
ressort plus clairement de 1'étude des cas particuliers. «
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I5, Conditions aux limites,

Soit £f(x;, t) = o 1'Equation d'une surface avec laquelle le fluide est en
contact, Si 1'on néglige la viscosité, les Equations de Navier-Stokes perdent
les termes contenant les dérivées partielles d'ordre le plus &levé dans les
vitesses et 1'on ne peut qu'imposer la condition de tangence 1

Df <%£ +u. grad f - o0 sur £ =0 (2,93)

exprimant que la surface reste formfe des mémes particules fluides, celles-ci
pouvant glisser sur celle-la.

Au contraire, si 1'on tient compte de la viscosité, une condition nécessaire

pour que la solution soit déterminée est que la viteaso relative d'une parti-
cule en contact avec la paroi soit nulle

-

U-weo ol w eot le champ des vitesaes instantanées sur
' la paroi,

En particulier si la paroil est fixe, le fluide visqueux y satisfalt aux condi-
tion‘ ui = 0 (1 - l. 2. 3).

Vérifions en les conséquences sur le bilan global d'énergie (2.32) en suypposant
la collectivité enfermée dans une enceinte dont les parois sent non seulcment
fixes mais aussi athermanes (q .n=o0) eten supposant en outre le champ de
forces massiques conservatif (g = = grad 0 avec 9QR/5t = o),

Dans caes conditions 1l'énergie totale

E-Hf p(%?-'l-ﬂ‘;ll)‘dt

de la collectivité doit demeurer constante ce qui, selon (2. 32), implique
Ps = 0 , condition respectée par u = o sur S . Pour un fluide non visqueux
PS se réduit a

S ‘rsf- -”ff p(@ . ) d J

o

et son annulation est satisfaite en exigeant eeulement (u . n) = 0 sur. S .
cas particulier de (2,93).

Sur une surface libre séparant deux fluides, les tensions < doivent €tre
réciproques, ce qul peut se traduire par la continuité des grandeurs

((A-%u)div:-p)ziqut "j 0“ 1=, 2, 3,
(2.94)

quand on traverse la surface en un point de normale 3(11).
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En particulier si les fluides ne sont pas visqueux, les conditions se raminent
3 une seule : la continuité de la pression.

Le phénoméne de tension superficielle wient Eventuellement compliquer ces condi-
tions de transition, En statique des fluides il est décrit par 1'équation de
Laplace ,

Ape=ct ( R2) | | (2.95)

ol ¢ ast un coefficient de tension superficielle (ergs/cm?) caractéristique
des fluides en présence, R, et R, les rayons de courbure principaux de la
surface de séparation. Si Ap dénote 1l'accroissement de pression observé en
traversant la surface dans le sens indiqué par la normale n choigie, un rayon
de courbure est positif si le centre de courbure correSpondant est du c6té indi-
qué par la normale. Les conditions (2,94) peuvent alors €tre complétées par
(2,95) sous la forme .

b tpmt, 8{ O-Ziasedles{2ur tyog b e e ook

(2.96)

Dans plusieurs cas d'application, la surface de séparation est quasi~plane,

Elle s'écarte peu par exemple de x, = o et .peut €étre décrite par une Equation
de la forme x, = £ (x, x,, t) « Comme ses pentes sont, par hypoth&ses, trés
petites, les cosinus directeurs de la normale (ici orientée vers les x3 crois-
sants) sont en premidre approximation 3

Y Y

W9 Smumagnds ' n—— » l
bxl ' 312
- 1 .1 92f | 32f
et ----R "R W e —

1 2 9x2 9x?
1 2

Enfin la condition d'entratnement de la surface de séparation avec les particu-
les fluides :

dxy g 9%, e 8% e

& ° axl dt ax.2 dt t

Lo}

se réduit 2
dx -
3 of
TN | @97

Au méme ordre d'approximation les conditions gén&rales (2.96) deviennent
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' 3u3 3"1 au3 du, : ,
A{u(‘g‘;‘—*';;)}'o A{u-(r*-a-,‘-)}-o (2.98)
1 % 2 3 |
du, ‘
op = A { & "‘ pdiv ¥ uj+a { 2 y —= fi—- * ) A (2.99)
3 , 332. 332 :

Finalement ces conditions, au lieu d'atre'appliquéec sur la surface de sépara-~ -
tion méme, peuvent sans modifier 1'ordre de 1'approximation, &tre appliquées
sur la plan x_ = o . On peut alors remplacer dans (2,98)

3
3:‘1_2_2_{__-_‘ .3_':1.33!_ (2.100)
ax,  ox at ax,  ax,at *

On observera que, sous une forme non-dimensionnelle, les conditions (2,94) ne
font intervenir que les nombres de Reynolds,

Quand on y ajoute les effets de tension suparficielle il apparatt un nouveau
nombre caractéristique

p W2 L

Dans les problémes ol interviennent de facon sensible les transferts d'Gnergie
sous forme calorifique il y a lieu de compléter les conditions aux limites par
celles de transfert de chaleur entre fluide et paroi, On admet l'existence
d'une différence finie de température AT entre les deux milieux, Alors si AT
mesur en cheminant suivant la normale n

I (aoa)"‘»'hb'.l'.

Mooha e

o) h est la coefficient de transfert de chaleur (ergs phr cm?gec et °c).
Comb inant cette loi avec celle de Fourier

k (grad T . n) =h A T (2.101)

Cette Equation s'applique en ralité aussi bien a4 la paroi qu‘au fluide, chacun
avec son coefficient de conductibilité propre.

En général on suppose la température de la parol connue, et la relation est
appliquée au fluide ol elle lie la température du fluide & la paroi et la compo-
sante normale de son gradient dans le fluide.

La mise sous forme non-dimensionnelle de cette relation fait apparaitre le nom-
bre caractéristique

5...1.‘. a Nu nombre de Nussalt
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Un autre nombre caractéristique fréquemmant utilisé pour les transferts de
chaleur 8 la paroi est

e St nombre de Stanton

16, Conservation de la circulation,

On dira que dans une région du fluide, toujours composée des mémes particu-
les, la circulation de la vitesse est conservée si DC/Dt = o pour tout contour
ferm& tracé dans cette région,

Une condition suffisante pour cela est 1'existence d'un potentiel e(x,t) des
accélérations qui reprenne: . la méme valeur quand on revient au méme point aprés
avoir parcouru le contour. En effet, si

Je=-grade | (2.102)

on a, selon la formule de Beltrami

r'f.-g-g---¢grad..'€ ds = =~ § de (2,103)

et la derni2re intégrale est nulle si e peut &tre pris uniforme dans la région
La condition est aussi nécessaire car si I est une surface quelconque de la
région bordée par un contour de la région, le théoréme (I.58) de Stokes appliqué
a4 la formule de Beltrami donne

Doa ff B.rot] as - - (2.104)
r _ - ‘
ol B est la normale unitaire 3 I . Par conséquent

vot =0 , ‘ (2.105)

dans la région est une condition nécessaire de consarvation de la circulation.
On sait qu'elle entraine 1'existence d'un potentiel tel que défini par (2,102).
Elle n'entraine cependant automatiquement l'uniformité de ce potentiel que si

la région est & connexion simple; dans ce cas pour tout contour ferm& il existe
une surface d'appui I appartenant 3 la région. Dans les régions multiplement
connexes 1'uniformité du potentiel est une condition supplémentaire qui reste
nécessaire en vertu de (2,.103),

Certaines conséquences de la conservation de la circulation sont faciles 3 &ta-
blir par raisonnement direct. Tragons sur la paroi d'un tube tourbillon un

petit contour fermé, réductible & un point par déformation continue sans quitter
la paroi. Une portion de la paroi peut donc servir de surfacg d'appui I 3 ce
contour et par définition le flux du rotationnel 2 w=rot u est nul 3 travers
I et la circulation du contour est nulle. On peut en conclure que, si la cir-
culation est conservée, la surface I , considérée comme entrainée par le
fluide, restera une portion de paroi de tube tourbillon. Les paroit d'un tube
tourbillon sont entrainées avec le fluide.
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Appliquant un raisonnement similaire 2 un contour ferm& entourant ume fois un
tube tourbillon on en déduit que 1'intengité de celui-ci ne varie pas dans le
temps., Conservation de la circulation et conservation de la vorticité du fluide
sont donc liées.

Une autre fagon d'exprimer cette liaison consiste 3 analyser la forme différen-
tielle du*théoréme (I.58) de Stokes,

Solent dr et 4r deux &léments de déplacement issus du mSme point P dans

le fluide,

a8 w» af x ¥
est alors 1'81ément de surface correspondant, orienté selon la normale.
g d§

est le flux du vecteur B en P 2 travers cette surface &lémentaire, Calculons
en sa variation quand l'ensemble est entrainé avec le mouvement des particules

-:}E ..d§)--—.ds¢$.(duxc?)+3.(d?xsﬁ)

Par un calcul facile 2 vérifier en coordonnées cartésiennes

(A% x 62) + (dF x 68) = div & dS & rot ¥ x dS ~ (4§ . grad)d

-

et finalement

-B-E(g.ds)-(-ﬁ-trot (ﬁxm-o(divg)u) .d;

Nous dirons qu'un vecteur est &quiflux dans une région si son flux est conservé
2 travers tout &lément de surface entralné avec le fluide, D'aprds le calcul
précédent un vecteur &quiflux ob&it 3 1'équation

—~

2': + ot (‘n’x o)+ (div S)u- o -~ (2,106)
Une autre fagon d'&tablir lea résultats obtenus au début de cette section con~
siste alors a vérifier que le vecteur tourbillon est &quiflux si le rotationnel
de 1'accélération est nul, Or, calculant le rotationnel de 1'accélération paxr
la formule de Lagrange (en nous rappelant que rot grad z o)

rot -'%? rot U + rot (rot U x u) " (2.107)

mais le second membre est nul sl le tourbillon est &quiflux comme le montre 1'ap-
plication de la formule (2,I06) pour B = rot U (en nous rappelant que
div rot U = o).
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Plus généralement nous avons le résultat ; )
' -+ -+
<%? (rot U . ds) = rot I o ds (2.108)

équivalent par le théor2me de Stokes 2 la formule de Beltrami,

I7. Conditions pour la conservation de la circulation dans wn fluide parfait,

Un fluide est dit "parfait" s'il est dépourvu de viscosité.
En pratique ceci veut dire que les nombres de Reynolds seraient suffisamment
grands pour pouvoir négliger les forces de viscosité dans les équations de
Navier-Stokes, 1'équilibre se faisant uniquement entre gradients de pression,
forces d'inertie et, éventuellement, forces de gravitation. Il n'est jamais
possible d'envisager une tellea situation comme réalisfe en tous les points de
1'&coulément., En particulier au voisinage des parois on a vu que la suppression
des coecfficlents de viscosité obligeait 3 considérer une condition aux limites
réduite, permettant un glissement relatif des particules le long de la paroi.
Or, quelle que petite la viscosité tangentielle, un fluide réel suffisamment
dense adhére aux parois., Il y a donc toujours au moins une région ol les effets
de viscosité ne peuvent &tre négligél.
Dans certains cas ils ont tendance 2 €tre confinés au. voisinage fmmédiat des
parois dans une "couche limite" oii d'importants gradients de vitesse assurent
une transition rapide entre la condition d'adhérence et la condition de glisse-
ment., Ceci permet dans un certain sens une séparation de 1'analyse en deux par-
ties, Dans 1'une 1la masse de 1l'&coulement est &tudiée sans tenilr compte des
effets de viscosité avec les conditions aux limites simplifiées et Eventuelle-
ment légldrement modififes pour tenir compte de 1'épaisseur de déplacement de. la
couche limite, L'autre partie est 1'&tude de la couche limite proprement dite,
ol les conditions aux limites vers le fluide dépendent des résultats de 1'ana-
lyse précédente,
Ce principe de séparation donne un sens 3 1'&tude de 1'&coulement des fluides
parfaits. Pour ceux-ci les Equations de Navier-Stokes se réduisent 2

Te- g'ud'n --;"- grad P o (2.109)

en supposant l'existence d'un potentiel des forces massiques,

Dans ce cas

doo -

| Tot T = grad p x grad (1) (2.110)

P

et 11 yva conservation de la circulation dans 1'un des cas suivants i

I) grad p = o 't 1'écoulement est "isobare". La pression peut &ventuellement
étre encore une fonction du temps. La fonction  est le potentiel des

'

accélérations,
2) grad o ¢ 1'écoulement est isostatique. La masse volumique na'peut plus
: dépendro qua du temps. La fonction Q + p/p est le potentiel des accéléra-
tions,

L'écoulement .d'un fluide incompressible &tant isostatique par définition,

il y a conservation de la circulation si 1'on néglige les effets de viscosité
En particulier si une région du fluide est 2 une certaine &poque 1rrotation-
nelle, elle le demeure,
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e et e et |

3) Plus généralement rot I = 0 quand les surfaces p = constante colncident
avec les surfaces p = constante, Il y a alors une relation p = p(p,t)
et 1l'écoulement est dit "barotrope",
Le potentiel des accélérationn est

ER ] 375:-7

Observona qua, selon (2 65). on a

' . v; : graﬂ I - T grad S_+-L.gradyp

- ce qui permet de donner aux équationt (2,109) du mouvement d'un fluida
parfait la forme équivalente

. g : . . - . . . e
) . e O - O TR R

3 = - grad (0 + 1) +T grad § o © (2.111)
et . 'i:ot"J'- zrad Txgrad§ .. L . (2II2)
Ilya toujours conaervacion de la eirculation si

.6)'grad S w0 1'&coulement est isentropique. Le potentiol des accélérations
est Q+1, .
{ | .
5) grad T= o0 l'écoulement ast isotherme, Le potentiel des accélérationa
eot Q+ I - TS ° .

6) les‘surfacea S = constante coincident avec les surfaces T =/ constantes.
Il existe une relation T = T(S,t) et le potentiel des accélérations est

Q'IFI-' f -TS_-EY

‘Ces trois derniers cas sont Evidemment des cas de barothopie. Dans le pre-
mier, la relation qui lie pression, masse volumique et temps est
P"p (p S(t)) « Dans le second on a par 1'équation d'&tat £ (p.o T(t)) .
Le cas 6) est aussi général que 3) car si les surfaces p = constante et
p = constante coincident, il en est de méme par p = p(p, S) pour les surfa-
ces S = constante cet par £(p,r,T) = 0 pour les surfaces T = constante .
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III, Ecoulements isentropiques 4'un gaz parfait,

I, Equation 4'état 4'un gaz parfait,

L'équation d'état d'un gaz parfait s'Serit: i
p = RoT . (3.1)
quand on fait usage de la masse molaire m*, nombre sans dimensions défini de la

fagon suivante

¥ , masse moyenne d'une molécule °

masse de la molécule d'oxygene x 32 |

la constante
» . .
R = Fm¥ = 8.313‘107 (cm/sec)? par ° centig.
devient universelle, Une des conséquences importantes de cette &quation d'état

est que l'énerple interne ne dépend que de le température. En effet pour une
petite variation de 1'état on a suivant (2.34) et (2.35)

U = TdS + -‘;5- dp = | (3.2)
Considérons dans cette relation U comme une fonction de le température et de la

masse volumique, ce qui revient & considérer l'entropie comme une fonction
implicite de ces variables & travers (2,34), Si donc nous remplagons dans (3.2)

98 a8

as =57 ar + 35 %
il viendra

U 28 o : :

T T | 4 (3.3)

3U 28 . '

ap"-fz"*T n | (3.4)

Eliminons 1'entropie entre ces relations

S

LW -H6Y -% R

ce qui se réduit 2

mais d'eprés 1l'équation d'état

F R HF Do

ce qui entraine 3U/3p = o , U ne dépend que de la tempfrature, Dds lora l'en~
thalpie speclnque

1-u+£--u+n'r (3.5)
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ne dépend aussi que de la température,
Les grendeurs
. _g_% o (1) , . (3.6)
Fmom | | (3.7)

sont les chaleurs spéclflquea reapectivement 2 volume constant et & pression
constante; elles ne dépendent aussi que de la température, En vertu de (3.5)
elles sont liées par

c, = o, + R ' (3.8)

Enfin puisque 3U/3p = o , les relations (3.3) et (3 k) peuvent s'écrire

(4]
-gnt—,-ﬂ—!-
aT T

goit encore
smc L. .ple ' (3.9)

Sous cette forme 1l'entropie spécifique est directement intégrable

T ' f
- L L.
§-8 = I'.r e <F~Rln o (3.10)

]

on obtient aussi directement son expression comme fonction de la pression et de
la température au moyen de la transformation

o Do

déduite de la relation d'état, Moyennant une 1ntégration par parties et utilisa-
tion de (3 8) il vient .

"

»

de

T v T
B8=8 meRlnfatc Iniz==f ==% 1n 2~ 4T
o Po P To T 4T To

o

2, C&lérité du son,
L'équation (2.35) constitue une relation

p=p(p, 8)
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dont on peut déduire la grandeur
a2 w 2R :
af w5 . - (3.11)

qui a les dimensions du carré d'une vitesse., Il apparaftra par la suite que cette
vitesse est en fait la c&lérité€ avec laquelle se propagent les perturbations
infinitésimales de pression; c'est la célérité du son. Pour en &tablir une
expression explicite transformonl (3.9) par la différentielle logarithmique de
1'équation d'état :

et g G.12)
Eu égard & (3. 8) i1 vient

Bwe —P--cp-q% | (3.13)
Par conséquent, & entropie constante,

%g,. ol m T%’. ® y RT | | (3.14)
oll : ywe /c | ﬂ, ’ (3.I5)v

La derniére des relations (3,I4) montre bien que la célérité du son ne dépend
que de la température,

3. La relation pression-vitesse pour une particule conservant son enthalpie totale
et son entrople,

En négligeant les échenges de quantité de mouvement par viscosité et de
chaleur par conduction entre une particule et son voisinage, il vient par (2.40)

2-8-.° . ) . =

Dt
1'entropie do'la_partichle est conservée, Dés lors, par (2.64) et (2,36)

- oELlm.

Dt~ 5 Dt | (3.16)
Supposons encore le chemp des pressiona permanent ( -o) et nous aurons en
vertu de (2.79) '
,%%.. o

o'est-3-dire conservation de 1'enthalpie totale de cette particule 1

2
He I +'¥-'+ Q = constante particulaire

Examinons le caes ol les forces dérivant du potentiel 0 sont négligeables ou

absentes . v2 1, : .
I+5= Io =z (3.1IT)
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La valeur I_ de la constante est l'enthalpie d'arrét (V = o) & laquelle corres-
pond une pression d'arrét p, . La constante est elors reliée aux conditions ou
l'enthalpie totale est sous forme uniquement thermodynamique. Quand elle est
uniquement sous forme cinétique, la vitesse atteint une valeur limite Vl pour
laquelle la température de la particule est tombée (en principe) & zéro, ainsi
dés lors que sa pression,

Le diagramme pression-vitesse qui s'étend de (po y o) & (o , V;) posside 1les
caractéristiques qualitatives suivantes : par différentiation de (3.IT7) et eu
égard & (3.16)

v, ! op, . . -
Vigts e : (3.18)

ce qui donne pour pente de diagramme

Luupv | , (3.19)

Cette pente est toujours négative et vaut en module la quantité de mouvement par
unité de volume; elle s'annule aux extrémités du diagramme car la masse volumique
tend vers zéro avec la pression,

De plus la quentité de mouvement passe par un maximum et donc la pente par un
minimum, Ce point d'inflexion du diagramme s'obtient en calculant

szn.p-v-’i-.p;vpﬂ. BE

pv2 DV Dp DV
Mais, l'entropie &tant constante

D,.t

Dp L2

et, utilisant encore (3,I9)

%%.-, G- : (3.20)
a

Ce résultat fait epparaitre le nombre de Mach local

N I-I- _ (3.21)

rapport de la vitesse locale de 1'écoulement & la célérité locale du son, Comme’
par suite de la conservation de l'enthalpie totale, l!’enthalpie thermodynamique
et donc la température et la célérité du son décroissent quand la vitesse croit,
la condition sonique locale M = | est atteinte entre la condition d'arrét et
la vitesse limite, Elle correspond au point d'inflexion 4u diagremme et le
divise en une région subsonique M<€ 1 et une supersonique M >»1 .
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: sonique

La valeur commune de V et de a dans les conditions soniques est notée a*.
Il est & noter que pour un fluide incompressible la célérité du son est infinie
et que le diagramme pression-vitesse résultant de

ey "z h

& une forme simplement parabolique,

4, Gaz caloriquement parfaits,

Les chaleurs spécifiques c,(T) et ¢ _(T) , d'eilleurs liées par (3.8),
peuvent €tre obtenues par des calculs de méganique statistique. Pour le modéle
moléculaire le plus simple d'un gaz monoatomique : la sphére élastique, ce .
calcul donne . : ‘ '

2 ' , 5
[ -
cp 5 R et donc A 3
Ces valeurs sont en bon accord avec 1l'expérience pour les gaz monoatomiques
nobles (hélium, argon ...) dans un intervelle de température limité inférieure-
ment par le voisinage de la liquéfaction et supérieurement par le voisinage de
1'ionisation, ’ -
La sphére n'a que trois degrés de liberté de translation entre lesquels se pro=-
duit 1'équipartition de 1'énergie., Plus généralement si le nembre de degrés
de liberté est n l'équipartition de 1l'énergie demande



Laboratoire d’Aéronautique UNIVERSITE DE LIEGE

55
24 2
°p'——2 R et done y-lq»:

Pour le modéle du type "haltére" d'une molécule de gaz diatomique n = 5 (trois
translations, deux rotations). L'intervalle d'accord avec l'expérience est ici
réduit, D'une part aux basses températures les degrés de liberté de rotation
peuvent &tre "gelés" sensiblement avant la liquéfaction (H2 par exemple),
d'autre part vers les hautes températures il y a tendance & €quipartition de
1l'énergie avec les degrés de libert8& supplémentaires dus aux vibrations de la
molécule,

Les méthodes de la mécanique statistique quantique fournissent alors pour les
gaz diatomiques l'expression plus précise

)
T v/2T 2
¢ " R'(z +(sinh(8v72T5) )

ol ev est une température caractéristique pour les effets vibratoires,

Dens ce qui suit nous ferons l'hypothése d'un gaz caloriquement parfait, c'est-
d-dire dont les chaleurs spécifiques peuvent €tre considérées comme constantes,
Ceci sera donc plus ou moins correct pour un intervalle approprié de température.

Pour un gaz caloriquement parfait on peut écrire

Um CVT | - (3018)
Ia cpT (3.19)
et, par intégration de (3.I3) |
-~ 8, P p |
Cy Po o -

Il en résulte dans le cas d'une &volution isentropique d'une particule les
relations utiles _
Y Y ; 2y : .
T
L. (2—) - (—) Y=1 n [2’—) Y = 1 . (3.21)
Py o To 8 .

qu'il est encore intéressant de considérer sous la forme difrérentielle

4e 4 oy 4T 2 y da
P Y " Y-1TT"Y-1 a (3.22)
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5. Ecoulement isentropique permanent d'un gaz caloriquement parfait.

L'écoulement est isentropique si

grad 8§ = 0 et - '%% s 0

Ceci est réalisé si & un instant donn€ toutes les particules ont la méme entropie
et la conservent ensuite par suppression des effets de viscosité et de conduc=~
tion, Dans ces conditions on a vu que pour le mouvement permanent

rot ¥ x Ve - graa K

1

et que par conséquent le long d'une ligne de courant (ici esussi une trajectoire)
H = constante |

Prenons encore @ = o et développons cette relation du type Bernoulli en tenant
compte de (3.I9). En vertu de l'équation d'état (3.I) et de la valeur (3.I4) de
la c&lérité du son elle prendra l'une ou l'autre des formes suivantes

y2 y2 P vZ a2 1 .2
_,’»\T*,cpT"é-’—J'—v-lp'T*_Y-l'ﬁvl (3.23)
On en déduit en particulier:

2 g Y=l y2 .2

et » (Vl v ) (3.24)
et pour la c€lérité dans les conditions d'arrét

2 aX=l 2 .

S Y (3.25)
Divisant (3.2L4) par (3.25) membre & memdbre
2 2
(&) =1 - () (3.26)
%o v1 '

C'est une forme non-dimensionnelle du diagramme donnant l'évolution de la
célérité avec la vitesse de 1l'écoulement, Il suffit alors de prendre en considé-
ration les relations (3.2I) pour obtenir 1'évolution de toutes les grandeurs
thermodynamiques avec la vitesse, On trouve en particulier la formule de

"de Saint-Venant-Wantzel"

-

' 2 .
%—- (1 - (%—-) Y_{_l _ (3.27)
o 1 '

Ces &volutions sont illustrées sur la figure ( )
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Dans la condition sonique, les relations entre les valeurs des variables thermo-
dynemiques et les valeurs correspondantes & l'arrét (V = o) sont les suivantes :

faiuant Veas a*P ~ dens (3.24)
J’ Y =3 L .
ensuite par (3.26)
a" 2 3-A '

D&s lors par les relations (3,2I)

* » 1
el ~(,,H)*-' YT 6o

Au lieu de mesurer la vitesse de 1'écoulement par la veriable non-dimensionnelle
V/Vy , on utilise habituellement le nombre de Mach M = V/a 3 La relation entre
les deux découle de (3.,24) en divisant cette équation par V2

v, {y=-1)m .
(vl) - 2 + ( Y = 1 ) MT (3031)
La relation de de Saint-Venant-Wantzel s'écrit elors
- "'I'T }
Ea(palztw) ¥- (3.32)

o

- Prenons par exemple le cas d'un écoulement uniforme de vitesse V. pression
p, o masse volumique p_ ol la célérité du son est donnée par

a2 a y (3.33)

N l.’”

Ce courant est perturbé par la présence d'un obstacle et on désire connaitre la
valeur de la masse volumique Po correspondant & l'arrét d'une particule fluide
par l'obstacle.

Des relations (3.32) et (3.2I)

' - —t—
j - (1;&'1_';.1“2) Yy=1
Po 2

Prenant pour p et M les valeurs p, et M, =V, /a_ pertinentés aux
conditions non perturbées & 1l'infini amont

1 ' '. :
-...c (1 +LT-M2) Yy=-1 . (3-3&)
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8i 1l'obstacle est un avion, V. est sa vitesse de vol par rapport au fluide
considéré comme immobile & 1l'infini,

Le repport M, de cette vitesse & la c€1érité€ du son dans le fluide au repos
est le "nombre de Mach de vol", Pour des nombres de Mach de vol pas trop
€levés et en tous cas suffisamment subsoniques pour qu'il ne se produise pas
d'ondes de choc autour de 1l'obstacle, l'expression (3.34) est représentée avec
assez d'exactitude par les premiers termes de son développement binomial

0
—gnii%ﬂi

Pour M, = O.4 par exemple, p, = I.08 Py o

La c€lérité du son étant approximativement 330 m/sec & 3000 métres d'altitude
dans 1'atmosphére, ces conditions représentent déjd une vitesse de vol de

I32 m/sec ou UT5 km/heure, La faible varistion de masse volumique, méme dans
les conditions d'arrét, justifie le développement de 1l'aérodynamique subsonique
clessique dans le cadre de la théorie des fluides incompressibles,

La mesure de la pression d'arrét est un moyen classique d'évaluer la vitesse

de vol, Une application de la formule (3.32) donne immédiatement

P I
P 2 *
soit, en développant le bindme 13

P

-53-. } *%Mi"’%“ﬁ 4&554)'”2 XY " (3035)

Pour un fluide incompressible l'application de 1l'équation de Bernoulli fournl-
rait simplement

c'est-d~dire une bression dynamique

1 2
PO‘P. .-2- -vu

Conservent cette grandeur comme unité de mesure, il est usuel de former un
coefficient de pression non-dimensionnel

P = Py :
Cp L -r—-—-; . , . Co (3+36)
%5 Pa'n

Eu égard & (3,33) cette définition est aussi
o PP T P-P
.

]
P po pnv:zo— p. Y Mz

(3.37)
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Pour un fluide incompressible le coefficient de pression dans les conditions
d'arrét est par définition €gal & 1'unité, Pour un fluide compressible il vaut
suivant (3.35) et (3.37)

(Cp)o a | *%Mﬁ *g—;'l;lM: sor o | (3038)

6, Variations de la section droite d'un tube de courant,

Prenons un tube de courant de dimensions suffisamment réduites pour que
la vitesse et les variables thermodynamlques puissent étre considérées comme
constantes pour les points d'une mé€me section droite A,

Le mouvement &tant permanent la conservation de la masse s'exprime par la cons-
tance du débit massique :

p VA=n (constente) ‘ (3.39)

Il en résulte que la section droite A passe alors par une valeur minimum (un col)
A,. Ceci est confirmé paer une relation due & Hugoniot, dont la démonstration est
sgmilaire. Par différentiation logarithmique de (3.39)

dp AV, A ‘ |
LeSeFmo (3.%0)

Le premier terme est transformé comme suit B
] p dp 2

pa

Mais par différentiation de 1'équation de Bernoulli

vav+a1-vav+‘-’f.o

da'od do _ . Vav
o a2

Ce résultat, substitué dans (3.40) livre la relation d'Hugoniot

2 ' '
&.4 -‘;’; 1) =8 (e -) (3.41)

Par conséquent en régime subsonique M < ] , toute augmentation de vitesse de
1'écoulement résulte en une dimimmtion de la section droite; en régime super-
sonique & une augmentation de cette section. Le minimum de la section a lieu
pour M=,

Pour un gaz caloriquement parfait, noua pouvons établir une relation quantitative
plus précise.

Calculons le rapport
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e e

" Vl

-LV—-.L -v—- - —
pa po vl a

©. \:d
o

Au second membre, les deux derniers rapports sont connus par (3.28) et (3.30),
les deux premiers ont ét& calculés déjd en fonction du nombre de Mach, Il vient

aprés simplification
| % + 1

pV Y -1 2 ‘
¥ ey o (3.42)

P&

La constente du débit massique, évaluée dans les conditions soniques, vaut
m=p a Ac
Par conséquent la conservation du débit massique peut s'écrire

A L
== £ B (3:3)
pa ‘

ce qui, associé & (3. h2), fournit une relation expllczte entre section dr01te
du tube de courant et nombre de Mach. :

T. L'onde de choc normale stationnaire.

Considérons un écoulement unidimensionnel permanent
usu(x) ,veso, v=o0, ol toutes les grandeurs thermodynamiques ne dépendent
qQue de x ,
Le seul &lément du tenseur des vitessos de déformation qui ne soit pas nul
e priori est

, du
0z Y i
auquel sont associfes des tensions de viscosité ~
Y du
] -] &
o™ g G (3.44)
0 =go .(A._e.");.‘!.‘.’; u.- = -
yy  zz VP EFWEH Oy " Oyz " Oy " ©
L'équation (2,Ik) de conservation de la masse se réduit &
\ ' 4 ' '
| - s by e )

Nous supposerons qu'il n'y & pas de forces messiques ( g = o) et les équations
(2,21) de conservation de la quantité de mouvement se réduisent &

e
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[ R %—2- [ ] %x- (Oxx - p) (3¢h6)

Pour 1'équation de conservation de 1'énergie, utilisons par exemple (2,32)
et (2,33) avec la loi de Fourier (2,43)

2 |
vl PG o)l 6 (3.41)

Chacune de ces &quations de conservation est intégrable,
Rapportons les constantes d'intégration & une sectioh en amont oll 1'€coulement

est supposé uniforme %E_- ° 4 %%}_ ° et caractérisée par 1'indice ;1 .
Par (3,45)
pum=p; W 'f' (3.48)
Par (3.46) '
p+pul « (x;gu) %x'i =py +pp us  6.49)

C'est eussi la conclusion & laquelle aboutirait une application de la forme
intégrale (2.22) & un tube de courent limité.sux sections transversales x,
et x ., Enfin par (3.47) '

(U.g..‘ﬁ)u : (;‘¢.l.‘.) du k.‘.i.'?.. (U 4.:.15.4.2}.
pu ) Pu - 3\1 udx-— ax \elul 1 *3 Dl

soit encore, moyennant introduction de l'enthalpie spécifique totale

2 » ~ |
u
HeU+Bo : i L

| ' b du . 4T
pul- A+gu)ug-kg = oy, H (3.50)

C'est aussi la conclusion que fournirait la forme intégrale (2.,5I) appliquée au
tube de courant, ‘
Posons-nous la question de savoir si 1'&coulement peut redevenir uniforme en

aval, D& lors faisant de nouveau du _ et 4L . , 9ans une section d'indice

2 en aval, nous aurons & vérifier 185 10is de conservation

pruz = p u ©(3.51)
. 2 2 | $52)
LV SRty (3.52)
Bz .HI - ] (3053)

Cette derniére, qui exprime la conservation de 1l'enthalpie totale du fluide, est
une simplification par (3.,5I) de ce que donne (3.50); utilisant une des formes
(3.23) de 1'enthalpie totale d'un gaz caloriquement parfait nous l'écrirons

u§_+_i__ .?.z.-.tfl.+._l_- ..x.,.l...l. vz 11
2 1 "2

vy
a
2 Y=1 9, 2 Y=1 9

(3.54)
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Supposant les conditions (u ) données en amont, les équations
(3.5I), (3.52) et (3.5b) fournzsseﬂt le leonditions (a; o Py Py ) en avel,
Divisons (3.52) par (3.5I) : _

. o) P .
2 1 u u
P71 P2

et éliminons les rapports preslion 2 masse volumique pari(3.5h)

¥2 - 2
"%7‘* - L5 v

S0

J 2 1

22 4 xr1 ¥ Y- 2

Py 2y 2y 2
il vient une relation entre les seules vitesses

. w2
. : Y+ a y - 1:
u =u = (uz - ul) t 5 T + = - ) (3.56)

La solution u, = u  est triviale; elle entraine en définitive que les condition
en aval sont les médes qu'en emont} nous avons affaire & un simple écoulement
uniforme. En dehors de cette solution (3.56) est aussi satisfaite par

u, u, o
o === ] i {3.5T)
d’ i! ' ’ T

Par conséquent un écoulement supersonique en amont (u > a ) devient subsonlque
en aval (uz < a*¥), Nous verrons que le cas réc1proque d'un passage de subsoni-
que & superaonlque est & écarter comme violent le second principe de la thermody-
namique.

L'utilisation des formules (3.28) et (3.3I) permet de transformer (3.57) en une
relation entre les nombres de Mach emont et aval ,

2 - 2 .
M, 220D M - £(3:58)
av*-(v-n

L'équation de eonlervation (345I) fournit elors le rapport des masses volumiques

2 1) .
L R S (v e o} ~ (3,59
Pr M ¥ 2+ (van) M

Pour avoir le rapport des pressions, multiplions (3.55) par (w; +u, )

2 2 ‘ 1
w, =u (pl -, ) f—- ¢ — o
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et éliminons le premier membre par (3.54); i1 vient
#

P,

+1
e (.YFJ_, 1){-1_.—{- -2-) o (3.60)

-"-“rﬁ M% -: = : (3061)

La relation (3,60) est due & Rankine et a été redécouverte par Hugoniot. Elle
différe de la relation d'évolution isentropique telle- que découlant de (3.2I)

)

" P v . .
P, 'ny

et i1 y a une modification de l'entropie d'amont en aval qui ne peut €tre qu'un
accroissement correspondant & une dégradation de l'énergie, Si uz différe peu
de u, et donc p, de p) , posons P2 /p, = 1+¢ ole€ est petit, La rela=-
tion de Rankine-Hugoniot devient - . ,

i

pz ° Y.'.l T ?-l
T (1+¢ -E?-)}(l -t

® 1 +Y€C+

Y(Y 1) 2 Y(Y 1)2 3
) C+'h t-l-...."'-

tandis que la relation isentropique donne

Y(Ya-,l):z R 1% (Y-2)3, |,

P
-—E-l-(l-t-c)T w1 +Y e+
P

Les deux développements ne diff@rent qu'd partir du terme en €} ., Il y & donc au
p01nt (1, 1) un contact du second ordre entre les courbes exprimant les rela-
tions (3.60) et (3.62). :

Le rapport des températures découle immédiatement de l'équatlon d'état du gaz et
des résultats précédents

T& P, Dl
T
1 B 2

Les équations de conservation (3.5I), (3.52) et (3.53) s'appliquent directement’

& un fluide non visqueux et non conducteur. Dans ce cas la solution qui vient
d'étre développée apparait comme une véritable discontinuité mathématique entre
deux écoulements permanents et uniformes : c'est l'onde de choc normale et sta-
tionnaire, L'épaisseur réelle de l'onde de choc est effectivement trés faible et
le siége de gradients de température et de vitesse élevés qui ne permettent pas de
négliger les effets de viscosité et de conduction, Ceux-ci sont d'ailleurs indis=-
pensables pour expliquer la dégradation de l'énergie associée & l'accrozssement
d'entropie.,
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/

p2 /m '

isentropique

, @ T, /T
,,,,,,———””””‘ - 4 isentropique

€omparaison

entre la loi de Ran[ino-ﬂogoniot
oD

ot les|relations isentropjiques

p /
(]
2/%

1 . 2 . ] y .

8, Accroissement de l'entfopio et diminution de la pression d'arrét au passage

8 travers l'onde de choc,

Le calcul du changement 4'entropie peut se faire par application de la
relation (3.20) .

82 = B, P2 P2
-—-—a—-——g ln-—-yln-—-
v Py S|

Substituant (3.59) et (3.6I) on 1'obtient en fonction du nombre de Mach emont

82 =8 2 v Y o1y
sln (Blowp Xl oy LM (563
°v oyl .’1.'-0.(7.‘.1)!4l

La dérivée de cette expression par rapport & Mﬁ vaut, aprés réduction

2y fy 1) B -y P

Mf {2+ (v=)) Mf}(eAYM: -y +1)
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Elle possédde un zéro double pour M. =1 , ce qui est conforme au caractére oscu=-

lateur entre le diegremme de Rankine-Hugoniot et le diagramme isentropique.

Elle est positive quand on descend de M) =1 jusqu'a ﬁ} Y = 1 ol il est cleir
2

que Sy = 8, tend vers 1'infini négatif, Elle est positive aussi quand on

remonte de M, = 1 & 1'infini, Par conséquent la condition 8, =8

posée par le second principe est satisfaite per M, > 3 1'onde &e choc nor-

male est nécessairement une onde de compression transformant un écoulement

supersonique en &coulement subsonique,

Pour les chocs faibles, correspondant & un écoulement faidblement supersonique

en eamont, on peut poser Mf = ¢m _ .

et le développement de (3,63)

|
82 =« 8 2y (Y=1) s

l-_,., m + 4 6 (3.64)
v 3(vy+1) '

c

débute comme il fallait s'y attendre par le terme du troisiéme degré enm
Pour les chocs faibles la variation d'entropie est négligeable,

Une mesure de la dégredation d'énergie est fournie par le diminution de la
pression d'arrét,

Imaginons 1l'écoulement amont ralenti ilentroplquement jusqu'd vitesse nulle.
L'état du fluide est caractérisé par S, et les valeurs d'arrét (po)l, (polys
(To)1 3 1'enthalpie totale passe entidrement sous la forme thermodynemique

cp(T°)l .
De méme en aval un ralentissement isentropique donne un état S,, (po)z. (p@)z,

(To)z avec une enthalpie totale ¢ (To)2 .

Comme 1'enthalpie totale est conservée par le choc, il en est de méme des tempéra-
tures d'arrét i

(To) (To]z = To! | (3.65)

Appliquant esux deux états d'arret 1'équatlon d'état du gaz

{Po)z R (eo), (To) (po)2 |
(p°)1 SN CON (T°)1 (°°h

puis 1'équation (3.20)

52 - Bl (Po) | (00)2 .(90)2 :
tmeetavenutmse B e &8 ( - ) N etecmmm v
Sy (Po)l '(po)l , b=y (Po)l.

et notant qﬁe e, (v« 1) sR , id vient finalement gréce & (3.63)

(po)a _ (po)y =220
(Do)‘ (Po)l'
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T -
[(Y+1)Ml mav 2 Ye) Y-
o= i M -
mLﬂ#(Y-l)Ml Y+l Y 4+
i loi'l——m"ooo (3066)
3(Y+1)

N4

Les changements d'entropie et de pression d'arrét sont illustrés & la figure ( ).

A titre d'application considérons la pression (PO)z qui serait mesurée par un
tube de Pitot dans un écoulement 3upersonique uniforme de ceractéristiques

Po P .Mn -U/ao ¢
L'écoulement est d'abord ralenti par une onde de choc normale qui se forme devant
le nez du tube; il est ensuite ralenti isentropiquement jusqu'd 1l'arrét complet.

La relation entre les pressions d'arrét de part et d'autre de 1l'onde de choc est
une application de la formule (3.66) dans laquelle il suffit de remplacer

(p,)! par (p,)- et Ml par M, .

Ensuite la relation isentropique entre p_ et (po)“ est une epplication de la
formule (3.32) '

(°°). Yo o2y T
= (1 + ~ M,)

Pu

Multipliant les deux formules membre & membre, on trouve lc'fbrmule de Rayleigh :

Po Y+ 'Y{T "‘%{'
( )z __(’ Mﬁ) 2y 2 Y-

M, -
P. Y+l Y+

(3.67)
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1

(ve); / (vo)

I.k

N (o)
. .
~ -

0.8
0.6
0.4
0.2

Accroissement d'entropie
Rapport des pressions d'arrét Y =14
au passage & travers une onde de choc normale .
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e

9, Vitesse de propagation normale d'un front d'onds,

Au régime d'€coulement avec onde de choc normale stationnaire superposons
une vitesse de translation uniforme uj; de fagon & rendre le fluide immobile en
amont, L'onde choc avance vers la région amont avec la célérité u, , laissant
derriére elle une vitesse résiduelle uj = u, , Cette vitesse résiduelle, compa-
rée 4 la célérité du son s, dans le fluide au repos, peut 8tre calculée comme
suit, De (3,57) et (3.54)

- 2 2 pl
¢  cememman— { oese
uu.f *lul Y"'lyol

Yol 2 2 2
- +
Y+ T+t
Relation qui peut s'écrire
2
U - u [
1 2 2 1 2 1
u, Y+l (“"E)'vﬁ(l' z) (3.66)
1 ul Ml

Par la reletion (3.6I) on relie directement la vitesse de propagation & la mesure
de la différence relative de pression qui propulse l'onde

2 Y+l P27 7
*+

Quand 1'onde est faible (p, = )/p, < <1 , la vitesse de propagation tend
vers a, et simultanément la peréurba ion de vitesse u; - uy tend vers zero.
Ces faits justifient a posteriori l'appellation de cé€lérité du son accordée & la
grandeur a définie par (3.II),

C'est la limite inférieure de la vitesse avec laquells les perturbations de pres-
sion se propagent relativement au milieu fluide.

IO. Structure de Navier Stokes de l'onde de choc,

Pour une étude de la structure méme de 1'onde de choc il y a lieu d'uti-
liser les équations de conservation (3.48) et (3.50) comportent les effets de
viscosité et de conductibilité thermique. Nous les réécrirons comme suit :

pusm . (3.470)
(X 4.‘13‘.") %—x‘l «pep +m(ueuy) ~(3.71)

. b du _k 4T
Dezu) vgmtg &=F-R

Bl
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Introduisons le nombre de Prandtl longitudinal

s L
Pre T‘Z ()«\,0 -5 ll')

qui permet encore de mettre la relation de conservation de l'€nergie sous lea
forme

) b du 1 ar '
- (X * 3 u) (u-d—x- 4 —P-; cp -&) -3-31 (3072)
Pour un gaz caloriquement parfait s est indépendant de la température et vaut
o =2tip ot c_wc =RwiR
P 2 . v o 2

n &tant le nombre de degrés de liberté de la molécule entre lesquels s'établit
1'équipartition d'énergie, Si pour ll conductibilité nous utilisons l'approxima-
tion d'Eucken

- (e, *£R) u =R (B+¢)u

et pour 2 l'approximation zéro, le nombre de Prandtl longitudinal a pour valeur

8 (2 + n;
Pr - 3 9+ 2n
Pour un gaz monoatomique (n = 3) on trouve 8/9 , pour un gaz diatomique dont les
degrés de liberté de vibration sont excités (n = 7) 72/694 non excités (n = 5)

On voit donc que Pr = | est une bonne approximation. - 56/57.
Cette approximation est trés heureuse car elle transforme finalement (3,72) en

. h dH
1 (re3u) Feu-m

Une intégrale particulidre de cette Equation est vinibleﬁéntv
H = H, ' (3.73)

C'est précisément celle qui, eu gard & (3.53), convient sux conditions sux limi-
tes en amont et en aval,

Ainsi, méme & travers l'onde de choc. il y a conservation de l'enthalpie totale.
I1 reste & intégrer le profil des vitesses & travers 1'onde.

Transformons pour cela le second membre de (3.,7I).

Mettons le résultat (3.73) sous la forme

! u? Y P Y+1 e
Fo 2YY-T o "3v-1y &
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et résolvons pour la pression en remplagant p = m/uz;

. 2
.n Y+l 8" v-xu)
p* 2 Y a 2y

Avec la formule similaire powr p; le second membre de (3.7I) devient toutes
réductions faites

: Yel a
» 7 (u; = u) '(_uul -1)
ou encore, compte tenu de la relation des vitesses (3.57) de part et d'autre de

1l'onde

Y+ 1 (ul "“)(u2"u)
2y u

Au premier membre de (3.7I) il faut encore tenir compte du fait que la viscosité
augmente théoriquement proportionnellement & la racine carrée de la température
absolue, Nous pouvons écrire

—

(e3u) =0 +3u), &)

Par suite de la conservation de l'enthalpie totele ceci est encore
' |

G2 i .3u)(_Y_f.:_‘f)'e'
3 ‘3 ‘v;-uf

En définitive, introduisant la vitesse non-dimensionnelle

0= u/v,
et la longueur caractéristique
. L 1
e¥ « (r+ 3 u)l w5 (3.7h)

e

qui ne dépend que des conditions en amont; i1 faut effectuer la quadrature

1
¢ A N
ax = m'(l-wﬂ e e SEES

L'intégrale a €té trouvée par L.H. Thomas

W W -
1 17 %2 S, H() - wy) (1= w?)¥
Tw, 1 -ug % C wew,
- — > in — 2 ~1
T P 1w, + {0 =wd)1 =u)) 2
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T2.
Lo P\ 2 v ¢ “’é 1 | -
l @l ’ (l -0)1) '!‘ :

Le profil des vitesses se raccorde asymptotiquement aux valeurs u; et uz

des &coulements uniformes, ‘

L'épaisseur effective de l'onde de choe pourrait 8tre définie comme la distance
sur laquelle les valeurs de u; et de u, sont réalisées & 99 % . '

Ce calcul peut &tre fait & partir de 1l'expression (3.76). Pour trouver une for-
mule plus maniable nous allons intégrer de fagon approchée l'équation difrfé-
rentielle

4 | " :l(ul-u)(u.-.u)
(e3u) 8- alty —= (3.77)

_ B . L
Observons que le membre de droite prend une valeur minimum pour u? = uju,= o .
c'est-é-dire dans la section ol 1l'écoulement est exactement sonique, ‘

Dans les mémes conditions » .

&

(x»,%u) ‘. ('r)';:' ¥. : 0. v, u

a
(A + -5 ll) -
1

1 1

que les formules (3.28) et (3,3I) mettent finalement sous la forme

’2+(Y..1)Mf) -;-

‘u b
(Af-gu) - (“'5")1.( —

Intégrons alors (3.77) de u; & u, comme 8i le coefficient de du/dx conser-
vait cette valeur et le membre de droite son minimum :

ver =@ -

2y .*

n
Comﬁte tenu de la relation (3.57) le résultét final pour l'épaisseur est

1
(24 (Y = 1) Mf) 2

avec g = =

M,

‘ 2Y . g(1 +2)
e - e T

1y +1 l -« g

La 1ongﬁeur caractéristique e); est Evidemment en relation simple avec le libre
parcours moyen dans les conditions emont. En fait ce libre parcours moyen L,
peut étre estimé par la théorie cinétique des gaz & la valeur '




Laboratoire d’Aéronautique "UNIVERSITE: DE LIEGE
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—

ol m est la masse d'une molécule et ro son rayon effectif, Chassant le rap-
port m/r avec la valeur théorique °©

yow (ELJE) /2
4

316 rd
i1 vient
n L {,;
Ll - I6 : 1/2 - —"'" (1) """'l_"' (3078)
57 o, (RD) Py & '

de sorte que, avec l'espproximation correspondante 1\ = o , on trouve

1/2
@y

Comme 1l'épaisseur approximative a ét& calculée sur la base de la variation de la
vitesse de 1'écoulement dans les conditions soniques, il est &galement plus logi-
que de la comparer avec le libre parcours moyen calculé dans les mémes conditions
Puisqu'il a été admis que y varie tout comme a proportionnellement & la
racine carrée de la température, on aura selon (2,78) et selon la comnstance du
débit massique

AN
enm— - omgis [ ] ] M
% o, o !
Par conséquent
e e cer 'L e 5 a. /2
* e 1, L% e, 12 Y

Les valeurs de z, ele, et e/L® ont été tebulées ci-dessous en fonction

de M, pour y= 1,4

M, 2 | ele, /L%
1,05 ~ 0,960481 . 55,59 . 36,43
1,1 © 0,924862 27,64 18,98
1,3 0,81225T | 9,15 7,42 o
I,5 0,732828 5955 - 5,19
2,0 0,61237T2 2,97 3,71
3,0 0,509175 - I,83. 3,k2
4,0 ~ o,k6T70T 1,50 3,76
5,0 0,447213 1,37 L,26

- e 1,13 .
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On voit que, spécialement entre les nombres de Mach I,5 et 5 , le nombre de
livre parcours moyen parait trop faible pour justifier une structure exacte de
1'onde de choc sur la bese d'un &quilibre thermodynamique local,

II, L'onde de choc oblique stationnaire,

Prenons 1'axe ox perpendiculaire & 1'onde de choec, 1l'&coulement
permanent posséde deux composantes de vitesse u(x) et v(x) qui, en amont,
ont les valeurs constantes u, et v, . Les seules composantes non identi-
quement nulles du tenseur des vitesses &e déformation sont

du _ ' 1 dv
% " ' "7 &

auxquelles correspondent les tensions de viscosité

b du. 2 3 du
Oex (A"?") ax %y % % ® (a 3 ax
dv g - '
°wi' ¥ ix . , °yz = 0" 0
La conservation de la masse reste exprimég par
a .
ax (p u)=o0
la conservetion de la quantité de mouvement (eqs. 2.2I) par
- du 4
mE tw (-
dv d §
L wm %W
la conservation de 1'énergie (eqss 2,30, 2.3I,et 2.43) par
4 u? + v2 4 . a4 , dT
wg (U= )= HF(uloy=p)+vo )ezmzrgy

Les intégrales de ces équations sont exprimées en fonction des conditions unifore
mes en amont par

u o - y
pu = pl 1 4 ) : ~ .
2 2
Pton -' pl + pl ul + oxx
uv = u v. ¢ o ‘
P " 2!, xy “f + v2 P,
pu (U + S + p) = 0, ul( U, + --Er—3-+ pl) tuo, +vo
+ k~92‘
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Nous discuterons seulement les relations entre les valeurs des variables en
amont et les mémes variables on aval de 1'onde (indice 2) ol les conditions sont -
redevenues uniformes (o = g = o et dT/dx = o). Ces relations s'écri-
vent ' ' xx X

S L 2 v.:. ..
Pp*pp Uyt vy (3.80)

ensuite, utilisant 46jd le résultat (3.79) . :

Vyev, =V : (3.81)
enfin, observant que I = U + 2. -;1- £ et utilisant eussi (3.79),
p 1 p
w2 e v2 2 2
uz +v? . Y & . vy + M Y p

-1 (3.82)
2 o)

N

v oqm
'ﬁ;-tw('§-13+°)

Jcos (8 -8 )

_ ‘ _ 8in (6 = B )
Les relations (3.79) et (3.80) sont les mémes que celles (3.5I) et (3.52) de
l'onde de choc normale, Le résultat simple (3.8I), provenant de la conservation
de la quantité de mouvement parallélement & l'onde, permet de mettre la conser=

vation de 1l'enthalpie totale (3.82) sous une forme qui rappelle celle (3.54) de
l'onde normale :

. . 2 .
S ah s Bl n e (& -L=v) (3.83)

On voit donc que les 'lois gouvernant les composantes normales u et u,
sont les mémes que celles de l'onde normale & condition de rempl&cer le carré de
la vitesse critique par l'expression figurant entre varenthdses au sacond mamhre
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de (3.83), La transposition de la relation de vitesse (3.57) en particulier
fournit : ' .

n2 -] i
\ll uz = a -z—;—-i- v (3.84)

Cette relation est commode pour calculer l'angle de déflexion du courant aval
quand on connait le nombre de Mach amont M, et l'angle B que fait l'onde
de choc avec le courant en amont, En effet les relations géométriques

u, «V sin 8 - (3.85)

v =V, cos B ' (3.86)

transforment (3.84) en
v "2
1 L2 x-=1 2 ‘]
Y eIn B [ (Vl) "y +1 ¢ B

On déduit Egalement de l'expression suivante pour l'enthalpie totale

et e e
que
G =y (e )
et par conséquent v
e B et ey ) (3.87)
: 1
Une autre rglation géométrique est
u, = v.tan (8B =9) =V cos B tan (B = 8) : (3.88)

Egalent les deux valeurs de u, et résolvant pour tan 6

8in? B - l/Mf

tan 0 = 2 cot 8 (3.89) .

(y+1)cos? B + (y=1)sin?p + 2/M§
c'est la relation cherchée pour la déviation considérée comme fonction de M,

et de B
Pour sa discussion il est utile de 1'associer & 1l'€quation

Y=1., 2 1
Y+l v+l (M; sin 8)2 ,

2 1 P e1) | - (3490)
v+l (M, sin 8)2"

£l

- 14
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déduite de (3.87) et (3.85).

La déviation 6 apparait dans (3.89) comme une fonction impaire de B } ceci
exprime simplement la symétrie du phénoméne par rapport & la direction du courant
amont et permet de limiter la discussion aux angles g positifs,

Pour 8in B < 1/M;, 1la déviation est négative mais ces valeurs petites de g8
sont & rejeter car selon (3.90) elles entrainent u_> u, et, come on 1l'a vu,
il en résultereit une diminution de 1l'entropie du codrant, :

Pour s8in 8 > 1/Ml la déviation devient positive croissante, passe par un
maximum puis redevient nulle pour B = %/2 , auquel cas on retrouve une onde
de choc normale, :

Le meximum a lieu pour un angle B solution de.

yataz s = oLy V2( (1_5_;.;‘?)2*1-&3,-,54’)‘/2

Le figure ( ) montre pour y = 1,4 les déviations que 1'on peut obtenir en

fonection du nombre de Mach en amont. On voit qu'une déviation inférieure au
maximum peut €tre réalisée par deux ondes de choc d'inelinaisons différentes,

Zf , | ,/ ;‘\.\\\.
35°— — // ‘ /"\ \'\1\
30—t ,/ /j"f\ !
e o/ /| /] #5
Rt YAEZ N\
R RN iAvAal

= YAV AN
RV VIVAVAVIPZN RN
VUL VYL NN
0° A°° Lo° 30 0’ £5° 64° Fo° 207 9o* /3-—-*

Pour les valeurs de 8in 8 . voisines de 1/M .,c'ést-a-dire pour les chocs
faibles donnant de faibles déviations une approximation satisfaisante consiste

& remplacer au dénominateur de (3,89) 8in2 g par l/M% et conduit & la
formule simplifiée 5 . ' P
oo ZLEB (. —L ) ©(3.91)
Y (Ml sin g)

Pour la suite il est également intéressant d'établir dans le ces des chocs fai-
bles la correspondance entre la petite variation du module de la vitesse de 1l'é=-
coulement et la petite déflexion.,

Tout d'abord pour le rapport des carrés des modules, utilisent les relations
géométriques '
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u, ®vten b u, ® v tan (B - 8)
v wd e 1+tm2a‘ © cos? (B - 0)
-!-- ) - = .
Vi ug +vZ | ¢ tan? (B = 0) cos? 8

soit encore le résultat rigoureux 3

cos B

v , : |
VL - E.Q!'-S.E:_el (3.92)
i 1'angle de déviation est faible

- cos (B -4 6) * cos 8 + 46 sin B
et pour le choc faible
vznvl +AYV

Ces approximetions substitudes dans (3.92) donnent

& - 40 tan 8
2 .

Au méme ordre d'approximation on peut encore substituer au premier membre V, &

V, et au second membre considérer que l'angle B est défini par Ml.sin gm 1,

il vient finalement

A (3.93)
S =y |

Le rapport des masses volumiques & travers une onde de choc oblique est gouverné
par 1'équation de conservation de la masse (3.79). Une comparaison entre (3.59)
et (3.90) montre immédiatement que la formule (3.59) de 1l'onde normale reste
valeble & condition d'y substituer M sin 8 & M, . La méme remarque s’appli-
que & la formule (3,6I) du rapport ded pressions, puisque la relation (3.60) de
Rankine reste valable,

Pour les chocs faibles on trouve

P, =P YM
2 1. 1

0 "~ (3.94)

! @1-1 ,
Enfin, la méme remarque s'epplique aussi & la formule (3.63),

Pour %es chocs faibles on trouve que l'accroissement d'entropie est proportionnel
a 0°, '
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I2, La polaire de choc,

Une autre présentation graphique du choc oblique est un diaéramme polaire
reliant la composante V) de la vitesse aval, perpendiculaire au courant emont,
8 la composente V qui 1u1 est paralléle. La relation géométr:que

| ]
vz -y, sin g + v cos 8

multiplife par Vl fournit, eu €gard & (3.85) et (3.86)

) 2
vl,vz L] ul “z +v

et permet de remplacer (3,8l4) par

vl v; = a.z + -Y-f.-l. v2 m aKZ + 'Y-% V% cos? 8 (309"‘)

On peut y éliminer 1l'angle g par la relation

veV cocp = V' cos g + v“ sin g

qui fournit la tangente, Le résultat, résolu par rapport 4 V" s est 1l'équation
de la polaire de choc

qZ - (M‘; - pz) 2 21 2 (3.95)
; ®2
benTht =M,

ol 1'on s'est servi des variables réduites

n [ - s
: M:$‘ v,/a : p, ™ Vz/a q, = Vzla
La courbe est une strophoide ou "folium de Descarte™ (figure _ )e
‘Comme ’ 1
2 2 /2 ) N B :
(»2 + a2 = V,/a" = ] p,/q, = tan o

le nombre de Mach &toilé et la déflexion en aval se lisent directement en joi-
gnant & l'origine le point représentat1f sur la courbe, Il y a_deux points cor-
respondant & q, = 0 ; le point double A pour lequel p; = et l'écoulement
est continu sans choc; le point B pour lequel p, = I/M” qui représente le
choc normal,

Une déflexion imposée @ du courant aval peut en général &tre réalisée par
trois chocs différents. Cependant le point représentatif E correspond visible-
ment & un nombre de Mach aval supérieur & celui en amont : c'est une onde d'ex-
pansion & rejeter puisqu'elle entrafnerait une diminution d'entropiej les bran-
ches de la strophoide & droite de A sont donc & €liminer.

Au point C correspond une onde de compression faible, le courant en aval res-
tant supersonique (M® > ) ),

"Au point D correspoﬁd une onde de compression forte se rapprochant d'une onde
normale avec courant subsonlque en aval,

On constate aussi qu'a tout nombre de Mach amont correspond une deflexlon maxi-
mum réalisable par un choc. Dans le voisinage immédiat de cet angle limite les
chocs possibles entrainent tous deux des conditions subsoniques en aval car les

roints de tanpence T gur la strophoide ont un rayon polaire légdrement
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inférieur & 1'unité, L'inclinaison de 1'onde de choc se laisse construire par
la relation

1 1

v 1,

V, = V; M - P,
-

tan B =

Par conséquent la droits joignant le point A au point représentatif fait
l'engle B avec l'axe des q., .+ Menant de l'origine une perpendiculaire &
cette droite on obtient l'orientation de l'onde de choc par rapport au courant
smont .

Plus le choc est fort (M: petit) plus 1l'onde se redresse et tend & devenir

normale,

POLAIRE DE CHOC
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I3, Lignes de Mach, Diedre et cOne de Mach.

Sur la polaire du choc, 1l'orientation limite des chocs infiniment faibles
s'obtient en menant une perpendiculaire & la tangente au folium en A(q2 = 0) .

Faisant V) =V, dans (3.94) et divisant par Vf on trouve

| = ]+ =2 cos? B soit sinzspn L (3.96)

W2y e M2
1 | 1

confirmant un résultat précédent. Les deux ondes de choc infiniment faibles et

symétriques par rapport au courant s'asppellent "lignes de Mach" et 1'équation

(3.96) exprime que la composante de la vitesse normale & ces ondes est exacte-
~ 22

ment égale & la célérité du son (t v, sin g = 31)

Pour les chocs finis cette composante est nécessairement supersonique en amont

et subsonique en aval.,

Le méme résultat peut €tre obtenu en observant que pour rendre stationnaire un
front d'onde trés faible (et qui se propage done suivant la' normale avec la célé-
rité du son) en lui superposant une vitesse w, qui fait avec l'onde un angle

B 4 il faut que

u-a.l

®in B
756? 3. g.

la vitesse résultante &tant alors paralléle d 1'onde.

Enfin les lignes de Mach peuvent &tre envisagées comme les enveloppes des fronts
d'onde cylindriques émis par une faible perturbation dans un courant uniforme.
En effet considérons d'abord (fig. 3.9.a) les perturbations émises par une ligne
de trace P dans le fluide au repos.

Une perturbation émise 4 1'époque t = o 8e propage avec la célérité a dans
toutes les directions et donne lieu, & 1'époque t et dans le plan du mouvement,
d un front circulaire de rayon at . Superposons alors un courant uniforme de
vitesse V ., Pendant que son rayon croit avec le temps la circonférence est
entrafnée avec la vitesse V du courant, Tant que cette vitesse est inférieure
8 a  on aura la situation représentée a la figure (3.9.b),

N'importe quel point peut encore €tre atteint par un front d'onde, pourvu que
l'intervalle de temps soit suffisamment grand.,

Quand la vitesse du courant atteint celle du son, on a le cas représenté & la
figure (3.9.c). Plus aucun point situé & gauche de la transversale par P ne
peut &tre atteint par une perturbation infiniment faible, :

Enfin quand l'écoulement uniforme est supersonique on a le cas de la figure
(3.9.d4), L'enveloppe des fronts d'ondes émises & différentes époques est un
diédre dont la trace est constituée des deux lignes de Mach.

L'extérieur de ce diédre est 1nacce331ble aux perturbatlons infinitésimales,
c'est la "régle des signaux interdits"

8i la perturbation émane d'un point 1solé. les fronts d'ondes sont sphériques.
Le diédre de Mach se transforme en cSne de Mach.

P
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5

M=o
i | a ~
P
w
| M= 1
C

—?3;25'- *3‘17 “

Tout comme le cdne de Mach est le lieu des points qui peuvent &tre atteints par
les perturbations infinitésimales issues de P , 1l'anticdne de Mach est le lieu

~ des points dont les perturbations peuvent &tre ressenties en P ,

Is, Expansion de Prandtl-Meyer,

La formule-(3.93) fournit la relation entre la diminution de vitesse et le-
changement infinitésimal de direction du courant provoqués par un choc &vanescent.
En cas de modification graduelle de l'orientation du courant, telle que provoquée
par une paroi incurvée (fig. 3.I0),

e P . Fig. 3.I0

oo
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L'évolution isentropique résultant d'une suite de chocs infinitésimaux s'accompa-
gne d'une interférence entre les lignes de Mach successives. En effet celles-ci
se redressent sous le double effet du changement d'orientation et de la diminu-
tion du nombre de Mach. Il en résulte la formation d'un choc fini & une cert.a.lne ;
distance de la paroi, '
Au contraire, lors d'une expansion du courant (fig. 3.II), les lignes de Mach
sont séparées par le changement d'orientation du courant et l'accroissement du

Cette expansion a €té &tudiée par Prandtl et Meyer., La relation entre nombre de
Mach et direction du courant s'obtient par intégration de 1'équation (3.93) avec -
évolution isentropique. Changeant:le signe de d0 pour compter 9 ~positivement
dans le sens d'une expansion -

—_— e (3.93)
Vo ome

Pour intégrer il faut lier M & V par la condition d'une &volution isentropi~
que. Per différentiation de la derniére &galité dans (3.23), par exemple :

vav + 7—:2_-1- ada = o (3.97)
Mais aussi :
de VeaM | .-q%--d—:-*g-z- | | (3.98)

7

Eliminant da et AV entre (3.93), (3.97) et (3.98) il vient

TR AL 1 au | (3.99)
. Y- .
M (l '0'.-—2- Mz)

5

et le probléme se raméne & une quadrature, Celle-ci s'effectue facilement en uti-
lisant la variable auxiliaire

wmtang mcot g = VM2 -1 (3.100)
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L'angle a = %-- ] est celui que fait la ligne de Mach avec la perpendicu-

laire au vecteur vitesse local, il croft avec le nombre de Mach, L'&quation
(3.99) se tranforme en . .

. dp = - ~+ duo | (3.101)
’ 1 +w Y-l 2
1 + -—Y"'l )

Dans l'expression

0 » -~ arctan v M2 = 1 + v %E% arctan ﬂﬁfT- (M2 1) (3.102)

qui en résulte, la constante d'intégration a été choisie de telle fagon que

6 =0 pour M=

et le second membre f(M) s'appelle alors "fonction de Prandtl-Meyer'", dont il
existe plusieurs tables, Si la déviation est & mesurer & partir d'un courant
amont de nombre de Mach supersonique M, , on utilisera la formule

b6 = 6 -0 = (M) - f(Ml) .

Le nombre de Mach correspondant & une déviation donnée s'obtient par interpola-
tion dans la table; les changements corrélatifs de pression, de masse volumique,
de température, sont alors obtenus par application des formules d'évolution
igsentropique.

La déviation maximum qu1 peut €tre atteinte en théorie & partlr d'un écoulement
sonique, correspond & M = « dans (3.1I02). Elle veut

T Y+l '
Onax ™ 2 ( Y=1 'l.)

Pour Y= I,4 |, cette valeur représente environ I30 degrés.

L'expansion de Prandtl-Meyer, &tant un phénoméne isentropique, peut étre dévelop-
pée indépendamment de 1'€tude des ondes de choc et poussée jusqu'd la détermina-
tion des lignes de courant. Prenons le cas d'une expansion autour d'un point
anguleux (fig. 3.I2),

Le courant amont est supposé sonique, on utilise les coordonnées polaires r ‘et
¢ (mesuré & partir de la ligne de Mach de 1l'écoulement amont). Comme il n'y &
pas de dimension linéaire caractéristique dans le probléme on supposera que dans
1'éventail séparant les deux écoulements uniformes les caractéristiques de 1'é-
coulement ne dépendent pue de l'angle ¢

u=u (¢)  vitesse radiale
vaeyv (¢) vitesse tangentielle

p=p (¢)
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L'équatlon de conservation de la masse, obtenue par exemple en ennulant le débit
massique sortant d'un €lément de surface (r STEr+dr , ¢S ¢<€ ¢+ d¢)
se réduit & ‘

v ., E (3.103)

Iu + = d¢) T

L'écoulement uniforme amont &tant 1rrotat10nnel et 1'évolution isentropique, la
région dans l'éventall est également irrotationnelle, Par annulation de la circue
lation sur le contour bordant 1l'élément de surface, on trouve simplement

v (3.100)

Enfin, par suite de la conservation de l'enthalpie totale,
udu+vav + 2% = 0 s
Comme a2 = dp/dp cette relation s'écrit aussi

du dv ., a2 4 X
d¢+ do"&" a-%-o : | (3.105)
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Tirant du/d¢ de (3.I04) , dav/d¢ de (3.I03) et substituant dans (3.I05) , il
vient

(42 - 1) 2

gle
]
o

On vérifie facilement que la solution p = constante est triviale, elle ne four=-
nit qu'un prolongement du courant uniforme en amont., L'autre solution

vea | . - (3.106)

exprime que les rayons issus du point anguleux sont des lignes de Mach, Les résul-
tats (3.I04) et (3.I06), portés dans l'équation de conservation de 1l'enthalpie :

fournissent une équation différentielle

duy2 -1
(&) T (w2 -vi) =o

qui & pour solution (u=o pour ¢ = o)

u =V, sin(i¢) ol ol oy . (3.107)
Ensuite, par (3.IO0k4)
veav, cos(A¢) 1 . (3.108)

Les lignes de courant résultant d'une intégration de

gr ,rd¢
u v
soit
dr

EQ-B A tan(a¢)

L O

Elles sont,donc obtenues sous la forme polaire

<)

V=1
rer ( cos(ae) ) (3.109)
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Notant (fig.3I3) qu'entre ¢ , B et 6 existe la relation
7F?ao 3.13
n

‘-O+E-B-e+a
et que

AL /Y-1

tanu--;t Ey tan ( mcb)

il vient en tirant ¢ de cette derni@re relation

PR /Y41 - /=1

0m¢=amewqat+ 7T arctan ( ?:T tan a)

Suivant (3.I00) ce résultat est bien identique & (3.I02),
I5. Développements en série des coefficients de pression en fonction de la ,

déviation du courant,

Le calcul exact de la pression correspondant & une déviation connue du
courant supersonique amont ne peut se faire qu'indirectement,
Dans le cas d'une déviation par un choe oblique, par exemple, on tire de (3.6I)
en remplagant Mll par Mtsin B '

P =P 2y

(Mf 8in2 g - 1) | (3.IIO)
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ol sin g doit &tre trouvé par interpolation de la relation (3.89).

Dans le cas d'une déviation isentropique, le nombre de Mach M2 en aval doit
d'ebord €tre obtenu par interpolation de la fonction de Prandtl-Meyer; ensuite
le repport des pressions peut &tre réduit de la relation de de Saint-Venant-
Wantzel (3,32)

P =P 1M Tm <
e == 2) -1 (3.11I)
1 + —E- Mz

Pour de faibles déviations il est intéressant de construire des développements
en série de puissances de ¢ , ce qui permet notamment de comparer directement
les pressions dues & une déviation par choc (indice c¢) & celles résultant d'une
évolution isentropique (indice a). Nous chercherons les coefficients (fonctions
de Ml et de Y) des développements des coefficients de pression

pz - pl 2 p2 - pl

“cp -‘%pl vf - : Mf ) (3.112)
Pour le cas du choc nous poserons |
(c ) =x=A 0+B 02+ c 03 + 444 | (3.113)
Pour le cas isentropique
pcp)a =y=A 6 + éa eé + éa 83 + 44 | (3.,II4)

I°) Cas du choe :
De (3.II0) nous tirons
L . o 1
X -.-Y-:r (s:l.n v B .P Mz) |
A 1 g

et €liminons sin g avec 1'€quation (3.89). Le résultat peut se mettre sous la
forme : ‘ )

‘(x +a) (2 - x)2 tan2p = + x2 (a(Mf -1) - x) . (3.115)

h
(v +1) Mf

ol as=

Cette équation du troisiéme degré en x a trois racines correspondant pour un

® donné aux trois solutions de la polaire de choc. Seule la racine correspon-
dant au choc faible nous intéresse. Nous l'obtenons automatiquement en posant

le développement du type (3.II3) qui donne x =0 pour ¢ = o0 . La structure
de 1l'équation (3.II5) incite cependant & poser, pour la facilité des calculs, le
développement préliminaire
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x=Mtan 9 + N tan2 g + P tan3 ¢ + ...

Substituant dans (3,II5) et identifiant les puissances de tan § on trouve

i (v+#1) M4 « 4 (M2 = })
M= 2 K = 1 1
M2 o . - 2
./Ml 1 2(M§ 1)
(vﬁ)2 Mg + h(Y+i)(v-5) M§<+ 8(T7+3y) M? - 64 M% + 32
P= ,

I6 (Mf -1) 7/2
Enfin, notant le développement

tan g = g + 3-93 + 4o

il vient pour les coefflcient de (3. II3)

A =M - B =N C aP+iM
c [ c 3

c'est-d~dire

(y+1) M4 - b(m2 -1)

'c : c 2 o 2
/M%-l . 2(M1 1)

i

% (v+1)2 M8 ~ (7+ 12y - 3v?) uf + 18(y+1) My - 24 M2 + 16

12 (M% -1) /2

’

Les calculs reqiis pour trouver les coefficients suivants deviennent extrémement
1ongs.

cwl
2°) Cas de 1'évolution 1sentrop1que.

I1 est avantageux ici de praparer le travail par la recherche prellmlnalre
de '1'expansion

v . wta0+bo2tcole T (34116)
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La variable  est celle définie précédemment par (3.I00).
Sa veleur en amont, au lieu d'&tre supposée nulle comme pour la recherche de la
fonction de Prandtl-Meyer, est ici :

2 o
w, = Ml 1

On substitue le développement dans l'équation différentielle (3.I0I)

4 Y+1 . '.’7-1

I1 vient par identification des puissances de ¢

Q--m.(l-p-l_z) (1+A2w§)

2 w
1
ix2 ot o
yep “AT @y 21
b= > a
w3
1 .
2 2,2.132,6414,.6 y 8
Y142 5+ 3wy +3) wl+A wytAtwpt 3 Atw)
c= (=) - . &

6
3 w)

Notons ensuite que le coefficient de pression cherché peut se mettre sous la
forme .

y= ;—i; (v ™ -1
B!

1+ A2y2
M comsens———
1+ xzwf

Y m14+m0 +n62+pod+ ...

J

A partir de (3.1I6) les coefficients m, n et p se trouvent facilement :

m= ,
W, B

2+ 2 Ml 5\ Ml> 3 M?

2
n= (;%L M2

! LS
“
bir2)2- 8r2(22 24+ 812(2)2 8 , 2 WEat bl
p - (I:l)a W2 32 ‘§'(X -1)"= 82(a2-1) Ml+ 82(2a2«) M‘l'+ T (1-5 )Mg.,. by, Mg
2 1

7

W
1
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Enfin par un développement binomial de la puissance Y/(1=Y) de Y !

.m

A =2 :
& (v=1) M2 .
_ 1 Ly

I

2 2Y - 1 g

& (v=1) 2 2(v-T) :

- 2 2Y -1 (2v -1)(37 -2)
C 8 - + .
& (ra1) M3 T 6(v-1)2 > )

Il vient finalement

H-A

a / M% -1 c : . . ;

(Y+1)M? - WM -1) . o %

B = = B
a 2(M§ -1)° ¢
-(Y+1)M§ +(5+4%Y-2 YZ)M? - IO(Y+1)M= + I2 Mf -8
C =
| a | 6(M§ - l) 7/2

Ces résultats concordent avec ceux obtenus par des voies différentes (voir par
exemple Edward R.C. Miles, Supersonic Aerodynamics, McGraw-Hill, I1950). .
Compte-tenu des deux définitions du sens positif de la déviation du courant on
constate que, comme il fallait s'y attendre, les coefficients de pression en gas .
de choc ou d'évolution isentropique_ne différent qu'a partir des termes en 6" ,
En ne retenant que les termes en 6° , la différence entre une compression par
choc et une compression isentropique s'aveére €tre égale &

4
(v+1) M; 3y

-0 . 2 3
(cp)c - =M+ (3-v)M2 -2 )6

(o] =
Pa  12(M -1) T/2

-

Par exemple pour Y = I L = 7/5 on obtient en premiére approximation que pour
de faibles déviations, la compre351on par choc est plus grande que la compression
isentropique dans l'intervalle

1,55 = b - /T < M < b+ /6 =65
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I6, Ondes de choc détachées et réfléchies,

Si 1'angle de d&flexion demandé par le biseau introduit dans un &coulement
supersonique uniforme dépasse la valeur 6 dont l'écoulement peut &tre dévié

max
par un choc oblique attach&, il se produit devant 1l'obstacle une onde de choc
détachée (fige 3.,Ib)

Entre & et b 1l'inclinaison (variable) de 1l'onde implique un &coulement subso-
nique en aval, Au deld de b 1l'écoulement aval demeure supersonique. Il y a donc
une enclave subsonique entre l'obstacle et l'onde de choc dans laquelle 1'écoule-
ment est compliquée du fait qu'il doit &tre rotationnel, En effet, d'une part la
traversée de l'onde conserve l?enthalpie totale H ' du courant emont, d'autre
part l'accroissement d'entropie est variable avec l'inclinaison du choc qui est
en rapport avec son intensité. La formule (2,74) de Crocco-Vaszonyi en mouvement
permanent

R
T gred 8 = grad 8 L] rot VxV

montre que, puisque grad H = 0o en aval du choc mais rgréd 8 pas, rot v ne
peut &tre nul, ' :

Un obstacle émoussé (bord d'attaque arrondi) donne bien entendu toujours lieu &
une onde de choc détachée,

La réflexion d'une onde de choc par une paroi se présente généralement comme le
montre la figure (3,I5)

La déflexion @ imposée au courant emont est suffisamment feible pour que 1'écou-
lement en aval de l'onde oblique soit de nombre de Mach supersonique M2 assesz
élevé pour tourner & nouveau l'écoulement dans la direction primitive par un
second choc oblique.

En d'autres termes l'angle de déviation 6 est inférieur au 6pax aseocié i M,
C'est le cas de réflexion simple,

Il se produit &galement par symétrie & l'entrée d'un diffuseur sous forme d'une
interaction entre chocs (fige 3.I6 a, b)
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(rige 3.1I5)

Y

L0017 T T 7777 e T ardialididrigitg i iiifiiese

La figure 3.I16 b montre ce qui se produit en cas de dissymétrie dans le diffu-
seur, L'inclinaison des chocs réfléchis est alors gouvernée par la condition
d'égalité de la pression de part et d'autre de la frontiére f entre les écoule=~
ments redevenus paralléles, Cependant comme les lignes de courant ont traversé
des chocs d'intensités différentes, ni la température, ni la densité, ni la
vitesse ne seront les mémes de part et d'autre de f , Cette frontiére est une
nappe de discontinuité & travers laquelle se produiront des é&changes thermiques
et des échanges de quantité de mouvement 1liés & la conductibilité et & la visco=
gité du fluide,

plan de symétrie

W

(fiso 3.16 a) v ‘ (fig-. 3.16 b)

8i 6 est supérieur au eﬁax associé & M, , il se produit une "réflexion de
Mach", illustrée & la figure (3.I7)
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e e e

M . ‘ (fige 3.I7)

—
*N
_—-—— f
Py

Mc4
B N N N N N N Y N N U N N N N S O O A D N N
. ' 1

L'écoulement incident se divise en deux parties. L'une traverse le choc oblique
fixé par la présence du biseau puis une onde réfléchie qui ne la redresse que
partiellement, L'autre partie traverse une onde presque normale et devient subso-
nique, La détermination du point triple :0 n'est pas entiérement fix€e par 1la
condition d'égalité des pressions et orientation des vitesses de part et d'autre
d'une frontiére f . Une infinité de solutions est possible, Celle qui se réalise
dépend des conditions en aval qu1 peuvent perturber la partie subsonique de
1'écoulement,
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e e et i

IT. Théorie unidimensionnélle de l'écoulement, dans une tuyére de Laval,

La géométrie de la tuyére est décrite par sa section droite A, variable.
Elle passe par un minimum, le col, ol sa valeur est notée Ac .

En régime permanent, la constance du débit massique m est exprimée par la
relation

pVAen
valable pour chaque section, en particulier pour la section du col, ol

p° Vc Ac -n

Depuis le réservoir & pression p, , o) la vitesse est en principe nulle, 1'écou~
lement est d'abord accéléré isentropiquement par la réduction de la section droite
et, suivant la relation (3,4I) d'Hugoniot, ne peut passer du régime subsonique au
régime supersonique avant le col, Il peut Eéventuellement atteindre la condition
sonique M = ) , au droit du col,

Dens ce cas le débit atteint son maximum, le "débit de saturation"

» ,n‘ L p“ a' Ac
Eﬁ effet on a vu que dans une détente isentropique le rapport
2..... «r (M) (3.,42)
05' -

atteint son maximum, 1l'unité, pour M=s1
Ceci conduit & distinguer les deux cas

p. Vv

I) 4ébit non saturé Bl Lt o
= "B
n p 8

2) Aébit saturé.

81 le débit n'est pas saturé, le régime d'écoulement au niveau du col est subsoni-
que et l'augmentation subaéquente de la section droite ralentit de nouveau isentro
piquement le courant qui reste donc subsonique jusqu'a la sortie,

La pression relative dans une section est déterminée par les rapports A/A et
m/p® o En effet

mn_. pc :c ) 'V - A_' p \'A
. m‘ P non Ac pn a‘ ,

et ce dernier rapport'dépend uniquement du nombre de Mach. selon la formule (3,42)
ou du rapport de la pression locale & la pression du réservoir & travers la for-
mule de de Saint-Venant et Wantzel (3.32)., Plus directement, revenant aux formules

(3.21), (3.27), (3.28) et (3.30)

f;-‘;'-“- = £ (p/pa) e



Laboratoire d’Aéronautique UNIVERSITE DE LIEGE

96.
1 1 1 y-1 1 o
e 2 -} . ‘ -
> 157, + 1 Y+ 1 Y ) Y Y
£ (35 - = =) G -G )

et la relation entre pression relative et section droite relative est fournie par

A P m
o=t ¢ .
Ac (po) *

Ceci conduit aux courbes supérieures de la figure (3;18)

A A, A -
-‘\r\_f f&k—-?-
. .

(figb 3.18)

e m—

e

Les débits non saturés, avec régime entidrement subsonique, sont réalisés avec de
faibles différences de pression entre la sortie et le réservoir,

Quand le débit atteint la saturation et que le régime reste subsonique aprés le,
col, la pression relative de sortie est représentée par le point ¢ .

Uncautre régime isentropique est alors possible, celui ol 1l'écoulement devient
supersonique en aval du col et ol dés lors, des deux rapports de pression corres-
pondant & une méme valeur de f (p/p,) on prend le plus faible. Ceci correspond
d la seconde branche de la courbe m/m* = 1 , sboutissant & une faible pression
de sortie représentée par le point Jj .

La question qui se pose alors est de savoir & quels régimes 4'€coulement corres-
pondent les pressions de sortie représentées par les points situés entre c¢ et

J et en-dessous de j . S

8i la pression du milieu extérieur dans lequel débouche la tuyére est inférieure
& celle représentée par J , la détente isentropique se prolonge & 1l'extérieur de
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la tuyére par un systéme d'ondes d'expansion(cas k de la figure), Si cette
pression est comprise entre celles représentfes par ¢ et § il y a apparition
d'ondes de choc,

Soit une onde de choc normale dans la section AA_  de la tuyere (cas 4 de la
figure). Elle ne modifie pas la valeur de a¥* B

(a."2 = %E% Vi est une mesure de l'enthalpie totale qui est conservée)

mais modifie la valeur de p“ qui devient’“F” ¢ En fait

g}

) .
L-._O_.__O_.Q»-AS/R
p" Po °

est une mesure de l'accroissement d'entropie provoqué par 1l'onde. Appliquant
1'équation de continuité du débit en aval de l'onde de choc

p VA -_m“ w pn at Ac

Il vient
A . p"a“ . ;ﬂ a“ pu
APV pV *=a
[\ P
ou encore

A po
(&) ==2 >
I; Po 99-‘, '

Pour chaque valeur de A/A_ > p /3 existent deux rapports p/j et donc
deux rapports p/p, vériffant cette®relation, °

La courbe p/p. a deux branches dont la supérieure (subsonique) est utilisée en
aval du choc, fe rapport de pression & la sortie prend ainsi une valeur dépendant
de la position du choc (point ol de la figure). Quand le choc atteint la section
de sortie, le point figuratif de la pression de sortie, juste en arriére du choc,
atteint £

Pour des rapports de pression de sortie entre F et j , la recompression de

§ & 9ah est absorbée par un choc oblique donnant lieu & pultiples réflexions
(caa?eré.de la figure). » ‘
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1V, Ecoulements irrotationnels et isentropiques,

Linéarisation par petites perturbations,

I, L'équation aux dérivées partielles de 1'€coulement isentropiqua irrotationnel,

Négligeant la viscosité, la conservation de la quantité de mouvement peut €tre
exprimée par la relation

*>

>
aw L*gradx-z-d-rotvxv--lgradp (b,1)

ot 2

8i de plus les Echanges d'énergie par conductibilité thermique sont n€gligés et
que l'entropie demeure la méme pour toutes les particules et & cheque 1nstant.
on peut écrire

1 ' 2

ry grad p = grad I = grad -:-:_T A (k,2)

De sorte que a2/(y=1) apparaft comme un potentiel des accélérations,
Introduisons maintenant 1'idée que 1l'écoulement, irrotationnel & une &poque don=-
née, le demeure, ce qui est précisément justifié par l'existence d'un potentiel
des accélérations, Avec

Y. grad ¢ et rot v=o

et la relation (4.2), la conservation de la quantité de mouvement prend la forme
simple

20 , V2
grad (-5-{_'- +om 4 Y-l) ® 0 (4.3)

Le fluide est supposé illimité, Pour analyser les perturbations 1ntrodu1tes par
le présence d'un obstacle se déplagant avec une vitesse moyenne ] par rapport:
au fluide gu repos & l1l'infini, adoptons le principe du mouvement relatif,

les axes relatifs sont choisis de telle fagon que les coordonnées des points de
1l'obstacle sont, soit fixes s8'il est en translation de régime, soit constantes

en moyenne, Par contre & trés grande distance l'état de repos du fluide est
transformé en &coulement uniforme avec une vitesse constante ‘U que nous pouvons
supposer orientée suivant l'axe ox (qui devient ainsi une direction privilégiée
Les valeurs des variables thermodynamiques du fluide & trés grande distance sont

notées (DPuy Puy Tewp B coe ) o
L'intégrale de (h.Ss peut toujours s'écrire

’ 2
20 G N S |
T 2 grad ¢ Jgrad ¢ #yg =g U 4o | , (b.}4)

En effet le second membre doit &tre une fonction du temps seulement, ~

Mais le potentiel des vitesses n'est défini qu'a une fonction additive du temps
prés; un choix convenable de cette fonction additive permet en principe de trans-
former le second membre de (L.,4) en n'importe qu'elle fonction du temps, en par-
ticulier dans la constante indiquée., Ce choix est tel que, 8i l'on distingue dans
¢ la partie Ux qui rend compte de 1l'écoulement uniforme et une partie ¢ qui
rend compte des perturbations
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prUew) )

la relation (4.4) se trouve vérifiée par un potentiel de perturbation nul,

En principe la relation (4.4) sera utilisée pour calculer la célérité locale du
son, conneissant le potentiel du mouvement,

Il ne reste & exprimer que la conservation de la masse

-3 7 o | 2g4+L 2.,
m*pdiVV'O‘ ou V‘i-p 5c " ©

Dans une €volution isentropique

G .1 ae?)
]

Yeu
1 .2

Ce qui permet de mettre finalement 1a conservatioh de la masse sous la forme

PUITU 1 U
Ve (Y"l)&z Dt =0 - . : ‘ (h.6)

Le probléme est ramen® & 1l'€étude des deux équations aux dérivées partielles
(M.E) et (4.6) pour les deux inconnues (¢ et a ) . En principe la seconde peut
étre tirée de (L,U) et substituée dans (4.6), exhibant ainsi 1'équation aux
dérivées partielles fondementale gouvernant le potentiel :

(1 -2y 2% _v2yate (o _whale ,uv 2%, v 2%
2?2’ ax a2 Yy 0l 3z2 a2 dxdy a2 9ydz
Y3 2 " a2 2 2 ’
_oyu 326 a1 3% 2w 3% 2v 3% | 2v 3% (k7))

2 — —— = e o= e
a2 029x a2 2t2 a2 9x0t a2 9yot a2 9zot
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2, Le coefficient de pression en fonction &u potentiel de perturbation.
Des relations
2. Y P,
2...(.&..) Y=1 a2 =y —
P. a.z iy D.
(-]
on déduit pour le coefficient de pression
P=-D
C, "3 _— .-
2
20!
ls formule exacte ’
. 2 Y .
c.o2{ )FT -1 | (4.8)

Notant que par la définition (4.5) du potentiel de perturbation ¢

grad ¢ , grad ¢ = U2 (; + 2 %§?+ grad ¢ . grad ¢)

la célérit€ locale du son déduite de (L,4) peut s'écrire en fonction du potentiel
de perturbation

a2 wa2a«(y~1)U2n (4.9)
1
ol o h'ﬁ -g—%+-:—%¢%grad¢.grad¢ _ (L,I0)

et, le coefficient de pression

‘ Y
2 2 —
c, == {1=(r=1)Mn) Y-T =1} - (k.11)
[_J
L'équation de conservation de la masse \ ~
1l Dp 2
5 Dt + U Vs wo
peut encore @tre transformée par la relation isentropique -
9’2.72&
P (]
1 Dp 2
en > Dt ¢+ YUVy mo
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Oou encore

p(p - p,)
Dt

+Yy U(pep)V2+y Up, V¥ ®o

Divisant par %'p. us et utilisant de nouveau ui = Y ra/p_ il vient

C, + Y C, V2 + 2 v24 mo0 (4.12)

M2

g

L
]

Tout comme la paire d'équations aux dérivées partielles (L.k4) et (4.6) gouvernait
la paire d'inconnues a2 et ¢ , la paire (L4,II) et (4,I2), assocife & la défi-
nition (L4,I0), gouverne les inconnues d'intérét plus direct C_ et ¢ .

Eliminant C_ on obtiendrait 1'équation équivalente & (L4,7) pour le potentiel de
perturbation? ¢ o
8i P(x, y, 2, t) mo (4,13)

est 1'€quation d'une surface mobile & laquelle 1l'écoulement est tangent, la condi
tion aux limites vérifiée par le potentiel de perturbation exprime que les coor-
données x(t), y(t), z(t) da'une particule vérifient 1'équation de la surface
durant un certain temps i

F dx argl iF dz oF

Hwty ettt wtwTe
2 Yoy az  y 2
Mais dx/dat = U (1 + ax) e U 5y = = U =

et la condition aux limites exacte est

(l ¢._‘l) aF -5-3- :: %% g: 'tl'l' -g{:-o sur (4.I3) (L.Ik)

3. Linéarisation,
La linéarisation est basée sur une double hypothése

1°) Les vitesses de perturbation sont faibles comparées & la vitesse de 1'écoule-
ment amont. Ceci revient & écrire -

2 2 3
X Yy | * | 9z

1] 9
et ﬁ|3-g' « 1 (4.15)

et a notamment pour conséquence

l h | << 1 ¢ . ‘ (hOIG)
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2 2 2 ¥
0 2 2 ' i .
2°) M skl M Iayl' Mol 3z ot TJ"E{' <« b (kar)
Ce qui entraine M| n| <« ' (k.18)

La célérité locale du son différe trés peu de sa valeur non perturbée (voir
eq. (4,9) ) et la perturbation relative de pression est faible (efr (4.II) )

<< 1 ’ (""019)

Ip-p.
P,

Dans ces conditions, le développement binomial de (U4,II) fournit 1'approxima-
tion

cp ™ w2h¢ Mi h2 (4.20)

Substituant h et retenant seulement les termes du premier degré dans les
vitesses de perturbation

‘ (cp)y= - 2 (%% i} at) o | (k.21)

Retenant tous les termes du second degré :

(c,), =-2 (B8 + 2 B) - (3" . (Y

sz -0 G e (LG L2 (4.22)

L'équation complétement linéarisée gouvernant le potentiel de perturbation
s'obtient A partir de (4,I2) par les trois étapes suivantes :

1) En appllquant 1'hypothése des faibles perturbaxlons relatives de pression
- (4,18) qui entraine

ool o« -
et permet de négliger le second terme de (4, 12) devant 10 troisiéme;

2) En remplagant dans le premier terme l'opérateur dérivation particulaire par
son epproximation : : ' v

D ~2 ]
R TR T

Ce qui revient & négllger la convection par les vitesses de perturbdation
elles-mémes;

3) En remplaqant le coefficient de pression par son epproximation linéari-
sée (L.2I),
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Il vient alors 1l'€quation aux dérivées partielles
20 w2 (= 4k 22 4 |
v2p = M2 (ax +5 3t) ¢ i (k.23)

La linéarisation de la condition aux limites dépend de la nature de la surface
mobile & laquelle 1l'écoulement est tangent. Dans le cas général, la seule simpli-
fication qui pulsse €tre apportée & (4.I4) consiste & négliger 9¢/3x devant

l'unité :
9 .1 3y o . 3¢ IF, 3¢ OF
(-5-;34- T =) F+ T};- i -5-:- =0 sur (4,13) (k.24)

ot

Il est intéressant d'observer que si l'on choisit pour le coefficient de pres-
sion l'approximation compléte (Cp)2 s le principe variationnel

t,
s {2 (cp)2 dxdydz dt = o 4 (4.25)
t

ol 1l'intégrale de volume est Etendue & la partie extérieure & la surface fermée
d'ur corps perturbateur fixe, fournit 1'équation linéarisée (L.23) comme coef-
ficient d¢ la variation §&¢ o La condition aux limites que l'on obtient en
ennulant le coefficient de §¢ sur la surface est

z(1+(1-ui)_£-.: _?;) +m %m -g%mo (4.26)

Les cosinus directeurs (2, m, n) de la normale & la surface stationnaire

F(x, ¥, z) = o , sont proportionnels & 3F/3x , 3F/3y et aF/3z respecti-
vement, La condition (4,26) est alors variationnellement cohérente avec 1'appro=-
ximation (4.23),

Le ces particulier relatif au corps fixe (3F/3t = o) de l'approximation (L.2L)
ne différe d'ailleurs de (4.26) que par des termes négligeables en principe, en
vertu de (4,I7).

k, Ondes acoustiques, ‘ ' p

L'équation (4,23) est une forme déguisée de 1l'équation de l'acoustique. Dans
un systéme d'axes (&, n, L, t) , au repos par rapport au fluide & 1'infini, le
potentiel perturbateur devient

Huvt.n.c.t)w(c.n.c.t) | ' -

Par conséquent
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SO S——

et le potentiel perturbateur obéit dans leés nouvelles coordonnées, & 1'€quation
‘des ondes

M2 2 M 2 .88
v2 ’.A. —_— 2——2—.- l—. Ll )
v? 9 t2 2 3 t2 ' -

La lolutlon fondamentale, ou solution de Green, de 1'équation des ondes posséde
la symétrie sphérique i

e 0% (r, ¢)
; - (ﬁ.- £o ¢ N -.no s C f‘Co) .

Comme dans ces conditions

vz ma22et 2 2 g%
2 r2 ¥ 3 r

onlpeut mettre 1'équation des ondes spus. la.forme de celle des cordes vibrantes

82 » 1 22 n
3 r? a2 3 t?

[_J ol

et en déduire la solution de d'Alembert

ro¥ et (s -Iyeg (c+ I
. [ ] L
En principe 1'intérét est centré& sur le corps perturbateur camme source de
rayonnement d'énergie acoustique.
La condition de rayonnement est satisfaite en rejetant la solution g(t + r/a )
qui représente au contraire un epport d'énergie venant de 1'infini,
Nous verrons plus tard comment transformer la solutlon de Green

!.‘

RIEAC %rla..) . N (k.27)

pour une source acoustique fixe _par rapport au fluide & 1'infini dans celle d'une
source fixe dans un écoulement vitesse uniforme,

5S¢ Regles de similitude pour les &coulements linéarisés permanents,

En régime pefmanent subsonique ou supersonique linéarisé, l'équation du poten-

tiel de perturbation se réduit & ,

2.
(1 - 12) 26,82 ,3%9,, (4,28)
? xz ? yz 2 22

avec la condition de tangence & la surface

£ (x, i. z) =0 (4.29)
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af L3¢ 3f 39 3f '
3x Toy ay T9z 3z © - : (k.30)

Considérons un autre &coulement, de potentiel de perturbation ¢ , dans un
espace (X, Y, Z) 1ié au précédent par les affinités

Xmg x Yagy . ZewfB g (4,31)

de sorte que entre deux points homologues, les Valeurs des potentiels soient liés
par . . .

v (X, Yoz)'Y¢(aoB’: (4,32)

Des relations

2. 12 g 12 12

X " Y 3 9x af':*si% 5 e'ﬁ%

2 2

u-l'u ete oo (ho33)

2 X2 a2 3 x?

on déduit que dans 1l'espece (X, Y, Z) le potentiel ¢ satisfait & 1'équation

2(1_M2)___i+32(_j’. -J)no
: 2 x2 2 Y2 a1z2 , ,
Cette équation peut &tre ramenée & la forme (4.28) en modifiant le nambre de
Mach M_ en M par la relation

a? (1 = M2) = 62 (1 = W2) - (k3w

Ainsi les affinités (4,3I) et (4.32) permettent, dans le cas linfarisé, une core
respondance biunivoque entre deux &coulements de nombre de Mach différents.,

Cependant on observera sur (4.34) que M_ et M_ sont nécessairement simultané-
ment subsoniques ou simultanément supersonlques 11 est impossible d'obtenir une
correspondance biunivoque-entre un écoulement subsoniqne et un écoulement super-

sonique,
Supposons maintenant que la surface f (x, y, z) = o subisse la méme affinité
que celle de 1'espace et se transforme dans l'espace (X, Y, Z) en "

r'(x,x.z)-r(-.s.ﬁ =0

Par conséquent

F L 3Af oF , 1 23f 3F  123f
X" @ 3 B 3y 2 B oz
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et ceci, porté dans (4,30) en m&me temps que (h.33). transforme la condition de
tangence en

OF B2 (34 OF 2y 3F
asx*v GGEsx*szsd = o

On en déduit que la surface f , transformée par affinité dans la surface F ,
reste tangente au nouvel écoulement, & condition que

Y .532/6 . . (ho35)

et ceci fixe le coefficient d'affinité entre les deux potentiels,
Basant le calcul du nouveau coefficient de pression en régime permanent par les
approximations du second degré

Grefi- G 2 - (%3)2-0 ) (52)°

T o=e2gb- (3 by =GP -0 -RIGY’

on peut constater que tous les termes homologues sont, en vertu de (4.35) et
(k,34), dans le méme rapport :

o B2 1 - Mﬁ
- B e @
Yy iR y2

("2

De ic'sorte

-

Cp ef:- 'E"p ou encore
- | B
(1 - M2) c,=(-M)T (4.36)

(4 p [

Cette régle d'inverience de similitude est connue sous le nom de régle de
Prandtl-Goethert,

Un autre inveriant fondamental de similitude est celui du: rapport & entre une -
dlmenslonvtransversale caractéristique du corps (suivant oy ou oz) et une
dimension longitudinale caractéristique (suivant 0x). )
Ce rapport étant modifié dans le nouvel espace par multiplication par a/B
on obtient 1'1nvar1ant de similitude

/1T -M=E /1 -2 en subsonique

§/VM2 - | = A R en supersonique
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6. Cas de 1'écoulement autour d'une surface quasi-plane,

Si la surface & laquelle l'écoulement doit &tre tangent peut &tre représentée
par l'€quation '

"z wh (x, ¥y, t) o (4.37)

la condition de tangence devient

dz _dh dx , 3h dy , 3h
at “%x a '3y at 't

soit
24 30y 3h 3¢ dh 1 3

= e (1 4= sh

1
z ax’ 9x oy 5;' U 9t

~

& vérifier sur le surface (L4.37).

Pour une surface quasi-plane

dh -dh

on obtient en négligeant au second membre les grandeurs petites du second ordre

3 _ 9 _ 1 3h | | .
F% = TJE + ‘I-]. -‘-h- (h.38)
Une nouvelle simplification peut &€tre introduite en développant

v (x, vy 3, 8) = 3t

en série de Taylor au voisinage de z = o

wvew(x, y, o, t) + (%%) h (x, ¥y t) *+ o0 (4.39)
2=:0 :

Cette possibilité peut &tre justifiée a posteriori en &tablissant le caractére
différentiable de w (x, y, z, t) au voisinage de z = 0 ., Ceci a lieu si, par
exemple, l'écoulement est représenté par une nappe de singularités placées sur la
projection P de la surface dans le plan z = o ,

Dés lors, pourvu que la surface s'écarte peu du plan z = o , le second terme de
(4.39) est négligeable devant le premier et la condition de tangence peut &étre
complétement linéarisée sous la forme -

-:—%--3—21—%-:—: sur z = o (k.40)
(xo Y) eP

Dens ces problémes on dispose d'un degré de liberté supplémentaire dans les
régles de similitude., En effet la condition (4.35) devient caduque, Elle est rem-
placée par une condition faisant intervenir un nouveau paramétre d'affinité (indé.
pendant) ¢ , tel que dans le nouvel espace (cas stationnaire)
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X Y
.Dés lors la nouvelle condition de tangence
2y, 28 Zmo
est satisfaite, pourvu que
€cBway : (4 4I)

Conservant o et € comme paramétres d'affinité indépendants, Mi et ﬁz
étant donnés :

| 1 - M | /1= ¥Z
B=a Yy=e : (4.42)

=2
l"M. l-ﬁi

Pour la corrélation entre les coefficients de pression on peut, dans le ces de
surfaces quasi-planes, limiter les développements &

-2l T o2
C,= =252 C, 2 =% _ (4.43)

et on en déduit

/1= M2
T =c = ¥ - | (b,h4)

T. Ecoulement transsonique,

Quand le nombre de Mach de vol est trés voisin de 1'unité, 1'équation linéari-
sée (L.23) devient singulidre par disparition du terme en 32¢/3x2 , Dans ce ces
on ne peut plus négliger les termes en 32¢/3x2 qui proviendraient d'approxima-
tions supérieures et qui seraient du méme ordre de grendeur que (1 = M2) .
Le nouveau celcul peut étre mené & partir de 1'&quation exacte (4.I2). ®
Il vient

o am- (e Boae (vou) L 2 o2, 220

3 x? 2yl 822
2 (1 32 2 32 | A
ayz (L 2,2 20, . (k.b5).

U2 3 t2
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Le méme résultat se retrouve & partir du principe variationnel
tl v : ‘
8] [ (c)). dat dxdydz = o
N P’y
2 i ‘ .
ol (C ) est une approximation meilleure od figurent tous les termes du troi-

P/3
silme degré soit en (-—1] ou (%%)2 -g% .

On peut les trouver en étendant d'abord le développement (L4,20)

M" hd

C mw2h+M h2 2ol
) - =

puis en y substituant h et retenant les termes mentionnés :

(), ==2(t+g ) - (3D + GD" + @H*)

3

1 96,2 9
+M3(()+2<—£) ,,-3-3-3% 2)° + 3 3 )

2 - Y 36,3 . 3 /9 )
=55 (G +g bR

Boit, en regroupant les termes,

(o), ==z (@5 3 - GY° (-mem p225t-0) 38

A CEREERE

36y2 (3812 1 54,2
'('3_3') - (32)" +m2 (-0-5 (30) *ﬁ ax at)

; . :
L'équation aux dérivées partielles qui en découle par annulation du coefficient
de la variation 6¢ sous le signe intégrale est

-—% {1-M2+M2 (Mz(z-v)-a) =3 MZ ((2-v)mz-;)3 28
o x :

w2 1 3¢ 3 32 2 32 |
02.“3 ((Q-Y)Mi-l)-ﬁ-a% -a—%-Mz (U2 -;—;—3 + T Tx_%t'..) (4,06)

L'équivalence entre (4,45) et (4,46) peut &tre établie en faisant M2 = ; dans
les termes non-linéaires, ce qui ne modifie pas sensiblement l'approximation.
Seul apparait le terme non-linéaire additionnel en

' 1 3¢ 3¢

U 3t ox
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Par exemple dans le cas stationnaire, le potentiel vérifie 1'équation transsonique

-

“ax® py2 g2 e Xy

Dans l'espace affine (X, Y, Z) le potentiel y vérifiera

(h-ue) 220,220 328 (yy )y 28 220 AT

2(1_,42) 2y, E..(.._'P. .__1'.).(7+,)M2 ad 2w 22y
ax2 Y T3y2 g z2 2 X 5y

..<
..<

Pour que cec1 constitue une équation transsonique correspondant & un eutre nombre'
de Mach M s i1 faudra & la fois

6 (1 = M2} = g2 (1 - M2)

et ad M2 = yp2 I2

Par conséquent, du moment que M, est donné ainsi que le repport a des dimen-
sions longitudinales, les deux autres paramétres d'affinité sont fixés :

/1 = M2 oo
B = ax = : (L. u8)

\
o

La condition de tangence ne peut €tre conservée que pour une surface quasi-plane.

%%'%'}Z’ sur z = o (xy ¥) e P

gsa transforme avec H wm ¢ h en

B 3% .o 34 | e F
E e X sur Z = o | (3, Y) e P
et le paramitre ¢ est maintenant fixé par
2, .2 32 ,
c -%1- a — =) (k.50)°
R .
o«

Si donc & est un rapport caractéristique'entre une dimension transversale et une
dimension longitudinale, la variable réduite fondementale conservée (paramétre de
similitude transsonique) est
| 6 M2
“‘

(1 - M2)3/2
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ou, encore, ce qui a l'avantage de mettre en E€vidence le signe associé aux régi-
mes transsoniques subsoniques ou supersoniques (qui ne sont comparables entre eux
que 8'ils sont de méme espéce)

1 = M2 _ :
“2 paramétre de similitude transsonique (L,5I)
(6 M2)%/3
[- ]
Pour la pression on trouve sur la base de Cp = -2 24/3x 1le paramétre de
similitude '
M2 . .
= > Cp paramétre de similitude transsonique (4.52)
1 = MS :

Toute fonction des paramétres de similitude est un paremétre de similitude.
Combinant (4.5I) et (4.52) on a par exemple

e /3
(32) Cp - paramétre de similitude transsonique (L4.53)

8. Ecoulement hypersonigue,

Nous entendons ici par &coulement hypersonique non pas celui ou commencent &
se produire des effets de gaz réels (modifications de chaleurs spécifiques, dis=-
sociations) mais simplement celui ol, les perturbations de vitesse restant fai-
bles, celles de pression ne le sont plus,

On doit alors se borner & simplifier l'équation générale (L,T) en la multlpllant
par a2 et eny remplagant

82 wa2 - (va-1)u2 (34 (b,54)

T %)

qui découle de (L4,9) par réduction de h & ses termes les plus importants dans
les perturbations de vitesse. De plus on peut, toujours & cause de l'hypothése
des faibles perturbations de vitesse, remplacer :

-

u2 = U2 (1 + 2 32) v2mo wimo

L'équagion hypersonique du potentiel de perturbatlon est alors, apréa division
p&l‘ ‘ L

(l-Mi-(v-bl)Mi ¥ -(7.1) né'%%) .:_3.;%

' o (v - 2 3¢ _ )M L 38y (324 ,.3%¢
+ (1~ (y l)M_ = = I)M.Ua) (ayz az2)

Sowz 2 228 oy 26 328 oo (L 224,2
2M, 3y wxay "M e waz e (02 atz*ﬁ axat)
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Comme, par hypothdse le nombre de Mach est grand, on peut encore négllger dans le
coefficient de 32¢/3x? 1les termes en 3¢/3x et 234/3t , ce qui donne
finalement

(1~M2):i+(1-(7-1)M2 -(Y-I)Mi%-g-%] (-;-—:; —-z;)
x oy
2 ¢ 32 ¢ 13249 ,2 324
-2 M (?;' 2% 3y 3% e "M (S *7 = at) (4.55)

Dans le cas stationnaire

(l-mz)——h(l-(v-nuz 34, (-a_-f ;_zf) =owz (b, %ﬁ-g;z

L'équation est conservée par l'affinité si
oM m YT
2 - M2 2 - M2
a2 (1 = M2) = g2 (1 - M2)
La condition de tangence & une surface quasi-plane est conservée si

ceB=ay -

Des paramétres de similitude hypersoniques sont

cp M2 o » (4.56)

9. Solution fondementale du cas linéarisé. Potentiel de perturbation d'une source
varliable en translation uniforme, . ,

On a vu que dans les axes (£, n, {, t) au repos par rapport au fluide &
1l'infini, le potentiel d'une source fixe mais d'intensité variable rayonnant de
l'énergle vers l'infini, pouvait s'écrire

o

+ t gt - r/e..)

0. (€y ny T, t
r

Considérons une file de sources sur l'axe of qui commencent & débiter quand
elles sont atteintes par un "front d'allumage" se déplagant & la vitesse U dans
la direction des ‘£ négatifs.
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‘o’l | . . | I

B

La position d'une source par repport au front d'allumage est donnée par

swUt +¢g!

£' Etant son abscisse, Il en résulte que, 8 1'époque t , l'Gge de la source
(temps écoulé depuis qu'elle a commencé son débit) est

1 ]
JCRRE Y
Considérons €également l'histoire du débit en un point situé & une distence s

fixe en aval du front d'allumage, c'est une fonction du temps t et de la coor=-
donnée 8 ou de l'dge T = 8/U

m(t; ) sm (t; t + £'/U)

Pour une abscisse £' déterminée, m (t; t + £'/U) est 1'histoire du débit de
la source fixée en &' , Elle est responsable d'un potentiel de perturbation

m(t-rfa,;t+E'/U=r/a)

r

ol ' rm= /[15 - E!)z +n? + g2

Le potentiel di & l'ensemble des sources ést, par superposition,

m(te-rfa;t+E/U=r/a)acg

(e, n, L, t) [
r

1'intégrale étant étendue aux abscisses E' des sources dont le premier front
d'onde a atteint ou dépassé le point P (£, n, {) & 1l'époque t considérée,
Ceci peut s'exprimer en disant que l'édge de la source &' par rapport au point P

Guta rla =t ¢+ E'/U = r/a : (4.57) "

doit &tre positif, Cet &ge o est le temps écoulé au point P depuis le passage
du premier front d'onde émis en ' .

Ceci suggére de changer la variable d'intégration de &' en o, (E, n, {, t)
étant maintenus constants. Différentions la relation

a2 (b +dg - a) = (g en e © (1.58)
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Ik,
déduite de (b4.57T) ‘
a2 (t'+'% £' = 0) (%-d ' «do)m-(g=-¢")a g?
On en tire
e =45 Lie (k.59)

82 (t +g'/U=0) %¥ a2 (t-g'/U-0)+U(g-¢)

et, au dernier membre, l'abscisse ' de la source correspondant & un fge
déterminé de la source en P doit encore €tre déterminée., A cet effet résolvons
(4,58) par rapport & E£' . Cette &quation du second degré peut s'écrire

(L -m2)(e?+2¢ (Ut - o) + M2 ) + U2(t = 0)® - M2 (g24 n2 + ¢2) =0
Son discriminant, apré&s réduction, prend la forme
2 - )2 2)(n2 + 2
M2 ( (Ut =0) +E)° « (1 =-M)(n2+g2))

Par conséquent o '

(1-M2) ' matUlt o) =M2¢ EM /(UL -0 +8)? +(1=M2)(n2+ ¢2)

: (4.60)

et pour la valeur correspondante de r réduite de (L4,57)

(G- rman ((Ut=o)+e )2/ (Ut o) +p)? + (1 =mu)(n2+2)
(4.61)

Il faut maintenant distinguer entre le cas du nombre de Mach de vol Bubsonique et
supersonique,

Cas subsonique, 1-.-M.3. > o0 M"""< 1

La valeur du radical dans (4,6I) étant supérieure & la valeur absolue du premier
terme et r devant €tre positif, seul le signe + convient. Dés loras, selon
(4.60), €' & une valeur minimum pour ¢ = o

4

1
1 - M2
[ ]

£ - {-ut -m2 ; * M e ;)2 + (1 =M2)(n2 + ¢2) }

Il y a correspondance biunivoque entre ¢ et (' et, & des valeurs croissantes
de 1'ége o , correspondent des abscisses ¢' croissantes 1 (' 4+ o pour
¢ + ® , Substituant la valeur générale de E' dans (4,59)

d 51,- Udog
Tr R
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oll R /Ut —0) +€)° + (1 - M2)(n2 + ¢2)

et le potentiel prend la forme

| - M_(U(t =0) +E) =R |
. - Udo © .

Particularisons maintenant ce résultat en supposant que les sources ont un débit
impulsif déclanché au moment du passage du front d'allumage @

-

m (t; ) = m (t) & (v)

On obtient 1'image d'une source de débit variable m (t) se déplagant avec le
front d'sllumage. Son potentiel sera

- . M (U(t =0) +E)-R |
] : t) = -~ Udao [
¢ (En Ny &y ) [o 5 ) m (t + . . Mi) )6 (o)
. 'al‘:{ﬂ‘; 4 ..-....1‘:‘.@ R

=) U ~-w_m-é--- b

M(Ut+g)-Ro

. m (t + . vy
Ro
ol Ro=/ (Ut +£) & (1-m)(n2+12) |

Finalement, dans un systéme de coordonnées qui se déplace avec le front d'allu-
mage :

x= Ut ¢+ ¢ ye*n ;u;;

M, x = A
m (¢t +

a_(1-M2) | | "

¢ (x, 7, 2,8) = U ,
A
(b,62)

Aedxe (1= M2)(y2 + 22)

Ce potentiel est la solution singuliére fondamentale de l'équation linéarisée
(ke23) pour M, < 1.
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i 2
Cas supersonique, . M~ -1 >» 0 M' > 1

Il faut écrire (4,6I) sous la forme

M) r=m (olteo) ) /W08 oM )(ne D)
(4.63)

Le lieu des premiers fronts d'onde émis par les sources est un c8ne de Mach issu
du front d'allumage A et de demi-angle d'ouverture sin B = M;l e« Il n'y a
d'8ge positif des sources pour un point P que si celui-ci est intérieur & ce
cOne, _ '

En particulier on voit que si P est intérieur, Ut ¢+ £€ > o,

Alors pour o = o , (4,63) donne deux valeurs positives n et n

-

| (M%) r =M, (Ut +E) =R,

X4

(M2 =1)r, =M (Ut +E)+Ro

Ro =/ (Ut + €)% = (M2 = 1)(n? + g2)
auxquelles correspondent les abscisses de sources El' et 52
M2 -1)g =Ut +M ¢ =M Ro

(Mi-l)cant+M£E + M, Ro
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Il y a une valeur maximum de ¢ pour laquelle 'R s'annule

u °mu"’t"5."fmi'l/n2*c2

et & laquelle correspond une abscisse de source £,

50-54./ 33_"_5.2.

M2 -
[ _J
Pour la partie r £ <}'g'e<s Eg OD aura
0 2! i) Y - 2 - .
(Mrwq)g'aU(t =g)+M ¢ =M R .

sre= (Ut - ) + £)? - (M «1)(n2 +¢2)

9

(M2 -1) r=M (Ut +E)-R

]

Pour la partie Eo ¢ TE' K £,
('Mi“) £ -»U(t-O)“‘Mi £ +M_R A i
(Mi -1) reM (Ut +E) +R
-d—-g-'.--ug'-g
r R

De sorte que le potentiel pourre s'écrire

M, (Ut +¢) =R

o

" a max do -

¢  (E, ng o t) = U Io', T ( t . (Mi Y t o )
| o M_ (Ut +E)+R
~uf PEm (b bo)

Opax s, (M2 1)
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Particularisant ce résultat au cas de sources 1mpu151ves et passant aux axes
(xy yy 2z, t) , il vient

M, x = A M, x+ A
Jem(t-
a (M «1) a (M2 -1)

) ]

¢i(x, y, 2, t) 'EA" { n ﬁ t -

(4,6k)

pad/ M-y e )

C'est la solution fondamentale de (4,63) dans le cas supersonique pour une singu-
larité & l'origine,
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EXERCICES DE MECANIQUE DES FLUIDES,

Méthode des singularités,

Cas de l'hydrodynamique. p = constante,
La conservation de la masse se réduit & la relation (géométrique)

aiv V =0
Pour une source de débit massique Q on aurs par isotropie

Lxrip VeQ avec une vitesse radiale

To(xe8,ysb,8«c) si la source est centrée au
point de coordonnées (a, b, ¢) « D'od le champ

. X =8 y=0 Z - C
w 3 ™ 3 i T3

Il existe un potentiel ¢ pour 1l'écoulement

?-gnd{ ».4-.-,‘-2-5

oy fr

C'est une solution fondamentale (de Green) de 1'équation

Aivgred ¢ = V2 4 mo
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La source dans un courant uniforme.

Supposons la & l'origine et V la vitesse du courant uniforme suivamt ox ,
Le potentiel complet est ’

¢-fo1‘-3-;-:: ? (x, ¥, 2)

Dans le plan méridieni y = 0 on prend ¢ en coordonnées polaires
X =y cos @ 2 srsineo

¢=Vyrcosh = F%; f%

vitesse radiale totale ¢t V cos 6 + ~S
bypr2

tangentielle t =Vsinoe

Equation différentielle des lignes de courant 3 .

ar - rd 6
Veos p +—2m - VoINS

Elle s'intdgre par séparation des variables en éliminant r au profit de =

L

zm»rein o dz-dréino + rocos 9 de

et 1'équation différentieile devient
ngz#--;%; s8ln @ d¢ = o : .
Son intégrale générale est

V2 = 59- (cos o + C) _ : -
2wp . ’ T
Le point d'arrét de 1'écoﬁlement.-d'oﬁ part la surface de révolution séparant
1'écoulement externe de l'écoulement interne est obtenu en faisant z = 0 et
® myx o Ceci satisfait 1'équation des lignes de courant powr C =
L'équation de la courbe méridienne du corps de révolution est
g2

~9
"5V (1 + cos o)
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A 1'infini aval (g » o) 1le rayon du corps tend asymptotiquement vers

i~ / q-v:
wp
exprimant que tout le 4€bit de la source traverse l'aire « Z2 avec la vitesse

uniforme v.

Fonction de courant,

On exprime le flux & travers un &lément d'arc de méridienne (dx, dz)

dy=p (v 2rzdx ~u 2rzdz )

' -l —l 2¢
a'od u = 2%p 7 0z : "'2ﬂoz'5'§

et les lignes de courant sont données par

¢y = constante

o‘ . -
Les conditions d'existence pour ¢ sont assurées par div V = o en coordonnées
cylindriques,

as2 w ax? + 4z? + 22 auw?

dit?n%(-:;(-zu)-o--g-z-(uv)‘t%(-“ v )

Iei v Eo0 et la relation

-g;(zw)i'-g;(zn)-,o

, , ) )
est automatiquement satisfaite pap -g;‘-a-g = -%a-x!

Dans le cas de la source dans un courant uniforme on trouve par intégration

w--glzzu-t%; [-;-f-i-c)

(1a constante ne jouant aucun réle peut &tre supprimée).
En coordonnées polaires

= o—pm r2sin2 6 U + % cos 6
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Répartition des pressions sur le corps de révolution,

Par le loi de Bermoulli du régime permanent

raldahd o
P=p, 2
P -é-aUZ Uz |
vz.(.EQ._)z 1., QUecoss , .2
Y il p 2xpr?

v2 | 2 1 ( cos 8 1
il - () v 22 =

Mais, sur la surface du‘corps,'

22 = r2 gin 9 =TT (1 + cos @)
relation qui permet de remplacer r au profit de ¢ .
On trouve

L Cp = (1 + 3 cos 6)(cos 6 = 1)

La pression statique (Cp = 0) est atteinte localement pour cos 6 ‘=‘- 1/3
et asymptotiquement en aval pour 6 = o , La pression totale (Cp = ]) est
atteinte au point d'arrét ¢ m ¢ , La dépression maximum est atteinte locale-
ment pour cos § = 1/3 (Cp =~ 1/3),

‘Ecoulement autour d'une sphére, Doublet de sources.

Boit en général I¢(x = 8, y = b, z « ¢) le potentiel d'une singularité locali-
sée au point (s, b, ¢) et A'intensit§ I , Plagons une seconde singularité

d'intensité opposée -~ I en (a + da, b, c) . Le potentiel combiné vaut

©

I {¢(x-a,y=b,z2=0c)~ ¢ (x‘- a-da,y=b, £ =c¢)}

3 (x =8, y =b, 2 =¢)
?(x-a)

+ s

= I das
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Passant & la limite

1im I da = ¥ (moment du doublet)
ds +o

le potentiel du doublet vaut
[Ty TS
N X =-M o8

On obtient done pour un doublet de sources obtenu en placant derriére la source
Q en (o, 0, 0) , une source = Q en (da, o, o) et passant & la limite un

potentiel
M 3 1 M x M cos 6
Ewp ax r = uup ra = nwp rz

Dans un courant uniforme le potentiel total est

¢ U r cos ¢ "’T;'!L cos @
R 2

Lg.vitesse radiale totale

2 . SR W
24 = cos ¢ (v Zee 3

est nulle sur la sphire de rayon R défini par :

M=2q4pUR}

Cette sphére est alors ls surface de séparation fermée entre l'écoulement

extérieur et 1'8coulement intérieur.

—

Sur le sphére la vitesse est tangentielle et vaut

i--g—%-—sine[v-f L :ﬂe%Usine
' - BT raR - .

Il vient pour le coefficient de p}ession

9 .: 2
T i-guste

La pression est localement statique pour s8in 6 = :'g + La dépression maximum
est atteinte pour sing = : 1 ol cp =~ 5/k,
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La fonction de courant s'obtient, soit par intégration des relations de défini-
tion en (u, w) } soit par des relations semblables en coordonnées polaires,
Exprimant le flux (dans le méme sens) 3 travers un arc de méridienne :

d¢-2ups(uedr-urrde) | avec g =y sin ¢

on obtient les relations de définition de ¢

u = - 2
T 23pr?2 sing %9
. 1 3y
Ug ® or

2xpr sin 6

Pour le doublet source dans i'écoulement uniforme

3

.uib.ii : | 1l R
vy rae--Usine(‘xd'a-?r)
"“’;-2uau inze(r'tl-?-a-
T ar : # 2 4

et, par intégration,

‘ 3
w--onsinzo(rz-%-

& uné fonction de 6 prés, La vérification par la deuxiéme relation montre que
cette fonction se réduit & une constante qui peut &tre prise égele & zéro,

Dahs ce cas 1l'Ecoulement sur la sphére correspond & y§ = o , ‘ _
Une autre fagon de procéder consisterait d prendre la dérivée partielle en x
de la fonction de courant %—; de la source unitaire et de la multiplier par M

pour trouver la ‘fonction de courant du doublet

12y M 22 -
v ? 2y

L f<d

Remplagant M par sa valeur en fonction de R et ajoutant la fonction de

c_ourant du courant uniforme
3
R
ve=xp 20U (1 =)
_ r

Avec 2 = r sin 0 cette expression est bien identique & la précédente.
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Force exercée par un courant sur une source,

Pour maintenir une source en place et assurer la'permanence de 1l'écoulement il
faut appliquer & la source une force que nous allons calculer, Centrons autour
de la source une sphére de rayon r et appliquons au fluide qui s'y trouvo
contenu le théoréme de la qnantité de mouvement

%%-154-?.

o ¥ est la résultante des pressions sur la sphdre et ¥ 1la force appliquée
& la source, Par raison de symétrie il suffit de faire le calcul pour la compo~
sante de quantité de mouvement dans la direction du courant uniforme (seul pré-
sent quand on Ote la source).

4 Q
"EE—" Px + F
aqQ ' , .
x D ) . »>
"5 [/ evwadr = [ (uwars+ [ pou(¥.B)as
at IVol fvol ot 8

Comme le mouvement est permanent, seule l'intégrale de débit & travers la sur-
face est & évaluer '

a Q.
d.t

ol ' u= U+ ﬁ%;' 32539
TR r

-3t " f puu, 2vzrd o

“? = Jcos @+ F:;

1

2w prgin ¢ . : -

L'intégration élémentaire‘doﬁne

a4 Q 4

X
"3 U
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Pour la composante P& de la résultante des pressions

P =~ [: pcos @ 2xzrde

ol f‘P.*%o (V2 = V2)

I.—

: 2 2 2 Q_U COSB
ﬁ'.ur+u°-U+ 275 (B)

L'intégration &€lémentaire donne
po=dqu
'x 3
Finalement on trouve pour la force appliquée & la source
aqQ

"= '-Px ~QU

Ce résultat se générslise d'emblée pour le cas d'une source plongfe dans un
écoulement quelconque, S5i V; dénote la vitesse existant dens 1l'écoulement &
1'endroit ol la source va &tre placée, on peut prendre le rayon de la sphére
de calcul aussi petit que 1'on veut et considérer les conditions de calcul

comme celles d'un Ecoulement localement unirorﬁc de vitesse ’V; .
Ls force sur la source nécessaire & la maintenir en place vaut alors

.f"-QVQ

Une autre démonstration résulte directement 4'une extension du principe de
conservation de la masse, On remplace le principe

'%; (p dlf) s 0

par celui plus général

ﬁ(pd;)'th
ol q est alors le débit massique par unité de volume d'une source diffuse

dens le volume €lémentaire, |
Le calcul de la variation de quentité de mouvement d'une particule

wl
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——

%(p?dr)*v%ﬂ(pdt)*pdt %—z-

= (q T+p %g) a<

fait alors apparaitre en plus du terme newtonien classique, le terme ¢ ¥anq
qui, pour conserver aux €quations du mouvement leur forme classique, doit Etre
8quilibré au second membre par un terme 7 4 ¢

Er q$ R

représentant la force appliquée par unité de volume pour maintenir en place le
systime de sources, Cette force est proportionnelle d la vitesse locale du

courant,

Paradoxe de d'Alembert,

Soit Q; un systeéme de sources dans un &coulement uniforme de vitesse ¥.
Les forces & appliquer & une source se composent vectoriellement comme les
vitesses au Aroit de cette source provenant de 1'écoulement U et des vitesses

induites par les autres qéurces.

Théoréme : Le systéme de forces appliquées aux sources en raison de leurs
inductions de vitease mutuelles est statiquement équivalent & zéro.

En effet Qi induit au droit de QJ une vitease

Qi : ' -
h no r;j ij

et la force & appliquer & Qj pour la maintenir en place du fait de la présence

de Qi‘ est ; v
Q" Qo
= 3 ;ij
l‘ ne rij

Réciproquement la force & appliquer & Qi pour la maintenir en place du fait
de la présence de Qj sera . ‘
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Qi Qo ;
beo r.j Ji

Comme rji - - 1-1.j ces deux forces sont toujours €gales et opposées suivant la
méme ligne d'action et forment un systéme statiquement €quivalent & zéro,
Le théoréme en dfcoule par superposition des paires 4'induction mutuelles,

Considérons meintenant l'ecoulement autour d'un corps limité par une surface
fermée 8 obtenu & 1l'aide d'un systéme intérieur de sources placées dans le
courant uniforme U . Appliquant le théordme de la quantité de mouvement au
fluide intérieur

-D*n -

.b%q.p-u-y

ol P est 1a somme vectorielle de 1'action des pressions sur la surface S ,
que nous désirons calculer, et ¥ la somme vectorielle des forces appliquées
aux sources intérieures, Le premier membre est nul car 4'une part le mouvement
intérieur est permanent, d'autre part il n'y a pas de flux & travers la surface
B8 + Done

- -+
Paa?pP

D'aprés le théoréme précédent il suffit pour calculer ¥ de tenir compte des

forces appliquées sux sources par suite de la présence de 1'&coulement uniforme
Y

U
FF- 6 L Qi

Mais, si la surface S5 est rermee, le débit total des gources doit &tre nul
z Qi = 0 et donc '

o
Pwmo

C'est le paradoxe de d'Alembert, -
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Appliquant de méme le th€ordme du moment de la quantité de mouvement (ce dernier
est aussi constant dans le mouvement intérieur), le mament par rapport & l'ori-
gine des actions €lémentaires des pressions sur la surface

fimad

ol § est le moment résultant des forces appliquées eux sources, De nouveau il
suffit, en vertu du théoréme, de prendre le moment des forces dues & la vitesse

i
fwozo @at)

Le corps peut donc subir un coupio hydrodynemique dans 1'écoulement uniforme.

Ecoulements irrotationnels & deux dimensions d'un fluide parfait 1ncompressibie.

La condition nécessaire et suffisante pour que le tourbillon

St

4 /

o wl 2 2u
: 2 Gx " oy

soit nul est que la vitesse dérive 4'un potentiel
2 29
bl v Ve

La condition nécessaire et suffisante pour que le fluide soit incompressible

u , Jv '
——— o oo .
x oy O ,
est que l'écoulement posséde une fonoction de courant
-~
"'ay . V. ox

Par conséquent potentiel et fonction de courant sont 1iés par des &quations
de Cauchy~Riemann ‘

®

ox Yy 4 Wy x

et le potentiei complexe

tw ¢g+iy



Laboratoire ‘d’ Aéronautique ~UNIVERSITE ;DE LIEGE

E.,I2

est une fonction analytique de la variable complexe

emx+iy ' T
Si on connait f£(z) on peut en déduire la vitesse complexe

. ar
u-iv--&- | -

Les lignes de courant ¢ = constante et les &quipotentielles ¢ = constante
forment, en vertu des &quations de Cauchy-Riemann, un réseau orthogonal, '

Soit un contour fermé C , contenant &ventuellement des singularités de f(z) . °
Le débit volumique Q sortant par C est donné par '

Q= Udy = vdx = dy
La circulation vr de la vitesse sur ce contour par~
re= vdx+vdy=¢ &
3 3

Par conséquent on trouve pour‘l'intégrale de la d€rivée de f£(z) sur le contour

fermé la signification
§ ar= 1 +1Q
c .
Le potentiel complexe

A
f = 5T 1o (2 =~ @)
ol A est une constante campiexe et c=a+id est l'arfixe du point singu-
lier du potentiel, donne un champ de vitesse

1

9 = D L W
wueiv 2n1 z=¢

v

qui posséde un pdle simple en 2z = ¢ , Pour un contour C qui entoure le pdle,
i1 vient ‘

dafsf (ueiv)aze=a
¢c '§c u v) dz
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Par conséquent le potentiel est celui d'une singularité combinée d'une source
filiforme de débit volumique ' '

Q=In (A)

et d'un tourbillon filiforme de circulation

I =Re (A)

I1 y & lieu d'écrire ce potentiel sous la forme
t.L—Hﬂi in (z « ¢)

Prenant

aecmrae i

Cewlti8 areis)

2w1

Pour la source seule (I = o) le potentiel est
Q. gul -
¢=3-1nr u, " u, %0
et la fonction de courant est multivoque
.8

Pour le tourbillon seul (Q = o) c'est le potentiel qui est multivoque

"2.'0 \.i-r"q u, =

6 2ur
.

tandis qua la fonction de courant vaut

U] -'g; In r

W

Doublets, Ecoulement autour d'un eylindre,

Superposons les potentiels complexes de deux singularités opposées et séparées

par la distance complexe de¢

f-r—g-u-i—g[,ln(z-c)-ln(z-c-dc))
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r+i ac (r +1Q) de
f"""‘zu"i_g' I (-3%) - 1 '

2wl (z-c)

81 de = de ’ia

Posons limrde=M moment du doublet tourbillon
limQd e e N moment du doublet source

L'ang;e a mesure l'orientation du doublet et

(M + 1K) eiu

£=- 2m1 (z-c)

Par conséquent un doublet source donne le méme potentiel complexe qu'un doublet
tourbillon tourné de 90°,

Tout comme le doublet source ponctuel orienté dans le sens d'un &coulement uni-
forme produit un &coulement autour d'une sphére, le doublet source filiforme

de m&me orientation produit un gcoulement autour d'un cylindre, Le potentiel
complexe vaut alors ' '

f'Uz"'-é-;;
La fonction de courant : . N
1
_ F.'t(x2 + y2) "'U x2 + y2

La circonférence x2 + y2 w a2 est une ligne de courant correspondent & y = o
pour le choix '

Nw2qUa2 . . -

[ SN

Le potentiel complexe de 1'écoulement sans circulation autour du cylindre est
done ' 4

‘.f = U (e +<%£) K

En ajoutant le potentiel d'un tourbillon placé au centre de la eirconférence,
celle-ci reste ligne de courant. On obtient le potentiel complexe de 1'Ecoule-
ment avec circulation d'intensité I autour 4du cylindre

2
teU(242) 5 e *
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_"2.r
u-iv=U () f:%;) M= o

-

L'affixe des points d'arrét, od! u et v s'annulent simultanément, dépend de
1'équation '

r a ' ‘ r
-‘---;-Zil'O‘ | ol n-m

quand m < ) on peut poser

28 a 'GiY

et 1'équation précédente revient & sin y=m ,
I1 y a deux points d'arrét situés symétriquement sur le cylindre, ils cdnfluent

au sommet z = i a pour mw= ],

quand m > ; on posera.

" .
gwika

et le factewr k dAépend de 1'Squation

k2«2mk+]1wo

dont le produit des racines vaut 1'unité, Il n'y a done qu'une seule racine plus
grende que l'unité

kwm+ /m2 = i

correspondant & un point d'arrét situé au sein de 1l'écoulement, C'est un point
double d'une ligne de courant, ol les deux branches se coupent & angle droit.,

En effet en ce point 1l'écoulement n'a pas de singularité,

Bien z =3z, '%5 = 0 et qu'il n'y a pas de singularité il existe un dévelop-
pement convergent du type

%—5 = ll .(l - Zo) + &2 (ﬂ- zo)2 + soe

dans le voisinage de z = Zp o D'ol aussi

. a
f-u.,'i--l(s-z.)z + o0
2
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dans ce voisinage. Posons
l'ﬂo.c.ia
\
et soit 8o " by + 1 ¢ e = bl ¢+iec

1 1
Alors dans ce voisinage

2 : ' :
V®co ¢ %— (cl cos 2a +Db 8in 2 a) ¢ 4

L'orientation des branches des lignes de courant ¢ = ¢o qui se croisent en )
z = 2, sera donnée par '

ai¢coa 24 ¢+ 'bl sin2a ®o
A toute solution a de cette relation correspond aussi une solution o + %».

Exercices t 8i le courant fait aveec 1l'axe ox un angle Te~a : -
le potentiel complexe de l'écoulement eutour de la
circonférence de rayon a est

2 -
f(l)'-a-:"-f In 2z -U [zeﬂ‘“ Pl el°‘]

81 on désire que le point d'arrét en aval sur la circonférence ait
pour affixe z = a &' s la circulation doit &tre fixée & la valeur

lre-boasin(a+y)

(avec y =% ¥« g4 , cette relation devient

s

r -.h v a 8in (a'- de) )‘.'

Yl

Force requise pour maintenir un tourbillon, Théoréme de Kutta~-Joukowski,

|
S8oit un tourbillon filiforme de circulation r , plongé dans un courant unifor-
me de vitesse U faisant avec ox 1l'angle g , Le potentiel complexe a pour
veleur

r

f(Z)'-a-;i- in l#te-iB
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Appliquone le théoréme de la quantité de mouvement au fluide contenu dans un
cylindre de rayon ¢ centré autour du tourbillon,

Vitesse radiale sur le cylindre Ucos (6 « 8)

Veriation de la quantité de mouvement ¢

a ’ or
@ (4 =1q) -p[d (weiv)Ucos (6aB)lecas

. U, f 2% ( r °«-:10 . U -iB) .
=T ° cos (6 «B)dae
. o

1 -8
= pUT 3—{—-5 pUTP (~s8in g « i cos B)
Calcul de la résultante des pressions 3

Loi de Bernmoulli = P=Dp, *-;-O(Uz -;Vz)‘
v2 - ar (af
Va(ueiv) (utiv)es (5

Sur le cylindre

I e -iB r e i
Ve (s S U ) (cgp ~— +Ue)
- r2 + 0L gin (B = 0) + U2
"ﬂzcz we .
P=Ps =73 4n2¢2 2ne A

-

Les deux premiers termes du second membre représentent une pression constante
de résultante identiquement nulle, -
Les deux composantes dues au dernier terme sont :

P -ip =2l [2'31‘.11 (8 = 0) % a g . UTr (sin g+ i cos 8)
x- Yy 2ne o € 2p ’ b

Par conséquen‘t{ . il vient pour la force & appliquer au tourbillon
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. 4 _ g
“rx- i Fy--&- (qx- i Qy) - (Px- :l'Py)

w«pUT (sin B + i cos B)

is
Ex i F} - 0 U r 1e
Elle est proportionnelle & la masse volumique, & la vitesse du courant dans lequel
est plongé le tourbillon et & la circulation engendrfe par le tourbillon,
Ba direction est obtenue en faisant tourner le vecteur vitesse de 90° dans le
sens de la circulation.

Comme pour le cas des sources ponctuelles, ce dernier résultat a une valéur
générale, En prenant ¢ suffisamment petit on peut considérer qu'avent 1'intro-
duction du tourbillon l'écoulement €tait uniforme dans le cercle de rayon € .
La force qu'il faut appliquer au tourbillon suit alors la méme loi, la vitesse

8 utiliser étant la vitesse locale avant 1‘introduction du tourbillon.

Interaction entre singularités filiformes.

L'interaction entre sources filiformes suit évidemment une loi semblable & celle
entre sources ponctuelles. . '
Une source de débit volumétrique Q; (par unité de longueur) induit maintenant

au droit d'une autre source Qﬁ une vitesse radiale

’

Q.
1 -+

\ 2ur§5

a

nécessitant sur cette dernidre l'application d'une force (par unité de longueur)

e QL -
""i"'z"" By
2n rij
La force & appliquer sur Q; rar suite de la présence de Qj est manifestement

égale et opposée sur la méme ligne d'action.

L'interaction entre source et tourbillon filiformes
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[ Qi.P
2 x riJ
o /f |
: Q.
u riJ
r

est constitufe par un couple, les forces €gales

Q ry
p 2: r
i3

étant perpendiculaires & 1a droite joignant les deux singularités,

L'interaction entre tourbillons filiformes est du méme type qu'entre sources;
deux forces Egales et opposées sur la droite joignant les deux singularités :

: r, r, o
o -p ._i_;i ;ij - pour ls force sur PJ due & la
an rij

présence de ri . o : o
Ces considérations permettent une démonstration €lémentaire du théordme de

Kutta=Joukowski,

Soit un systéme de sources et tourbillons filiformes réalisant 1'é&coulement
bidimensionnel autour d'un corps fermé avec vitesse U & 1'infini,

La résultante des pressions sur le corps s'obtient de nouveau par application du

théoréme de la quantité de mouvement au fluide intérieur. Cette résultante

f'-?

ot ¥ est la somme vectorielle des forces appliquées aux singularités internes,
Les forces dues aux interactions entre singularitfs ont une somme vectorielle
nulle. Il suffit de tenir compte des forces provenant de la vitesse 7 a
1'infini, |

Fuplz qgelour 1)k
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ol X est un vecteur unitaire obtemu & partir de U bar une rotation de 90°
dans le sens mathématique (ox vers oy) .
Pour que le corps soit fermé il faut que I Qi w0 , d'autre part

L l"j LI

la circulation autour d'un contour entourant complétement le corps. D'od le théo-
réme de Kutta~Joukowski '

$ = «pUT i

La résultante des pressions est proportionnelle & p UT et obtenue en direc=
tion en faisant tourner de 90° dans le sens opposé & la circulation le vecteur
vitesse relative & 1'infini,

Formules ds Blasius.

On a vu que, par la loi de Bernoulli, on peut écrire

®
1 .o 1 ar af
PeP,*3P " -390 5

Soient alors (dx, dy) 1les &léments 4'un contour de profil autour duquel se fait
1'écoulement, L'élément de résultante des pressions vaut '

dPx-idPy--p.dy-ipdx--ip(dx-:ldy)--ipdz-

-I1 est donc possible de calculer la résultante des pressions par la formule

PxAinya.!c,.dz ar
En observant que le contour ¢ .ldu profil est nhe ligne de courant pour laquelle

d¢y = o et done ar* = ar s on obtient la premiére formule de Blasius

1 Xg

 ip I af

Px--i.'l’y-'2 -a-z-df

L'élément de moment par rapport & l'origine ad eaux pressions sur le contour est

dM=-ydP +x4 gy wp (x dx + y dy)

Observant que (x dx + y dy) est la partie réelle de
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(x+iy) (ax~d ay) on@ura
A M=Re (pz az™)

En intégrant sur le contour, la partie constante de la pression n'introduit
qu'une valeur imaginaire pure qui peut donc &tre éliminée (d'ailleurs une pres-
sion constante sur une surface fermée donne lieu & une résultante statiquement
Equivalente & zéro). On obtient ainsi la seconde formule de Blasius
-2 ar |
MwRe e.-xfo 85, of }

N
!

Intégration des formules de Blasius,

Soit £ = 2z(Z) 1la fonction qui réalise une représentation conforme entre les
aires extérieures au profil donné (plan z) et & une circonférence unité du plan Z.
Par le théoréme de Laurent on sura

‘l a2 .
‘-b Z+‘.°‘.'-‘-+_“'“.
1 Z 72
développement convergent pour | Z | > 1 . La vitesse comﬁlexo de 1'écoulement

autour de la circonférence unité

A _ar 4
.dZ dz 4z

aura la méme valeur & 1'infini que dans 1l'écoulement autour du profil si

-’

gz,

7 i - quan& 2] + =

Ceci demande b o= 1 . : : :
De plus, il est toujours possible par une translation de faire a, » o ,

Dans ce cas, l'origine du plan 2z correspond au point C du profil que 1l'on

appelle le centre du profil et

a

z-z*i-l'+ oo
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Dans le plan Z 1le potentiel de l'é&coulement est connu t

ia
L
A A G

L'angle qua fait la vitesse avec l'axe oX &tant iei fixé 2 t=a .
Pour calculer les intégrales de Blasius il faut &valuer

m

| m, W,
'%' l""z‘"""“"" Y

722

s, 2#2 sf +3a,
" ] b— + + son

22 73 24

Ceci permet d'évaluer

A
(df)z g—:'ﬁ., 4'-2—-4' Y1)

B

z’.’Bo “'"—l.+ XY}

. (df)z g_z_ -

D'aprés le théoréme des résidus

, ary2 4z i
Px-ipy- § (F) & 9w=emiz a

M=-L Re {.211}31{

on trouve

2ia r2
Bl~2U (‘1 em 'I-l) -:-

Le premief résultat est conforme au théoréme de Kutta-Joukowski

px.ipy"ie“ T U
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Le second résultat montre gque le moment par rapport au centre du profil ne

dépendra que du coefficient complexe a

. de la fonction de transformation.

Posons

. - B2 o218
il vient

Mes2 xp U2 B2 gin 2(8 + a)

Fixation de la ci}culation.

Les formules précédentes ne sont strictement valables que si le développement de
Laurent de z converge encore pour | Z | = 1 , ¢c'est-d=dire si la transforma=-
tion conforme n'a pas de singularité sur la frontidre. Le cas intéressant est
précisément celui ol une singularité se présente, correspondant & un point angu-
leux du profil,

Soit un profil présentant un point anguleux en g = g, ol la rotation de la
tangente subit une discontinuité égale & n w(n < 1) .

Si Zwe i(r - ao) est le point image sur la circonférence unité, considérons
la fonction (2 + e -ia;) 14n .

Au voisinage du point image 2 ® = e"i°°_+ € eia

, cette fonction
Jtn Gieien)

subit la discontinuité d'argument w (14+n) quand on parcourt la circonférence
unité; elle est identique & la discontinuité d'argument subie par la fonction
(z = 25) quand le point image parcourt le profil, Par conséquent si on pose

g w go.- (z + Q“i“o) l4n g(Z)

pour la fonction de représentation conforme, g(Z) peut &tre prise réguliére ‘sur
la circonférence unité, ’

Cependant, sauf pour le cas limite n =1 , le premier facteur posséde en

Z= - e'iao un point de branchement et la fonction de représentation conforme
n'est univoque que si g(Z) possdde une singularité compensatrice 4 1'intérieur
du cercle unité, Sans restreindre la généralité on peut prendre un point de
branchement compensateur 4 l'origine et choisir la fonction de représentation

conforme sous la forme
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1*n
e ~1ag

& - zo - (1 *__Z_—- h(Z)

ol h(Z) n'a plus de singularités sur la circonférence unité, ni & distance
finie en dehors,
La détermination choisis pour le premier facteur est telle que

. 1+ ~ |
. =10 ’
° - -
(1+2—2) « 1+ (14n) e1% g+ 20 . 2ia, -{-2-*- e
. 4

pour |Z | >1.
On voit alors que pour avoir une correspondance entre les vitesses & l'infini

dz/az, + |2 + =

h(Z) ‘doit Stre de la forme

h(z)-24-a°+--+ Voo

Z
c'est~i-dire avoir un pdle simple de résidu unité au point & 1'infini,
Le choix z, =0 revient & placer l'origine du plan z & la pointe du profil,
Le choix @, =0 ne restreint pas davantage la généralité car il revient seule~
ment & modifier les coefficients 8 (3 = 0, 1ess) de h(Z) ., Nous adopterons

donec la forme canonique :

1 l+n_ _ al
qui pour | 2 | > 1 donne lieu aux développements convergents
‘ m,
zwZ+ (ag+1+n) AR TY
. m
azZ 2
‘a‘;'l"‘zz"’ooo
1
o mo=a +a (14n) + 5 n (14n)

Enfin pour un profil & point anguleux, la circulation de la vitesse doit &tre
fix€e par la condition que la vitesse ne devienne pas infinie & la pointe (condi=

tion de Kutta). Or la vitesse complexe est donnée par
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4af daz 2 .
A / A et le dénominateur

.g.%- (1 +-;-) " ( (1#4n) B(2) + (1 "‘%) %)

posséde un zéro d'ordre n en 2 ™ - ) , La vitesse ne sera finie en ce point
que si I est choigi tel que '%% s'annule pour Z = &« | o Ceci & lieu pour

rabgUsina

et dans ce cas

. * -iﬂ
df N | ia e
v U (1 + EJ ( -8 + 7 .)
possdde unizéro d'ordre 1 en % = -1,
8i n <1 la vitesse est nulle & la pointe, Dans le cas limite .n = 1 d'un

point de rebroussement

af

Tl w.Ucosag /hi(=1)

pointe

Pour ihtégrer les formules de Blasius il faut amputer le contour de la circonfé-
rence unité de la partie interceptée par un petit demi-cercle E de rayon ¢
centré en Z = - |;, Les intégrales de Blasius sont alors & interpréter comme-

“lim
e+0 IO'.

Or, si C" dénote un contour extérieur &
c'+ £

S A A

E.

car les fonctions intégrées sont holomorphes dans le domaine annulaire limité par

les contours, Donec

lim L - lim
€0 Ic‘ fc" €0 IE
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La contribution de la dernidre intégrale est toujours nulle,
En effet les fonctions intégrées ont respectivement un zéro d'ordre 2 e n et
d'ordre 3 en Z =« ] et sur E les modules des intégrales sont bornés par

des expressions du type

1] 1 < H avec mes3en ot k.,

(Koter que si la circulation n'était pas fixée par 1; condition de Kutta, ces
veleurs seraient m= ) «n et 2 , Pour n < 1 les contributions seraient
encore nulles, Pour n = } on aurait une contribution de la pointe dans le
premiére intégrale),

Les intégrales sur C" s8'évaluent comme esuparevent par le théordme des résidus,
Elles donnent i '

- - 2 - 210
Px i Py Hewl2p Ul (w01 +6°)

La portance L = P_ sin a * P& cos amh gp U2 8in a

Le trainée D = P& gin ¢ = P _cosa=o.,
Pour le moment par rapport & la pointe du profil ¢

Me2 wpu2 { M+ M sin 2 (a + ¢) ]

ol | M =< In (ay)

+'% (1 +n)(2 4_n)f- M e+2id

et ao (2 + n) + a 1

1
I1 existe toujours un foyer aérodynamique, c'est-3-dire un point P par rapport
anquei le moment est indépendant de l'incidence, Soit Xp + i Yp = Re ¢

son affixe (rappelons que la pointe du profil est & l'origine et que l'axe cex
est la corde de portance nulle car L =0 pour a =0 ) .

(Y

Le couple de transport nécessaire pour ramener la portance au foyer est
Vp Py xp P = In {(p -1 Py) (xp + ivg) }

=2 %o vZ m {(y- eaic) Re iu }

«2 ypU2(Reinw =Rein (2a +u))
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I

Ajoutant ce couplé»au moment par rapport & la pointe, on voit que le moment
devient indépendant de a si o

iw 2i¢

" Re = Ml e

Les coordonnées du foyer sont donc données directement par
xF-l,-in-a.o (2_&:;.)_1-_3.‘,-&-;_;9(1*“) (2*!\)
La valeur du moment indépendant de l'incidence est
2% p U2 (M; + Rlsinlw)‘

S8i ce moment est nul, le profil est & centre de poussée Tixe, c'est-d-dire que
la résultante aérodynamique est toujours appliquée en F . Ceci a lieu pour

(1 #n)In(a) +In(a)=o,

Les coefficients de h(Z) & partir de z=2

sont sans effet sur la résultante aérodynamique,

modifient la forma du profil mais

Théoréme de Lagally.

Ce théoréme donne la force exercée sur un obstacle cylindrique par une singula~
rité filiforme extérieure, v
Soit z = ¢ 1l'affixe de cette singularité dont le potentiel complexs est

f () mgiyin(z=e) A=THiQ

A grandé distance de l'obstable le potentiel compleke complémentaire de 1'écoule-

ment est de la forme 1§ , . _ , "
r 3 B
"fB (Z)I (U-:I.V)z +mm:+BO+"T*;+..‘

la vitesse complexe & 1'infini étant (U =i V) et la circulation eutour de
1'obstacle éteant T '
(Noter que ce potentiel complémentaire n'est pas le potentiel de 1'écoulement
autour de 1l'obstacle en l'sbsence de la singularit&, car 1l'introduction de
celle~ci induit une répartition de vitesse sur le contour de l'obstacle qui
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nécessite une modification de ce potentiel pour que 1'obstacle reste une ligne
de courant),.la vitesse complexe totale est,

ar ar
ve A, _B_.A 1

dz 4z 211 =g * &lz)

.

Par la formule de Blasius la résultante complexe sur l'obstacle est

XeiYed2 [ vasedl (| wase [ v ar)
2 I 2 \ :
c S ct . Y
C'est un contour plus large englobant la singularité, y un petit contour entou=
rant la singularité, C' peut @tre pris tellement grand que

i 1y 1 ¢ o2
et (‘1"—7—,0’).-;(10-—4»-’-54,,,)
est convergent sur C' .ainsi que
ar, - B
B ' 1
gz) mz—= = (U« 1V) "E"E‘H"{_:';f ee

Alors, par le théoréme des résidus,

J] w2 azs=2(Ueiv)(rea)
o |

A 1'intérieur et sur y , g(s) est holomorphe, donc par le théorime des résidus

[v w2 dz = f* (-2-‘:-{ -;E-c- . é(s))z dz = 2 A gle)

La vitesse complexe g(c) » u, - i v, peut &tre interprétée comme la vitesse
existant (eu sens de valeur principale) au droit de la singularité (ce n'est pas
la vitesse au droit de la singularité en l'absence de celle-ci),
Le résultat final est le théorcme de Lagally

t

(X 4

XeiYmipWelVIF ¢4pA(UaivVau ¢iv)

Le second terme représente la force complexe additionnelle provenant de la pré-
sence de la source, Le théoréme de Lagally raméne le calcul de cette force &
celul de la vitesse au droit de la singularité,
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Un résultat enalogue peut &tre &tabli pour le moment s

M-Re(- [ l#ds)

; v i | iAr
MepRe i{2riB (U-.iV.).Q‘cA(uc-i‘vc-tloiv)0 2_"}
Dans le théorime de Lagally les singularités extérieures doivent 8tre maintenues
fixes car la pression a &t€ celculée par la loi de Bernoulli du mouvement perma-
nent, Si les singularités sont libres, le mouvement ne sers plus permenent et la
pression doit &tre calculée par le théordme de Kelvin

’ 2 492 :
Reip+ Mo,

Ceci améne la généralisation suivante des formules de Blasius

. o 4 2 4k
P il’y-2 Ic 5 ar+iop Ic T+ 4z

Cependant sur le contour C ona vy « q(t) -puisqu'il est & chaque instant une

ligne de courant, Donec Y o _d_q_S_t_)_

5t 3t est indépendant de z sur C et

B 4% .8 M
!c % 2 "% fc ds" = o

- 9 ] of
Dés lors IC -a-% 4z = IC, —Q-i—t) dz'f{ IC’ Ty az |} et

| P a+ip -39-1‘9-5 dr+i {f 1S }g

x- y 2 e dz ‘p ‘ cat :

Cette formule, due 2 Riabonchinsky, raméne de nouveau le calcul de la résultante

& des intégrations de fonctions analytiques. '

Pour le calcul du moment on trouve
M=-p Re {

[ gf ar + [ g: az® |}
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La détermination de la vitesse au droit d'une singularité peut se faire du
moment qQue l'on connait la représentation conforme entre les aires extérieures

& l'obstacle et & une circonférence |Z |®= a,

Soit Z = q 1'image de 1'affixe z = ¢ de la singularité,

A un petit contour fermé y entourant la singularité correspond un petit con-
tour fermé y' entourant son image et le long de ces contours les valeurs numé-
riques du potentiel complexe se correaﬁondent bi-univoquement 1t

£(z) r{:-(z)] - 7(2)
Gn eura donc égﬁlement

. . ar ar ¢
Ivdt.fv -d-;dz-fv' = -a%dz-jy’ aF = A

si bien que le débit volumétrique et la circulation sont identiques; la singula-
rité image est de méme nature que 1'originale,

Dans le plan Z une source en présence du cylindre circulaire donne lieu & un
potentiel complexe

{ln(z-‘q)-h'ln(z-i:)"-an}

Autrement dit, il faut placer & 1'intérieur du cylindre une source de méme inten-
8ité au point d'affixe réciproque 9,2/'.1'l et au centre une source 4'intensité
opposée pour que le cylindre demeure une ligne de courant. En effet

.8 '(z-)<z-2/)
w-é-"-Imln‘ a LA

a une valeur constante '§; erg q pour 2 = a eie .

Un tourbillon domne lieu & un pbtentiel complexe

Y4

Py (mGE-0-um@E-ems)

Il faut placer un tourbillon de circulation opposée & 1'intérieur du cylindre

au point d'affixe réciproque, duquel cas le cylindre demeure déja une ligne de
courant, Le tourbillon de méme intensit& & l'origine est destiné i éviter de.. oo
modifier la circulation totale autour du cyllndre. '
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En effet L a un module constant pour 2 @ a eio .

Les contributions & la vitesse complexe dans le plan z s'obtiennent alors par
la relation @ ' B ' S '

a4z
dz 4z dz ¢



