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En el afio 1972, con ocasibn del conve
nio entre las Universidades de Lieja y Concepciédn,

el distinguido ca-

s3]

RCEPAE Ry 4 la o oo la Trecentord
VISLTCO 2 wIicuera Qe indcenicrl

tedritico de Mecdnica de medioc continuos y cons-—

truéciones aeronduticas de la Facuvltad de Cioncias:
Aplicadas de la Uﬁiversidad de Lieja, Bélgica,‘ €l
profesor B. M. Fraeijs de Veubeke (U.E.P.D.), ozcr
tunidad en que.dictd un curso titulado "“Numerical
solutlion of Steady Staﬁe heat conduction prollenst
. ) ' -

Se trata de una materia del més alto
rhterés pedagégiéo v Cieﬁ.ifLCO, gue el profeéo:
Fraeijs de Veubeke desarrollo comn la profundid

naes Llia que fueran atributo ocrmanente de sy Las--

tacada personalidad, prematuramente extinguida.

Por eso, la idea de traducir y nubli-
car este trabajo es digna de destacarse; pues re-
npresenta un aporte muy valloso para quienes han

P4 5 ' 4

volcado su interdés en el dmbhito de los elementos

finitos.



Estas breves lincas con gue encabena-—

mos la presente traduccibdn, no pretende prolongar

su trabajo ni tampoco presentar a su llustre autor
cuya trayectoria cientifica es vastamente conocida

V [d 3 0
y ecuanimenente elogiada.

Tan sblo repr senta el modesto y emo-
cionado homenaje de gulen tuviera el honor v ia
suerte de contarse entre . alumnos en la ?acu1~
tad de Ciencias Aplicadas de la Universidad de Lie

ja, Bélgica y de disfrutar de su gencrosa amistad’

bajo el alero cdlido y acogedor de su hogar cjen-

Sergio Gala:x S.
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DE PRODUCCION D
CN DE CALOCR

I. CALCGULO DI LA VELOCZID

\D
CCNDUCCI

LONSS .

Sean (xi, i="1, 2,

tesianas de un vunto material. a entropia por unidad de
volunmen es una magnitud intensiva y se puede escribic co-

mo una funcibn de las coorcdenadas X tiempo

t)

L O

Ceomo los puntos materiales no se muevear, no

hay posibilidad de confusidn en su definicidbn. Notenos
cguae en el estudio de la conduccidn de calor en los fiui -
S YN - - =3 2 4 o K3 L34 Ll K R, PR
¢os, na gue definir con precisibn el sistema coordena

se describe

el T

£

endbnerio.

Llamemos ahora a ( (xi,t) el vector de T1lu
jo ¢e calor; definiéndolo ccomo flujo por unidad de arsa,
serl también una magnitud intensiva (se mide er bt/ .

Para cualcuier volumen R encerrado en una superficie ,
cuya normal unitaria exterior es n, se pucede calcular lea
cantidad de calor cque sale en la unidad de eripo. (Fig.1)

Zzta rognitud intensivéa Q_ se
o

S (g
OR

por



Fig. Nel.

it S s o e et

Bsta ccuacidn sirve de definicidn al vector
flujo de calor ¢; en efecto, anlicando el teorema de la di

vergen:f: o teorema de Gauss-Green, a la rel:ozidn (1.2),

Q = (q » n) ds =“f éiv g av (1.3)
‘ N

=
mn
(@
®

desarrollo, vali no teambién para una pe

<

gl

@ gue enclerra cualqu .er punto del dominio

.

quena ouocrfic
R, ‘demuecstra que la magnitud div g pucde interpretarse co-
o la cantidad de calor que sale de l& unidad de volumen

sor un iad de tiszapo, en el punto P.

Bl PR -. B DR T . . .. " Y S
e (_,-,“”(_:}_\(y«; Lnmed i abamento ouy o e 1-,"»..'1.3‘

men pers. o, es decdr, cuande 0 se aprovecha la capan

(

aa

dad téramice del medio, lo que significa que no varia la &-
n

a, tenemos las dos posibilidades siguientes

F-

a). div g = &, si no hay fuentes de calor.

by. div g = ~Q, si hay sumideros de calor. Aqui, .
elige el signo positiveo para un sumicdero
de calor.



En coordenadas cartesianas se ullllza-para

flear la cseritura la notacibdn indicial. ©n esta no

11
cacibén; un vector se escribe en forma de sus tres componen

La derivada

“ 5y
O X, L
/ i
: 4
da, da, P aq
div g = = e mT + = ge anota: D, .,
P R O %o » + L

. . o . . ) s 314 PR L N o
Loodando gue en notacidn tensorial dos Indices ran ctidos

son indices de sumatoria (convencidn de EBinstein),
s .
<)
AN
D. g, = _/ D, q.
i ¢ e i i
i=1
! . -
{
Bl producto escalar tiene ahora la forma si
guiente: :
n ¢« g —» N, d,
1 > Ny dy

1.2 Postulado de @cuilibrio termodindmico local,
LEste postulado expresa cque cel puncto de vis
ta loczal, hay equililrio termodinémico. Bsto significa que

/.



en un punto la cantidad de calor recibida por un pequaeiio

elemanto de vokum'u, dividida por la temperatura absoluta

. a » . 7 -
tzaoal, 25 lmual al iacramanto de entroplii.. oo decio, ouws
=y U puneo .

— .,
éilv q ¢l S :
- [ - .___._.._.._..,l:".___ . ( 1.5 )
T Dt

I
£
)

1.3 Melocidad de produccidn de owc On

En escala macroscdpica, se sabe gue no hay

eq UiLlOLLO debido a que la temperatura varia de punto a
DUNZO . Sin embargo, como la entronia es una magnitud adi

iva, se puede ular la entropia totzl para el conjunt
tivay, s 1e calcular la entropia total para el conjunto
en

e
de puntos materiales encerrados

La variacidn de entropia del volumen es igua

La expresidén es bastante sencilla en el ca-

50 de un sbélico, porque no hay movimiento de los puntos ma
ceriales. Introduciendo la expre iéx (1.5) de la varia-
. 7 o . s

cidn local de entropia en la ecua n (1.7), se obtiene:

ds div

dt .R T

O
‘ q



Como:
div g ) q - 4
e ‘ q e-grad ( -— ) (1.9)
T , T ‘ T

I
=
<
—~

I
~
1

1.8) se puede transformar en,

—

_ 7
[ G crad (B av (1.10)

div (&) dv +
)

<
L
vy pcr el teorema de Gauss, el primer término del scgundo

1.10), se puede transformar en integral de su-

~

miembro de

perficie, de tal manera que,

ds D ds r av , (1.270)
i

con - . 3

_ ro= 0o ograd (5) (1.12)
<

Bl oprimer término de la exprasidn (1.7171),

corrcsponde dl canblo de ontropia del sisbema debldo a la

transferencia de calor a través de su froncera, y es la ox

oS A i mYem MAara S VU B PR SR N R [
residn claslca para unha transformacion reversible. £l se

ke

7

o nGo término corresponde a la produccidn de entropia debi
&a a un proceso irreversible: por unidad de volunen esta
procuceidn vale:

)

- grad | (

/

Segln el segundo principio de termodinémica

r

i
ol
Hla

(Ley de Clausius Dahem), tenemos que verificar la desi¢y

dad r 25 0, obteniendo la igualdad, si y sdélo -i grad T = 0



1.4 Laey do Fourier.

Para un medio isotrdpico
q = -k grad T

enteonces:

r = —5— (grad T » gre

-

temperatura T es uniforme.

Iy

término de (1.1

y la variacidn de entropia *

ads
—— )

dt

se¢ anula cuando la temperatura estd uniforme.

y si k >0, la expresidn (1.14) sati

. . ) ’ ‘
Ciausius, que r sera siempre positivo,

(&)

=3

sblo si la

Y
(92

~.-

(1.124)

la condicidn de.

La L. de Pourier se puede generalis- o para

medios anisotrdpicos, donde es mds conveniente utilizar la

. ' rd - - .
notaclon indicial:

L I PR
a4 lJer i\

-
=~

donda

(1.16)

55 cusoe) Lencor simdtrico de low cocllalenton de



conduccidn de calor. 2

Como r @5 positivo:

- i i 2 i

i

en que e, = Di T son las gradlentes d
i nadas. La condicidn r

e, = 0, exige que k

NOtese que para verificar el cardcter defi-
o positivo de una matriz, basta verilificar gue todos los
cterminantes conziruldos sobre la diagonal sean positivos:

asi, para la matriz k se debean cumul¢r las condiciocnes:

.

j

\,

1 - o -
Co1 %21 Ko Kol oy 1.18)

En el caso de un medio homnogér k..; no dUD“nLQ ae las

cuordenadas x,, y se puede reducir a sus ejes principales,

3
o

de tal manera gue la ley Z2 Fourler se puede escribir:

Gy = cky By T k0 (1.19)



1.5 Piincinio de minima velocidad de aencracidn de antropfa

Siola Ffuncldn T (temperatura) varialloe on

1 dominio R, estd vrescrita en la frontera OR del CUCrno

0D

a velocidad de produccidn de entropla por proceso irrcver

1

sible es
—te ., D, T D, T AV (1.20)
) R g |

~

Este funcional debe primere lincalizarsc.
,» ello se supone que la temperatura T, se mide con res—
ecto a una temperatura uniforme de referencla Ty a través
n

¢z incrementcos 0 (xi)

i\ — m " la) 7 - fl
(x;) = Tg + & (x;) (1.22)
Por supuesto las derivadas cde T y € son 1ldénticass
{ = '

O
3
it
O
©
~
(=N
il
=
-
N
w
-
~
N
°
N
N
~r

T

se obtienes
k.. x Ty e k.. O T ‘ 1.24
\lJ \ }ﬂ’ L) .LJ ((ln, J.O) (.L 2 )
decir, gue el tensor de los coeficientes de conductivi—
dad tiene todos sus t‘rmLﬂO independientes de la *3Mocr
1. . L

tura. Adcmas, reemplazamos en la primera aproxinacidn

1 N L, . g
e PoR TR | (1.25)
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Ahora podemos calcular el funcionel <o
cote a Oy, ovidontemente, podemos escribirlod cons {un-
© Ze & en la siguiente forma explicita:
. ’ ~ '5‘ 2 ~ (‘) (/ ?f)\
T \O) = f (\.)) - \.o.l.(,.) (((.) ".‘6 f(2) N¢ Led)

- Ty e - N PR RN ~ i
las funcionales particulares Iy CORY

B 3N SO S N B Sp. ¢ | av 29)
i, (&) s . Y eD.¢ + D. 8D, % al (1.29
g N .

r&\
@]
T2
b~
[e3
<
~N
(RN
o
(€8]
")
~r

e " R SO AU SUIT S S
SOOI ando el caricter slnmierico ¢ s

e ‘ ‘ L3
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La dcmostracién se hard en dos pasos:

' AN .. .
: a). 0 serd la solucidn real del problema si
£ (8) < f (@), para lo cual se requiere que £y (A) sea
1

o pars todo & (x .) admisible. De lo contrario existird

nu 8
un can & (x;) que mln»m¢"“ria el funcional £ (0) y luego
6 (x.) no serie la solucién del problema.

/ Si £ (8) es el minimo de £ (8), 7 (1) ()
| . : N . 7 ) .
Cceixz zer icuzl a cero para cada variacidn & (xi/ igual a

o
(&)
L]
O
m
3
-
]
[}
3
O
>
i
(6
I
o
2

Supongamos que no sea asl v que existiera G{(xi)

igual a cero en la frontera con f(j) W) = ¢ £ 0.
Luego, para & suficlentemente pequeiio:

| .
£(0) = ¢ (0) & £ (3.33)

endo el signo aproniado de ¢ podemos teneri

Y escogil
/N :
PR
(@) £ £.(0) -
de tal menera gqgue el Gltimo valor no serfa un minimo. En-
‘ . 7N .
tonces 1z condicidn necesaria para gue © (xi) hage minimo
al funcional ¢s gue la primera variacidn e (X)) =24
. ! a ' ~
igual a cero para todo ¢ (x.) igual a cero en la frontera.

K
Al

b). La conclusgidn siguiente, nos daré& un sg

gundo crden:

PN
f (6) = £ (O) 4 6‘2 f(?_) (eAr (1.34)

'

y una condicidn suficiente para un minimo serd que la sequn



)
‘. e

4 s b
lgual i

da vayr’. Tion

£oo)y (¢) sea positiva para cada o (x)
cero ¢’ la frontera y no idénticamente nula.

a _condicidn necesaria para la primera va-

'1.6.2 Examen de 1
s / )
riagion.
’ Seqglin (1.16), podemos calcular el flujo de
tribucidn de temperatura

ia dlstrib

sator
s
e} (xi)

N = e 35
0\ (/(i) . kij j (10_J}

y seemnlazando en (1.32) obtenemos para la primera varia-
cién la expresidn:
- : |

Py
=3
.
€5
cy
~

R
. <
es16n debe ser nula para todo

Esta expres
= 0 en UR.

? » cond
Q {5 . R o X,
X (x;) tal qu (%)

Integrando por partes, obtendremos:

A
- z1.’q305 ds D,
S 1 &L L
Jag . 'R

0 en la frontera, el primer término es igual
’

funcilion arhi-

=

[on)

a cero. & egundo puede ser nulo para una

Como ¢l (x,)
1
1 interior de R, solamente si,

traria en el

Di a; = 0 en R



13.

w
=

o escribiéndolo en forma vectorial, s

div g = 0 e¢n R

que es precisamente la ecuacidn diferencial que debe satis
facer el campo de temperaturas.
1.6.3 Examen de la condicidn suficiente para la segunda
variacidn
La condicibn de minimo se escribe
Fooy ) =4 | k.. D, Dol av o (1.40)
(2) 2 ) ij i j
R
o .
Esta condicidn se cumple porque la forma
¥.. Dyl D.\  es una forma cuadrdtica positiva. La segun

n serfia igual a cero solamente si en todas par-

D:A =0 ' (1.41)
Pero esto ulqnlfl ia que o es constante
on R, y come es nulo en & R, significaria que ¢! ser 5 idén

vicanente lqgual a cero.

104 Conclusibn.

La ecuacibébn (1.39) derivada de'la condicibn
~ ,
necesaria para que £ (6) sea minimo corrcsponde a la ecua

c¢ibn de equilibrio local del canpo de temperaturas.

\



EAN

La ecuacidbn (1.40) derivada de la condicidn

suficiente para que f (O) sca minimo garantiza que B

= (DY < £ (0).

Lucgo, el principio variacional que cstable
ce que el campo real de temperatura 0 (xi) minimiza al gug

cional £ (8) gueda deémostrado.

Nétese que expresando la condicibén (1.28)
en términos de temperaturac, obtenemos, siempre que no

existan sumideros de calor:

D. (k.. Dj 6) =0 (1.42)

Esta es la ccuacidn que goblerna la distri-
pucidn de temperatura, con las condiciones limites: © dado
en @ R. La condicidn (12.42) contiene el problema de |
Dirichlet como caso particular, es decir, que para un cuer
po isentrépico de coeficiente de conduccidn de calor uni-

icrme k, tencmos:

kij = C/iJ k (1.43)
vV entonces,

D, D. 0 = @20 = 0 (1.44)

i Vi v, e ts
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1.7 Ampliacidn_de las _condiclones limites.

Hasta ahora se ha consideraco ¢l problema
mds sencillo, sin fuente de calor y con un solo tipo de
~condicidn limite, correspondiente a la natural, en que se

conoce la temperatura en la frontera completa.
En esta seccidn se presentardn todas las

formas posibles de condiciones limites, de una manera pro

yresiva e intuitiva hasta llegar al primer principio (o

1.7.1 Fronteras adiabdticas.

Si en el principio

A%- : kii‘Di 0 Dj av minimo
i R -

prascribimos la temperatura en una parte solamente .bjR
de.la‘frontera total, obtenemos condiciones naturales.en
el complemento G ,R/  En efecto, como ' ahora es arbitra-
rio en 'b?R, obtenemos como fesultado, suponiendo que la

primeca variacibébn se anula:

ny /El\_, | = 0 ean bzl‘\‘ . (1.50)

La condicidn natural es entonces una condi

cibn deé flujo nulo a través de ?)2R.

w



N\

7.2 Condicidn limite de conveccidn.

N

. Deseamos introducir la condicidn limite de
~onveccidn usual que ocurre en la interfase entre cuerpos

¢a natural za .stinta. En esta frontera se supone que

dai
nav una discontinuidad o un salto de temperatura.

Con respecto al cuerpo R, sca@@ la tempera
sura fexterior al cuerpo. El flujo de calor se pucde escri
nir en funcidn de la temperatura del cuerpo y de la tempe-

satura exterior de la manera siguiente:

v
=

s

n. q

l':h(9~0.) ' » (1.

€

cdonde h es el coeficiente de conveccidn.

Si h<w, equivale a imponer la temperatura
Ge en la superficie del cuerno.

i -

1,

Si h = 0, obtenemos una pared adiabdtica.

Ty

£l primer principio:

/‘ .
£(0) = -5 q; b, 0 dvV (1.52)

q; = - kij Dj 6

[$ L

¢ puede extender para incluir corrcctamente el fenbmeno

convectivo, mediante la adicidn de un nuevo término, que

corresponde al producto del flujo de calor a través de la
frontera por el incremento ‘de temperatura en la interfase,

]
‘

~~

o



i

. | .2 ‘ b
(8) = ~ q; by 0dV -5 ny dy ((—)c ~ 0)ds

N

R : , B4R
(1.53)

En términos de temncoraturas:

%]

I -—.j. ) - . —
f/(@) =75 kij Di 0 Dj 0O dV 4 h (0 Oe) d

/ R | V4R

N

(1.54)

Czlculando la primera variacidn, obtenemos las condiciones

/ "A.Di q; dv —/ n, q;A ds -x)/ h (6-e_) o, ds = 0

~7

/IR 2R»
(1.55) .
de donde resulta:
i ~
D q; 0 en R
— - 0 -~ : a4 12
n, q; = h (6 OG) en ?}1R (1.56)
ng q; = 0 en bzR

Notemos ademés, que la contribucibdn a la
seguida variacién serd
' het!™ d8S

~

N

d 4R

y conservard el carécter de minimo del funcional.



1.7.3 Introducciédn de sumideros de calor prescriting,

Un término adicilonal en el funclonal, de

tipo
: Q0 4av 4+ 1 g, @ ds
B [« e :
# O %
<
et Loy La priners varisclin con dox tirminGs
. { N ~
Qo dV + q, o4 4 s
~.
R bzR

y no contribuye a la segunda variacidén. Las condicioncs

de minimo ‘son ahora:

Di aq; o+ .Q = O_ en R | :
- n;q + h (6 - Oe) = 0 en 2}1R
teongaQy i+ dg = 0 en ?52R

Ta

1.7.4 Primer principio variacional aencralizado.

En general, incluyendo todos los tipos po-

[ T1 S o j
}[_Z Ky Py 0Py 04 QO[ av

h (6 -~ 6.) ds «+ g 6 ds
(] Q

Jo 4R R

de condiciones limites, tenemos como primer princi



3

Las condiclones sobre la parte @ ,R de la
iJ -
frontera donde la temperatura cs la impuesta, no intervie-

ne porque su variacién es nula.

1,7.5 Ejemnlo de aplicacidn.

[ - 1 4 S SRR = .

_ Sea un cuerpo homogéneo constituldo de una

lémina de material con coeficiente de conduccidn de calor
pr

X. Serd un problema bidimensional (Fig. 1).

{
Y

peS

£
Suponemos que las dimensiones del cuerpo

son (a 2 h) ue las condiciones limite son las siguicn
1 . -~ ——

tes:
®x= 0 Temperatura 0 = 0
X = a 8 = 92 constantes

las fronteras, Yy = % b, estldn en contacto con un fluido
de temperatura Oj, y el coeficiente de transmisidn de ca-

lor por conveccidn es igual a h,.

—~
\T



20.

Para resolver este problema, vamos a hacer

1

una aprosimacidn sobre la distribucidn de temperatura. Se
supone que si la razén b/a es suficlentemente pequeiia, la

Zz

axpresid ' E

i

2
A (x) + Xé- B (x)

0 (x, y)
' o)

/I a e s 2 . . .’
‘podria ser una buena aproximacion de la distribucidn real

dgc temperatura. .

Para satisfacer las condiciones limites a
priori, las dos funciones A y B deben cumplir las relacio-

nes siguientes:

<]
—
o
~/
]
o

B (o) =0
A (o) =0 _ A

~~
o
N~
"
"
]

las gradientes de temperatura son iguales a
(

<~ 2, Y :
. _._.(3_.(;\1..- == :;\ o+ WX‘;-S_ B (X .....:...9..-..‘ = ...g,Y.._ B
Y y b

&
X
o
o

donde el punto significa derivada con raospecto a x.

El primer término del funcional es,

' ) -y
A [ o) 20,7
. k// G+ G Jax ay

a

‘0 en forma explicita después de la integracidn con respec-—

to a vy.



| : 2 -
] ¢ ¢ e - T
< 0 ?5}3 B o g' b AB & .[L] dx

Haciendo ahora K = mh,b, siendo m una cons

tante adimensional, la integral se escribe:

2 a ' N2
jmh 1" _(° e s 0o 0o 208
[ (15A% + 3B% 4+ 10AB & —=5=) dx
[ . 2
1z b
S
_ BEl término adicional debido a la conveccidn
al lado de las paredes y = b serd igual a:
a 5
© 2
h, (A +B - 6.,) - dx
L 1 1 ,
0

Ahora se introduce un canbio de variables

'

0.
o)
=
C

ngitudinal adimensional, tal que:

: "
s
: b

. co . d
5i la notacidn prima denota la derivada s

.hay gue minimizar el funcional

“a/b

<

ransformando la coordenada longitudinal X en una coordena:



Haciendo la primera variacioén igual a gero,

a =

oolonemos

;a/b

S U (Goardar 4 GB'JB' +!'?LOA'0/)B' v 10n0d A
o
. O ) ' .
+ 4050{’}3) dip
/
; a’/b
- (A + B ~0) Wn o+ dB) df@ -0
R 0 . . . :

: h
. Integrando por partes los términos en ifh'
d.\' N - PR " Ll _ K4 s T s

y VB! obtenemos primero un término en el limite, que debe

ser nulo E : : ,

1

(sont ' + 631 dn ¢ 10atdE 4 ionlcf‘m\a/b = 0

{ ' - 0
lo que se cumple automdticamente, porque las variaciones
~de A y B deben anularse sobre las fronteras donde tencmos
condiciones limites naturales, es decir con valor de A Y

B conocidas a priori, quec son:i

In o) = @ = db ) = dB @) -0

Asi) la intcgral se transforma en:

a/b : : _ |
( T (~30a1 A - 6.8"0("13 - 10and B - 208 A +

o - .
' a/b ' : ‘
4085){,'8) d? + 2 (A + B - 01)(([}\ -i-{(B) df = 0

o /



Los coeficlentes deC{h y C{h deben anulacs-
se separadamente pues sus variaciones son independientes,

es decir, obtenemos las dos ecuaciones:

\

- ==~ (30A" 4+ 10B") + 2 (A + B - 01) = 0

o

(40B - GB" — 10A") 4+ 2 (A + B -~ 91) =

H§3

Estas dos ecuaciones diferencilales ordina-
rias constituyen un sistema de cuarto orden para el cual
se dispc:. : también de cuatro constantes de integracidn.

~ Esas ecuaciones no son' homogéneas, buscamos
entonces una solucidn particular y una solucidn general.
La solucién particular se haya muy fécilmente y puede ser:
! N ; BN

A

il
>]
o8]
1
o

1
. re

Para calcular la solucidn general, hay qgue

resolver el sistema

=~ m (3A" + B") + 3 (A + B) = 0

it

- m (6B" 4 10A" - 40B) + 30 (A + B) 0

Conmbinando las dos eccuaciones se obtlene:

SA"™ + B" 4+ 10B = O

30 (A — mA") + 10 (3B —.mB") = O



N
Y
.

—~»~1 sistema tienc una solucidn de tipo
) "':
_pt p{
e P e
v .28 eéuaciones caracterlgt;cao deben verificar
. E . .
Sp2 ' 10 + p© :
. A = 0
\30 (1 - mpz)' 10 (3 -~ mp2)
o - mp4 o+ p2 (6 + 15m) ~ 15 =0
cntonces :
]
5 i
5 6 + 15m % (6 + 25m)° ~ GOm
p =
2m:

Lvidentemente el discriminante es mayor que cero
. . .

d = 36 + 30m & 225m2 >0

y las dos ralces son positivas porque,

V27ﬁ<1(6 + 15m)

Sipy Y Py son las rafces de esta eccuacibn,
la solucién se escribe: :

1

. . | p‘
A = 91.;._ d‘iep’lf*o(mi p'lf 4; 042 ePZf “‘0(..2 e sz



. Las constantes of,, ¢/ _4» - Se calculan
introduciendo las cuatro condiciones limite ... y las con-

diciones de compatibilidad.

;o2 2 /
:5}3,10(\ + (10 + Pq )[5 = 0 para W= A 4 0{_1
P ('“\1’ 5.1
Yo ‘
2, 2
5pz\~/\'+(_1(-) + Py )F = 0 para o/ = o 51 o _o



‘II. EL METODO DE RAYLEIGH -~ RITZ.

Las ecuaciones de campo de un problema, se

pueden clasificar de la manera siguilente:

1. Ecuaclones constitutivas, que describen la

naturaleza del medio, (o su comportamiento):

‘ q; = - kij ey f (2.1)
/ )
2. Las ecuaciones de compétibilidad,
! b o ) | (2.2)
e' B : . - ~ » (.
J J o

.

que son las condiclones de Lntegrabllidad del canpo Cja

3. Las ecuaciones de balance,

q + Q = 0 ‘ (2.3)

En el principio de variacidn de la temper

tura, las dos primeras ecuaclones (2.1) y (2.2) se¢ satis-

r

facen idénticamente por construccidn del principio mismo.

3

o
-~

O ignlfica que en la solucidn aproximada, todo el pe-

©

o de la aproximacibn recac sobre la ecuacidn de balance.

Para demos stracio se elige €l procedimiento de Ra ylexgh -



N

';/Q

Ritz. En este proceso se aproxima el campo de temperatu-
ra por in desarrollo del tipo

n
T = ' < .
0 (xi)_ = @o (xi) " Sia‘o(P Op (xi) (2.4)

ecn que C{P‘son pardmetros desconocidos Yy 6, (xi) v Qp(xi)
son funcilones arbitrarias elegldas de tal mancra que sa~
tisfagan las condiclones de contorno en la frontera 2§3R,

esto es,

6 (xi)'='6 en 53IQ para todoo(p, 19 que se deduce en,

| b = o e b .
o, (xi) 0 en 5 R ;
I (2.5)
Qp-(xi) = 0. en 233 R
Las componeqtes del flujo son: ;
n % ' ’ ‘
s = =k.. D, 6 = =k.. {D, 8] b EE D. O (2.6)
1 lJ. J 1] J 0. p=1 P J P | »

El principio variacional, una vez hecha la .
integracién se convierte a la forma: .

F(0) = 21\u>dn1%p Ry A Ky

que debe ser minimo con respecto a la eleccidn de los o(p

Los coeficientes valen:
| ' :
Kmp = }f uij Dy Om Dthp dy + h Om Qp ds
: R o T 1R :

/
l



ma"j.’ ees N
P =1, «eon

’m = / Kij Dj OO Di Qm dv «+ ' Om dav
/' R R
. .
o h (GO - Oe) Gm(JJ 4 A Gm ds
biR o bZF

KO = F‘(GO)

Las combinaciones lineales tienen los valo

res correctos en la frontera o f?.

Para las funciones Gp,(xi) se puede decir
que generalmente para su simplicidad se eligen polinomics
de grado muy bajo en Xy O los primeros miembros de una sg
rie completa de funciones aproximadas.

Notandc que ij es simétrico, la minimiza-

§ .

v

cibn de funciones, con respecto a Q(p da:

] = “ .‘: v o e °
Kmp Ap * K 0 m 1, 2 n (2.11)

Gue es un sistema de n ecuaciones y n incbgnitas.

La matriz Km3 es definida positiva y el
sistema tiene una solucibn Gnica. Ahora se puede hacer
la interpretacibn de los resultados reemplazando en el

sistema los coeficientes por su wvalor,
! 8 Lo



Do
D

. .l', .
. & g _
+/ - ho, ‘(Oo+fo\p®p9e)‘d5+ /qeOm ds =0
V4R | _ . A

s n .
.(“ 0 b - O . : . . \
>ca - Yo *EL O{‘p@p la mejor aproximacibdbn para el

campo de temperatura, y los flujos correspondientes,

v N

qF = kg Dy (0 = p Op) S (2.13)

l}

Por consecuencla, podemos escribir las
ccuaciones en la forma

..I .qi" Di Qm av -i-f Q Om ay, +/ h (6" - Ge) Om »dS
R ~5,~R.'_ o blR . | .
e . g = .
b [’ ge Qm das 0 (2.24)
' b2R . m = 1, 2 eee N .

o después de una integracidn por partes del primer térmi-
no y recordiandose que Om se anula en 2)3R.



30

R

Am ,} : g m' . v
(P; ay *’,vg;) O AV / [h (67= 040 = ny ay ]an dls
S, : R .

. I‘ xe *
- (qe ‘,hi gi ) Om ds = 0
o oR

. m.= 1, 2, ees N (2}15)

Para satisfacer idéndicamente este resulta
do, cada integrante deberfa ser nula, obteniendo asi, la
ecuacidén de balance y las condiciones de contorno. Pero
per la naturaleza de la aproximacldén estas ecuaciones no
se satisfacen localmente, sino que son iguales a clertos

residuos: : : 4 o

!

Dy a3 + @ =1

ag = 1, o (2.16)

El promedio ponderado de’los residuos, se
-anula por el principlo variacional, Yy las funciones de
ponderacién son las funciones (peso) del proceso de

Rayleigh-~Ritz.

1 Om dav 11 Om ds «+ : 12 Gm ds = 0

R 4R /3 5R (2.17)

mmi, 2, see N

El método de los residuos ponderados, debi
Co &l matemftico ruso GALERKIN, coincide acui, para algu-
nas elecciones bien definidas de las funciones de pondera

cidn, con el pro..cescss :



,
cesoda Rayleigh-Ritz, para algunas elecclones bicn defi-
nidas de las funciones de ponderacidén. Sin embargo, cl
método de Galerkin es mds gencral y en particular es de
aplicacidén también para problemas, que no.tlenen princt -

pios variacionales.



IIX. TRANSFORMACION DE FRIEDRIECHS

/ -Se ha demostrado que en el'principio'varig
cional de temperaturas, el peso de las aproximaciones cae
sobre la ecuacibn de balance y las condiciones de contor-
no, en tanto que las ecuaciones constitutivas y de compa-

tibilidad,

a5 = ~kyy ¢y :
f '
e, = D, @
357

T "

se satisfacen slempre.
{ A -

Cabe la consulta si no existe otro princi-
pio variacional, donde también”se sacrifiguen estas Glti-
mas ecuaclones. La respuesta a este problema es debida a
K. O.. Friedriechs, quien dio un procedimiento sistemiti
co para construir un principio variacional mds general.

. Supongamos QUe se desea introducir las pen
dientes generalizadas de temperatura e . El primer térmi

no del principio variacional se escribe como,

; o 5 kij e; € aVv ‘ o (3{1)

L

La condicién /de compatibilidad, no se supp



caenbas general ivados de tempnrntura'ei
71 el caupo vectorial de log multiplicadores de Lagrange

.«isfecha a priorl, sino que se introduce como una

.1 restrlceidn,
G‘i bl Dl 0 *= 0 ecn V ] | (3.2)
6-0=0 eﬁb3R

s

11 manera, que estas condiciones resultan como una
. ecuencia del principio mismo. -
Esto se logra mediante un término adicio-~.

., ¢l potencial de dislocacibn, .

A”/ %y (e =D, 0)av +/ Ji-B) a5 (3.3)
R _ N L a ‘ - ,

3 A. es un campo vectorial de multiplicadores de La-
!

Cnge; y,/M un pardmetro.

El principio depende ahora de tres campos

W
¢l campo de temperatura 0; el campo de los gra
(campo vectorial)

Do o Yy o, o N oY . ok
—r(o, .»..i, )ii) -"" Lzl\ij Ci Cj w Xi (Gi-~ Di O) o« QG]\)V
o 5 D (G-Ge) ds 4 © q, ds

AR IR D?R

of  pe-tras G
f 2>3R. ' e B



Podemos verificar, que este principio da
tadds las ccuaciones de campo de problema, como derivadag

variacionales.

‘

dei~*9 Ko o+ %i = 0 en R

. ecuaciones constitutlvas

J}i — e; = D e en R
= 0 en ?)3R

ecuaciones de conmpatibilidad

) _ _ _
.(:{9 - D"i Ai o Q»r: 0 en R
. P
1 Can ) '
ng Ay =3 h (0 -0,  end R

ny Ap = 9 enbzR
. ng )\‘LJ/J en BBR

Si A:i se interpretara como 93 cumple con

las condiciones de balance dentro de R y en la frontera.

Para averiguar primero la dependencia de f
con recuspecto a ey, se suponen fijos O y,{i. Es claro que
S0, e, Ai) tiene un minimo, con respecto ala eleccidn
de e, porque la parte cuadritica:

I ‘ 1 k

5 (4 €, e, dv

2 R ij 71 7)

se define positiva por naturaleza fisica.



(kyy e 'fei '*)li J‘ei) av = 0 (3.5)°

3

+ vale cero, por todas las variaciones pernitidas.

51k

1] ej'+ Ai = 0 i= 102, 3 (3.6)

es decir, el principlo exige que los multiplicadores de
Lagrange.sean las componentes del flujo de calor relacio-
riado con los gradientes de temperaﬁuras gencralizadas a
través de las ecuaciones constitutivas, lo que constituye
la identificacibdn de los multiplicadores de Lagrange.

. !
Los vectores ej se pueden expresar ahora
en términos de los.ki, pues por ser la matriz kij defini-
~da positiva, no singular, mediante inversidén de matrices,

- .

se obtiene

. | ¢j==ﬂjm1An1,‘ ‘ - (3.7)

El tensor Jljm‘ es el reciproco de ey 5

Se tiene:

Ai ) Nkij ¢y = ki3 len A:n (3.8)
de donde: | E.' | :
iy Mg = dpih n o .,(3¢9)

Idénticamente;

fl_jm kmi ld/ in | : ,(3'10)



El tensor de resistividad r cs definido

. jm
Clrivo. sustituyendo log ey en el_princlpi

: 1 v 1
B S W STy S
e iyy CL Cy 2 %45 F9m A G1 % T 3dimAnm G4

- “%‘ /\'"1 i (3.11)
/ |
s ei‘“"%kij ®i % =%/]li e —~% rij_}i)j - (3.12)

[

2Y funcional se reduce ahora as

f(o) /[ lJ)lj ibig.+Q0]dV+

- %- w-h (6-0, ) ds +// 6 q, ds «
Ly ‘
¥ "/Uowo(_‘) ds . : (3.13)
% R o . ‘

Una veuz més, es claro que para un campo da-
do de temperatura 6, el funcional tiene un méximo con res-—
pecto a la eleccidn de las variables X4 x/q porque su par-

te cuadrética en estas variables se define negativa.

Igualando a cero la primera varlacibn con respecto a‘Ai:

'/ ‘(rj,j)i*Di e) J/\i av. = 0 | ‘(3.1/'1)
‘ R Lo o | |

i
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.« ¢a la derivada variacional

;

ry )j # Dy 0 = 0 1=1,2,3 (3.15)

\

i

soasolviendo para ‘Xi se obtiecne:

Jy = - kiy Dy 0 is1, 2, 3 (3.16)

Comparandola con la (ltima ecuacibdn variacio

nal, vemos que el principio exige gue la ecuacidn de compa
ribilidad se verifique. En la parte 0 R, se pide también
ia verificacibdn de la condicibdbn Q = 0. Al fin, sustituyen
do esos valores de ‘>i el funcional vuelve a su forma ori-
ginal £ (0), donde desaparcce la integral en 2)3R y tiene
un minimo para cada eleccidn de campo de temperatura que
salen para las ecuaciones de balance.

| En conclusibn, vemos_que el principio varig;
cional con tres campos, contiene todas las ecuaciones de

campo. variacionales y que el procedimiento operacional es:

-

- " min | méx (nin) ‘o a

, Tebricamente, el principio variacional con.
tres campos distintos, permite aproximaciones simulténeas
sobre el campo de temperatura, sobre las gradientes de tem
peratufa generalizadas y sobre el flujc de calor. Estas
aproximaciones transgreden todas las ecuaciones de campo,
O mejor dicho, reemplazan. su verificacibn exacta por prome

Gios ponderados.



| En la practica, es muy diffci1 de utilizar
ezta libortad demaslado grande en buena forma, porgue la
compatibilidad de estas varias aproximaclones es diffcil

de extablecer. A . |

Sin embargo, cste principlo variacional con
o5 campos, es una fuente de nuevos principlos variaciona

les de naturaleza mas sencilla y mbs Gtil.



Iv. EL PRINCIPIOQ VARIACIONAL CANONICO

4.1 Desarroilo del principio.
T .

BE)l principio se obtiene después de identiii-
car los multiplicadores de Lagrange, y de utlllizar esan 1
lactones para recaplaxnar las gradientes generalisadas do
temperatura, a £in-de dar al funcional £ (0, ei,')i) su mf
nimo con los campos fijos © Y?Ai' Si ahora se utiliza la

notacidn q; en vez de los multiplicadores de Lagrange /xi;
: i ]

se obtlene el funcional: { ) ;
. A g, q. +qs D, 6-Q0 | dV
2 Si3 L o7y i i ' _
IN i . _ by .
] h (0-0)°
- 5 h (6~06,) ds «+ [» 0 q, ds

min | (né&x) ’ : )
4 o
o q, o (40 1)

que es andlogo del principio’'de Hellinger-~Reissner en Lao-
e ‘ : '

Lot b A
“ Y

le elisticidad.

m
.

\

Permite aproximaciones simulténeas sobre «l
campo de temperaturas 0 y el campo de flujo de calor Qg

Sus ecuacioncs variacionalcs son:



40.

a). Con respecto a las varizciones ({;i:

L‘ij qi o Di @ = 0 -("101-2)

equivalente a:

R - . ele3

q; = . 1{13 DJ (4.1.3)
/
b). Con respecto a las variaciones ({b:

' Di \‘qi 4“ Q =3 O ) en R . ' (40104)

- o - = . g 1.5
n, ¢; +h (& Q,) 0 en O4R (4.2.5)

- Ny qi gy =0 eni;>2R | (4.7.6)

d; = 0 =N \b3R ‘ (4.1.7)

La condicidén {(1.1.7), significa que en la
frontcra E)BR el campo de temperatura no puede variar debi
do a que estd fijo en esa frontera. Sobre las aproximacio

nes precedentes, se pueden hacer las observaciones siguien

IS .
ces.

1). Si en el principio canénico hacemos hlpOLOoiS sobre

© (Am)Asolamente y no sobre &l -campo ST la ecuacidn vwxia
chonal (4.72.3) ac cunplird hatomaLjrnmowta, y ¢l principlo
serd abgo]uvlmhn e equivalente al de varlacidn de tempera-

tura.

3 . D

2). Si hacemos hipdtesis sobre el campo q3 solamente y no

sobre el campo de temperaturs, las ecuaciores de balance



deberdn satisfacerse automdtlcamente, pero las ccuaciones
de compatibilidad serdn violadas. Se tendrd entonces gl

problema de integrar al campo de temperatura.

S1 el campo de temperatura no se puede intc-
grar exactamente, serd también dificil de saber como apli-
car la condicidn limite en E>3R y entonces el principio de

c

be ser modificado para incorporar esa condicibén como condi

’

cidébn natural.

Sumamos entonces un nuevo potencial de dislo

A-[ _ /,1 (6 -~ 8) ds . (4.1.8)
. 2)3R . C

. ’ I ,
dond@/# es un multiplicador de Lagrange, y © la distribu-

cacidn:

cibn de temperatura prescrita en la parte O 3R de la fron-

tera.
“

La variacidbn drO en R ahora llega libre vy
da cono condicidn lLMlLe natural:
_ . - : o
-n; q +/%l = 0 en "o 4R (4.1.9)

identificado el multiplicador de Lagrangﬁ/m

.La substitucidn de este resultado en el fun~

cional da el principio mds completo:

A | 2
b . ) — S
- ["Z-rij q;q5 + qiD 0 -~ QQ]dVL h (6 (—?2). ds
R . _ b R
+]  0q ds + ng iy (0-0) as "3" [(”;;“] (4.1.10)



4.2 Tratamiento de un ejemplo para el principio candnlao.

G

'
'
1

Seguimos el principio candnico sin hacer ‘nin

una hipdtesis sobre el campo de temperatura 0 (x J e
Iy i b /

Por
del

las

que

%’(x, y) tal que

consiguiente, las ecuaciones que describen el balance
. N \ s . -
flujo de' calor deben satisfacerse y la estructura de

aproximaciones debe ser tal que eso

(A

sea posible.

ecuaciones de balance interno en el domi

0 o en este caso:

D, > ay
D x oy

son satisfechas por una funcidn de corriente de calor

4o

}

! f Py
a, = ok g = - ,2-{5- (4:2.1)



Pro simetrfa q’(x, y) es impar con resp: o

ays; Y un desarrollo de Taylor serfat

3 .
ll)/::: y A ()() e a—y--’-—- s.}w-o - (4.2-2)
3

Tomamos aqui, sblo el primer términc y empe-~

)

zamoq a evaluar la aproximacibn correspondiente. Se tilene:

if

! N
o
q, = T = A (x)
x Dy | |
' . ’ : (4-203.)
a, == oy o

s O x

pira satisfacer exactamente el balance interno de calor.

{ Sin embargo, haciendosésto, perderfamos la
informacidn sobre el campo de temperatura (veremos después
la desaparicidn del campo de temperatura en el principio
de variacidn del flujo de calor). Preferiremos conservar
la Mestructura en.y" del flujo de calor aproximando en la
Formas ' ‘ ‘ '

q. A (X) . . . . E
* . | (4.2.4)

-y B (%)

Q
it

que hace posible el. balance interno de calor.

Ahora podemos calcular los varios términos
delprincipio canbdnico, introduciendo, para la simplicidad
. ," .

.



s .

de la escritura, las definiclones sigulentes que se preser

terfan en forma natural:

se define una temperatura medla en la seccibdn transversal,

b
o (%) = 0 (x, y) dy - (4.2.5)
: b} .

[l

/ .
fine también, una temperatura superfidal,

se de

P x) =0 (%, B) =0 (x, -b) : (4.2.6)

Se verifica fécilmente, que los distintos
t&rnninos del funcional (4.1.10), se escriben ahora en la

forma sigulentc:

' 1 o 2 2
- Jf §-lij:qi qj dVv = - oin jl{ (qx + qy ) dxdy =
R : . A

a . .
- -k { (A% + % b° B%) ax | (4.2.7)

|
\M’G
=i}
e
'_J
r
}
Q
0
|
1
N—
(Y .
\‘.‘Q .
. -~
o
Xy
.‘
O
v
v
N1
x
=

a ‘ +b =
= - J A éL . 8 dy) dx «+

i dx
o ~b
z 5o \
“(‘/ L 93 )/ (4.2.2
<+ o Y =o=o o, GX (2% ¢ Ced el
) oY M
0 )



Con las definiciones (4e2,5) Y (4.2,6);::sa

exproesién ae transforma en
r

. a '
0 H
— ] q; b, 0 AV = ~ 2b»f Al dx +
R 0

- ) |
" B [2b({ -2b ] d  (4.2.9)
IREVE .

‘Siguiendo en la evaluacidn de los términos

de funcional (4.7.10) se obtiene

5

Nofs

J ne-0, as. f, h (P = 6,) dx o (4.2.10)
.blR . . o . .

. N | |
/ .y oqy (6~ 'O..)_.ds . j q, © dy] 4
R e b dg=0 .

il
1

3 ¢

b ‘
[ a, (0 = 6,) dy
-bh . .

o =
X=a
e A(O) 2b 0((0) +
'-. s . o .
+ Aa) 2b (c((q)-ez) (4.2.11)



Sumando (4.2.6), (4.2.9), (4.2.10) y (4.2,11), y dividien-

do por 2b, sc obtlene

...é_}i.j (A + 3 b B)'dx-—j Ao{dx-z-f (B/5 =B ¢ ) dx
o : : o ‘

o

a
4 2 . .
wgp | NP0 ax - Ae) (o) + A (d(ar-0,)

min ,[ max l 4.2.92)
d"P A,B . ( «© v JG

Ahora se hacen las variaciones con respecto
a las distintas magnitudes y para cada variacidn indepen -
¢iente, se obtiene una ecuacidn de variacidn.

1
-

La variaciénﬁ(rA(x) se escribe:

. o & . ‘u a - |
,[ /_\(fAdx-".S‘o{ Jd Adx =0

Py

(0] (0]

y da la ecuacibn:

, , e A
o = -p A - (4.2.13)
Las variacionecs C{A(o) Yy S Ala) dan:

d (o) = 0 y  d(a) =0, O (4.2.10)
. o . '
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lo que significa que las temperaturas medlas son iqualns a

las tempeoraturas presceritas en x = 0y x = a.

La variacidn C(B(x) se escribe::

5 ra a
1 b I ox ' , .
o ’ G -
/
y da la condicidn
. A o
pP-d =3B (4.2.16)

Las variaciones ch(o) y éﬂB(a) no estén
presentes, de tal modo gue las condiciones (4.2.13, 14 vy
16), constituyen las relaciones de coﬁpatibilidad, o mejor
dicho, las condiciones que deben cumplir las temperaturas
medias definidas en (4.2.5 y 6). .

’ C
Ahora quedan las varlaclones con respecto a
c}{yrb . I
La condicién derivada de la varlacibén de ¢ se escribe.
a : a o
. ¢ .
- _AJC}\ dx - de\ dx -~ A{o) ({]c/\(o) *,

o o) | .

' |
\

+ Ala) J‘oy(a) = -0 (4.2.17)

para cualquicr ¢f. Integrado el primer término por partes,
los términos limites se eliminan con los dos Gltimos té&rmi
nos de la ecuacidén (4.2.17)/y la condicibn se escribe:
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(4.2.18)

(A - 1) J‘d\ dx

it
o

Esta expresién, valida para cualquier ¢ nos
¢a la condicidbdn . . .

Esta, es la ecuacibn de balance interno del
flujo de calor. Ella expresa que el flujo de calor estd -
en eqguilibrio y se identifica al flujo de calor hallado .
desde una funcidn de corriente de calor definido en (4.2.3)

La variaclibén de F se escribe
|

CRdp egpeendn ] e o
o e ; . | |
( o

y da la condicibn

. : (XY . -

h .

que expresa que la condicibn de conexidbn sobre la frontera
2)1R se cumple exactamente. Las condiciones (4.2.19) vy
(4.2.21) confirman lo antedicho en el pirrafo (4.1.), es
decir; gue cuando no se hacen hipbtesis sobre el campo de
temperatura, las condiciones de balance de calor se verifi

can idénticamente.

Con las condiciones anteriores, se pucde ha-

llar la solucidn completa del problema. Por (4.2.21).
: R y . ' .



"1: E) .

P = 0 Lad -L_i" B . (4«2‘222)

y reemplazando este valor de P en (4.2.16), se obtlene
' )

_ 2
d=0-(F+3r)B=0;-

=io

(1 ' 41—3 B (4.2.23)

/
con la definicidn del pardmetro adimensional:

K |
R , : 4
m Bh : ‘ (4.2,21)

reegnplazando el valor de k obtenido en (4.2.23), en la ex-

presibn (4.2.13), se obtiene

Aeexd =2 law A Yo an? (ned)e (4.2.25)

De la condicibn (4.2.19) se halla:

co (X}

(4 .
B = A ' (4.2.26)

y reemplazando en (4.2.25) se obtiene la ecuacidn diferen-

clal lineal ordinaria para la funcidn A

A e b (m +.%)Jf S | (4.2.27)

la solucidn de esta ecuacibn serd de tipo

bx - _RX
A = me? 4 ne P , . (4.2.28)



con =

1

Vﬂn o+ 1/3‘

ror (4.2.19), se obtiene la funcibn B

X o PX ’
p M Db p._N b ' ~
b (c] hand ]3"" @ (‘1-20\)0)

oz}
>
I

i

i

por (4.2.23), se obtliene d ¢

3 . . RX - hx b
d =0 2 [ U b _pN, b (4.2.3%)
hmp"™ |

v por (4.2.22), se obtiene Pc

' PX, - RX
!\ = Q — 12....1:.]. @ b o P..-.N« e b

1 @ A (4.2.32)

e

Las condiciones limites (4.2.14) permiten

calcular los valores de las dos constantes M y Nj;

0, = 0, - ==

- pa - ban
2 71 hiap L

MeP? -n. P (4.2.33)

N
~
)
.
AN
o
[N
S
~
K
o)
L]
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1KY
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~.
n
h
Q
ry
e
e
0
jal
4]
2
1)
0
(o]
|
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0
o
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.



(92
A
.

hmp

. T DR ihnn G A (Sl sl - RM . X w—‘ -
A gen h (.Elg_' | L (9.1 0?) CO»P h O.l (’O\ h P ]
0 b

(4.2.34)
2
b m p
B = L(91~92) uenhpm - O:l sen h P 2’_,.9_]
o v '.pa) .
| | [ senr1p5%5 qenh%; : :
o= 6,11 ¢ : ™ - (6,-6,) === (4 «36)
' 1 i sen h }%5 c 2 senhllw '
y—a T i DX
- 5 sen}1p~j;~ ! 5 SOn)\“;ﬂ
D = 0 [1 + mp ' = (04-0,) mp”
{ S 1L | sei h %§' 1 72 sen h 24
. : . . b
: : (4.2.37)

Sobre esta solucibdbn se pueden hacer las ob-
LAY

servaciones siguientes:

- primero, con respecto al campo de temperaturas, podemos
suponer que deseamos cohseguir informacibdn sobre el campo

de temperaturas de manera totalmente independiente.

Bmpezamnos con:
. B ° ‘ )
. = p ) !::l"" g A "k ® --3 A
q Alx) qy i y A(x) (4.2.38)

Esta defin1c16n cumple con las ccuaciones
del eou111brio.



£n general sabemos que:

(4.2.4C)

D, 6 = = r .
1) 9
In este caso entonces tenemos:
/
| 00 1
Fx ° k% A% .
> (4.2.417)
(4]
08 . E-y A(x)

DYk

ecuaciones due no son compdtlblcs, esAdecir, que no respe-

00 &
tan las’ condiciones de 1nchLdbilvoad del campo =% 429
S

Foot .JM31gULente, no podemos consLLuxr el campo local de-

tenperaturas.
]

o
Sin embargo, mirando la estructura en y de
la solucidn, podemos formar loy siguientes promedios de

zsas ecuaclioness

b , ' h
do Ca g ‘
s dy = o= CA(x) ady _ (4.2.42)
-b

La integracidn de A(x), se hace con la fun-

. P, . :
cid onderacibn 1, porque: .
n de pondere ' 1, porque: q, = Alx)

i b S b .
-b :



53.

La integracibédn se hace ahora can la funcidn

de nondaraclon y porguesd
| AGX)
= ~ YA(X
dy ! |

Esas ecuaciones son equivalentes a:

0 .
2pg = - Axap . 6

e
3
i
S———""N
i o
o
<]
[oR
L
i1

-% Alx) | (4.2.44)

£
i

Q
A 2,3
‘ "k 3 5
’ : 112 o ' .
p-& - LA (4.2.45)
. 3k

ecuaciones que ya hemos obtenido como ecuaciones variacio-
rales-en (4.2.13) y (4.2.16).

- seqgundo, podemos hacer observaciones interesantes sobre

la longitud caracterfstica.

, En la exponencial exp (i EﬁL) de la ecuacibn
(4.2.30), hay una "longitud caracteristica" b/p o0 en una

forma dimensional,-la longitud
i

P ' (4.2.46)



Aqui, tenemos la longitud caracterfstica r,

.

aefinida por la ecuacibdn ‘ ‘o

rzzz:m.f.-:]; (4-2-"}

o recerdamos que en el problema utilizando un campo de ten
- . . 2
scoratura (pérrafo 1.7.5.) obtuvimos dos valores Loy r,

3

solucio

es de la ccuacidn

4

2y e - rz'(G + 15 m) + 15 r =0 (4.2.48)

T(r

obtuvimos:

Wi

Y COmOs
' 2 2
rﬂ F r? m 1 ' 7] '
- ~ = e e e m o =z~ 4.2.49
5"t S 3 ( )

pocGemos decir gue la longitud carackerfistica en este pro-

prema cstd muy préxima de la mayor longitud caracteristice

l

del poiblena capitulo 1.7.5,



V. EL PRINCIPIO DIi VARILIACION DE FLUJO DE CALOR B

5.1 La formulacibn del principio.
, Para la formulacibn de este principio, se
/ : > (3 . K3
presenta el principio canbnico en otra forma integrando
las partes el funcional definido en (4.1.20).

. rj. " ‘ ] ) » B
- [2" lij C]i qj - Q0 ] av - ni qi 0 dS +
- - Jor |

!
. | ,

» C o4 2 |
}( D, ?i 0 av + 5 h (GmGe) ds + 0 a, QS
R 0 4R 0 oR

" 2 q; 4 (5.1.1)

Juntando los términos, se obtienc:

. - 1 >‘_ ' N .
- 5 rij a3 qj dv_+ e (5i_qi + Q:ldv + !

2 a |
_ {% h (O~0€) ~ny q; OI ds =
218 : |

"

- (qe~niqi) Q@ dS f’ - ny qy & ds . (5.1.2
rrL o CIhgR - _



AN

S1i suponcmos que el balance de flu: v

jor ne realiza a priori, es decir que se cumplen &+

ciones i
A Ca
Di q; *+ Q =0 en R B
: ' R
- Ny dy * dg = 0 en.bzR : VT
ng a3 = h (6-0,) en 0 R Ve

. \, \ 4‘,‘
la segunda integral de volumen y la Integral sobui: A

te de frontera 752R desaparecen.

La integral en 0 1R (frontera de cvi\a

cidn) oucde ser modificada Uhljlédndo la ecuacldn e W
il

vold
lance (5.1.4) para eliminar completamente el campae '\’ bt
peraturas: ‘ |
1 ' ¢ _ - n; Cij\ \7g1)
gé-h(@«oe) —niqio-_.wzn .
El funcional resultante de esas opot:V

nes contiene ahora el campo de flujo de calor:

Noétese que es ma&s usual de cambiarx /777



los signos en el funcional y obtener as{ un nueve pririci-

pio de minimo, es decir,

. 1 T n;qy
f(qi) =] 5 riy 99 av + {nicH.Oe o+ (75:~0 ds «
Vv O R
1
{ - min . :
+ J/ n; qj 0 ds a; (5.1.8)

“Utilizando este principio se debe ser muy
cuidadoso porgue el principio es valido sélo para campos
de flujo de calor que satisfacen las gcuaciones de balan-

!

ce en volumen y sobre la parte 7>2R de la frontera.

l . -
5.2 Ejemplo de aplicacidn.

. (X1

Aplicando el principio de variacién del

flujo de calor al mismo problema anteriormente visto, se

L

utilizZan las hipdtesis,

Ay = A (x)
.D (5.2.‘-“)
= -y A (%)
qy Y .
que satisfacen a priori 1aAecuacién de balance,
i : \
O qy da, |
—— e = 0 (5.2.2)

25%“,“" 2>y

Bkt i ik Rt Se st Lo T e ey 8 W 880 S Py YT o RS TV, T Y Y e .
- Ean T T T A 1 T T TRy T, = AT AT T Y g, R YT AT



no hay otra ecuacién de balance porque ne existe la fron

tera 2)2R; En este caso, el funcilonal se escribe:

\

. a ] ) a 2 a
2b 2 1.2 92 ¢ b "2
W) o 7o
m‘{f {f 8 A(o) + O2A(a)]dy max (5.2.3)
-b '

donde el segundo término entre paréntesis representa el
término de conveccidn, u ordenando:
1

|

a : :
- J.f (A% w5 b% A%) ax + 0, (Ala) = A(0)) =

o
J -
a - .
b [od
- e I AT dx - @2 Ala) . max (5.2.4)
O .
Las variacionecs de la funcidn A dan el re-
sultado:
| 1 I T S
; - {A =5 bTA) e g A = 0 - (5.2.5)
6 (m+3) A = A . (5.2.6)

resultado obtenido antes.



Las ecuziones c¢n las fronteras ({A(o) Yy gﬁ&(a) dah
a
2 .
!" I " < r : .
Ve = L= L) T 11 - @, ~2.) :,f rlz) -
+ BT K J,/ ‘ 1 "2
o
'; 01 d-PL(O) = 0 (502.7)
A 4 .;,L ' } . - - = q
o (1'+ e At(a) + h (92 91) 0 (5.2.8)
i '
- (1 4 =) A'(0) + h 6, = 0 (5.2.9)
. , 3m 1
Es la misma solucidn que antes pero ahora
no tenemos ninguna informacidn sobre las temperaturas.

[
{

-
_ Hemos visto que el capftulo (4.2) nos mues
tra como obtener informacidn sobre la temperatura, ponde-~

[ XY

rando las relaciones entre las gradientes de temperatura
y el flujo de calor con funciones de ponderacidn.



VI. LOS TEOREMAS DE CONVERGENCTA

3

6.1 Definicidn de. un producto escalar en un espacio de

| Tunciones.
!
i

A cada uno de los campos de flujo de calor
definidos en el dominio R, podemos asociar un campo de

gradientes generalizado de temperatura definido de la me-~

. = - C (e ..f.»
e, rij lj 5 en R (6 l.l)
0 = 3 n, - en O.R (6.71.2)
hoNi 9 ' 1 e
| ‘ -

La condicidén (6.1.2) significa que se da

la temperatura en la superficie de conveccibn.

Un producto escalar entre dos campos, sim-

(1) (2)

bolizados por g Y. q , se define asi:

ol (2)

. Os as
1A

e, ay dav «+

RGO I C P (1) (2) |
| S Y

(6.1.3)
Segﬁn 1a'definici6n del campo de gradien-

t2s de temperatura asociado, la expresidén (6.1.3), se pue

 de escribir en las siguientes formas equivalentes:



(@ (1) IREIN f (@) § gy,
S . S ds (6.1.4)
b1R h
| : ‘
g1 @) [ (1), (@) 4,
. J
] ) o2 g ; (6.1.5)
RS -
1 " De estas expresiones. se deduce que el pro-

ducto escalar es simétrico, es decir que

(6.1.6)

Notemos ademés que el producto escalar de-

mostrado en (1.17) (1.54), de ser definido positivo,

| - 2 -
(q, q) =J riy qg 9y dv iﬁi;ful > 0 (6.1.7)
. . . ol - . 1 . B .
R 51 | |

La expresidén (6.1.7) se anula si y sdélo si
/ :



G2.

q; = 0; es decir para el elemento nulo.
La expresién \/(q, q) = // q // se llama
la . norma del campo. BEs la distancla entre el campo y el

origen o el elemento nulo del espacio de funclones.

Otras propledades de la norma, fécilmente

verificables son:

!

nolarl =/ N gl ) (6.1.8)

- , e s (1) (2)
donde ¢/ es un escalar arbitrario, v /¢ + q /<
v a e wa'® (6.1.9)

gue s la desigualdad del triéngulo..
. l . 1
l La definicibn de la Qistancia entre dos
campos q('l> Y q(2) sigue la ampliacidn de los conceptos
va Qistos sabiendo que el cuadro de la distancia es por
, .

definiclidn:

.

'

() 2 gD, ) Ly L @ ),

S . S (6.7:10)



6.2 Definicidn de subespacios homoqéneos.

=

; . ..
G.2.71 Snbasnacios de campos honeobneos acmoatibleg.,

Un campo es compatible homogéneo si se cur

plen las tres condiciones siguilentes:

1. e; = D,6 en R (6.2.1)
/ | | ~
es decir, existencia de un campo de temperaturas diferen-
ciable. D ‘
2. 6 =0 en 4R (6.2.2)
3. 0,=0 en O.R . (6.2.3)

: I
Las dos Gltimas expresiones significan que

las condiclones limite prescritas para la temperatura de-

ben ser homogéneas. ’ !
]

[}

-

Para tal campo de temperatura elegimos el
. _ » :
-simbolo DO.

1 A L,
Si D@(T) v D@(z) son dos campos homogé-
_neos compatibles, debido a la linealidad de las ecuacio-

nes y la homogeneidad de las condiciones (6.2.2) vy

(6.2.3), la combinacibén lineal c{i bt . @2 DG(2)(dQQ

de o, v d, son dos escalares arbitrarios) que simboli-
Lo 2 ~ (1) (2)

zan ¢l canpo de temperatura <%1 &) +.o{2<9 7, es tam~

bién compatible homogéneco. C ’

Entonces, DO pertenece a un subespacio D@?
?

del espacio de funciones. .|



L "'1 -

6.2.2 Subespacio de campos homogéneos en equilibrio.

Un camp? es homogineo en equilibrio si se

N
-
=
U
1
{D
t-
[
"
O

os condiciones sigulentes:

0 enR (6.2.4)

: e [
! 2. ngq = 0 en szR (6.2.5)

La homogeneidad significa aquf, que los su-
mideros de calor presentes valen cero. Simbolizamos un

campo de este tipo por b. Pertenece al subespaclo B del
A . SR | 2
espacio de funcliones porque si b( ) Y b( ) son cuales~

quier campo homogéneo en equilibrio, la combinacibn line-
s . 1 .
al arbitraria &, b* ) . A, p{?) s también homogénea en

equilibrio.

6.2.3 Propiedades de los campos definidos.

A partir de esas definiclones se puede ha-
blar del importante teorema queé*sigue:

Teorcma: "El producto escalar de un campo compatible homo

géneo en equilibrio es cero®

(DO, b)

i

0 . . (6.2.6)
| Para comprobarla se utiliza la definicién
(6.1.3) del productd escalar:

(DQj'b) = o D, © qi'dvg+ R} 6 n, q; ds | (6.2.7)



o

donde @ es cen el campo de temperatura de DO vy a4 el Ccanpo
de £luje de galog de b, ‘

Integrando el primer término por partes se
obtiecne: '

. r,) . b—- . ‘
(Py y o) o= On; q dS & | 6 n;, q; dS 4

OR > 4R

o+ ® D, q; dR (6.2.8)

Debido a (6.2.4), (6.2.5) y (6.2.2), la ex

presidn se reduce a cero.

{ Este teorema es muy "importante porque mues

tra que los dos subespacios DG y B son octcgonales.
El Gnlco clemento comln a DO y D es el ele
mento nulo (origen). Esto demuestra que si, en el proble
-ma de conduccién de calor en el caso permanente, las con-

diciones limites son homogéneas, es decir, si:

OeA = 0 en O 1R
q4qg = 0 en D oR
5 = 0 | ooen b 3R

la solucidn que debe pertenecer a ambos subespacios DO vy



B3, es la solucidn cero:

6= 0, - q;==0

6.3 Condiciones linites no homogéncas.

6.3.1 Definicibn de esas condiciones para el campo de tom
X 3
peratura.

Introducir condiciones limites no homogé~

neas, significa introducir condiciones de tipo:

6, # 0 en O,R o (6.3,1)

6 £ 0 en th (6.3.2)

‘ -
La solucidn del problema total consistird
. e ; ‘ . o)
en introducir un campo de temperatura particular 6 (m)

que satisface las condiciones:

GO = .0 <n1'53R , (6.3.3)
1 | ' | a |
O * 7Ny kig Dy Oy = € en D,_LR (6.3.4)

un compo de temperatura compatible y general, que satisfa
ce las coundiciones lfmites impuestas, no homogéncas seré

v

del tiéo

DGO + DO /
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y corresponde a un campo de temperatura 90 + 01. =

i
’

_ Los campos de tipo DGO + DO pertenecen a
un ntltiple (manifold) lineal, es declr, subespacio tras-
ladado. ' ‘

_6.3,? Condiclones limite no homocéneas para el campo de

flujo de calor.

Se tratard de Imponer una distribucibn .no
nula, de sumidercs de calor Q en el dominio R vy qg en  ia

frontera -DZRB

‘ Por eso podemos introducir un campo parti-
! .
~cular de flujo de calor qio(Xm) gue satisface: !
. = " | [
{ Di qi o+ Q - O en\l:{ . (6-3n~))
Ny 93 7 G en O,R | (6.3.6)

+yY que sinbolizamos por bon

.

El campo general de flujo de calor en cqul
librio. con sumideros de calor impuesto serd de tipo bo‘+
b, donde b es.un mlembro arbltrario de B.. Este campo per

tenece al m@ltiple lineal.

6.3.2 Solucidn de) problema total.

1

La solucidn del problema con condiciones
limite no homogéneas serd la interseccidn de los dos mGl-

tiples lineales, porgui: la;/solucibén simbolizada por 4 de-~
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" be coxr:asponder a un campo de gradientes de ' tempersturas

compatibles, es decir, debe exlstir un. campo de temperatu
ra; y ademés, el flujo de calor debe estar en cquilibrio

con los sumideros de calor.

Esta solucibdn es Gnica. Si. existiera o-

a
tra solucidn s* 1la solucibn st - s es una solucidn del

‘problema.

Con condiciones limites homogéneas heamos

visto en el plrrafo 6.2.3 que era idénticamente ' nula.

6.3.4 Teorema del hipercirculo de Prager-Svnge.

s e o A NS WA ¢ VT £ ) TR ST L T BT STyt at n ETA  1  me rY RN ) T e T R
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En la figura represeptamos dos subespacios
trasiouados, de los cuales la interseccidn es la solucidn

exacta.

Supongands que P es un miem
Oy @ouno del otro, como 108 subesgzclos £on Lo~
togonales, obtenemos la propiedad de Pitdgoras en el tridn
qulofr* tdngulio (s, p, q), es decir que los segmentos sp,

s y pg cumplen con

S, S S

ps” + gs~ = pg A ' (6.3.7)

o utilizando la definicidn (6.71.10) de distancia entre

)

dos Ccampos: _ i

(s - pe_ - DO, s - DO - DO) + (s - b ~Db , s «- b ~ bo)

= by b o~ DO = DB, b 4 b = DO_ ~ DO

e ) -

(6.3.8)

Eso se comprucha facilmente utilizando la

notacibdn

po®* = s - D6° - DO - (6.3.9)
p* = s -b_ -Db

(6.3.10)

aparece evidente que DO pertencce al subespacio Dé)y b
al subespacio B de tal manera que se cumple la propiedad
(6.2.6). : - [

’
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(pe*, ¥y = 0  (6.3.1%)

el segundo micmbro de (6.3.8), se puede escribir:

» DO;S‘:’ b}% ~ DOHE) - (bi\‘i’ b?:i) " (D@m, DQm)

Bt

(b

ES

- 2 (™, D6*) = 0 (6.3.12)

y se cumple (G.3.8).

En la préctica, puntos como p y ¢ se obtie
nen a partir de aproximaciones, primero, utilizando el
prinz.; io de variaciones de temperaturas, segundo, el prin
cipio de variacidn de flujo de calor.

_ ’ | |

Se puede entonces afirmar que la solucidn

!

exacta no conocida estd en el hipercirculo que tiene pgq
como diémetro. : ' “

. . En otras palabras, con la distancia entre

la solucibn exacta y el promedio aritmético de las solu-

ciones aproximadas p Y e

Bl promedio aritmético cs en el sentido de

las distancilas mininales la mejor aproximacibén conocida.

Esa propledad se obtiene matemdticamente

o - DO DQO + b 4+ bQ . - DO « DO 4+ b + bo
. . ’ = -

2 ’ _ 2

!
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=2 (b e b - DO - DO, b b = DO |
- 4 (bo 0 b . DOO DO’ bo F b DGO - DO) (603013)

‘Se comprobard facllmente desarrollando el

(6.3.10)
/
gl M 1 . % A P 1 . % 1 b b R Vi
- e . — ——— e sro Py e oo : 2. ~
(2 Db F_2 b ,v2 D@» § 2 b ) 4 (DG i b 3 DO i b )

(6.2.14)

y segGn (6.3.71), obtenecmos la igualdad

Sl
P
lw}

0% 4 b, DO¥ & b)Y = & (D6% ~ ¥, DOF - BF) (6.3.15)
| N
En prictica, escribiéndolo en la forma
equivalente:
DO+ D@ + b_+ b DO & DO 4 b+ Db

- O
(S b 2 "y S ) =

-~

M 4 1 bid RN
-% (DOY,‘DG ) +_2-(b , b) (6.2.138

Se puede ver que la minimizacibén de la dis
. ) o 3 - 3 3 SN

tancia entre la solucidn exacta y la aproximaclon de pro-

medio aritmético depende de las minimizaclones indepen-

dientes de (DO, Do) y (b¥, b¥).

. Entonces para economizar (ahoral trabajo
numérico, las dos aproximaciones deberfan scr de la misma

calidad. - : ' /



