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RE SUME

L'équation différentielle non linéaire du troisiéme ordre de Blasius
est ramenée, par application de la théorie des groupes continus de Lie, 3
une équation non linéaire du premier ordre et des quadratures.
Cette méthode, associée au transfert des conditions aux limites 3 1l'origine,
permet une intégration numérique directe du probléme de la couche limite
laminaire.

1. POSITION DU PROBLEME

Nous envisageons le probléme de 1'écoulement bidimensionnel station-
naire d'un fluide newtonien incompressible le long d'une plaque semi-infi-
nie dont la trace est le segment [0,~] de 1l'axe des x . A 1'infini
amont 1'é&coulement possé&éde la vitesse uniforme de composantes (U,0) .
Avec les variables réduites

€ = Rex = xU/v ‘ n = yU/v (M

ol v est la viscosité cinématique, avec U comme unité de vitesse et
p U2 comme unité de pression, les équations de Navier-Stokes et de con-
servation du volume s'écrivent
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Dans la recherche d'une solution asymptotique, c'est-a-dire valable
pour une valeur suffisamment élevée de §& , nous introduisons avec Prandtl
[1] les hypothé&ses selon lesquelles les grandeurs op/df et d2u/d&?
sont aussi petites que 1l'on veut devant les autres termes figurant dans

(2). Nous avons alors a résoudre le systéme de deux équations a deux in-
connues u et Vv constitué par (4) et
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avec les conditions aux limites
u=20 et v =20 pour n =0
(5)
u =1 pour n =
nous pouvons tirer v de (2')
- du, "t 3%u du
v (Bn (gﬁ? u §E) (6)

et le remplacer dans (4) afin d'obtenir une équation aux dérivées par-

tielles pour la seule fonction u . Elle se réduit 4 la forme 3 variables
séparées

0 - et @ = - (7)
dg
pour une solution asymptotique du type

u = A g(B) B = n ¢(8&) (8)

constituant une auto-similitude. On entend par 13 que le profil de la
vitesse horizontale en fonction de la distance n & la plaque ne subit
qu'un changement d'échelle, fonction de la distance & au bord d'attaque.
Pour une telle solution, 1'équation (6) fournit encore

v = ¢ [g/g+ArcBgl-. ‘ (9

I1 découle immédiatement de (7) que

_ 1
¢ T (10)

et que la fonction g est gouvernée par 1'équation différentielle
(8/8)° + Acg = 0. (11)
Avec les conditions aux limites résultant de (5), (8) et (9)

g(0) = 0 £(0) = 0 g(=) = A7, (12)
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2. AUTOMORPHISME ET NORMALISATION

La solution auto-semblable (8) contient deux paramétres arbitraires,
la constante de séparation c¢ et A . En fixant le produit Ac on '"nor-
malise'" 1'équation différentielle 3 résoudre. Nous conviendrons ici du
choix Ac = 2 . Dé&s lors, il nous reste encore un degré de liberté consti-
tué du choix indépendant soit de ¢ , ce qui permettrait de normaliser la
fonction ¢ et la variable n ; soit de X ce qui permettrait de norma-

liser la troisiéme condition aux limites pour g

Quel que soit ce choix, 1'équation différentielle (11) reste automor-
phe. Notre choix sera en fait guidé par une modification élégante des con-
ditions aux limites (12), dont le principe est di 3 Toepfer [2].

3. TRANSFERT DE LA TROISIEME CONDITION AUX LIMITES

En vue de résoudre 1'équation différentielle (11) par intégration
numérique, il est avantageux de disposer de toutes les conditions aux limi-

~

tes au départ en B = 0 . Ceci peut précisément se faire grdce a 1'exis-
tence du paramétre d'automorphisme qui subsiste, méme apré&s normalisation
de 1'équation différentielle. Supposons que nous remplacions les condi-
tions (12) par les suivantes

g(0) = 0 g(0) = 5 £0) = 0 (13)
et que 1'intégration de 1'équation diffé?entielle normalisée (Ac = 2)
(g/g)" + 28 = 0 (14)
nous livre une valeur asymptotique
gl=) = 7 - | (15)

Par comparaison avec les conditions aux limites précédentes (12), il suffit
de prendre A = 2/m pour obtenir la solution cherchée qui sera

- 2 Coo n
u o= 2ge o = —Le (16)
v = —— (g/g+28g) . (17)

V2mg
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4. L'EQUATION DIFFERENTIELLE DE BLASIUS

De (14), il vient en intégrant depuis B 0 et notant que g(0) =0

. B
g/g+ 2 g as' = 0.
0
D'oli,, introduisant la fonction
B .
£8) = 2 [ g(8') a8' ~  £(0) =0 =g
0
une forme normalisée de 1'équation de Blasius
fF+£Ff =0 . (18)
avec les conditions aux limites normalisées
£(0) = 0 £(0) =0 £(0) = 1 (19)
et la valeur asymptotique
@ =m. (20)

Cette forme équivalente du probléme de la couche limite laminaire, due 2
Blasius [3], s'introduit directement par l'usage d'une fonction de courant
Yy , telle que

9
9

e

(21)

|

u = v = -

vl
3le
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en vue de satisfaire immédiatement & la condition d'incompressibilité (4).
En terme de solution auto-semblable, il vient :

v o= JE e (22)

f v = ——— (g f - £). (23)
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5. PREMIERE REDUCTION DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE

On prend

mu = 28 = W

comme nouvelle variable indépendante

= dw 20
p ag g

comme nouvelle fonction inconnue. On a

dp _ dpdé _ 1dp
dw dg dw p dB
d’p _ 4 (1dpydg _ 1.d 1dp
dw? dg 'p dB’ d p dg 'p dB” °
Or, 1'équation (14) s'écrit aussi
28y . 4 1dpy o _ = -w.
R s 5 a8 g v
Elle se trouve maintenant remplacée par la paire
2
p%;g-+w = 0 g%=%’ (24)
De la définition de w 1l résulte que
w =20 pour B =0 , W =m pour B = (25)
et de la définition de p que
p(0) = 2g(0) = 1 (26)
pr(0) = = (@& = 250 = 0. (27)
p(0) “dB",

Ces résultats établissent les valeurs initiales et le domaine d'intégra-
tion du systéme différentiel (24). On notera de plus que l'existence d'une
valeur asymptotique de g pour B > < entraine que

g®) = 0 =~ p(m = 0. (28)
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Une fois la premidre des &quations différentielles (24) intég;ée, la
seconde n'est plus qu'une quadrature. Il vient ainsi en principe une réso-
lution inverse B = B(u) de la relation cherchée.

6. DEUXIEME REDUCTION DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE

La premiére des équations (24) possé&de elle-méme un automorphisme.
En effet, les changements de variables dépendant du paramétre vy

p = A2¥%p W= yw (29)

fournissent entre p et W 1la méme &quation différentielle

2

<%
o

+ W = 0.

p

N

=
w

(=N

Cette invariance pour le groupe continu 3 un paramétre' Y suggére d'abord
la recherche de la transformation infinitésimale étendue. Posant r = dp/dw
on trouve facilement

Sw = w 6y p = % p Sy §r = % r Sy .

On en déduit les équations des caractéristiques

dw op 8r
— = = = §
W 3D 3T Y

et les intégrales suivantes de celles-ci

-2/3 _ 1/3

wp Cy rp Cy o
On peut donc chercher une solution de la forme
L - - pEW o - w o= wp?? (30)

ce qui revient 3 faire
c, = = F(cy)

A partir de (30) les.calculs peuvent &tre conduits comme suit

"2/3.‘12.1:_131/3 iliﬂ‘

1
dw?2 3P aw o Iw
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Or,
Qe - pE/e mZpels WP ps s Eupy
D'ol

et la premiére des équations différentielles (24) se sépare en

i (31)
TR s (32)
Comme conditions aux limites, il vient
B =0 - w=0 et p=1 > w=0 (33)
B=w > w=m et P=0 + w=o (34)
%5 = 0 pour w =20 - F(0) =0 (35)
p(0) =1 (36)

L'équation différentielle en F elle-méme montre que F'(0) =0 et il

n'y a aucune difficulté a démarrer la solution par une série qui s'avére
€tre alternée

= 2 (oL e Le o 59 e 151 41, _ 16539 5
Fo= v (z-75% *35% -~ T3200% * 32200 “ 75732800 © )

La solution compléte du probléme ne deménde plus que 1'intégration numéri-
que de 1'équation (31) et des quadratures. En effet, par (32) et ses con-
ditions aux limites

w '
3F dw }

poroexp (- | 2T (37)
0»
Et par la seconde des &quations (30)
_ _ o Y 2Fduw' _ 2/3
Zg—mu-w—wexp{-fm}-wp (38)
. . 0

Enfin, pour obtenir les valeurs correspondantes de R , il vient, 3 partir
de la seconde des équations (24) et de la seconde des équations (30)
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d dg d - 2 - -1/2 2 -1
el R R AU SO R (1 +3uF)
2 -1 ® F du'
= (1 + ng) exp { fo T+ 2 oF }e (39)

=~

C'est une quadrature i effectuer avec RB(0) = 0 .

La valeur asymptotique m de w est un des sous-produits essentiels
du calcul. L'expression (38) de w ne convient pas a4 cet effet car elle
tend a la limite vers un produit du type 0 x= .

Pour éliminer cet inconvénient, on écrira

© du'
W = exp in w = exp o
1
et la formule devient
1 w
2Fd dw' 2 F dw'
muo=ow o= oexp { - [ TR e ([ S - oy
1
soit, aprés réduction, et pour w > 1 ,
v 3 du'
2g = mu = w = w(l1) exp f ST (35207 D) (40)
1
avec .
2 F
w(1l) = exp { - f E_Tf%ff }e. (41)
0
L'intégrale figurant dans (40) est maintenant convergente et
” 3 dw'
m = w(1) exPj'w'(3+2w‘F) . (42)
1

7. VERIFICATION DES HYPOTHESES DE PRANDTL

En dehors de la valeur asymptotique m , une autre valeur asymptoti-
que de la couche limite est trés importante, c'est le coefficient qui
affecte 1'épaisseur de déplacement 6* , définie comme suit

00

§* = %f (1 -u) dn
0

on trouve
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s* = XX, ol o = /ﬁ'I a - % g) dB8 . (43)
i 0

Par intégration de 1'équation différentielle (14) et tenant compte de ses
conditions aux limites, il vient

o = /@ lim (8 *+ < §/§) (44)

B>

mais cette valeur finie doit €tre obtenue par 1'intégrale (43).
La tension de viscosité au niveau de la plaque

= U2 au 2 ou
T S G)s-0 P U" (37 g=0

ne dépend, elle, que de la valeur de m :

= 2 & 5 ; = 2 _\) —3/2
T p U® - g(0) St pU fogz M . (45)
. 2 — - - '/ -
Comme 1im <& = 1 , le résultat (44) peut aussi s'écrire
B>
o /m = 1lim (/g + 2gB) (46)
B>

et montre que dans la couche limite la vitesse transversale (17) atteint
la valeur asymptotique

lin v - /OZLE . (47)

En vue de vérifier 1'ordre de grandeur des termes négligés dans les équa-
tions de Navier-Stokes, calculons d'abord les dérivées partielles

g—‘g’ = o oame) " tare + 28g + 28281 (48)
du _ 2 - ~1/2
T - m & (2mE) | (49)

dont la différence représente la vorticité de 1'é&coulement.

En vertu des conditions aux limites pour g , on trouve que sur la
plaque (B = 0)

v _ : oau .1 —i/2
_E-O et S-n— = E(ng) .
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Pour voir ce qui se passe quand B+ , on observera que

1) En vertu de (44) 1lim g/g = - et donc

B>

lim g/g = 0. (50)

B

2) Par application de la régle de 1'Hospital et en vertu de (28) et (50)

lim 8g = - lim g2/ = 0. (51)

B>

3) Par application de la régle de 1'Hospital et au vu des résultats précé-
dents

lim 282%g = - 1lim 8% = - 4 lim B g2/ = 0. (52)

B>
On trouve alors sans difficulté que

3/2 QE
an

3
<

> - a(28) > 0.

B >

Q
Y

Pour les dérivées secondes impliquées dans la seconde équation de Navier-
Stokes, il vient aussi aisément

2 - . .
%E¥ = m? 2me) % [3 g/g + 6 Bg +.12 B2g + 2 B°B] . (53)

Cette grandeur est &videmment nulle sur la plaque et sa valeur asymptotique

, ) |
lin &7 = a2t (54)
Quant a
2 ° .
%ﬁ¥ - (u %% + v %% = (me)?? r2g + 2 gg/g + 4 BgP1 L, (55)

grandeur qui sur la plaque vaut (Zmﬁfq/z et asymptotiquement oc(ZE)-a/2
on peut, pour & assez grand, l'assimiler 4 3p/dn . En effet (53) diminue
plus rapidement que (55) avec 1'augmentation de & . Le fait que la pertur-
bation de pression due au déplacement par la couche limite se fait sentir
transversalement jusqu'a 1'infini est évidemment d{i & 1'hypothé&se d'incom-
pressibilité.

On en déduit maintenant que dans la premiére équation de Navier-Stokes
(2) le terme 3p/3t , comme d'ailleurs le terme 32u/3g2 , varient comme
(2mg)~2%2 3 B constant et sont donc effectivement négligeables devant les
termes retenus dans (2') qui varient comme (2mg)~! , 3 une distance suffi-
sante du bord d'attaque.
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8. CALCULS NUMERIQUES

L'évaluation de F par intégration numérique de son équation diffé-
rentielle (31) et le calcul d'intégrales étendues jusqu'd 1'infini comme
(42), posent un probléme de précision qui requiert 1'examen du comporte-
ment asymptotique de F . Celui-ci se détermine comme suit : quand F-+w=
en méme temps que w , la valeur 3 au dénominateur de (31) devient négli-
geable et on examine 1'équation différentielle approchée

dF £ .3,
dw 2w 2F

Les deux termes du second membre ont méme ordre de grandeur apparent si F
est de 1'ordre de Vw . Posant

F = VuH
on transforme 1'équation différentielle approchée en
2HdH = 3 du
w

dont la solution exacte est
H2 = K+ 3 %n w .

Considérant maintenant K comme la nouvelle fonction inconnue, dont
on peut ainsi espérer qu'elle tende asymptotiquement vers une constante,
on change de variable dépendante dans (31) par la transformation

F=/BfK+~3£nw (56)

qui dévoile le comportement asymptotique de F . La nouvelle &quation dif-
férentielle est

&« _ 3 K+3 (1+enw) (57)
dw W 3 4+ 20 S X+3 fn 0

En vue d'évaluer une intégrale telle que (42), on peut maintenant
sans danger changer la variable indépendante en

_ 1
W= =
U

ce qui fournit pour 1'équation différentielle quand 0 < u < 1

dK _ 3 J/u (K+3-3 on u) (58)
;i 3u¥/2 + 2 /Y K-3 In ¢

ol 1'on observera que, comme prévu,
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u-=>20 E-»O.

Dés lors, l1l'intégrale dans (42) peut &tre évaluée en un nombre fini
d'intervalles comme

o . 1

J" dw - J' vu_du .
, w(B+ZwF) o 3w + 2 /X-3 inn

(59)

Reprenant l'expression (42) de w , on peut montrer que 1l'on peut
enserrer m entre des bornes inférieure et supérieure.

En effet, si on tronque la derniére intégrale de (42), on a une borne
inférieure. Pour obtenir une borne supérieure, il suffit de remplacer

© Q o
3dw 3dw
J] w(3+2F0) par fl NCEEF TN .‘Q
la derniére intégrale étant ainsi surestimée.

De cette maniére, pour w > R , on peut écrire aprés une intégration
par parties

3dw

wo<o w1y exPj _w(3+2w-F_) »exp _F‘zszp oy exp-(- j G+ ) AL

En tronquant 3 nouveau la derniére intégrale, ou en la supprimant
complétement, on obtient a fortiori une borne supérieure;

Q

donc si m(Q) = w(1) .exp.f Efggﬁ%%FﬁT
1

on a m(R) < m < m(R) * exp Eﬁf%ﬁT

On a procédé simultanément 3 1'intégration de 1'équation différen-
tielle (31) et au calcul des 1ntegra1es (41) et (42) par une méthode de
Runge-Kutta du 4éme ordre.

En conservant  comme variable indépendante, pour £ > 6000 on a
4.53508 < m® < 4.53508 .

En utilisant le changement de variable u = 1/w et en introduisant
le calcul de la fonction K pour © > 6000 on a 4.53465 < m® < 4.53465

Dans les deux cas, le pas d'intégration a été adapté a 1'allure des
courbes (c'est-da-dire ch01x d'un pas d'intégration plus petit au voisi-
nage de w = 1) . D'autre part, la meilleure valeur obtenue par A.M.O.

~

SMITH [5] est m® = 4.53465 . On peut donc conclure i une parfaire concor-
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dance des résultats obtenus ci-dessus avec ceux trouvés dans la littéra-
ture.

I1 en résulte pour le coefficient m~%/2 de la tension tangentielle

dans (45), la valeur 0.664 .

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]
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