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LES CONHEXIONS CINEMATIOQUES CO-DEFORMASLES  DES  ELEMENTS DE

COQUE  PLANS

Prenons immédiatement 1'exemple concret d'un &lément triangulaire

i champs cubiques :

1) du type super4élément pour la flexion

[0) déplaccments de flexion

= rotations de flexion

Figure 1
Les définitions des rotations de flexion aux sommets sont les
projections orthogonales sur les directions des cOtés d'un vecteur
rotation au somnet. Les conventions de sens positifs sont ceux
de\la figure 1;
2) 1'état d'extension est défini par les coordonnées généralisédes

ci-aprés :



Figure 2
—_—oo 2

En chaque sommet, les projections orthogonales du vecteur déplacement
sur les normales extérieures aux cOtés et leur diérivée le long du

coté (les pentes de membrane); le long de chaque coté deux déplace-

ments projetés sur le cOté.

Les conventions de sens positifs sont ceux de la figure 2.

Le total de 3 x 4 + 3 x 2 = 18 coordonnées généralisées, augmenté des
de&x coordonnées de fonctions bulle, correspond aux 2 x 10 = 20

coefficients des champs cubiques.,
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Prenons pour un assemblage de deux &léments, les axes locaux suivants :

Figure 3

L'axe des x suivant 1l'intersection, les axes des y, et y, perpendicu-
laires dans le plan de chaque &lément, les axes des zy et z5 perpendi-
culaires aux plans.

Les conditions de continuité des déplacements sont alors



(a) u; = ug

axvl 8&13
(®b) 5= =57
Y1 973
- i(m=uq,) _ .
(c) (v1 4 } wl) e 3 = vy + 1wy ou
v, - COS Mg sin w4
vy - sin g, - cos u13//

Elles doivent avoir lieu pour toute valeur de x de 2 3 0, et, selon
les choix des coordonnécs ginéralisées précédent, seront effectivement

assuries avec les champs cubiques par :

1'identification (a) en quatre points de 1'axe,
l1'identification (b) en trcis points
1'identification (c) aux points 2 et O, accompagnée en ces

méncs points d'une identification de dérivies
Bvl/ax cos My, - sin.up, dv3/8x

(d) = - o .
awl/ax + sin M1 oS M4 8w3/3x

Recherche d'inconnues nodales

- Il est &vident qu'en un noeud, il n'existe qu'un seul vecteur
déplacement (3 composantes dans un rep@re global) qui peut Etre projeté

\

pour chaque &lément en :

- une composante de flexion perpendiculaire d son plan,



- deux composantes covariantes d'extension dans son plan selon le

schéma de la figure 2.

Ainsi pour les conditions de transition de la figure 3, 1'adoption
de déplacements nodaux en O et en 2 permet de satisfaire automatiquement

aux conditions (a) et (c) en ces points.,

I1 est clair que les déplacements au 1/3 et 2/3 de 1'aréte
d'interface dans la direction de 1'interface sont des inconnues nodales
(d'interfaces). Leur choix permet d'achever de satisfaire aux conditions

-(a).

Le choix des rotations dec flexion autour de 1'axe d'interface, en D,
en 2 et au point milicu, pernet de satisfaire automatiquement aux condi-
tions (b). Les retations de flexion aux sommets d'un Clement, telles
que définies sur la figure 1, sontdonc en principe susceptibles d'€tre

retenues coiame inconnues nodales.

Restent 3 satisfaire, les conditions (d). A cet effet, calculons

les rotations de flexion perpendiculaires i 1'axe d'interface (figure 4),

Figure 4

Décompositions de la rotation
de flexion dans le plan de

1'élément 102,

Tous sens positifs indiqués.




On a

012
(q21 + i p2) e = - qlz + i pl ©)

ce qui fournit les valeurs cinerchfes en fonction des rotations de

flexion p, et Py telles que tentativement retenues comme inconnues

1
nodales :

p1 - p2 cos 912 .
qQn, = (1)
21 in B
sin 12

p2l- p1 cos 812 )
qlo = (2)

sin 012

Chaque élément apporte au noeud O, par exeaple, deux rotations de flexion
(p1 et p, pour 1'¢lément 102) et deux pentes d'extension (alz et g
pour 1l'él&ément 102). La figure 5 wmontre comnent la paire de pentes de

1'interface, constituée par a,, ct doit &8tre transmise i 1'éldment

21 ¢ 21
203, dont le plan fait 1l'angle Hy3 avec celui de 1'élément 102,

Vue dans la direction
de OX.
Tous les vecteurs rota-

tion sont positifs.

Figure 5



On a
(o,, + 1 q.,) clul3 =aq,, +1igq | (3)
23 23 21 21
ce qui fournit les valeurs
921 0% V13 7 3
21" sin
13
(4)
421 7 Up3 COS Mg
23 " sin
13
On peut encore y reaplacer 4,y Par (1) et 1,4 Par 1'équation (2) ot
les indices sont reculés d'un rang. Ceci fournit
. ) 1 cosu13 bt p (c05023 ) cose12 cost ) 1 , )
21 siny, 4 51u012 1 2 51n623 51n812 13 51n623 3
)
. . 1 1 o (cose,. cosn COSGIZ) COSH, 4 i
= = = —_— - = - = p
23 51nu13 slnelz 1 2 31u923 13 51nU12 smO23 3
(6)

Les.pi comme inconnues nodales

Les formules (5) et (6) semblent risoudre le probléme du choix des
inconnues nodales. En un nocud intérieur,les inconnues nodales seraient

constituées par :

- 3 composantes de diéplacement du noeud,



- les rotations de flexion p; couilunes aux interfaces aboutissant

au noeud.

Les pentes de membrane de chaque élément 1i€ au noeud peuvent &tre
calculées i l1'aide des formules (5) et (06) et ainsi tous les dipla-

cements géndiralisés locaux pourraient €tre glnlrés.

Les relations entre angles au somuct et angles diddres

Prenons 1'exemple d'un noeud triple (trois interfaces convergentes)

Figure 6

On aurait six degrés de liberté au noeud. Dans le cas

.
H13 T W21 T H32 T2 -
a (coin de cube), les formules donnent
923 7031 " 81272
O12 T T 0y Tt Py 43 T T 83 TP %31 T T %3 7

P,
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et les angles droits des Cléments au noeud sont conservis, comme on
pouvait le privoir.

Le résultat

= 0 o +

%32 31 v %13 70 Aty =0 (@)

12 21
pour un noeud triple esf'en fait ginéral; il exprime que les glisse-
ments des faces 3 hauteur du noeud sont nuls.
En effet, supposons que nous rendions chacune des faces rigides, ce qui
annule en particulier les glissements d hauteur du noeud.
Il n'en reste pas moins vrai que l'ensemble rigide posside au noeud
la totalité des degrés de liberté de rotation, puisque chaque Clément
composant, possdde la totalité des modes rigides de déplacement,
Par conséquent, une &quation teclle que ‘

a3 *agy = £y s Py ) =0
obtenue aprds substitution de (0) et de (5) avec ses indices décalés
d'un rang, doit étre vérifiée pour des valeurs arbitraires de Pys Py
et Pye Les coefficients de P1s Py et P doivent @tre nuls et les
€quations purement glomitriques qui en résultent expriment des relations
trés utiles entre les angles au sommet des faces et les angles diddres.

Ce sont respectivement :

sin 1’sinf}) " siné lsi1 =0 (coef. de Pl) )
"13 12 31 Mo
c08823 cosu13 ) cose12 . cosu21 _,
sinyy 4 31n823‘ siny 4 51n912 sini,g smO23
(coef. de pz) 3)
) cosu13 . : 905631 ) cose13 cosu21 -,

§inu13 sin023 'sinu21 sin631 sinu21 sin023

(coef. de p3) (9)
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Les neuf relations provenant de ces Cquations et de leur perautdces

cycliques peuvent €tre résumies dans :

51“U13 ) 31nu21 i} 51nu32 . (10)
slne31 31n612 31n623

cose3] ~ cos 923 cos elq

COSPl3 B sin023 sin012 (1)

avec ses decux permutées cycliques.

Réciproquement, l'existence n@ne de ces relations glométrigues entraine

la nullité des glissements au somnet selon (g).

Déginlrescence coplanaire

Supposons maintenant que nous ayons encore un systiéme de trois &léments
mais dont les interfaces convergent cette fols dans un m&ne plan.

Faisant Wiz = T dans 1l'équation (3), il vient

o 21

23

ce qui représente correctement une transmission directe des pentes de
" membrane i 1l'interface 2-0, et de mé&ae
|

A3 * dpp = O

pour la transmission de la rotation de flexion. Cette dernidre relation
montre, aprés . substitution en fonction de Pys Dy et'p3, que ces
derniéres variables ne sont plus indépendantes.:

Py sin 612 - Py (cos 023 sin 012 + sin 923 cos 012) + p, sin 923 =0
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et, comne ici 0 + 073 =27 - 631 , la relation

Py sinle23 * P, sin 031 + Py sin 019 =0 o (13)
Sa forme invariante vis-d-vis des permutations cycliques d'indices,
montre qu'elle résume les conditions de transition au sommet quand

elle est associée d (12) avec ses permutles cycliques, c'est-i-dire

+ o =0 o

o 21

+ a32 =0 a + o = O (14)

23 31
Comparé au cas non dégénéré, il y a augmentation de deux unités dans le
nombre de degrés de liberté&, qui passe de 3 1 5 (deux p; et, par

exenple, Gnqy y Ogp-ct alz).

Comme dans les applications aux ccques, on est amené pour un
maillape fin i se rapprocher du cas dégénlri, l'emploi des variables
Py conduit 3 des Equations (5) et (6) mal conditionnées. I1 faut

envisager un autre choix de degrés de liberté.

Différentes formes des Gquations (5) et (6)

Additionnant (5) et (6), le facteur 1 + cos u13 vient en é&vidence

o

. 1 + cos u13 ‘ pl ' p3
gy t O = — = { — + p, (cot 6,, - cot 0,,) - ———
21 23 sin 4 51n612 2 23 12 51n923
(15)
et comme

1 + cos u13

>
sin = cot 2 H13 >0

Y13



Quand y., > 71 , on voit que pour des valeurs de p, d'ordre 1, « + a
13 i 21 23
est une grandeur petite au voisinage du cas dégénéré. -

Par contre, la différence,

1l - cos Hqg pl p3
Onmy = Qpy = —— { — - p, (cot 6,, + cot 8_,) + ————— }
23 21 sin u, 4 sin 012 2 23 12 sin 023
(16)

a une valeur limite plus difficile 4 discuter, parce que

—--—-———-—-——-—1 _ U13 = tan l’- u
sin w4 2 713

tend vers 1'infini,. mais en méne temps le crochet peut s'écrire

1

sin 6., sin 0
12

in 0 si in 0
{ p, sin 0 p, sin (912 + 623) * py sin 0, }

23 23 2 “12

et tend, lui, vers zéro en vertu do (13).

Remarquons aussi qu'une rotation du type Py = pé =0 Py # 0 n'est pas
une rotation autour de 1l'interface 3-0, mais bien une rotation dont le
vecteur A une projection orthogonale nulle sur 1-0 et 2-D et dont 1'axe
est par conséquent perpendiculaire au plan 1-0-2. Examninons par curio-
" sité 1'effet d'une rotation véritable g, autour de 1'aréte 1-0,

I1 vient d'abord pour les rotations de flexion dans le plan 1-0-2
Py T o Py Tgycos Oy

Ensuite, s'il s'agit d'une rotation entrainant 1'élcément voisin 2-0-3

commne un solide :

p3 = ql cos 931
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Les &quations (5) et (6) fourniésent, eu &zard a (11)
Gpp = 0 4,y = sin 612 sin w5 4 (17)1

On trouve de wmGne pour une rotation q, autour de 2-0, et dq autour

de 3-0

ay; = 0 | 4,3 = 0 (17)

G = - sin 623 sin u q =0 (17)

a, .
13 3 23 3
respectivement. Les periutations cycliques de ces foriwules permettent
par ailleurs de trouver les valeurs correspondantes des autres pentes

de membrane, au cas ol l'on aurait affaire 3 un nocud triple.

Autre forme des Cguations de transition

Puisque les p; comne inconnues nodales nc semblent pas se préter d

une forme bien conditionnfe pour le calcul des autres variables au

- -

voisinage de la dégénirescence, nous les ¢liminons au profit des qij'

(&1
.

Les trois conditions de transition pour 1l'ar€te 2-0 au voisinage du

sommnet O peuvent alors s'Gerire comec suit :

prenant la partie réelle et la partie imaginaire de 1'équation (3)
dp3 COS Hy3 T Qo3 SiM Mgy m oy =0 (13))

Gy sin M3 + 453 gos;p13 =4y = 0 _ (lo)2

Prenons aussi la partie réelle de 1'équation (0)

4yp €05 015 = Py sIn 64y + qpy =0

et la partie réelle de 1'Gquation

14,
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. o . 23
430 P 1py = (Fagyytip))e

déduite de (0) par décalase des indices, soit

/ 3, + qy3 €OS 823 - by sin 823 =0
L'é?%nination de Py fournit
q21'405 0,, sin 623 *qy, sin 6,4 - Gy, Sin 8., = q,4 cos 0,4 sin 912 =0
(18)3

Le systime (13)1 . (li})2 s, (18), constitue le groupe des conditions
L3

de transition pour l'ar8te 2-0, liant les variables (a21

q32); les variables restantes (u12 » U,

, u23) et
(dy1 » g9 » 453 » ) n'y figu-
rant ¢videmment pas.,

Ce systime digénére pou? Myy =T en
0p3.% %y =0
dp3 * g1 T ©
* 4y sin 813 * 4y, sin 923 - dy; sin 612 =0 (013 = 612 + 623)

tet, s8'il s'agit d'un noeud triple et pas d'un simple assemblage tempo-
i
raire de deux &léments coplanaires, on peut encore y reaplacer

913=21T“9310

Analyse des nouvelles conditions de transition pour 'un noeud triple

Prenons les variables dans 1l'ordre suivant

\
%12 %23 %31 %1 %32 %13 412 923 31 91 932 U3

La matrice du systiume des liaisons est &tablie en prenant dans l'ordre

les trois liaisons du type (].8)1 , puis (18)2:et enfin (18)3.

&y
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Au vu de cette matrice, il est clair que en toute giénlralité :

1) (azl » O3y s a13) s'expriment toujours directement en fonction
des deux zroupes

(@yg00p30037) et (d19,4p350d3,)

2) (q21 » dp3 » q3l) s'expriment toujours directement en fonction

des deux ménes groupes.

Aprés substitution, il ne restera qu'un systime de 3 liaisons entre
ces deux derniers groupes ct le probléme se pose de savoir quelles
sont les trois meilleures inconnues nodales 3 retenir dans le cas

-~

non dégénéraé,

Le cas d&généré (coplanaire) fournit une indication d cet &gard :
ses cing degrés de liberté sont constituls de (alz,a23,u3l) qui sont
arbitraires et du groupe (q12’q23’q31) pourvu d'une seule liaison

effective :

d93 51n031 + 431 31n812 + q1251n023 =9

Si donc on est au voisinage de la dégénlrescence, le systdéwme lincaire
exprimant les variavles (qlz,ng,q3l) en fonction de (alz,a23,u3l)
aura une matrice tendant d déglnérer deux fois tandis que les coefl-
ficients des seconds wmembres tendront eux-m@ne vers ziro.

Le systlme est, explicitement :

sinf._ ,cosu

sint 127923 = 89

23975 + (cosumcosolzslnez3 - c0362351n0 21731

o sing

31 1251nu21 - a23 31n62 coselz.31uu13

3

avec ses deux perautées cycliques.

Conbinant cette Equation avec la suivante décalée d'un indice et
utilisant ‘les formules du type (9) pour remplacer les termes cosO12
cosp 4 et 605023 COS Hyq ainsi que la relation aux sinus (1J), on

obtient une forme particulidrement claire quant 3 la dégén€rescence



(q12 sin 623 + 1y Sin 031)(l—cosu32) -3 51n012(co§u13 + cosuzl)

sind sin p

a3l 12 - 0. sin 0 cos 0 sin

21 23 23 12 13

+ a sin 693 sin Hyp = @ sin 0 cos O sin u

12 31 31 23 21

car pour cettc &quation et ses permutées cycliques, lc premier membre

tend vers la m@ne relation

-2 (q12 sin 923 * sin 031 + 191 sin 012)

tandis que les seconds membres s'annulent.



