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Le Congrés de la SBPMef, qui s’est tenu en aofit
2010 & Dinant, était consacré aux mathématiques et
mots. A cette occasion, j’ai entendu ou lu différents
mots qui peuvent étre associés au terme mathéma-
tiques. Voici, par exemple, une liste non exhaustive
d’adjectifs utilisés, dans des différents contextes et
a des degrés divers (1) :

aisées, amusantes, belles, concrétes, efficaces,
enthousiasmantes, esthétiques, étranges, discrétes,
formatrices, générales, inattendues, indiscutables,
indispensables, intemporelles, jubilatoires, mysté-
rieuses, passionnantes, surprenantes, universelles,
utiles, ...

Parmi tous les mots que 1'on peut adjoindre au
terme « mathématiques », celui que je préfére est
fort simple, presque banal; il comporte seulement
quatre lettres au masculin singulier : c’est I’adjectif
« beau ».

Oui, je pense que les mathématiques sont belles.
Bien siir, la beauté est subjective, probablement in-
dicible et propre a chaque individu (?) ... méme si
certains philosophes et sémioticiens ont réussi a dé-
gager des critéres, tels les symptomes de Goodman
(%), permettant de distinguer ce qui est beau de ce

qui ne l'est pas. Le lecteur intéressé par cette pro-
blématique peut utilement consulter le livre [7] de
C. Jullien sur les rapports entre ’esthétique et les
mathématiques : il est fort intéressant et bien écrit,
mais assez ardu pour un néophyte sur le sujet (*).

On peut évidemment s’intéresser a la beauté de cer-
taines réalisations mathématiques, notamment en
regardant des courbes ou de surfaces gracieuses (°),
des images fractales étonnantes et agréables a re-
garder (%), .... Il est également possible de recher-
cher l'intervention, implicite ou explicite, de théo-
ries mathématiques dans des belles réalisations ar-
tistiques, notamment dans des photos, des pein-
tures, des sculptures, mais aussi dans des oceuvres
architecturales, ..
vétements de mode (7) : on peut en effet y rencon-
trer de la géométrie, notamment des propriétés de
perspective ainsi que des symétries ou autres trans-
formations géométriques (qui sont, par exemple, a
la base de divers pavages), ou encore des proprié-
tés des nombres (avec, par exemple, la présence de

proportions spéciales, et en particulier du nombre
d’or), .. ..

., et méme, depuis peu, dans des

(*) Au risque d’gtre traité d’apologiste », je ne mentionne que des qualificatifs & connotation positive.

(*) Une anecdote célébre va dans ce sens. Elle concerne le mathématicien hongrois Paul ERDOs (1913 - 1996) qui déclara :
« Pourquoi les nombres sont-ils beaux ? Cela revient & se demander pourquoi la neuviéme symphonie de Beethoven est belle.

Si vous ne voyez pas pourquoi, personne ne pourra vous l'expliquer. Je sais que les nombres sont beaux. S’ils ne sont pas

beaux, rien ne ’est. »

(®) Les symptomes goodmaniens pour reconnaitre ce qui est esthétique sont au nombre de cing. L’auteur a introduit les
uatre suivants dans son ouvrage [5] : la densité syntazique, la saturation syntazique relative, la densité sémantique et
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Iezemplification; dans son livre [6], il a complété cette liste par un dernier symptome, & savoir la référence multiple et

complexe.

(4) Ce livre est le fruit de recherches menées par ’auteure a I’Institut d’Histoire et de Philosophie des Sciences et Techniques

a Paris; il est issu d’un doctorat en philosophie.

(%) Voir, par exemple, le site Arbelos (http://www.arbelos.co.uk) qui propose une collection de posters baptisée The Beauty

of Mathematics Poster Collection.

(%) Voir notamment le livre [9)]

(7) Voir & ce sujet, I'article intitulé Issey Miake, mathématiquement inspiré, paru dans le Numéro 393 de Pour la Science

en juillet 2010, pp. 86 - 87 : il est consacré & un couturier japonais qui exploite des résultats mathématiques (prouvant la

conjecture de Poincaré) pour confectionner des vétements.
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Mais, ce qui m’intéresse particuliérement dans les
liens entre les mathématiques et la beauté, c’est le
fait que de nombreux développements mathéma-
tiques sont, selon moi, « beaux » : j'estime qu’il
existe de fort jolis résultats mathématiques et sur-
tout de trés beaux raisonnements mathématiques.
A Dinstar de C. JULLIEN, je pense effectivement que
« le raisonnement mathématique se nourrit d’un
fonctionnement esthétique » ([7], dos de la couver-
ture), ce qui conduit a ce que le réputé mathéma-
ticien (d’origine belge) David RUELLE appelle fort
judicieusement [’étrange beauté des mathématiques
[10] ().

Ces propos peuvent étre illustrés par un article paru
dans le numéro 12 de Losanges a propos du théo-
réme de Mamikon [1] : il s’agit d’un résultat ré-
cent qui débouche sur une théorie trés séduisante
que 'on nomme, en anglais le wvisual calculus et
qui permet de calculer ’aire de régions planes sans
faire intervenir les techniques du calcul intégral. En
plus du fait que de bien jolies figures peuvent illus-
trer les résultats, les raisonnements sont tous trés
simples, voire élémentaires au point qu’ils peuvent
étre compris par de trés jeunes éléves (méme de
I’école primaire); ils sont originaux, fort visuels,
parfois astucieux, mais peuvent toujours étre com-
pris de maniére immeédiate ; ils sont donc particu-
liérement convaincants et s’appliquent & de nom-
breuses situations variées. Toutes ces qualités justi-
fient, selon moi (?), le fait que « ces mathématiques
sont belles ».

En plus d’étre belles, les mathématiques peuvent
paraitre parfois un peu « mystérieuses » ou méme
« étranges » . ..ce qui augmente encore leur attrait.
En effet, il existe des argumentations surprenantes
et astucieuses, qui ne viennent pas de suite & l'es-
prit, comme en témoigne notamment le raisonne-
ment exploité pour démontrer le théoréme de Ma-
mikon. Par ailleurs, il est facile de démontrer des
résultats inattendus ou méme de faire apparaitre
des paradoxes; de nombreux ouvrages sont consa-
crés & ce théme : citons, par exemple, les livres de
DELAHAYE ([2], [3], [4]).

A ce sujet, je voudrais faire connaitre un travail
du mathématicien russe contemporain Félix LA-
ZEBNIK qui présente [8] quelques jolies questions de

mathématiques qui ’ont surpris. Voici une adapta-
tion (libre) de trois d’entre elles qui sont variées et
simples ; elles illustrent & mes yeux cette réflexion
que l'auteur russe cite en introduction de son tra-
vail : Perhaps the most surprising thing about ma-
thematics is that it is so surprising (E.C. TITCH-
MARSH).

1. Un probléme fluvial surprenant

En voici I’énoncé.

Sur les rives d’un cours d’un fleuve se
trouvent deux endroits A et B. Sa-
chant qu’un bateau & moteur met trois
heures pour aller de A vers B en na-
viguant dans le sens du courant, mais
exécute le trajet de retour en quatre
heures, combien de temps mettra un
morceau de bois pour flotter de A jus-
qu'a B?

Cet énoncé peut paraitre en premiére lecture in-
complet, car il y semble manquer des données : on
ne connait ni la distance AB, ni les vitesses (sup-
posées constantes) du bateau et du courant. Dans
ces conditions, il est surprenant que ’on puisse ré-
pondre de facon précise a la question posée.

Et pourtant, la résolution mathématique est aisée
et limpide.

Désignons par v la vitesse, en kilométres par heure,
du bateau, par ¢ celle du courant (toujours en ki-
lométres par heure), et par x le temps (en heures)
cherché (c’est-a-dire le temps mis par le bois pour
aller de A a B).

En considérant le trajet aller du bateau, puis son
retour et enfin le trajet du bois, on doit avoir

AB=3(v+c¢)=4(v—c)=zc

En fixant son attention sur les deuxiéme et dernier
termes de cette ligne, on trouve

3
x—g(v—f—c)

tandis que la comparaison des deux termes centraux
de cette méme ligne livre

3v+3c=4v—4csv="Tc

(®) Ce livre est trés bien écrit et d’un niveau trés accessible; il aborde de nombreux aspects de mathématiques anciennes et

contemporaines ; j’en recommande chaleureusement la lecture fort instructive.
(?) Mon jugement semble conforme aux critéres généralement admis par les mathématiciens pour juger « élégante » une
démonstration ; voir a ce propos le site de Wikipédia consacré a la Beauté mathématique.
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On en déduit
3(Tc+c)
c

T = =24

La réponse étant exprimée en heures, le bois mettra
exactement un jour pour faire son trajet.

2. Une propriété numérique étonnante

Montrer qu’il existe un nombre entier
qui est composé de tous chiffres 1 et
qui est divisible par 2009.

Posons n; = 1, no = 11, ng = 111, ..., nggeg =
111...11 (avec 2009 chiffres 1). Divisons chacun de
ces 2009 nombres par 2009 précisément.

Ou bien 'une de ces divisions se fait exactement
(en ce sens que le reste est nul), ce qui prouve le
résultat.

Ou bien, en vertu du principe des tiroirs (°), il
existe deux de ces nombres qui ont le méme reste
dans leur division par 2009 ; notons-les n; et ny, avec
ng > ng.

Dans ce cas, la différence M = n; — ny est de la
forme 111...1100...0, c’est-a-dire peut se décom-
poser selon le produit suivant : M = N10™, avec N
composé de tous chiffres 1 et n désignant le nombre
de chiffres 0 dans la différence M.

M étant divisible par 2009 et le nombre 2009 étant
premier avec toute puissance de 10, il en résulte que
2009 divise N, ce qu’il fallait démontrer.

On peut remarquer qu’'un raisonnement similaire
permet de remplacer, dans 1’énoncé, le chiffre 1 par
toute succession de chiffres (en nombre quelconque)
et le nombre 2009 par n’importe quel nombre dont
le chiffre des unités est 1, 3, 7 ou 9. Par exemple, il
existe un nombre de la forme 1357135713571357 . ..
(et donc construit a I’aide d’une succession de 1357)
qui est divisible par 9999 ou par 2011 ou ...
Surprenant, non ?

3. Une belle preuve pour une formule sur-
prenante

Prouver que

= 1
>57=%

J=1

La preuve de cette étonnante égalité peut étre me-
née simplement comme suit.

D’aprés le développement en série du sinus, on sait
que pour tout x non nul, on a

0 2j+1
Lo
sinx = E -1) —
j:O( ) (25 + 1)!

ce qui permet d’écrire

sin \f Z

2j+1)

Or, il est bien connu en algébre que si un polynoéme
de degré n, de la forme P(x) = ap+ajr+asa®+.. .+
anx™, posséde n racines non nulles x1, xo, ..., Ty, la
somme des inverses des racines est 'opposé de la
fraction dont le numérateur vaut le coefficient du
terme du premier degré dans le polynéme tandis
que le dénominateur est égal au terme indépendant
(1) c’est-a-dire

1 aq

Pl ag
En effet, en identifiant les termes du premier degré
puis les termes indépendants dans les deux formes
additive et multiplicative de P(z), on peut écrire le
rapport suivant :

S Tla

=ikt N~ L a1
- -
T
i J
) Jj=1
1=
j=1

Ce résultat est quelquefois attribué au mathémati-
cien frangais Fr. VIETE (1540 - 1603).

sin y/x

En regardant i comme un polynéme (de « de-

gré infini ») possédant les racines z; = 7252 pour
tout entier 7 > 1, on obtient par le résultat sur les
polyndémes rappelé ci-dessus (dont on peut démon-
trer qu’il est valable pour la série considérée)

SR Vi) B
St 1 6

(10) Le principe des tiroirs (ou des casiers) est appelé en anglais pigeonhole principle. Il est attribué au célébre mathématicien

allemand P. DIRICHLET (1805 - 1859) et peut étre énoncé sous cette forme :

« si vous possédez plus de pigeons que de casiers

et si vous cherchez a placer les pigeons dans leurs casiers, vous constaterez qu’au moins un casier comprendra au moins deux

pigeons ».
(*') Le polynome P(z)

= >} a;z’ peut encore s’écrire, avec les notations du texte, sous la forme P(z) = an [[}_, (z — z;)
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d’otu la these.

Ainsi, malgré la démonstration & la fois simple et
jolie, cette formule (classique) me parait magnifique
mais toujours surprenante. Extraordinaire, non ?
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Jeux de lettres

Trouver dans la grille les mots correspondants aux définitions ci-dessous. Bonnes cogitations !

1. Son crible est une maniére efficace de trouver des nombres
premiers
2. Le plus grand c6té dans un triangle rectangle

3. Qualifie une hyperbole dont les asymptotes sont perpendicu-
laires

4. Se dit d’une fraction dont le PGCD du numérateur et du
dénominateur vaut 1

5. En lettres, somme des quatre premiers nombres premiers
Dans 'espace, ensemble des points équidistants d’un point
Quand ses faces sont marquées de 1 a 6, on 'appelle dé
Nombre minimum de faces d’un polyédre

Qualifie deux droites qui ne sont ni paralléles ni sécantes
10. La conique du jardinier

11. Section d’un céne par un plan

12. Quotient du produit de 2 nombres par leur PPCM

13. Posséde souvent des précédents mais jamais de suivant

14. Point d’intersection des hauteurs d’un triangle

15. Dans le plan, crée une image dont ’orientation est celle de
l’objet initial

16. Se dit de deux nombres premiers consécutifs dans la suite des
impairs

17. Posséde exactement deux diviseurs

18. Celui de Pythagore coince a partir de la racine de /18

19. Les mémoriser ne suffit pas, il faut les utiliser a bon escient
20. Le seul naturel qui est multiple de tous les naturels

21. Ellipse particuliére

22. Celui de Dudeney est bien connu en mathématique
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