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XIV. — Double perspective,

PAR

J. BS. EBERASSEEER.

PREFACTE.

En 1860, le Mémoire qui fait 'objet de la présente publi-
cation me fut donné en lecture par mon pere, et & différentes
reprises, je le pressai de le publier. 1l n’en fit rien, en partie
parce quil avait consacré son temps & la publication de son
Traité de Mécanique appliquée et i des travaux qui devaient
former le complément du Rémoire sur lapplicalion de la
géomelrie a la recherche des propriétés de l'étendue; en
partie peut-éire parce quil ne croyait pas l'idée développée
dans ce {ravail aussi féconde que celle qui fait l'objet de ce
dernier Mémoire.

Je ne pouvais mieux me conformer aux derniéres volontés
de mon pére quen remettant le manuscrit & M. Folie, son
éieve de prédilection, quil entourait d’une estime toute
particuliere, laissant ce géometre seul juge de l'opportunité
quil y avait de le publier.

Sans vouloir préjuger la portée scientifique de ia Perspec-
tive double, ce savant a cru qu’il n'élait pas sans intérét de
la faire connaitre, afin de donner un exemple et une preuve
de plus que tout moyen de représentation par les projections
est en méme temps fun moyen de démonstration et de
découverte.
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Qu’il me soit permis, en terminant, d’adresser 4 M. Folie,
au nom de toute la famille, les sentiments d’inallérable
reconnaissance pour le dévouement avec lequel 1l a exéculé
le testament scientifique de mon pére.

Bruxelles, 29 octobre 1872.
Auguste BRASSEUR.

PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE |.

But de la double perspective.

Nous nous proposons de construire sur un méme tableau
deux perspectives d'un méme objet vu de deux points
diftérents.

Le plan horizontal de projection est. pris pour tableau. Les
deux positions de l'ceil sont données par leurs projections
sur le tableau et par leurs cotes de hauteur.

Definitions. — La perspective d'un point est la trace du
rayon visuel de ce point.

Comme chaque objet est vi de deux points difiérents, 1l
s’ensuit qu'a chaque objet répondent deux perspectives, d’ou :

La perspective double d’un point est 'ensemble des deux
perspectives simples de ce méme point.

La perspective d’une droite est la trace du plan visuel de
cette droite.

Comme chaque droite est vue de deux points différents, 1l
s'ensuit qu'a chaque droite, répondent deux perspectives;
d’ou :

La perspective double d’'une droite est I'ensemble des deux
perspectives simples de cette méme droite.
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Nous représenterons par oor, les projections des deux posi-
tions de I'ceil, et par (0) (0'), ces positions elles-mémes
dans l'espace.

Ligne centrale et point central.

Nous appelons ligne centrale la droite qui unit les deux
positions de 'eeil, et point central la trace de laligne centrale.

La perspective d'un point va de l'ceil (O), sera représentée
sur les épures par une lettre sans accent, et la perspective
du méme point vu de l'cetl (O') par la méme lettre, mais
accentuée.

Principes préliminaires. — Comme les deux positions de
I'ceil et le point central sont en ligne droite, il en résulte que:

I. — Les projections des deux positions de I'ceil et le point
central sont en ligne droite sur le tableau.

Comme les deux rayons visuels d'un point et la ligne
centrale sont dans un méme plan, les traces de ces trois
droites sont en ligne droite; d’ol :

II. — La droite qui unit les deux perspectives d’'un méme
point de 'espace passe toujours par le point central,

ITI. — Deux points quelconques pris dans le tableau et se
trouvant en ligne droite avec le point central peuvent toujours
étre pris pour les perspectives d’'un point de I'espace.

Lorsque trois plans passent par une méme droite, leurs
traces se coupent sur la trace de cette droite; d’ou :

IV. — Les deux perspectives d'une droite et la projection
de cetle droite concourent en un méme point, trace de la
droite.

Il résulte des principes de la géométrie que :

V.— La droite qui relie les deux perspectives d’un point
est la trace du plan qui contient les deux rayons visuels de
ce point.

VI. — Si une droite est parallele 4 (0) (0'), ses deux
perspectives se confondent.
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VII. — Les perspectives de toutes les horizontales d'un
plan sont paralléles a la trace de ce plan.

La perspective d'un point du tableau est elle-méme sa
projection. Cela posé :

VIII. — La projection du rayon visuel d’'un point dont on
connait une perspective, estla droite qui unit cette derniére
avec la projection de l'cell correspondant & cette perspective.

Done si aa sont les deux perspectives d'un point, les pro-
jections des rayons visuels de ce point seront oz, o'a'; et
puisque les deux rayons visuels d’un point se coupent, il en
résulte que :

IX.— La projection d’un point dont on a les deux perspec-
tives @, a', se trouve a U'intersection des projections des deux
rayons visuels de ce point, donc a lintersection de oa et

de o'a'.
Différentes poéitinns de D’oeil.

a. Si les deux positions de I'ceil sont sur une méme hori-
zontale , alors :

1° Le point central ® se trouve & l'infini sur le tableau.

92° La droite qui relie les deux perspectives d'un point est
parallele a cette horizontale et & sa projection.

b. Siles deux positions de l'cell se trouvent sur une meéme
verticale, alors les projections de ces deux posilicns coin-
cident avec le point central o, _

.¢. S1 'une des positions de I'ceil se trouve au-dessus du
tableau et I'autre en-dessous, le poini central » se trouvera
entre les deux projeciions des deux positions de I'eell,

Observation.— Nous verrons au chapitre des applicalions
les avantages qu’on peut retirer du changement et d'une bonne
disposition des positions de I'cell.
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CHAPITRE II.

Positions relatives du point, de la droite et du plan,
par rapport au tableau ef par rapport aux
treis points (), (0O), (»).

1. Un point peut étre au-dessus ou en-dessous du tableau,
ou situé sur la ligne centrale, ou coincider avec l'un des
trois points (0), (0'), (»).

2. Une droite peut étre perpendiculaire, paralléle ouoblique
au tableau, ou passer par I'un des trois points (O}, (0'), (»).

3. Un plan peut étre perpendiculaire, parallele ou oblique
au tableau. Il peut coincider avec le tableau, passer parlun
des trois points (0}, (O'), (»), ou par la ligne centrale qui
renferme ces trois points.

. FPosilions reialives du point.

a. Un point est situé au-dessus ou en-dessous du tableau,
suivant que la projeciion de ce point est en-decd ou au-dela
de la droite qui unit les deux perspectives du méme point.

b. S1 un point est dans le tableau, ses deux perspectives
coincident. Kt réciproquement : '

¢. Si deux perspectives coincident, elles appartiennent 4 un
point du tableau,

Observation. — Cette réciproque présente une exception;
en effet : 51 un point se tronve sur la ligne centrale, ses deux
perspectives coincident avec le point central, et, pour que
ce point soit déterminé, il faut connaitre cncore sa projection,

2. Positions relalives de ja droiie.

a. Une droite est perpendiculaire au tableau, si ses deux
perspectives passent respectivement par les projections des
deux positions de l'ceil. Et réciproquement :
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b. Une droite est paralléle au tableau si ses deux perspec-
tives sont paralléle. Et réciproquement :

¢. Si une droite rencontre la ligne centrale, ses deux
perspectives coincident et passent par le point central.

Pour qu'une telle droile soit déterminée, il faut en donner
deux points.

d. Si une droite passe par I'une ou I'autre position de I'eeil,
sa perspective prise de celte position se réduit a un point
qui est la trace de la droite, et sa perspective prise de l'autre
position passe par la trace de la méme droite et par le point
central.

3. Positions relatives da plan,

a. Nous représenterons le plan par une de ses lignes de
plus grande pente.
b. Un plan est vertical si sa ligne de plus grande pente

est verticale.

Intersection de deux droites.

Principe. — On reconnait que deux droites se coupent ou
sont situées dans un méme plan, quand la droite qui unit les
intersections des perspectives de méme nom passe par le
point central.

En effet, les perspectives du point de rencontre des deux
droites doivent se trouver sur les perspeclives de méme nom
de la premiere droite et sur les perspectives de méme nom de
la seconde droite; donc a l'intersection des perspectives de
méme nom des deux droites. Or, la droite qui unit les deux
perspectives d’'un méme point doit passer par le point central.
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CHAPITRE I1l.

Rappel de quelques principes de géeomeétrie élémen-
taire et de géométrie descriptive.

1. Toules les droiles d'un méme plan ont leurs traces
respeclives sur la trace du plan,

2. La trace d'un plan qui passe par une horizontale est
parallele a celte horizontale et a la projection de cetle
derniére.

3. La droite d'intersection de deux plans a pour traces les
poinls d'mtersection des traces de méme nom de ces deux
plans.

4. Connaissant deux droiles d'un plan, on peut construire
les traces de ce plan.

. Siun plan passe par une droite, la trace du plan passe
par la trace de méme nom de la droite.

6. La projection d’'une droite située dans un plan rencontre
la trace du plan en un point qui est la trace de la droite.

7. Tous les points de 'espace silués dans un plan qui n’est
pas vertical sont en ligne droite si leurs projections sont en
ligne droite.

8. Le point d'intersectlion de la projection d'une droite avec
la trace d’'un plan est la projection du point de la droite qui
coupe le plan vertical élevé suivant la trace du plan.

CHAPITRE IV,

Problémes fondamentaux relatifs au point, a la
droite et au plan.

Probleme 1. — Construire les perspectives d'un point quelconque
d’une droite donnée (d, d').
Solution. — Une droite quelconque menée dans le tableau

par le point central o renconlre la premiere perspective (d)
47
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de la droite en un point (@), et la seconde perspective (d') de
la méme droite en un point (¢&'). Dés lors a, @' sont les pers-
pectives d'un point de la droite.

Remarques. — 1. Dans le cas particulier ol la transversale
menée par le point central », rencontre la perspeciive d' en &/,
et la perspective d a l'infint, alors @', o, seront les perspec-
tives d’'un point de la droite de méme cote que I'ceil (O).

2. Sila méme transversale reacountre la perspective d en a,
et la perspective d' a l'infini, alors @, oo, seront les perspec-
tives d'un point de la droite de méme cote que I'ceil (O').

~ Probleme ll. — Etant donnée une droite (d, d'), construire sa
projection.

Solution. — On prendra sur la droite un point dont on
construira la projection, d’aprés le principe préliminaire IX.
La droite qui unit la projeciion de ce point a la trace de la
droite est la projection demandée.

Probleme 11I. — Etant données la projection d’un point et la pers-
pective a de ce poinl , trouver lautre perspective a' du méeéme point.

Solution. — Unir le point central » & la perspective @ ; unir
de méme I'ceil or avec la projeciion donnée. L'intersection de
ces deux droites est la perspective ' demandce.

Remargue. — Pourabréger le discours , nous nous servirons
toujours des leitres minuscules pour représeater les perspec-
tives, et des leitres majuscules correspondantes pour repré-
senter les projections. Ainsi (aa') seront les perspeciives d'un
point dont A sera la projeciion; (d, d'), les perspectives
d’une droite dont D séra la projection.

Probléme IV, — Efant donnée la projection A d’un poini d’une droite
donnée (d, d'), construire les perspectives de ce point.

Solution. — Les projections des deux rayons visuels de ce
point sont (0A) et (0'A); ces deux projections rencontrent
respectivement les deux perspectives d, d' en deux points a, @
qui sont les perspectives demandées.
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Remarque.— Si 'on a bien opéré, les points a, ' doivent se
trouver en ligne droite avec le point central » (II, Principes
préliminaires ).

Probleme V. — Etant données une des perspectives d d’une droite,
et la projection D de celle-ci, trowver laulre perspective d' de cette
droite.

Solution. — D’abord, la trace de la droite se trouvera au
point d’'intersection de la projection D avec la perspective d ;
et la seconde perspective d' devra passer par cette trace (1V,
Principes préliminaires). Cela posé : En tirant par le point o,
une droite quelconque, elle rencontrera la projection D en
un point A, et la perspeclive d en un point «. Dés lors A
sera la projection d'un point de la droite, et @« une perspective
du méme point prise de I'eeil 0. Il ne reste donc plus qu'a
construire la seconde perspective a' du méme point, d'aprés
le Probléme III.

La perspeclive demandée d', devant passer par la seconde
perspective du point mentionné et par la trace de la droile
se lrouve entierement determinée.

Probleme VI. — Vérifier si deux droites données (d, d') et (9,0') se
coupent.

Solution. — 11 suffit de vérifier, d’aprés ce qui a été dit
plus haut (Intersection de deux droites), si le point d'inter-
section des perspectives de méme nom d et J, et le point
d’'intersection des deux autres perspectives de méme nom d’ et

"

J', sont en ligne droite avec le point central w. (II, Principes
préliminaires).

Probleme VII. — Etant données les deux perspectives d'un point
d’une droite et la trace de celle-ci, construire les deux perspectives
de la droite.

Solution. — Les deux perspectives demandées doivent
partir toutes deux de la trace donnée (IV, Principes préli-
minaires ), et passer respectivement par les deux perspectives
du point,
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Probleme VIH. — Construire la trace d’un plan passant par deu.x
droites (d,d') et (0.97).
Solution. — Construireles traces ¢, ¢ des deux droites (d, d)

et (9, ¢'). La trace demandée passe par les traces ¢, ¢' de ces
deux droites.

Probleme IX. -—— Par un point donné mener une parallele a une
droite donnée.

Solution. — Par le point donné, mener une droite qui ren-
contre la droite donnée, puis on achéve comme ci-apres.

Probléme X. — Etant données deux droites qui se coupent, par un
point pris sur la premiere mener une parallele a la seconde.

Solution. — Les deux droites données (d.d') et (9.9") et la
droite demandée étant dans un méme plan, leurs trois traces
doivent é&tre en ligne droite. Cela posé, on construira :
1° La trace T du plan passant par les deux droites (d.d) et
(0.0"); 2° la projection A de la seconde droite (9.9"); 3° la pro-
jection A du point (@.¢') pris sur la premiére. Par cette
projection on meénera une parallele 4 la projection A de la
seconde droite. La rencontre de cette projection avec la
trace T du plan sera la trace de la droite demandée dont on
connait déja un point («.a').

Probleme XI. — Par un point donné, mener une horizontale qui
rencontre une droiie donnee.

Solution. — Construire la trace du plan qui passe par le
point et la droite donnés. Les paralleles & cette trace, menées
respectivement par les deux perspectives du point donné,
seront les perspectives de I'horizontale demandée. (VII, Prin-
cipes préliminaires.)

Probléme XII. — Un plan est représenté par sa trace et un point; on
donne l'une des deux perspectives d’une droite passant par ce point.
On demande de construire Uautre perspective de cette droite.

Solution. — La perspective cherchée doit passer par la
perspective de méme nom du point donné ; de plus, elle doit
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rencontrer la perspective de la droite sur la trace du plan,
Donc elle est déterminée.

Probleme XIII. — Un plan est représenté par sa trace et un point,; on
donne l'une des deux perspectives d’un second point. On demande
de construire U'aulre perspective de ce second point.

Solution. — La droite qui unit la perspective connue du
second point avec la perspective de méme nom du premier
est une des deux perspectives d’une droite du plan. En cons-
truisant, d’aprés le probléme XI1I, l'autre perspective de celte
droite, la solution bien simple est ramenée a celle du pro-
bléme I.

Probleme XIV. — Un plan est représenté par sa trace et par une
droite; construire les perspectives d'une seconde droite du plan, con-
naissant la projection de cette seconde droite.

Solution. — Soient T la trace du plan et (d.d') les perspec-
tives de la droite; soit P la projection de la seconde droite
du plan. Cela étant, pour avolir la trace de la droite deman-
dée, il suftit de prolonger la projection P jusqu’a la rencontre
de la trace T du plan donné. 1l reste a trouver les perspec-
lives d’'un second point de la méme droite. Or, le point de
rencontre des projections des deux droiles est la projection
dn point de renconlre des deux droites dans le plan. Mais
ce point appartenant & la premiére droite (d.d') on pourra
donc en construire les perspectives.

Probléme XV. — Construire le point de renconire d’une droite avec
un plan vertical représenté par sa projection.

Solution. — Le point de rencontre de la projection de la
droite avec la projection du plan est la projection du point
de rencontre demandé. Or, comme ce point appartient a la
droite donnée, on pourra, d’aprés le probleme 1V, construire
les perspectives de ce point.

Probleme XVI. — Construire Cintersection d'un plan vertical avec
un plan représenté par sa trace et par une droite.
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Solution, — D’ahord, le point d’'intersection des traces des
deux plans est la trace de la droite d'intersection de ces
mémes plans. Il reste a trouver un second point de cette
intersection. La projection de la droite donnée rencontre la
projection du plan vertical en un point qui est la projection
d’'un point de I'intersection des deux plans. On pourra donc
en construire les perspectives (probléme XV), qui seront
celles d'un second point de l'intersection demandée.

Probleme XVii. — Par un point donné, mener une droite qui ren-
contre deux autres droiles données,

Solution. — Counstruire la trace du plan qui passe par le
poinl el ia premiére droite (Voir le probleme VIII); cons-
truire de méme la trace du plan qui passe par le méme point
et la seconde dreite. La droite dintersection de ces deux
plans est la droite cherchée. Mais les deux perspectives de la
droite cherchée devant se couper au point d’inlersection des
traces des deux plzns el passer respectivement par les pers-
pectives du point donné, soul par conscéquent entierement
déterminées.

Probleme XVIIl. — Déterminer le point de rencontre d’une droite
avec le plan horizontal passant par Uceil (O').

Solution. — Le point demandé ayant méme cote que I'ceil
(0"), sa perspective se trouvera & une distance infinie sur la
perspective de méme nom de la droite proposée. Donc la
parallele mence du point central @ & 1a perspective de la droite
donnée prise de I'cetl (Or) déterminera sur la perspective de
la méme droite prise de I'ceil (O), le point cherché. |

N. B. Nous reprcsenterons les deux perspectives de ce
point par (@, ).

Probléme XIX. — Déterminer le point de rencontre d’une droiie
avec un plan horizontal représenté par un seul point.

Solution. — Conslruire la trace du plan passant par le point
et la droile donnés. Ce plan sécant coupera le tablean et le
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plan horizontal donné suivant deux droites paralléles, Par le
point donné¢, 1l sutfira donc de mener une paralléle a la trace
du plan sécant sur le tableaun et d’en chercher I'intersection
avec la droite donnée.

Probleme XX. — Construire la trace du plan passant par deux droites
dont les traces coincident snr le tableau.

Selution. — Prendre un point sur chacune de ces deux
droites et chercher la trace de la droite qui passe par ces
deux points. Or, la trace du plan cherché doit passer par la
trace de cette dernieére droite el par la trace commune des
deux droites données. Donc elle est déterminée.

Probleme XXI. — Construire la hauteur verticale d’un point (a, a'),
c’est-a-dire sa distance au tableau.

Solution. — Conslruire la projection A du poini donné,
Rabatire le rayon visuel (oa) autour de la perspeciive oa
comme charnmeére, K étant la cote de hauteur de I'ceil (0). Par
la projection A du point élever & la charniere une perpendi-
culaire jusqu'au rayon rabattu. Cette perpendiculaire est
égale a la hauteur demandée.

Probleme XXII. — Construire la distance entre deux points; en
d’autres termes, la longueur d’'une portion de droile.

Solution. — Soient (@, a') et (b, b') les deux points donnés.
Tracer la droite (A, B) qui unit les perspeclives de ces deux
points. GChercher, d’aprés le probléme précédent, les hau-
teurs verticales des deux points proposés. Cela étant, des
projections A et B, mener des perpendiculaires a la droite
(AB) respectivement égales aux cotes de hauteur des points
(aa'), (bb), et unir les extrémités. La droite ainsi obtenue est
la distance demandée.

Probleme XXIII. — Un plan étant donné par sa trace et par un
point, par ce dernier élever une perpendiculaire aw plan.

Solution. — Par le point donné, construire la ligne de
plus grande pente du plan. Rabattre cette ligne et par consé-
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quent le point proposé autour de la projection de cette ligne
comme charniere. Par le point rabatlu mener une perpendi-
culaire a la ligne de plus grande pente rabattue. Le point ou
cette perpendiculaire rencontre la projection de la ligne de
plus grande penteestla trace de la perpendiculaire demandee.
Connaissant deux points de cette derniére on peut donc la
construire.

Probleme XXIV. — Par un point donné abaisser une perpendiculaire
sur un plan.

Solutior. — Par un point quelconque du plan donné, mener
une perpendiculaire & ce plan comme 1l a été dit au probleme
précédent. Par le point donné, mener une parallele & cette
perpendiculaire. Cette parallele sera la droite demandée.

Probleme XXV, — Chercher Uangle de deux droites qui se coupent.

Solution. — Construire la trace du plan qui contient ces
deux droites (Probleme Viil). Rabattreles deux droitesautour
de cette trace comme charniere; il suffit, a cet effet, de rabattre
leur point d'intersection. L’angle qui aura pour sommet ce
poinl rabaltu et dont les cotés aboutiront aux deux traces
respectives des deux droites données, sera I'angle cherché.

Probleme XXVI. — Cnercher Uangle de deux droites qui se coupent
et dont U'une est parallele eu tableau.

Solution. — Par la trace de la premiére droite mener dans
le tableau une paralléle a I'horizontale. Rabatire la premiére
droile autour de celte paralléle comme charniere, I'angle ainsi
obtenu sera I'angle demandé.

Probleme XXVIL. — Par un point donné, mener une perpendiculaire
a une droite donnée.

Solution. — Conslruire la (race du plan qui contient le
point et la droite donnés. Rabaltre la droite et le point donnés
antour de celte trace comme charniere. Du point rabaltu,
mener une perpendiculaire & la droite rabattue; cette perpen-
diculaire coupera la trace du plan en un point qui sera la
trace de la perpendiculaire cherchée.



J. B. Brasseur. — Double perspective. 145

Probleme XXVIII. — Chercher Uangle d’une droite avec un plan.

Solution. — Par un point pris sur la droite, abaisser une
perpendiculaire sur le plan donné (Probleme XXIV); chercher
angle de ces deux droites (Probleéme XXV). Get angle
sera le complément de I'angle demande.

Probleme XXIX. — Chercher Uangle de deux plans.

Solution. — Par un poinl quelconque, abaisser deux
perpendiculaires respeclivement aux deux plans donnés
(Probleme XXIV). Chercher l'angle de ces deux droites
(Probleme XXV). Le supplément de cet angle sera l'angle
demandé,

Remarque. — Les autres méthodes pour trouver l'angle
de deux plans sont également applicables en double perspec-
tive , car elles rentrent dans la solution des problemes résolus
précédemment. C'est pour ce motif qu’il nous a paru superflu
de les donner ici.

Probleme XXX. — Par une droite mener un plan perpendiculaire a
un plan donné.

Solution. — Par un point pris sur la droite abaisser une
perpendiculaire sur le plan (Probleme X). Chercher le plan
qui conlient cette perpendiculaire et la droite proposée (Pro-
bleme VIIIT) : ce sera le plan demandé.

SECONDE PARTIE.

Application de la double perspective a la démons-
tration des proprietés de l’étendue.

Préliminaires. — «. A un point de 'espace, il correspond
sur le tableau trois points, savoir : les deux perspectives et
la projection du point de I'espace.

b. A une droite de I'espace, il correspond sur le tableau
trois droiies concourantes, savoir : les deux perspectives et
la projcction de la droite de I'espace.
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c. A un systeme de polaires de l'espace, il correspond
sur le tableau trois systémes de polaires se coupant sur une
méme droite, Les deux perspeclives et la projection du pole
du systeme de polaires de 'espace sonl respectivement les
poles des trois systemes de polaires sur le tableau.

Pour vérifier cette proposition, il suflfit de mettre en pers-
pective quelques droites concourantes d’un plan,

d. A un triangle de 'espace, il correspond sur le tableau
trois triangles homologiques dont la projection des deux po-
sitions de I'ceil est I'axe d’homologie ; et plus généralement :
A un polygone plan de n cotés de I'espace, 1l correspond sur
le tableau n triangles homologiques dont la projection des
deux positions de I'eeil est 'axe d’homologie.

Pour le vérifier, il suffit de mettre trois poinls en pers-
pective. '

Reéciproquement. — A. Trois points quelconques, non en
ligne droite sur le tableau, peuvent toujours éire supposés
représenter un point de 'espace.

B. Trois droites concourantes quelconques sur le tableau
peuvent toujours étre supposées représenter une droite de
I’espace. 1l suffit, en effet, d’en considérer deux comme les
perspectives d’une droite de I'espace, et la troisitme comme
la projection de cetle droite.

C. Trois systémes de polaires, sur le tableau, se coupant
sur une droite, peavent toujours étre supposeés representer
un systeme unique de polaires de I'espace.

D. Trois triangles homologiques, et plus généralement,
n triangles homologiques, sur le tableau, pourront toujours
étre supposés représenter un triangle ou un polygone plan
de n cotés de l'espace.

Définition. — Si un point de 'espace se projette perspec-
tivement en (0.0'), c’est-a-dire sur la projection des deux
positions de I'cell, ce point a sa projeciion sur la droite 0.0'.
Pour construire la projection de ce poini, 1l sufiit de rabattre
les deux positions de l'ceil autour de o0.0' comme charniére.
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Le point de rencontre des diagonales du trapéze ainsi formé
est le rabattement du point dans l'espace; en abaissant du
point rabattu une perpendiculaire & la charniére, on obtient
la projection cherchée. Nommons ce point point concourant.

Cela étant :

1° Si les perspectives d'une droite de I'espace passent par
0.0', celte droile passe par le point concourant.

2° Réciproguement. Si une droite de P'espace passe par
le point concourant, ses perspectives passeront respective-
ment par 0.0', et sa projection par la projection du point
concourant.

3° Un systéme de polaires de 'espace dont le pole est au
point concourant est remplacé sur le tableau par deux sys-
ttmes de polaires qui se coupent sur un2 méme droite et
dont les poOles respectifs sont en 0,0'.

4° Réciproquement. Deux systemes de polaires qui se
coupent sur une méme droile, pourront loujours étre pris
comme ¢élant les perspectives d'un sysieme unique de l'es-
pace, ayant son pole au point concourant. Il suflit, en effet,
de placer les points de vue 0, o', aux poles des deux systémes.

Droites et systémes de polaires g’appuyant sur la
ligne centrale.

Tous les points de la ligne centrale ayant leurs perspec-
tives au point central o, 1l en résulle que :

1° Tout systeme de polaires de I'espace qui s'appuye sur la
ligne centrale, se projette perspectivement suivant une droite
unique passant par le point central o.

2° Réciproquement. Toute droite du tableau qui passe par
le point central peut étre considérée comme la perspective
double d'un systéme de polaires de 'espace qui s’appuie sur
la ligne centrale, |

3° Tous les systéemes de polaires de l'espace qui s’appuient
sur la ligne centrale se projettent perspectivement en un sys-
teme unique de polaires dont le pdle est un point central.
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4° Tout systéme de polaires du tableau dont le pole passe
par le point central , peut &tre considéré comme la perspec-
tive de tous les systemes de polaires de I'espace qui s'ap-
puient sur la ligne centrale.

Définition. — Si (@, @') sont les perspectives d’un point
A de l'espace; (a', @) sont les perspectives d'un second
point A’, situé en dessous du tableau. Nommons ce point
point inverse.

Théortme, — La droite qui unit un point quelconque (a, a') a son
point inverse (a', a) passe par le point concourant.

En effet, ses perspectives passent par o, 0'.

Theoreme. — Soient (e, a'), (b, 0'), (¢, ¢'), etc., les pers-
pectives de points quelconques A, B, G, et de 'espace; si
on les unit respectivement & leurs points inverses (o', @),
(05.8), (c,.c), etc.

1° Toutes ces droites formeront un cone ayant pour sommet
le point concourant; '

2° Toutes les projections des génératrices passeront par un
point de la ligne a, a', », projection du point concourant.

Cela résulte du théoréeme précédent et de la définition du
point concourant.

Théoreme. — Tunt de quadrilateres de meéme base quon voudra
étant donnés, si les cotés opposés a celte base se coupent en un
méme point de la base commune, les droites qui joignent les points
de concours des deux autres cotés a lintersection des diagonales,
se coupent également toutes en un méme point de la ba . commune.

Solution. — Il suffit de mettre deux points en pe . =2ctive
ainsi que leurs points inverses.

Théorémes relatifs aux systemes de polaires.

Si 'on met en perspective une droite, et s1l'on prend difié-
rents points sur cette droite, il est visible qu’on obtient trois
systemes de polaires se coupant deux a deux el ayant leurs
poles sur la ligne centrale, d’ou :
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Théoreme. — Si les droites qui joignent les transversales de deux
systemes de polaires concourent en un méme point de la ligne des
poles , ces deux systemes de polaires se coupent sur une droite con-
courante avec les deux transversales.

Théoréme. — Réciproquement. Si deux systémes de polaires se
coupent sur une droite, et si par un point de cette derniere on leur
mene deux transversales quelconques, les droites qui relient ces
deux transversales forment un troisieme systeme de polaires ayant
son pole sur la ligne des poles des deux premiers.

Si I'on met en perspective une horizontale, et si I'on prend
différents points sur celte droile, il est visible qu’on obtient
trois systemes de polaires se coupant deux & deux et ayant
leurs poles sur la projection de la ligne centrale; d’ou :

Théoréme, — Si les droites qui joignent les transversales paralléles
de deux systemes de polaires concourent en un méme point de la
ligne des poles, ces deux systemes de polaires se coupent sur une
parallele a la ligne des poles.

Réciproquement. — La réciproque esl également facile.

Si les deux positions de I'ceil se trouvent sur une paralléle
au tableau, alors le point central « passe & I'mfini. Dans ces
conditions, en mettant en perspective une droile et quelques-
uns de ses points, on en déduit que :

Théortme. — Si les droites qui joignent les transversales de deux
systemes de polaires sont paralléles, ces deux systémes se coupent
sur une droite concourante avec les deux transversales.

Si au lieu de prendre deux points de vue (0)(0'), on en
prenait trois (0), (O'), (0") eu ligne droite, il est visible que
4 droites concourantes sur le tableau répondent & une droite
unique de l'espace, savoir : ses tlrois perspectives prises
respectivement de 0, O, 0", et sa projection.

Il est dés lors facile d’appliquer les théoréemes qui précedent
a trois systémes de polaires. L’énoncé d’un seul suffira :

Théoreme. — Si les droites qui joignent les trois transversales
concourantes de trois systemes de polaires se coupent en un méme
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point de la ligne des poles, ces trois systemes de polaires se coupent
sur une droite concourante avec les trois transversales.

La réciproque est également vraie.

Pour donner a ces théorémes toute la généralité possible,
1] suffit de remarquer qu’en prenant sur la ligne centrale n
points de vue; pour chaque point de I'espace, on a, sur le
tableau n + 1 points, savoir : n perspectives plus la projec-
tion de ce point. De méme pour chaque droite de l'espace
on a, sur le tableaun + 1, droites concourantes, savoir :
n perspectives el la projection de la droite.

En prenant n points de vue, si 'on met en perspective une
droite et si 'on marque quelques points sur cette droite, on

aura en perspective sur le tableau n + 1 systémes de polaires.
D’ol le théoréeme général :

Théoréme. — Un nombre quelconque de systemes de polaires ayant
leurs poles sur une méme droite étant donnés; si les droites qui
relient les transversales concourantes de ces systemes concourent
en un méme point de la ligne des poles, tous ces systemes de polaires
se coupent sur une méme droite concourante avec les transversales.

Théoréme. —- Réciproquement. St un nombre quelconque de sys-
temes de polaires ayant leurs poles sur une meéme drotte se coupent
sur une droite unique, et si par un point de cetle derniere, on les
coupe par un systeme de polaires, les droites qui relient les points
de division concourent en un méme point de la ligne des poles.

Théortme. — Tant de sysiémes de polaires quon voudra étant
donnés d'une [acon quelconque dans un plan; si, en les coupant
par des transversales concourantes, les aroites qui relient chaque
paire arbitraire de transversales concourent en un point, tous les
systemes énoncés se coupent sur une droite unique passant par le
point de concours des transversales.

Théoreme, — Réciproquement. Si tant de systemes quon voudra
se coupent sur une méme droite, et si par un point de cetfe derniere
on mene des transversales , les droites qui relient chaque paire arbi-
traire de transversales se coupent en un meme poii.

Il est entendu que ce point est différent pour chague paire
de transversales.
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Sil'on met en perspective deux points situés sur une méme
verticale et si 'on construit leurs points inverses, les droites
qui unissent ces points fournissent le théoréme :

Théoreme, — Dans un quadrilatére guelconque toules les droites
issues du point de rencontre de deux cotés opposés deéterminent sur
les deux diagonales une série de paires de poinis qui, relies aux
deux extrémités libres des mémes diagonales, donnent une serie de
triangles dont tous les sommets se trouvent sur la droite qui unit
Uintersection des diagonales aw point de rencontre des deux autres
cotes opposés du quadrilatere.

Au surplus, ce théoréme peut se généraliser :

Théoréme. — Un quadrilatere quelconque étant donne, toutes les
droites issues d'un point pris arbitrairement sur les deux coiés
déterminent sur les diagonales une sévie de paires de points qui,
reliés aux deux extrémités libres des mémes diagonales, donnent
une serie de triangles dont tous les sommels se trouvent sur une
droite passant par Uintersection des diagonales.

Triangles homologigques.

Théoreme, — Les perspectives de deux points et leurs projections
respectives donnent liew a deux triangles homologiques ayant pour
axe d’lomologie la projection (0,0') de la ligne centrale et, pour
centre d’homologie, la trace de la droite qui unit ces deux points.

Il suffit en effet de mettre deux points en perspective pour
le prouver,

Théoreme. — Réciproquement. Deux triangles homologiques pour-
ront toujours étre considérés comme étant la perspective de deux
points de Uespace.

On étendrait facilement ces théorémes a trois points de
I'espace qui donnent lieu a trois triangles homologiques.

Si 'on met deux poinls en perspectlives, on sait que les
drotles qui relient les perspectives de méme nom concourent
avec la droite qui relie les projections; d'ou :
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Théoreme. — Si deux triangles sont tels que leurs cités se coupent ,
deux & deux, en trois points situés en ligne droite, leurs sommets
sont sur trois droites concourantes en un méme point.

| CuasLes, T. de Géométrie supérieure, p. 271.]

Théortme. — Réciproquement. Quand deux triangles ont leurs som-
mets, deux @ deux, sur trois droites concourantes en un meme point,
leurs cotés se rencontrent, deux & deux, en (rois points situes en
ligne droile. [CuAsLEs, T. de Géométrie supérieure, p. 270.]

Théoreme. — Si Lon met en perspective deux points d'une droite
dont la trace est sur le ligne centrale, on a deux triangles homolo-
giques dont le centre d’homologie est sur Uaxe d’homologie.

En effet, les perspeclives de la droite qui unit les deux
points de I'espace doivent se couper sur la trace de cette
droite, et cette trace est précisément sur la ligne centrale
qui est I'axe d’homologie.

Théortme. — Si 'on met en perspective deux points d’une meéme
horizontale, on a deux triangles homologiques dont le centre d ho-
mologie est a U'infini.

En effet, les deux perspectives et la projection d'une hori-
zontale sont paralleles entre elles.

Remarque. — Si 'horizontale élait paralltle a la projection
de la ligne centrale, alors le centre d’homologie des deux
triangles homologiques cités plus haut se trouverait a I'infini
mais sur I'axe a’homologie,

Théoréme. — Quand trois triangles, homologiques deux a deux,
ont le méme axe d’homologie, leurs trois centres d’homologie sont en
ligne droite. | CnasLes, T. de Géomélrie supérieure, p. 283.]

Démonstration. — Soient donnés trois points (a.a'), (b.0'),
(c.c'), et leurs projections respectives A, B, CG. Ces pers-
pectives forment avec les projections trois (riangles (a.a'A),
(b.b'B), (c.c'C), homologiques deux & deux et ayant méme
axe d’homologie. Les traces des trois cotés du triangle de
I'espace sont les trois centres d’homologie des triangles pris
deux 4 deux. Mais les trois cOtés d’un triangle coupent le
tableau en trois points en ligne droite. Donc, ete.
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Théoreme. — Quand deux triangles sont homologiques, si Lon fait
tourner le plan de l'un d’eux autour de U'axe d’homologie , les droites
qui joignent deux & deux leurs sommets homologues concourent en
un méme point; 2° et ce point, variable de position, décrit un cercle
dont le plan est perpendiculaire a Uaxe d’homologie.

[CHAsLES, T'. de Géométrie superieure, p. 273.

Démonstration. — 1° Si I'on met en perspective deux
points («.a'), (b.0'), on a deux triangles homologiques (aa'A),
(bb'B). Or, si I'on fait tourner le tableau autour de la ligne
centrale en emportant seulement dans ce mouvement de
rotation le triangle (b0'B), tous les cotés prolongés de ce
dernier triangle passeront toujours respectivement par les
points (0), (0'), (»). Mais les cotés du triangle fixe passent
également respectivement par les points (o), (0'), (»); donc
les cotés correspondants des deux triangles se trouvent res-
pectivement dans trois plans el les droites qui unissent deux
a deux leurs sommets homologues concourent en un méme
point S. Donc, elc.

2° Dans ce mouvement de roiation, les sommets b,0,B,
du triangle mobile, décrivent trois cercles perpendiculaires &
'axe d’homologie, tandis que les sommets correspondants
de l'autre triangle restent fixes. Les droites ba, b'a', BA,
décrivent donc trois cones a bases circulaires dont les som-
mets respectifs sont aux points @,a', A. Comme chaque point
des génératrices ba, b'a', BA, décrit un cercle perpendicu-
laire & la ligne centrale, I'intersection S de ces géncératrices
décrira un cercle perpendiculaire a la méme ligne. Donc, etc.

Théoreme, — Deux points éiant donnés (a.a'), (b.b'), ainsi que
leurs inverses (a'.a), (b'.b), si Uon construit les projections A,B
de ces points et les projections A', B' de leurs inverses, on obtient
deux quadrilatéres homologiques dont les diagonales correspondantes
concourent deux @ deux en un point de U'axe d’homologie.

Il suffit de remarquer que la droite qui, sur le tableau,
relie la projection d’un point & la projection du point inverse
passe toujours par le point concourant projete,
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