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VI. —  Eaxposition nowvelle des principes du calcul
différentiel et dw calcul intégral,

PAR

J, BP. BRASSEUR.

AVANT-PROPOS.

Notre intention, en écrivant cet avant-propos, n’'est pas de
faire I'histoire du calcul différentiel et du calcul intégral, ni d’ex-
poser les progres que cette immense découverte a fait faire a
toutes les sciences auxquelles s’applique I'analyse mathématique,
nous voulons seulement essayer d’analyser bri¢vement les diffé-
rents points de vue sous lesquels on peut envisager ces caleuls,
et montrer en quoile nouveau point de vue, découvert par Bras-
seur, differe de tous les précédents.

Comme 1l est des auteurs qui veulent retrouver le germe du
calcul différentiel jusque dansla méthode d’exhaustion des anciens,
nous citerons les principaux géometres qu’'on peut regarder comme
ayant contribué & éveiller cette nouvelle idée, et nous indiquerons
en quelques mots les progres réels qu’ils ont fait faire a la science
jusqu’a Papparition de Newton et de Leibnitz.
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KEepLER (1615) introduisit le premier I'idée de P'infini en mathé-
matiques, et s’en servit avee succes pour déterminer des surfaces
et des volumes de révolution qui avaient échappé & Archimeéde.

Cest 1ui également qui signala le principe des maxima et minima,

CavALLer! (1635), par sa géométrie des indivisibles, étendit
heaucoup plus encore le champ de la géométrie; mais sa méthode,
bien que plus rapide et plus feconde que celle d’Archimede, se
ramene au fond & celle-ci, comme il le fait voir lui-méme dans
ses Fxercitationes mathematice. Il peut étre considéré comme
I'un des précurseurs de la méthode des limites.

RoBERVAL définit la tangenie & une courbe : la direction du
mobile qui la déerit, & chacun de ses points; et par la génération
des courbes au moyen de mouvements composes, il determine
d’'une maniére trés-aisée leurs tangentes; mais sa méthode était
en défaut pour les courbes dont il ne connaissait pas une loi
simple de genération.

TorriceLLl fait simultanément la méme découverte.

FErRMAT pose, dans sa méthode des tangentes et des maxima et
minima, le prineipe des infiniment petits.

Huvenens et pE SiLuse, en simplifiant la méthode de Fermat,
trouvent la regle des dérivées.

DEscARTES résout les mémes problemes au moyen de sa me-
thode des indéterminées.

Mais toutes ces méthodes, analogues a celle du calcul différen-
tiel, ne s’appliquaient en général qu'aux courbes algébriques dont
I'ordonnée est une fonction rationnelle et entiére de I'abscisse.

C’est A WarLLis (1655) que revient 'honneur de leur avoir donné
une extension plus grande par son Arithmétique des infinis, ol
1l emploie l'interpolation pour trouver la quadrature des courbes
dont 'ordonnée est une fonetion irrationnelle de 'abscisse.

Enfin BArrow (1669), le maiire de Newton, applique aux courbes
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algebriques la méthode des infiniment petits , d'une maniere telle-
ment analogue & celle du calcul différentiel, qu’il n’existe entre les
deux gu'une simple différence de notations.

Jusqu'alors les recherches s’élaient bornées aux tangentes,
aux masima et minima, et aux quadratures. Wallis seul avait
entrepris une rectification de courbe. Il était réserveé & Newton et
a Leibnitz de fonder réellement le nouveau ealcul, de lui donner
toute sa puissance, et de Pappliquer a toutes les sciences qui
s'occupent de grandeurs continues: (1).

Ce court exposé sufiit pour montrer qu’il n’a été trouve , avant
ces grands génies, aucune idée (ui ne puisse se ramener a celle
des infiniment petits, ou des limites, si l'on en excepte toute-
fois la méthode des mouvemenis composés de Roberval et
Torricelli, qui présenle plus d’analogie avee le calcul des
fluxions , mais dont l'application, comme nous l'avons dit,
s'était bornée a quelques cas particuliers ; et quant au caleul des
différences finies, dont il semblerait, au premier abord, qu’il a
da précéder le caleul différentiel, il n’a été imaginé qu'en 1715
par Taylor.

Enfin Lagrange élablit, le premier, sur 'analyse finie, les régles
du calcul des dérivées et du caleul inverse, qui ne sont au fond
que le calcul différentiel et le calcul intégral.

Les conceptions sur lesquelles ces calculs ont été fondés jusqu’a
ce jour peuvent toutes se ramener a I'une des suivantes :

1° La conception des infiniment petits considérés comme
doués d'une existence réelle. Quoique les idées de Leibnitz aient
surtout servi a la propager sur le continent, il résulte clairement

. e — il

(1) Il est universellement reconnu aujourd’hui que, quoique Newton ait élé
dés 1666 en possession de son Calcul des Fluxions , Leibnitz n'en avait pas eu
connaissance lorsqu’il invenia, en 1677, son Calcul différentiel,
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d’'un passage de ce philosophe (1) qu’il ne I'a jamais envisagée
sous cette iorme ahsurde que Fontenelle a essayé de défendre ,
mais que pour lui cette conception revenait, au fond, a celle des
limites. Aussi, ne citons-nous que pour mémoire ce procede
commode , sans doute, mais entierement dépourvu de rigueur.

2° La conception ‘des limites, dont Newton s’était déja servi
accessoirement, et que Mac-Laurin a prise pour base de son
Traité des Fluxions. Elle a été développée par d’Alembert, et
adoptée par la plupart des analystes modernes.

3° La conception des fluxions, qui est tout entiere I'ccuvre de
Newton , et qui n’a jamais été développée sur le continent, sans
doute parce que 'ouvrage de Newton n’a paru qu’apres sa mort,
et que les freres Bernoulli et 'Hopital avaient déja fait connaitre
en Allemagne et en France la méthode de Leibnitz.

Toutefois, cetle conception profonde a été prise par M. La-
marle pour hase de son Essai sur les principes fondamentaux de
analyse transcendante (2).

t* Enfin la conception des dérivées, due a Lagrange.

Il serait trop long d’exposer en détail les principes de chacune

(1) Sentio autem et hanc et alias (methodos) hactenus adhibitas omnes deduci
posse ex generali quodam meo dimetiendorum curvilineorum principio, quod
figura curvilinea censenda sit sequipollere polygono infinitorum laterum ; unde
sequitur, quidquid de tali polygono demonstrari potest, sive ita, ut nullus
habeatur ad numerum laterum respectus, sive ita, ut tanto magis verificetur,
(quanto major sumitur laterum numerus, ita ut error tandem fiat quovis dato
minor ; id de curva posse pronuntiari. (Acta erudit. 1684, p. 585.)

(2) Tout en reconnaissant le meérite avec lequel M. Lamarle a su dégager le
calcul des fluxions de toute idée étrangére & celle de la génération méme d'une
fonction, nous n’avons pas pensé que sa méthode différat assez de celle de Newton
pour la classer en dehors de celle-ci. Depuis longtemps, du reste, on avait inter-
prété la méthode des fluxions en en rejetant toute considération de mouvement,
comme on le voit par différents passages de Montucla, (V. surtoutt. IT, p. 369 4375).



Avant-propos. iy
de ces quatre méthodes; nous nous bornerons 4 en donner une
idée, atin de pouvoir les comparer & la méthode de Brasseur; et
pour que la comparaison soit plus aisée, nous ne les envisagerons
quau point de vue géomélrique, quoique ce ne soit évidemment
pas de la qu’il faille partir dans I'exposition du caleul.

Soit done donnée une fonction continue y d’une variable indé-

pendante x :

y = [(x);
le caleul différentiel a pour objet I'étude de la génération de cette
fonction, c'est-b-dire de la maniere continue dont elle passe d’un
élat & un autre. Envisagée au point de vue géométrique, suppo-

SOns que
y =)
soit I'équation d’'une courbe rapportée a des coordonnées rectan-

gulaires. Si nous donnons a x l'aceroissement Az, y prendra un
aceroissement correspondant :

Ay = f(x + Az) — f (),
Ay
Az
représentera le coefficient angulaire de la droite qui unit ces deux

et nous obtiendrons un autre point de la courbe; le rappor

points; mais il s’agirait de déterminer la direction qu'a suivie le
point générateur & partir du point x, y pour déerire la courbe
d'une maniere continue.

Dans la premiere méthode, on suppose que Ax devienne infi-
niment petit, et on le représente par dx; Ay deviendra de méme
un infiniment petit dy ; et les deux points @, y et x - dx, y -+ dy,
appartiendront & la fois a la tangente, & 'arc et & la courbe qui se
confondront. Gette méethode est en contradiction avec son pringipe,
puisque ces deux points doivent se confondre en vertu de ce prin-
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cipe meme, et par suite la génération de la courbe par infiniment
petits est impossible.

Dans la deuxiéme méthode, on constate qu'a mesure que Az et Ay

e Ay A0 ¥
decroissent, le rapport = tend vers une limite qu’il ne peut

jamais atteindre; cette lhimite est le coefiicient angulaire de la
tangente, puisque cette droite peut se définir la limite des
positions d’'une sécante qui tourne autour d'un de ses points
d’intersection de maniére que lautre se rapproche indéfiniment

du premier. Cette limite se trouvera en faisant. dans l'expression
du rapport -i—i, Az =

Il n’y a rien & reprocher a cette méthode, au point de vue de la
rigueur, et elle est assez commode dans les applications. Toute-
fois, « on se demandera, sans doute, dit Lacroix, ce quon peut
entendre par le rapport des quantités qui ont cessé d’exister » et
cette objection, quoique spécieuse, se présente dabord a l'es-
prit (1). Tl en est une plus sérieuse & opposer a cette méthode :
elle devrait commencer par montrer que c¢'est sur 'étude méme
de la limite de ce rapport que repose la génération de la fonc-
tion, et ceci nous semble assez malaise a établir; car, pour
rester dans 'exemple que nous traitons, il n’y a plus de généra-
tion si le second point vient se confondre avec le premier; a quoi
tient des-lors 'importance extréme de cette limite ? Nous pour-
rions ajouter que, si cette méthode denne une idée rigourcuse de
la dérivée, il n'en est pas de méme quant & la différentielle. On

e ST T —

(1) Lagrange fait également cette objection & la méthode des limites. Cette
méthode, dit-il, a le grand inconvénient de considérer les quantités dans I'état
ou elles cessent, pour ainsi dire, d'étre des guantités; car, quoiqu'on concoive
toujours bien le rapport de deux guantités, tant qu'elles demeurent finies, ce
rapport n'offre plus & 'esprit une idée claire et précise, aussitot que ces termes
deviennent I'un et 'antre nuls 4 la fois.
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o
@zhm.-—y ;. que sont dy et dx? Pas nuls apparemment;

dx Az
sans quoi les équations différentielles n’auraient plus de sens.

gerit

Nous ne dirons pas qu’ils sont infiniment petits, ce qui n’en a pas
davaatage. Ils sont donc finis, mais alors le point x—-dx, y-{-dy
cesse d’appartenir & la courbe pour passer & sa tangente, et 'on
se trouve en présence de la difficulié signalée plus haut : pour-
quoi I'étude d’une courbe doit-elle nécessairement commencer
par celle de sa tangente? Enfin, nous dirons méme que 12 mé-
thode des limites, envisagée sous ce dernier point de vue, c'est-
d-dire en laissant dx et dy finis, ce qui est le seul point de vue
ricoureux, revient au fond & celle des fluxions, a part qu’elle est
beaucoup moins philosophique et moins directe.

La conception de Newton, en effet, aborde directement le pro-
bleme de la génération d’'une fonction. Nous la supposerons
débarrassée des idées étrangeres de mouvement sur lesquelles
Newton l'avait fondée, et nous continuerons, dans cet exposé
sommaire, a4 ne (raiter que l'exemple géométrique propose. Si
nous nous demandons comment le point x, y engendre la courbe,
il est clair que c¢’est en suivant une direction variable a chaque
istant ; pour nous former une idée claire de celle qu’il suit a un
mstant donné, nous supposerons que cetie direction reste cons-
tante & partir de cet instant, et nous aurons la tangente a la
courbe au point considéré. Or, si nous considérons deux posi-
tions suceessives x, y et x--Ax, y-} Ay du point, la direction
qu’il aurait suivie en passant en ligne droite de 'une a lautre

. : o . : |
serait donnée par le coefficent angulaire Ti , dont I'expressioti se

compose d'une fonction de 2 indépendante de Az, et d'une autre
fonction de x affectée dufacteur Ax. Cettedirectienvarie donc avec
'intervalle Az; la direction indépendante de cet intervalle est
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; o . . Ap
celle qui a pour coefiicient angulaire le premier terme de IJ'
(X
Sy ! . ﬂ:y
S1 nous repreésentons ce premier terme par 7> POUr nous con-
i

former a la notation en usage, dx et dy seront ce que Newton
appelle les fluxions de x et de y; et ces quantités, comme on le
voit, peuvent étre aussi grandes que l'on voudra. Comme dx est
tout-a-fait arbitraire, la détermination de dy reviendra & celle du

( , s
rapport E%’ rapport que I'on peut trouver, sil’on veut, en prenant

W " ﬁ -+ ] i ® A
la limite de E‘I%’ comme Newton 'a souvent fait lui-méme.

Cette méthode peut s’appliquer avee la inéme rigueur & I'élude
purement analytique des fonetions, comme a la mécanique, et
part toujours de l'idée méme de la génération d’une fonction
continue.

Nous ne nous arréterons pas a la méthode de Lagrange, qui
a présenté a son auteur des difficultés telles dans l'application,
que lui-méme I'a abandonnée dans sa Mécanique analytique pour
y substituer celle des infiniment petits.

De toules les manieres d’envisager le calcul différentiel, nous
n’'en connaissons pas de plus philosophique que celle de Newton.
Mais elle exige, pour étre bien comprise, des esprits préparés
aux speculations métaphysiques; nous avons connu en efiet de
bons analystes qui ne l'ont Jamais saisie, quolquils eussent
étudié aux meilleures sources.

La grande difficulté du calcul différentiel, c’est qu’il essaie
d’analyser l'idée de continuité ; il cherche & exprimer comment
une fonction passe d’'une maniere continue d'un état aunautre ; et
¢’est ce passage qui a donné naissance a l'idée contradictoire des
infiniment petits, &4 l'idée indirecte des limites, enfin & lidée
philosophique de Newton.
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Brasseur a évité cette grande ditiiculté; il a réussi a rendre la
méthode de Lagrange, qui n‘emploie que l'analyse finie, aussi
commode dans les applications et aussi rigoureuse que celle des
limites ou des fluxions. Nous dirons méme que sa méthode a, au
point de vue de l'enseignement, sur celle des fluxions l'avan-
tage de n’exiger aucune notion métaphysique, et sur les limites,
celui d’étre beaucoup plus directe et de ne donuner prise a aucune
attaque, méme specieuse.

Au lieu d’analyser l'idée de continuité, il étudie deux états
successifs d'une fonction continue; et la continuité n’interviernt
qu'en ce que la différence entre ces deux élals peut devenir aussi
petite que 'on voudra, saus qu'elle devienne jamais nulle, comme
il semble que cela a lieu dans les limites, ni infiniment petite dans
'ancienne significalion du mot, signification tout simplement
absurde.

Si nous reprenons notre exemple, en appelant /7 () la dérivée
de y =/ (x), nous aurons, suivant la conception des iluxions (ou
suivant celle des limites en y regardant da et dy comme finis) :

dy = ' (x) dx,

ou x - dx et y-+dy sont les coordonnées du point pris sur la
tangente en &, y a la courbe, et correspondant au point de la
courbe qui a pour abscisse & 4 dx et pour ordonnée y + Ay, Ay
étant nécessairement différent en général de dy.

Brasseur €crit, au contraire, immeédiatement :

Ay = ' (x) dx + etc.

ou x + dx, y -+ Ay sont les coordonnées d’'un second point de
la courbe. On le voit, 1l étudie deux ¢tats successifs quelconques
de la fonction y : celul qui répond a la valeur x de la variable, et
celui qui répond a la valeur x + da, dx étant arbitraire, et pou-
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vant, en vertu de la continuité, devenir plus petit que toute
quantité donnée.

Pour les commencants, ¢’est 1a un avantage trés-précieux. Dans
les applications, en effet, les différentielles, considérées au point
de vue des limites, ou les tfluxions paraissent se former par des
procédés essentiellement différents pour chaque fonetion. Cest
ainsi que la différentielle ou la fluxion de 'are d’'une courbe plane
se compte sur la tangente, tandis que celle de 'aire se prend en
(ransportant I'ordonnée, prise comme constante, parallelement A
elle-méme, etc. Dans la méthode de Brasseur, au contraire, le
procédé est toujours uniforme, il forme la différence de l'are,
de l'aire, etc., en leur donnant un aceroissement arbilraire; si
nous reprenons en eftet I'équation

Ay = ' (x)dx + elc.

nous voyons que Ay est 'acceroissement de 1a fonction correspon-
dant & Paceroissement quelconque dx de la variable ; or, comme
on le verra dans I'Exposition, il n’est nécessaire dans les appli-
cations que de connaitre le premier terme /' (x) dx du développe-
ment , terme qui s’appelle 1a différentielle de y ; et la connaissance
de ce seul terme permet de remonter a la fonetion y sans qu'il
soit nécessaire d’écrire le reste du développement.

La lucidité avee laquelle Brasseur a développé cette idée nous
dispense d’entrer, a ce sujet, dans de plus grands détails; nous
en avons été vivement frappe, et nous sommes convaincu que
celui qui lira sans préjugé cette Kxposition devra reconnaitre
qu'il n’en est pas de plus simple et de plus rigoureuse 4 la fois;
nous ajouterons meéme qu'aucune des méthodes connues n’a
donné d’'une maniere bien nette la signification de 'équation diffé-
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rentielle d’'une courbe, signification que Brasseur met dans tout
son jour (1).

Si, cherchant & nous rappeler les entretiens dont nous avons
eu le bonheur de jouir avec ce géometre éminent, nous nous
demandons quelle est la voie par laquelle il est arrivé & cette
conception, il nous semble que nous pourrons en indiquer au
moins les principaux jalons, el donner quelque apaisement i la
- curiosité légitime de ceux qu'intéresse le développement de la
science.

Son esprit, d’une rigueur toute géométrique, n’avait pas 6été
satisfait des différentes méthodes par lesquelles on avait cherché
a établir 'exactitude du calcul différentiel.

Profondément philosophe, comme le témoignent tous ses fra-
vaux, 1l allait toujours au fond des choses, et il s’était dit que,
si linvention du calcul différentiel a sa source dans une idée
métaphysique, le calcul en lui-méme doit pouvoir étre débarrassé
de toute notion étrangere. Il nous répétait souvent qu’il n’y avait
pour lui qu'une théorie parfaitement irréprochable, sous ce rap-
port, en calcul différentiel, celle des maxima et minima. Aussi
avait-1l fait table rase, ce sont ses propres expressions, des idées
qui lul étaient venues du dehors, pour fonder la science sur de
toutes nouvelles hases. Cetle science lui apparut alors comme
dédoublée : une partie, le calcul pur, ou I'algorithmie, avait été
établie par Lagrange sur l'algébre seule; cette partie ne laissait
rien a désirer; l'autre était 4 refaire : il s’agissait de trouver,
dans les applications de ce calcul, la signification précise des
opérations qu'on y effectue; ca été pour lui le sujet de longues

(1) Pour ne pas anticiper, nous renverrons 4 la note que nous avons ajoutée A
article premier des applications géométriques.
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meditations ; il a été frappé du terme d&’équations imparfaites dont
s'est servi Garnot pour désigner les équations différentielles, et
il a vu dans cette idée un premier pas vers la vérité. Il ne s’agis-
sait plus dés lors que d’établir clairement ce que Carnot n’avait fait
quentrevoir d'une maniere assez vague, c¢’est-d-dire de rétablir
I'exactitude de ces équations imparfaites. Habitué & méditer sur
les rapports des sciences entre elles, il avait vu une grande ana-
logie entre le développement de I'accroissement d’une fonction
sutvant les puissances croissantes de l'accroissement de la va-
riable, et les fractions périodiques: celles-ci, en effet, ne peuvent
jamais s’écrire que sous forme imparfaite, et cette forme, toute-
fots, permet de retrouver exactement la génératrice. G'est cette
idée simple et lumineuse qu’il a fait passer dans le calcul diffé-
rentiel ; I'exactitude de ce calcul ne provient donc pas, comme
le ecroyait Garnot, de ce qu'il y a compensation d’erreurs dans les
termes qu'on néglige, mais au contraire de ce qu’on sous-entend
simplement ces termes au lieu de les négliger.

La nouvelle 1dée sur laquelle devaiecnt se fonder les applica-
tions du calcul était des lors trouvée : il fallait maintenant ramener
loutes les questions d’application & une méthode uniforme.

Gette méthode repose entierement sur quelques principes fort
simples, relatifs surtout aux indéterminées, et se rapprochant
pour la forme de ceux de la méthode des limites. Cependant,
Brasseur a eu soin d’éviler de tomber, soit dans cette méthode,
soit dans celle des infiniment petits.

Il est un de ces principes surtout auquel il attachait la plus
grande importance, et qui est peut-étre le germe de sa meéthode :
c'est le principe VI, dont 1l s'est servi pour démontrer tous
les théoremes de géométrie pour lesquels on a recouru successi-
vement 4 la méthode d’exhaustion, A la réduction & l'absurde,
aux limiles et aux infiniment petits. Nous avons trouvé dans ses
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manuscrits les développements de ce prineipe et de ses applica-
tions, et nous les avons insérés en appendice a la suite de
U Exposition.

Nous sera-t-il permis d’entrer dans quelques détails histo-
riques, si 'on peut ainsi dire, sur la publication de cet ouvrage,
détails qui nous permettront, du reste, d’expliquer les quelques
légeres modifications que nous avons cru devoir lul faire subir.

Brasseur avait concu son idée des 1829. Il étudiait alors &
Paris. Un jour il exposa & un célebre professeur d’analyse ce qu'il
entendait par infiniment petit (1), et celui-ci lui répondit que telle
était aussi sa maniere de voir; Brasseur craignit alors que cet
analyste n’eit d’'un bout & l'autre les idées mémes qu’il lui déve-
lopperait, et se proposa de se taire.

Pendant de longues années il médita son ouvrage. Feu M. Pa-
gani, 'un de nos meilleurs analystes, lul conseillant un jour de
publier, Brasseur lui communiqua son manuserit, que Pagani
approuva et désira voir imprimer dans les Mémoires de 'Aca-
démie. Mais ce n’était la qu'un premier jet dont I'auteur se propo-
sait alors de faire sortir un traité complet de caleul difiérentiel et
intégral. Jamais Pagani n'a rien laissé transpirer de son secret,
et Brasseur, préoccupé de ses découvertes en géométrie supé-
rieure, I'ensevelit de nouveau pour longlemps. Une circonstance
peu connue explique ce silence presque absolu qu’il a gardé sur
sa decouverte : 1l existe telle édition réecente d’'un ouvrage
admirable a laquelle il a contribué plus que tout autre peut-étre,
et (qui ne porte cependant pas son nom.

Les manuscrits des différents chapitres qui forment le présent
ouvrage sont tous d’'une main différente; ayant une grande peine

(1) Il a remplace depuis lors cetle expression par celle dindéfiniment petit,
qui a I'avantage de ne donner lieu & aucune confusion.



126 Lrposition nowvelle du calceul différentiel.

matérielle a €erire, il se faisait aider par ceux de ses éléves en
qui il avait le plus de confiance, et il n’était pas bien sur qu'invo-
lontairement peut-étre 1l ne fut echappé & 'un d’eux un mot qui
pouvait mettre un analyste sur la voie.

Nous Pavons vu se repentir plus d’une fois de n’avoir pas publié
sa découverte, lorsque 'apparition d’'un nouveau traité de caleul
différentiel lui faisait eraindre que Pauteur n'eiit deviné son idée a
demi-mot ; et nous saisissions toules les oceasions pour 'engager
vivement a la mettre au jour.

Ce n'est que ceite année toutefois qu'il se décida & nous la
développer tout entiere, en nous priant de lui faire les observa-
tions que sa méthode pourrait nous suggeérer.

Il en est une capitale que nous lui fimes relativement a la
notation et i la terminologie ; le manuscrit porte méme des indica-
tions qui se rapportent i cette observation. La maladie 'empécha
malheureusement de donner suite a I'exécution de son projet, et
il nous a été impossible de savoir quel est le parti qu’il aurait pris
quant aux modifications que nous lui avions proposées. Que ne
lui a-t-il été donné de pouvoir mettre lui-méme au jour cette ceuvre
qu'il avait méditée pendant quarante ans, et qu’il avait toujours
réservée comne son ceuvre de prédilection, ainsi qu’il le disait a
Pagani! Nous eussions échappé a cette perplexité ou nous nous
trouvons plongé par la crainte de ne pas rendre son idée avec
tous les développements que lui seul était capable de lui donner.
Dans cette triste circonstance, nous avons agi sous l'ispiration
de nos sentiments d’affectueuse vénération, ainsi que des con-
seils d’hommes éclairés, dévoués comme 10us 4 sa meémoire
et nous avons apporté au texte quelques modifications et quelques
additions qui nous ont €té indiquées et que nous avons crues
utiles au sueces de Pouvrage. Nous avons fait en sorte toutefois
que le lecteur put avee facilité restituer le texte primitif: toutes
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les modifications que nous avons faites sont entre parenthcses,
toutes les additions et les notes destinées a éclaireir le texte sont
de nous.

La seule modification un peu importante, comme nous l'avons
dit, est relative 2 la notation et a la terminologie; nous allons
Pexpliquer en quelques mots.

Brasseur, en donnant & la variable @ I'aceroissement arbitraire
dx, appelait différentielle l'accroissement correspondant de la
fonction y, et le dénotait pﬂF dy ; 1l posait donc :

dz’
y=0(@); dy =¢'. ﬂf,’l?+f{}”1$ -}~ etc.

et 1l dénotait ¢', ¢", ete., qu’il appelait dérivées avec Lagrange,
par

rdyy Py ‘
\dm) , (d:c) y ELC.

pour les distinguer des rapports complets

dy d*y

dx’ dz*’ LLs

Mais, comme nous le lui faisions remarquer, c'était la ren-
verser toutes les notations et toute la terminologie adoptées
depuis Leibnitz; et ce qui parait établir que lui-méme en voyait
le danger, c¢’est que nous avons trouvé souligné, probablement
de sa main, le paragraphe suivant de GCarnot (1) :

« Il paraitrait bien difficile maintenant de quitter la route qui
» nous a été ouverte par ces illustres géometres ; de se rompre a

e e S S R R R o i e, B MRS — ———

(1) Réficrions sur la métaphysique du calcul infinitésimal , p. 207, § 160.
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» une nouvelle maniere de voir, & une nouvelle notation, i de
» nouvelles locutions. »

Aussl n'avons-nous pas voulu exposer son ceuvre 4 une cri-
tique (1) qu’il et sans doute évilée lui-méme au moyen d'une
légére modification de forme, en écrivant comme nous l'avons
fait :

Ay = ¢ldx + ¢'dx* + - - -

Ay _dy 5 d*y =dzx
de T de T dr L2

On comprend aisément pourquoi nous avons laissé partout dx,
sans le changer en Az ; cette modification non-seulement et été
superflue, mais ettt méme contribué a allonger 'exposition et & la
rendre moins claire par cela seul.

Il ne nous reste plus qu'a expliquer pourquoi cette ceuvre a paru
dans les Mémoires de la Société royale des sciences de Liége.
Brasseur avait d’abord eul'intention de la publier a la suite de son
Précis de Mécanique appliquée. Il nous fit 'honneur de nous con-

(1) Nous pourrions citer & I'appui de notre maniere de voir celle de Lacroix,
qui a analysé avec beaucoup de sagacité les différentes notations successivement
proposées en calcul différentiel ; nous nous bornerons a extraire de son grand
traité les passages sunivants :

« Je demande la permission de faire observer gue c'est un principe avoue de
» tout le monde, qu’il ne faut changer les signes recus que lorsqu’ils sont en
» contradiction manifeste avec les idées qu'ils doivent représenter, ou lorsqu'on
» peut les abréger notablement, ou enfin lorsqu'en les modifiant, on les rend
» propres a développer de nouveaux rapports qu'on n'aurait pas apercus sans cela.

« Avant donc d'innover dans les signes déja si multipliés en analyse, que l'on
» veuille bien penser a l'embarras qu'éprouvent ceux qui I'étudient et qui vou-
» draient en embrasser I'ensemble , d'avoir sans cesse a rapprocher des formules
» et des opérations analogues rendues par des caractéres différents. C'est la crainte
» de voir ouvrir cette nouvelle source de difficultés qui m'a engagé dans des détails
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sulter a ce sujel, et nous lui conseillames de la faire paraitre
dans les Mémoires de 'une de nos Sociétés savantes. Des raisons

de convenance personnelle le décidéreni en faveur de la Société

de Liége, et nous nous sommes fait un devoir de respecter sa

volonte.
F. FoLiE.

Lisge , juillet 1868.

» dont la longueur sera justifiée par l'influence que ne peut manquer d'exercer
» 'homme célébre (Lagrange) qui semblait avoir projeté une révolution a cet
» égard , et 'on trouvera tout simple qu'en attendant I'époque ou des progrés bien
» caractérisés légitiment d'une maniére incontestable 'emploi de signes nouveausx,
» on tiche de défendre ceux avec lesquels la Mécanique analytique et la Méca-
» nique céleste sont écrites. » ( Lacroix, Traité de calcul différentiel et de calcul

intégral , t. 1, p. 248 , n° 83).

e
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CHAPITBE .1,
Du caleul proprement dit, ou de l'algorithme,

1. Soit la fonction

y = @(x) (1)

En donnant & la variable 2 un accroissement arbitraire
représenté par de, la fonction y prendra un accroissement
représenté par Ay et fourni par I'équalion

Ay = o(x + dx) — ¢ ()

_——
Lo
™

Si I'on y fait dr =0, on aura en méme temps Ay =0; ainsi
I'accroissement de la fonction et celul de la variable s’an-
nulent en méme temps. Nous concluons seulement de 1a qu’ils
décroissenl ensemble, et nous prévenons déja ici d’avance
que jamais, ni dans le caleul, ni dans les applications,
nous ne ferons dx égal a xcro.

Lagrange démontre, par de pures considérations d'al-

aebre, que ¢ (x + dx) peut se développer en une série de la
forme

o (z) + pdz + qdx* + rdx® + ete.

oup,q, r, etc., sont de nouvelles fonctions de x. Cela étant
I'équation (2) donne pour 'accroissement Ay

Ay = pdx + gdx + rdas + etc, (3)
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donc l'accroissement d'une fonction, ou la (différence) de
cette fonction, peut toujours étre développé suivant les
puissances ascendantes et entieres de I'accroissement attribué
a la variable de la fonction.

(Le premier terme du développement s’appelle différen-
tielle, et se représente par dy; et le développement Ay lui-
meme s’appelle différence ; ainsi I'on écrira :

dy = pdzx. Ay = dy + etc. ) (3 bis)

Les régles qui apprennent 4 déduire, de toute fonction
primitive, le premier coeflicient p de ce développement, cons-
tituent les régles de la différentiation, et la démonstration de
ces régles est un premier objet du calcul différentiel.

Différentier une fonction, c'est trouver (sa différentielle,
c'est-a-dire) le premier terme de sa (différence). Celle-ci
s'écrira en représentant I'ensemble des termes qui suivent le
premier, par les mots plus et ceetera, écrits en abrégé. D’apres

)

cela , la (différence ) Ay donnée par I'équation (3) s’écrira :
Ay = pdx + etc.

ou les termes qui sutvent le premier ont pour facleurs respec-
tifs dz?, da’, etc.

Comme le coeflicient p dérive de la fonction primitive o(x),
il est appelé pour cette raison dérivée premiére de la fonc-
tion primitive, et on le représente par la fonction primitive
surmontée d'un accent; ainsi ¢'(x) signifie dérivée premiére
de la fonction primitive ¢ (x).

Le méme coeliicient p est ausst appelé premier coeflicient
différentiel de la fonction primitive, ou coefficient différentiel
du premier ordre,

D’aprés cette convention I'équation préceédente s’écrira :

Ay = o (x) dx + etc.
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2. Désignons par A% [laccroissement que prend Ay,
lorsque , dans tous les termes du second membre de cette
équation , on donne & x le méme accroissement dz. Nous
ferons remarquer que s1 nous veulons encore ici ne con-
server que le premier terme de la valeur de A%, il suffira de
donner & 2 simplement dans le premier terme, l'aceroisse-
ment dx, et on aura un résultat de la forme

A2 = n'ax® 4 elc.

oit les termes qui suivent le premier ont ponr facteurs res-
pectifs dx’, dx*, ete.

A'y, (différence)de Ay, est appelée (différence) seconde de v,
ou de la fonction primitive. (Le premier terme de ce dévelop-
pement s’appellera différentielle seconde et s'éerira

(Y= pdz.)

Le coefficient p' se déduit de o (x) par les mémes régles de
différentiation que le coeflicient ¢/ () a él¢ déduil de la fone-
tion primitive; il est appelé dérivée seconde de la fonction
primitive ; et on le représente par la fonction primitive sur-
montée de deux accents, c'est-a-dire par o ().

Le méme coeflicient est encore appelé second coeflicient
différentiel ou coeilicient différentiel du second ordre.
L’équation précédente devient en écrivant ¢"(x) & la place
de p' :

A*y = ¢ (x) dx® + elc.
(Dot :
d*y = o' (x) dx®.)
3. Ainsi de I'équation primitive

Y =) (1)
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on déduit par les regles de la différentiation les équations
successives :

Ay = dxo (z) + ele. (d'ont dy = dz.9' (x) (2)

Ay = drg" (x) + ete. » Ay = dxt.o" (x) (3)

A%y = drigtt(z) '+ etc. w dy =dz’ .o (z) (4)
etce. etlc.

A"y =dz"9"™ () + ete. v d"y = dx".0'" () (1), )

(La premiére équation de chaque couple est nommée
équation aux différences du 1°¢7, 2™, ete., ordre; la seconde,
équation différentielle du 1°*, 2™, ete., ordre.) (1).

4. Les regles qul apprennent 4 remonter de I'une quelcon-
que des équations ci-dessus a celle qui précede immédiate-
ment constituent ce que 'on appelle le calcul intégral,

Or, on remarquera que pour remonter de l'une de ces pre-
miéres équations & celle qui précéde immédiatement, il suffira
simplement de remonter du 1 terme du 2™ membre de l'une
au 1 terme du 2™° membre de celle qui précéde immédiate-
ment. kKt puisque la loi que suit le multiplicateur da, d’une
équation a la suivante est évidente, toul se réduit a4 savoir
remonter d'un coeflicient différentiel au coefificient différentiel
qui précede (ou d'une différentielle a celle qui précede, ce qui
constitue & proprement parler le calcul intégral.)

Nous ferons remarquer de plus que le multiplicateur dz,
lorsquiil s’agit d'intégrer, n'est 1a que pour mémoire; il ne
sert réellement qu'a marquer par son exposant le nombre
d’intégrations successives a effectuer pour arriver a la fonc-
tion primitive.

5. Pour marquer qu’il faut remonter de A"y & A% (ou de d’y

ady), on met devant A’y (ou dy) le signe f , qui signifie

(1) Brasseur n’avait écrit que la premiére équation de chaque couple avec la
caractéristique d au lieu de A, et 'avait appelée équation différentielle. Il s’en-
suivait que la seconde était imparfaite. Mais comme toutes deux sont exactes , et
qu'elles ont un sens différent, nous les avons écrites simultanément en conservant
les dénominations universellement adoptées.



Cuap, I. — Du caleul proprement dit. 135

intégrale de . . . Ainsi ] A%y (ou fdﬁy) s'énonce intégrale
de A%y (ou de d*y.)
On a donc :

de méme :
[ desg" (z) = dz'o" (x)

/nf;r’:jr:”(:r} = dog' (T)

; f Ay ;
‘ / deg' () = o(x).

6. D'apres cette convention, pour marquer qu'il faut
remonter de l'équation (4) a (3), on écril :

/Aﬁy = ([d.“-y +etc,) = /‘d;r:"?”' (z) + etc.

Les opérations indiquées par le signe f étant effectuées,

. 'équation précédente devient :
A*y = dz’e" (z) + etc.

Pour marquer qu’il faut encore remonter de celle-ci a
celle qui précede immeédiatement, on éerira :

f:}.fg; — (/‘fﬁy -+ Etc.) /.d:t:*-?'(:r) + elc.,

et les opérations indiquées par le ﬁignef étant eflectuées
il vient :

Ay = dzg' (x) + efc.,



136 J. B. Brasseur, — Ewposition nowvelle du calcul différentiel.

et finalement, st 'on demande de remonter de celle-ci &
celle qui préecede immédiatement, on éerira :

/_\y — ff.’f.l‘?' (x)

sans placer & la suite du second membre + efc., puisque cetle
intégrale doit reproduire l'équation primitivey = ¢ (x),
dans laquelle tous les lermes élaient en évidence.

7. Constatons maintenant ce fait : que st 'on donne le
premier terme de la (différence ou la différentielle) d’'un ordre
quelconque d'une fonetion, on pourra remonter de ce lerme
par une série d’ intégrations a la forme de cetle fonction.

Remarquons aussi que dans toutes les questions ou il
s'agit uniquement de déterminer la forme d’une fonction, au
moyen d'une quelconque de ses (difiérences), les mols + ete.
qui completent les équations par lesquelles 1l faut passer
pour arriver a l'équation primitive ne servent nullement, De
sorte que nous pourrions nous dispenser d’écrire les mots
+ ete. et les sous-entendre seulement. Mais en ne les écri-
vant pas et en les sous-entendant simplement, nous donnons
uniquement pour raison : qu'ils ne servent pas au but que I'on
se propose, lequel est de remonter a la forme d'une fonction
primitive dont on donne I'une quelconque des (différences ).

Mais, dira-t-on, puisque les mots + efc. ne servent ni dans
les différentiations successives, ni dans les intégrations suc-
cessives, on peut les omeltre et écrire a la place de

Ay = ¢'.dx + etc,

simplement

dy = ¢'.dx.

Sans doute on pourrait faire cette convention, de considérer
cette dernitre égalité comme une véritable équation; mais



Har, L — Du caleul proprement dit. 1317

alors en supposant & dap la méme valeur dans les deux équa-
tions, dy dans la derniére n’aurait pas la signification d’étre
Paceroissement que prend y lorsque x prend l'accroissement
dx dans 'équation y = o ().

Or, dans les applications on a besoin de connaitre la signi-
fication des cuantilés, pour pouvolr raisonner et opérer sur
elles (1).

8. Autres conventions pour dénommer et rveprésenter ce
quon a nommé dérivée premicre, dérivée seconde, dérivée
troisiente , etc.

En écrivant de nouveau les équations (2), (3), ete. (n + 1),
apres les avoir divisées respectivement par

il

dr, dxr:, dx*, etc., dx

?

on a :

Aq %

Ei% = o' (x) + elc.

A .

dﬁ = o' (x) + elc.

i:‘i

rf;r? = ¢ (x) + etc.
elc.

x'lﬂ'f (2e) |

bl o () + etc.

dx

Dans cette suite d'égalités, les termes représentés par
+ ete. restent tous affectés du multiplicateur dz. On connait
les désavantages d’annoter par des accents les dérivées
successives d'une fonction, lorsqu'elle renferme plusieurs
variables, et quil faut prendre les dérivées successivement

(1) On pourrait répondre & ceci que le calcul différentiel cherche en effet la
signification de la différentielle dy — ¢'.da; mais on devra reconnaitre que cette
signification est plus difficile & saisir que celle de Ay, et qu'en partant de cette
derniére, le calcul gagne beaucoup en simplicité.
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par rapport & chaque variable. Or la convention suivante obvie
i ces inconvénients : pour marquer le premier terme ¢' (2), de

A1 . e U
la valeur du rapportﬁé, nous conviendrons d’écrire i ;
= *dy 1 'f 0 . » Yan ay (:’)ﬂ' B =
ainsi —- signifie 1° premier terme du rapport =312 dérivée

premiere d'une fonction y dont la variable est x ; 3° premier
coefficient différentiel d’une fonction y dont la variable est z ;
ou simplement premier coeflicient différentiel de y par rap-

port a x.

avy dy
dae* ’1ded” ete. (1).

Par cette convention les équations précédentes peuvent
donc s’écrire comme suit :

Il en est de méme de

A1 i1
._'."f. — ..._.:i‘.-. - ["l“" ; .HI
(a dax 'l
A% d*y /
e [T — -+ elc
i’ . m
elc. s

‘lﬂj t’t“i

f: = ——-”!; -+ efcC. r
ax da

ou bien encore :

Ay = ay der + etc. = (dy + etc.)

i dx
i) L
At = Edm* + ete. = (d*y + etc.)
ele. \
i lf'fﬂ i ] I
= ~—%’Zd:r + elc. = (d y+ etc.) |
dx /

= e o ————— e e ———

: e : Ay 1 : dy
(1) Le manuserit portait Y au lieu de —, et 24 Vay lien de’ —= . en le
& aa dax dxr

lisant avec M. Brasseur, nous avions écrit en marge la modification que porte le

texte, ( Voir 'Avant-Propos ).
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Cette convention nous donne : 1° 'avanlage de rappeler la
fonction qui a éLé différentiée et la variable qui a recu l'ac-
croissement; 2° de rappeler tant par U'indice de la lettre d qui
précede y, que par 'exposant de dx, I'ordre du coefficient
différentiel , et enfin 3° de rappeler le nombre d'intégrations
a effectuer pour arriver a la fonclion primitive.

Ainsi si I'on a la fonction

e

y = @

et que 'on demande les (différences et les difiérentielles)
successives de cette fonetion, on aura :

me—| 1— 1
Ay = mx" dx +ete. et (dy = ma"  da)
I —2 4 K e
Ay =mm—1)x  dz*+ etc. et [d-y =mm—1)x dz’
ele.

et pour les coefficients différentiels successifs, ou les
dérivées :

{!JI 'H'I—I

& — mz

dx

—‘é =m(m—1)x
dx?

9. Nous avons indiqué qu’'un premier objet du calcul diffé-
rentiel était de faire connaitre le premier terme d'une ( diffé-
rence) quelconque (ou une différentielle queiconque ) d’une
fonetion donnée. Un second objet du calcul différentiel est de
donner le moyen de compléter cette (difiérence), ¢’est-a-dire de
trouver autant de termes de la(différence) que 'on veut. Cette
loi est donnée par le théoréeme de Lagrange, théoréme qui
est démontré par ce célebre mathématicien par de pures con-
sidérations d’algébre, sans considérations de limites, ni d'in-
finiment petits, et qui n'est autre au fond que le théoréeme
de Taylor. Il sert & compléter la (différence) d'un ordre quel-
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conque d'une fonction, au moyen de tous les coeflicients
différentiels de la fonction proposée.

En écrivant les (différences) sueccessives d’'une méme
tonction

Yy = ¢ ()
on a d’'une maniere : De autre maniére :
5 g \ / dy
1) Ay = dag' (x) + etc. [ Ay = == dx + etc.
|" ; o
d&
2) A%y = ax’g" (x) + elc, A= —= da* -+ elc.
* dx’
. 3 S R | j dﬂ.lj
3) A%y= dz’o" (x) + elc. QAdy = i
R : i i ¢ R it d”y i
4) Ay= dzg () + elc. Ay= ——dx + ele.
\ dx

D’aprés le théoréme de Lagrange, la (difiérence) premiére
d’une fonction y= ¢ (x) est donnée par la formule :

i

AY = dxg! () + — qu”( ) 4 o' (x) + elc.

B
ou bien :

dy dx* dy dr d%Y ]
Ii‘y-—-d.’r —-‘1‘15} di:"i‘ﬂ.g‘dm:‘*‘er‘[.

(ou encore :

| THRE
—_— C.
19a:g,r—t- d*y + etc.)

Ay = dy + 23

On conclut de ce développement, dont la loi est manifeste,
que pour la (différence) seconde on a également

dx®

Aty = da*s! () + —

—¢" (@) + etc.
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ou bien :
dy dr d’y
Ay = dx* « — . —— -} elc.
J dx’ B I S
(ou encore :

A'y = dy + —:—L}- d’y + etc.)

el ainsi de suite.

Ce théoréme sert donc a trouver tous les termes de la (diffé-
rence ) d'une fonction pour laquelle 'opération de la différen-
tiation se termine.

On verra plus loin que le théoréme de Taylor est indispen-
sable pour apphquer le calcul différentiel et intégral.
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CHAPITRE 1.

Definitions et principes sur lesquels est basée l'application
du caleul précedent.

DEFINITIONS.

1. Une quantité variable est dite indéfiniment petite lors-
quayant un maximum , assignable ou non, elle a pour
limite zéro.

2. Une quantité variabie est dite mdéfiniment grande,
lorsqu’elle jouit de la propriété de pouvoir devenir plus
grande que toute quantité donnée, et qu'elle a un minimum
assignable.

o. Une quantité variable est a la fois indéfiniment grande
et indcfiniment petite, lorsqu’etle peut devenir plus grande
que toute quantité donnée, et qu'elle peut aussi devenir
plus petite que toute quantité donnée.

PREMIER PRINCIPE.

L’acceroissement Ay, que prend une fonction y = o (@)
lorsqu’on attribue & la variable T'accroissement quelconque
dx, est d’apres le théoréme de Taylor, notation de Lagrange,

da ar’
] S e | | iy s o -1 \
Ay = ol de + o', 5 g 193 + gfe. (1)

- B =
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Dans ce développement Uaceroissement élant quelcongue, peut
loujours ctre pris assex pelit, pour quun terme quelconque du deve-
loppement soit plus grand que la somme de lous ceuxr qui le suivent.
Dans ce cas, le signe de la valeur du développement précedent sera
toujours le signe du premier terme; el lorsque le premier terme ren-
ferme le facteur dX a une puissance impaire , le signe du developpe-
ment changera avee le signe de dx.

Pour connaitre toutes les valeurs de da qui rendent le
premier terme pius grand que la somme de tous ceux qui
le suivent, il suftit de chercher la plus grande valeur de da
capable de vérilier 'inégalité :

o Sl dx sl dx’ s
e e

Si 5 est cette plus grande valeur, nous pouvons dire que
pour toutes les valeurs de dx comprises entre o et 4, le
premier terme du développement (1) est toujours plus grand
que la somme de tous ceux qui le suivent.

DEUXIEME PRINCIPE.

Sorent deux fonctions d'une meme variable
Yi— I!%’.a (.'_I‘,'II
et
y =y (@)

Donnons a la variable x dans les deux fonections, le méme
accroissement dx; et désignons par AY l'accroissement que
prend Y dans la premiere, el par Ay l'accroissement que
prend y dans la seconde; il viendra :

(x
AY = o'dz -+ o' TG + ete,

Lo 4 dx :
*\IJI.’LE—I- 4y T"—:' -+ ClC.

I

Ay
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La différence entre les deux accroissements AY et Ay sera:

AY — Ay = (¢ — Y dx + (¢ — *JN’)% + ete.

Supposons que par la nature de la question a laquelle se rapporte
cette derniere équation, la différence AY — Ay doive toujours
conserver le méme signe, quels que soient le signe et la petitesse de
dx ; il resultera nécessairement du principe que le premier terme
(o) — ') dx devra disparaiire; et pour cela, il faut qu’on ait :

¢ — ¢ =

ou bien

=l

TROISIEME PRINCIPE.

Soient, comme dans le cas précédent, deux fonctions
d'une méme variable :

Y = ¢ (x)

et (1)

Donnons a & dans les deux fonctions le méme accroisse-
ment dx; et représentons par AY et Ay les accroissements
que prennent respectivement les deux fonctions, 1l viendra :

dx’
AY = ga-’d:x: -+ tp” 19 + etc.

dx
Ay = Yldx + " == + etc.
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et la différence entre les deux acecroissements sera:

,, dx®
AY — Ay = (o' — ) dx + (" — ") N etcs

St par la nature de la question a laguelle se rapporte cette der-
niere équation, la différence AY — Ay doit étre la plus petite
possible, indépendamment des valeurs indéfiniment petites que peut
prendre dx, il faudra, vu que chaque terme peut surpasser la somme
de tous ceux qui le suivent, que le plus grand nombre de coefficients,
a partir du premier, s’anéantissent ; ce qui donne :

o — =0, o —{"=0,etc. (2)

St les formes des deux fonctions (1) sont connues, et
si on laisse invariables les constantes qui entrent dans l'une
de ces fonctions, et dans ses dérivées, on ne pourra satis-
faire aux égalités (2) qu’en faisant varier les constantes
arbitraires qui entrent dans I'autre fonclion et ses dérivées;
et le nombre de coefficients qu'on peut ainsi annuler, dépend
essentiellement du nombre des constantes arbitraires qui
entrent dans cette fonction.

QUATRIEME PRINCIPE.

S1 dans une fonction y = ¢ (2) dont la forme est inconnue,
on donne a z I'accroissement dz,y prendral’accroissement Ay,
lequel sera donné par le développement :

dx’ axs
i A = ddr + @ — 4= g i
) Y ?dm 7 1.2 7 1.2.3 etc.

St par la nature de la question, on a pour le méme aceroisse-
ment Ay:

9) Ay = U (2) dx + une quantité < Adz* + Bdz® + ete.

10
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b (x) éfant une fonction dont la forme est donnée, et A, B, ete.,
étant des constantes, ouw pouvant élre considérées comme telles :
alors quoique le développement du second membre (2) ne soit pas
donné sous une forme explicite compléte, on peut toujours conclure
de la théorie des coefficients indéterminés, que les premiers termes
de ces deux développements sont égauzx , et que Uon a :

o dx = ¢ (z) dx ,
et par suite

ﬁg' — (x).
CINQUIEME PRINCIPE.

Si1 dans une fonction y = ¢ (x) dont la forme est a déter-
miner, on donne a z I'accroissement dz, 'accroissement Ay
sera fourni par I'équation

2

Ay = ¢ldx + ¢ % -+ etc. (1)

et si1 dans la méme fonciion on attribue a x le déeroissement
— dz, décroissement de y (c'est-a-dire 'accroissement cor-
respondant de y, pris en signe contraire) que nous dési-
gnerons par Ay, en accentuant la caractéristique A, sera
donné par I'équation

da’

Aly = ¢'dx — o' H glE.

Cela posé, si par la nature d’une question, on a & la fois les deux
négalites
2

) : d
Y (x) dx < Daceroissement ¢'dx + o 1—% -+ etc.

e

dx?

9 -1 elc.

Y (x) dx > ledecroissement oldz — ¢
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U (x) étant une fonction connue, on en conclura que

et par suile

connaissant ainst le premier terme du développement (1),
c'est-a-dire la dérivée premiere ¢'de la fonction inconnue ¢(z),
on pourra déterminer la forme de cette derniére par le calcul
intégral, et I'on aura :

yzfq:»'a!:t: =f¢(a:)d;t:.

SIXIEME PRINCIPE.
St Uon a un rapport de la forme

o+ o
b+ 3

c,

a, b, ¢ étant des constantes, o, 3, des quantités variables, indéfi-
nument petites, décroissant ensemble, ce rapport se partage en deux
autres égaux entre eux et égaux aw rapport proposé ; c'est-a-dire
qu'on aura :

Hf_t:ﬁi_
S L

ou que le rapport proposé est égal au rapport des constantes a et b,
et au rapport des variables indéfiniment petites « et 3.

(Pour la démonstration voir I'appendice).
SEPTIEME PRINCIPE.
St Uexpression

A -+ Bdz + Cdx* + etc.
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dans laquelle A, B, G efc. sont des constantes, est indéfiniment
petite, c’est-a-dire doit pouvoir devenir plus petite que toule quantite
donnée, il faudra nécessairement que l'on ait :

A= 0.
(Ce principe estune conséquence immédiate du premier) (*).
HUITIEME PRINCIPE.

Sti, dans une application, on est conduit & U'inégalité

Adx + Bdx* + etc. < Aldx® + Bldx® + efc.

5 ( Addition. )

CororLAIRE 1. Sil'on a Uégalité
e+ @,dr+ etc. = ¢ + J,dx + elc.

dans laquelle 9, Y, etc., peuvent étre considérés comime des constantes, tandis

que dx est indéfiniment petit , on en conclura :

¢ = .
En effet, si l'on fait passer toutes les quantités dans le premier membre . ce

coroliaire se raméne au principe préecédent.
CoroLLAIRE 11, Si, les mémes conditions étant remplies , on a 1 égalité :

0 + ©.ax + etc.
J + ddz + elc.

[(x+ dx) =

03 en conciuira

f(2) =T+

s
En effet, si l'on développe le premier membre, et quon chasse le denomina-

teur, on aura :
G flx) + (Uf! + fL,) dx + etc. = ¢ + ¢.dx + etc.

d'ou, en vertu du corollaire précédent :

ou
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dans laquelle les coefficients A, B, etc., A', B', etc. sont des cons-
tantes ou peuvent éetre considérés comme telles; celle inéqalité ne
pourra subsister, a moins que l'on wait :

A=

ce qui devient évident, si I'on divise les deux membres de
I'inégalité par dx.
(En effet, ce principe se rameéne alors au précédent ),

NEUVIEME PRINCIPE,.

Si Uon a deux développements

Adx + Bdx* + Cdx® + etc.

Aldx + Bldx* + Cdx® + elc.
el que par la nature de la question, on sache ou Uon puisse prouver
que la différence entre ces deux développements doit powvoir étre plus
petite quun indéfiniment petit du second ordre, tel que Mdx2, on en

conclura que le premier terme des deux développements a la méme
valeur , c’est-a-dire qu'on a :

A=Al
En effet puisqu’on donne :

(A—A)dxr +(B—DB') daz + (C — () da® + ete. < Mda?®,
en divisant par dx les deux membres de cette inégalité, on
conclura du principe VIII que

ou

A=Al

De méme si la différence entre les deux développements
devait pouvoir devenir plus petite quune indéfiniment petit
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du troisieme ordre Mdz®, on conclurait que les deux premiers
termes des deux développements sont respectivement égaux,
et que I'on a en méme temps

A=A
et
B = B,

Et ainsi de suite.

DIXIEME PRINCIPE.

Si Uon a les trois développements

dy = Adx + Bdx® + etc.
0y = Aldx + B'dx® -+ etc.
Ay = A'dz 4+ B'dz® + elc.

dans lesquels on a :
dy > oy > Ay,

et quon sache prouwver, par la nature de la question, que la dijfé-
rence dy — Ay est du second ordre, & plus forte raison les différences
dy — oy et oy — Ay seront-elles du second ordre; et I'on aura,
d’apreés le principe 1X :

A=A = A",
(Addition. )
ONZIEME PRINCIPE.

Si lon a & la fois les deux inégalités :

Y - dudx +etc. > ¢ + o,dx + elc. >  + b de + efc.,
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U, o, elc., peuvent considérés comme des constantes, el dx éfant
indéfiniment petit , on en conclura ;

i
en effet, si I'on fait passer les termes finis dans un membre,
et les indéfiniment petits dans l'autre, ce principe se rame-

nera au huitiéme.

CoROLLAIRE. Si une fonction gz doit satisfaire @ la fois aux deux
inégalités
Fx + Fladx + etc. Fx — Fzdr + etc.

fx + flxdx 4+ etc. A i fr— flzdx — etc. ’

les fonctions ¥, o, pouvant étre considerées comme constantes, et
dx etant indéfiniment petit, il en résultera :

oz = .
] i

En effet , comme on peut attribuer & dx une valeur telle que
les dénominateurs alent le signe de leur premier terme, on
pourra chasser les dénominateurs, et I'inégalité subsistera
dans le méme sens ou en sens contraire suivant que fr sera
positif ou négatif; on aura ainsi :

=

Fxfx + etc. "Z ox(fx)” + etc. !

Fafr + ete.
d’ou en vertu du principe précédent :

s Fa
QL = I
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CHAPITRE Il1.
( Addition ).
Applications analytiques.

1. Déterminer le maximum ow le minimum d’'une fonction d’une

seule variable (™).
Soit oz cetle fonction,  la valeur pour laquelle elle est un

maximum ou un minimum; il en résultera que l'on devra
avoir a la fois :

(% <9 (Z + dx)
ou :
\PL > @ (x— dx) Q,':fm{]o (x — dx)

o > 9 (x + dx)

dz élant indéfiniment petit. Ou bien :

dx® dx?

g 0> plede -+ /g 19 + etc. 0 < vade + ¢'x ?I% + etc.
o ou '
m-— o

({};;, —olxdr + ¢"x —z+ etc. 0 <—9'zdx + ¢'"x Ei—x; + etc.

Or comme dx, en vertu du principe I, peut étre pris assez
petit pour que les seconds membres aient le signe de leur

(*) Ainsi que nous l'avons dit dans l'Avant-propos, Brasseur regardait la

théorie des maxima et minima comme la seule exacte en calcul différentiel ; c'est
pourquoi il ne l'avait pas refaite. Comme 1l I'invoque plus bas’, nous avons cru

utile d'y suppléer.
Nous avons également ajouté 'application suivante , parce que plusieurs auteurs

la traitent encore en y faisant dz nul ou infiniment petit.
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premier terme, ces inégalités ne pourront étre satisfaites
que si

condition commune au maximum et au minimum,

Pour le maximum, auquel convient le premier systéme
d'inégalités, il faudra en outre, en vertu du méme principe,
que ¢"x soit négatif, pour le minimum, que ¢"z soit positif.

Si o'z €tait lul-méme nul, il faudrait, pour qu’il y edt
maximum ou minimum, que ¢ le fit également; le maximum
et le minimum se distingueraient en ce que ¢"x serait négatif
ou positif.

S'il était également nul, ¢va devrait I'étre aussi, ete.

2. Déterminer la vraie valeur des expressions qui se présentent

. 0
sous la forme 0

. F: . : , 0
Soit ¢ (x) = ?,fune fonction qui affecte la forme 5 pour une

valeur x de la variable. Nous aurons :

, . da?
Fa+ daeFlo + — F'ax +etc.

F(x +dzx) 1.2
) d == ]
AL S e T
fe + dxf'e + 19 "2 -+ efc.

Supposons que n—-1 dérivées successives de F et de f's’an-
nulent 4 la fois pour la méme valeur 2; nous aurons, en divi-

dacn
sant haut et bas par R
n d-’l? n y
F' 2+ by kg -+ e1¢
?(x + dx) = -
fr"jm«i— dx . s 1)
" - €1C

D'ou I'on conclut, en vertu du corollaire IT du principe VII :

(n)

|

?(:‘Jﬁ) == I.”:I .
[
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CHAPITRE IV.

Applications géométriques.

Interprétation géométrique d’une équation différentielle du premier
ordre & deux variables.

4. Si ’on substitue dans une fonctiorn
y = o (1) (1)

y + Ay & la place de y, et z + dx & la place de 2, ce qui
donne :

Y + AY = o (x + dx)

et en développant et réduisant :

]

19 + eic. (2)

[ﬁy — qu- dm =k (?”.

les équations (1) et (2) représentent chacune la méme courbe,
avec cette différence que dans I'équation (2) les coordonnées
variables de chaque point soni (dz, Ay), et que l'origine est
en un point quelconque (z, y) de la courbe ; tandis que l'ori-
gine, pour la courbe représentée par (1), est en un point
quelconque du plan de la courbe, et que les coordonnédes
courantes sont x, y (¥).

(") Au moyen de l'intégration, nous pourrons remonter de l'équation (2) a
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Pour construire celle-ci d’aprés U'équation (2), il faut assi-
oner I'origine en donnant & x une certaine valeur telle que,
substituée dans (1), on retrouve une valeur réelle pour y.

I'équation (1).
Or, au lieu de I'équation

Ay = ¢l.dx +4-etc. (2)
nous pouvons écrire, d'aprés une convention précédente(chap. I, art. 1),

dy = ¢l.dzx. (3)

Dans cette équation , dz et dy ne sont plus les coordonnées variables d'un point
de la courbe rapportées au point @,y pris pour origine, comme le sont dz et Ay ;
mais , au contraire, celles d'un point situé au-dehors de la courbe, et qui appar-
tient 4 la tangente, comme on le verra 4 l'article suivant.

Il serait donc inexact d’appeler I'équation (1) équation différentielle de la
courbe, si l'on entendait par cette expression que I'équation (3) serait une relation
entre les coordonnées dz, dy d'un point de la courbe rapportées & l'origine @, y.
Il n’y a que la conception absurde des infiniment petits qui puisse conduire a cette
maniére de voir,

L'équation (3) est simplement la différentielle de I'équation de la courbe ; tandis
que I'équation (2) est, comme il a été dit plus haut, la véritable équation diffe-
rentielle de la courbe, ou plutdt son équation aux différences, pour nous servir
de la terminologie adoptée.

C'est ici surtout qu'apparait dans toute sa lumiére la supériorité de la méthode
de Brasseur.

On a vu, en effet, chapitre I, art, 4, que l'intégrale de l'équation (2) de la
courbe est la méme que l'intégrale de la différentielle (3) de son équation ; nous
savons de plus que l'équation (2) et son intégrale représentent la méme courbe,
a lorigine prés : il est évident par suite qu'en intégrant I'équation (3), on
obtiendra l'équation de la courbe.

La conception de Brasseur explique donec ce résuliat avec la plus grande
lucidité au point de vue géomeétrique. Il n'en est pas de méme, pensons-nous,
dans la méthode des fluxions ou dans celle des limites.

Nous savons, en effet, que, dans 1’équation (3), dx et dy ne sont pas les coor-
données d'un point de la courbe rapportées au point 2, ¥ pris pour origine , mais
bien celles d’'un point gquelconque pris sur la tangente. 1l s'en suit immédiatement
qu’en appelant X, Y les coordonnées du méme point de la tangente rapportées a
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Celte origine étant supposée connue, on pourra construire
tous les points de la courbe, et de 1a on conclut que dx peut

Vorigine primitive , nous pourrons écrire :
dr=X—=x, dy=Y—y,
I'équation (3) deviendra ainsi
Y—py=¢.(X—02n),

et seral'équation de la tangente 4 la courbe au point #, ¥ ; mais comme cette équa-
tion n'est autre que l'équation (3) , celle-ci ne représente pas autre chose que la
tangente & la courbe en un point quelconque 2, y.

Or, pour revenir géométriquement de la tangente 4 la courbe elle-méme, il faut
considérer celle-ci comme l'enveloppe de ses ftangentes. Cherchons donc cette
enveloppe. On la trouvera, voir chapitre IV, art., 11, en éliminant & entre
I’équation de la tangente et sa dérivée prise par rapport a .

[equation de la tangente étant

Y—¢(@)=X—x)¢ (),
sa dérivée par rapport a & sera :

—¢z=—¢le+X—x)gl (2)
ou

0 = (X—z) ¢! (x).

Mais ¢! (z) ne peut pas étre nul, sans quoi ¢ («) serait une fonction linéaire, et
v = ¢ () représenterait une droite , ce qui est contre I'hypothése ; il en résulte que

X—-*:?}: 'U'

Et si nous éliminons 2 entre cette équation et celle de la tangente, nous obiien-
drons

Y — ?{:‘:] =0,

pour l'équation de I'enveloppe.

Cette derniére équation est l'intégrale de I'équation (3); cette intégrale repré-
sente donc la courbe.

On voit combien cette démonstration est laborieuse, et combien l'interprétation
de Brasseur l'emporte en simplicité. Les applications sulvantes présenteront le
méme caractére; nous appellerons surtout l'attention du lecteur sur la théorie
des enveloppes, et nous le prierons de la comparer, sous le rapport de la
rigueur, & celle que donnent les autres méthodes.
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prendre une infinité de valeurs depuis dr = 0 jusqu'a dr egal
a un maximum, lequel dépendra de la nature de la courbe ;
ce maximum peut méme n'étre pas assignable, si la courbe
va a l'infini dans le sens de l'axe des dx.

Danstousles cas, dx et Ay sontindéfiniment petits ensemble.

KQUATION DE LA TANGENTE.

2. Pour que le calcul puisse étre appliqué & un objet, 1l
faut que cet objet soit défini : il s’agit donc, dans le cas
actuel, de dire, avant tout, ce qu'on entend par fangente.

Premiére définition. La tangente en un point d’'une courbe,
est une droite qui passe par ce point et qui laisse d'un
méme coté, soit toute la courbe, soif une portion finie a
droite et une portion finie & gauche du point propose.

Quoique cette définition ne convienne pas a tous les points
de la courbe, nous allons néanmoins la traduire en analyse.
Nous vérifierons ensuite quels sont les points de la courbe
auxquels cette définition ne satistait pas.

Solent @,y les cordonnées d’un point de ia courbe donnée
par I'équation

y = o (x) (1)

et soil

Y=uaX + b (2)

équation d’'une droite qui passe par ce point (z, y). Il
sagit de déterminer @ de maniére que la droite (2) satisfasse
a la définition que nous venons de donner de la tangente.
Or, de cette définition résulte que tous les points de la
courbe compris entre les abscisses x et £ + 4, et ceux com-
pris entre les abscisses et  — #', % et #' étant des cons-
tantes, ces points, disons-nous, sont tous au-dessus ou tous
au-dessous de la tangente, sauf les deux points correspon-



158 J. B. Brasseur — Eaxposition nouvelle du calcul différentiel.

dants aux abscisses  + 4, et & — &', lesquels pourraient se
trouver sur la courbe.

De 1a résulte encore que pour une méme abscisse z + dx,
dx étant plus petit que 4 et que 4, la différence entre I'or-
donnée de la tangente el I'ordonnée de la courbe est toujours
positive ou toujours négative, quel que soit le signe de dx.

Cette différence, pour I'abscisse z -+ dx, est

a(x+dx) + b—o(x +dr)

(
|

a(@—dr)+b—o(x—dx) /

elle sera, pour l'abscisse (z — dx) : (3).

En développant et réduisant ces deux expressions (3),
elles deviennent respectivement :

(@ —o)dx— o' % — elc.
et
— (@ —q¢)dr —¢"- ‘j% — etc.

et pour que le signe des valeurs de ces deux expressions soit
le méme, indépendamment des valenrs indéfiniment petites
que peut prendre dx, il faut, d’aprés le principe 11, que
I'on ait :

d’olr
a=da. .
L'équation de la tangente est donc :

Y = X.¢' + b,

z et y étant des coordonnées du point de contact.
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3. Voyons maintenant s’il peut exisier des points de la
courbe auxquels la définition précédente de la tangente ne
convienne pas. Si du point de contact #,y on passe, sur la
langente, au point qui a pour abscisse @ + dx, on aura pour
'ordonnée qui répond & cette abscisse

Y+ dy = (x + dx) ¢' + 0.

Si sur la courbe, on passe du point z,y au point qui a
également pour abscisse -+ dx, l'ordonnée de ce dernier
sera :

dx da?

y+ Ay =o(x)+ 9 - T—f-ga”- 1_Q+etc.

ces deux égalités donnent respectivement pour les accroisse-
ments dy et Ay :

dy = ¢'.dx
et
dx da?
Ay = o . dx 13 ey . C.
y=0¢.dxr + g 55 TR e b &0

La différence entre ces deux accroissements sera :

{Frf & _‘{*"fi_w_ ax®
1.2 1.2.8

dy — Ay = — etc.

Tant que ¢" n'est pas nul, cette différence conserve le
méme signe pour + dz. D’olt nous concluons que pour tous
les points de la courbe, pour lesquels la dérivée seconde, ou
second coeflicient différentiel, n’est pas nulle, la courbe sur
une étendue finie, a droite et & gauche du point de contact,
est d’an meme coté de la tangente; et partant la définition de
cette derniére satisfait a tous ces points de la courbe.
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Mais s1, pour le point de contact (x, y), ' =0 et que ¢"
soit réel, la différenee précédente devient :

dx?
dy — Ay = — g [o3 — ClCs

Cette différence changeant de signe avec dz, il en résulte
que pour tout point de la courbe pour lequel ¢"=0, la tan-
gente est :

D’un coté de I'ordonnée de ce point, au-dessus de la courbe ;

De Tl'autre coOté de la méme ordonnée, au-dessous de la
courbe.

Les points de la courbe pour lesquels ¢" = 0, sont donc
les seuls auxquels la définition ne convienne pas.

4. Seconde définition. Appelons tangente en un point d'une
courbe , ce que devient une sécante tournant autour d’'un
point, quand son second point de section avec la courbe vient
coincider avec le point proposé.

Dans l'application de cette définition, 1l s’agil d'arriver a
I'équation de la tangente sans exprimer analytiguement la
coincidence de la sécante avec cette derniére; ainsi, il nous
suffira d’exprimer analytiquement que le second point de
section de la sécante peut approcher aussi prés que 'on veut
du premier; car de ce fait il résulte que : la différence entre
entre la direction de la tangente et la direction de la sécante
peut devenir plus petite que toute la quantité donnée. Cela
pose,

Soit a la direction ou le coefficient angulaire de la tangente
au point £, ¥ de la courbe dont I'équation est :

Yy = o(x).

En oulre, observons que : la direction de la sécante pas-
sant par le point &, y et par le point o + dz, y + Ay, lequel
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peut s’approcher du premier , y autant qu’on veul, sera :

5 Aipn A
T +dr—a dx '

. ax
e

-+ elc.

La différence entre cetle direction de la sécante, et celle
de la tangente est :

dx
(¢h—a) + o T -+ €lC.

Cette différence étant indéfiniment petite, 1l faut, d’apres le
principe VII, qu’on ait :

o —a =0,
d’oli

0= o,

i

Nous ferons remarquer qu’'on trouve la méme valeur pour «
si I'on considére la sécante qui passe par le point z,y et par
le point £ —dx, y—dy.

0. Troisiéme définition. La tangente en un point d’une
courbe est de toutes les droites qui passent par ce point,
celle qui s’approche le plus possible de la courbe, tant &
droite qu'a gauche du point proposé. Soient x,y les coor-
donuées d'un point donné sur la courbe

Y = (). (1)
Soit I'équation d'une droite qui passe par le méme point
Y = aX + 0. (2)

Pour que cette droite s’'approche le plus possible de la
courbe, il faut que pour une méme abscisse, z==dax, la diffe-
rence entre ordonnée correspondante de la courbe, et I'or-

11
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/

donnée correspondante de la droite, soit la plus pelite
possible.

Or, les ordonnées qui correspondent a l'abscisse x == d x,
sur la courbe et sur la droite, onl respectivement pour
valeur :

oir -dr) ef  ceilz-dr b
Leur différence, aprés réduction des développements, sera:

dx’ (dax’
(".P'“EL)H’EI?‘F?”* AR + "_I"'r”"

Lo s e

Pour que la valeur de cette expression devienne la plus
petite possible, il faut que la quantité ¢, la seule dont on
puisse disposer ici, annule le premier terme, c’est-a-dire que
'on ait :

n=q, C.0.F.D.

Nous avons donué plusieurs déiinitions de la langente ,
pour faire voir que les principes posés au commencement de
ce travail, conduisent dans chaque cas avec une égale facilité
a I'équation de cette droite.

5 bis. On pourrait encore , en s¢ donnant I'équation d'unc
droite qui passe par un point , y de la courbe y = ¢ (2), et
dont la direction soit exprimée par ¢’ (&), démontrer que
cette droite jouit des propriétés énoncées dans les définitions

précédentes.

Concavité et convexiie. ( Addition ).

6. Une courbe est dite councave ou convexe par rapport a
I'axe des x en un point donné lorsque , sur une étendue finie
3 droite et & gauche de ce point, elle est situce, par rapport
3 cet axe , en-deca ou au-dela de la tangente en ce point.

Soit y = ¢ () I'équation de la courbe. Gommengons par
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supposer que le pomnt x, y se trouve au-dessus de 'axe des =.

S1 nous donnons & x l'accroissement == d z, ¥ prendra
un accroissement

da? dx®
!
2 ¥ ies

+= el

[ accroissement correspondant de 'ordonnée de la tangente
au point x, ¥ sera :

dy = == ¢'.dzx;

d’ou la différence :

Ay —dy=0d"s — 4= ¢ — -+ elc.

Selon que cette difiérence sera positive ou negative, quel que
soit le signe de da, la courbe sera convexe ou concave ; or,
en vertu du prineipe I, on peut prendre dx assez petit pour
que cette différence ait le signe de son premier terme, signe
qut ne dépend pas de celui de dx. Donc la courbe sera
convexe ou concave au point x, ¥y selon que

ﬂu:!
¢" ou % sera Z 0,

lorsque ¥ est positif.

Si le point x, y était situé au-dessous de l'axe des z, la
différence Ay — dy devait étre positive dans le cas de la
concavilé , négative dans le cas de la convexité, donc
puisque y est négatil , ¥ .¢" sera << 0 dans le 1° cas,
et > 0 dans le second.

En rapprochant ces deux caracléres, on peut énoncer la
régle suivante : une courbe trouve sa convexité ou sa con-
cavilé vers 'axe des « en un point @, y, selon que

d*y

i L }
1] ——  SPra (),
f' I['I'f'-'.ﬂi l ""\': |



164 J. B. Brassevr. — Eaposition nowvelle du caleul difjérentiel.

Tk 0
6 bis. Si kil
a X3

la différence Ay — d y changera de signe avec d x, pourvu

= 0 pour les valeurs 2, ¥ des coordonnées,

{-I{:;I L g 1 ) A F
que d";é‘ ne soit pas nul ; elle sera done positive d’un coté du

point x, y, et négative de l'autre.

a? 1 ‘ : : ) :
> i; = 0 est le caraclére d'un point d’inflexion,

Donc
a: y
da
changer de signe , soil en passant par zéro , soit en passant
par l'infipi,

Il en est de méme de = o0, puisqu’une quantité peut

i d’ ;
ReMARQUE. Les valeurs tirées de E—f — 0 ou =00 ne doivent
dy d*y
dz'da
d’étre un point d'inflexion , serail un point dont I'ordonnée
est un maximum ou un minimum , comme on l'a vu au

ch. I, art. 1.

, etc., sans quoi le point a, y, au lieu

pas annuler

Rectification.
7. Soit y = ¢ (&), 'équation d’'une courbe, (@)
» A=Y (x), la longueur d'une portion quelconque

de la courbe;
L’accroissement que prend la longueur de la courbe lorsque

xr croit de dx est :

2

AL = U (@) dx + ' (x)- %-—F etc. (1)

Pour trouver 4, ou la forme de la fonction ¥, il suffira de
déterminer la forme de ¢' (z), c’est-a-dire de déterminer le
premier terme du développement précédent, qui est
(différentielle) de la fonction .

Menons deux tangentes & la courbe : 'une par le point
correspondant 4 I'abscisse xz, l'autre par le point corres-
pondant a l'abscisse r + d 2. Cela fail, cherchons la somme
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de ces deux tangentes, prises chacune depuis leur point
d'intersection, jusqu'a leurs points de contact respeclifs.
La direction de la premiere est ¢' (x), et sa longueur :

U Vil+c,a'_(:t:}ﬂ,

w étant la projection de la premiére tangente sur l'axe des x.

La direction de la seconde tangente est

d ae

19 -+ elc. ,

o + ¢ . de+¢"

el sa longueur

u')/ 1+ (' + etc.)’

u' étant la projection de la seconde tangente sur l'axe
des z (%).

La somme de ces deux tangentes sera, silon observe
que ¥ + 4 =dz,

dz V' 1+ 6" + etc. (2)

Or, la somme de ces deux tangentes est ¢videmment plus
grande que l'arc compris entre leurs points de contacts res-
pectifs, parce que I'on peut prendre I'are, dont la projection

(*) Si l'on développe ce radical, on obtient :
1
V' 1+ (5! + ol de+ ete.)? = (1 + ¢+ 2 /3 M doe 4¢P dx® 4 ete.)®
l g

o ; - ’
= el (L o) (Bele e glidnt v aicd)

Les termes qui suivent le premier sont tous affectés de da; or, comme on peu

: . oA . s =
poser w! =t dx , ¢ étant une fraction, il s'ensuit que w/ V"1 4 (4! 4 ete.)® pourra

s'écrire :

V1 + o ete,

tous leg termes a partir du premier éiant affectés de de®.
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est dv, assez petit pour qu'il soil entierement concave ou
entierement convexe; d'un autre coté, la corde qui soustend

Farc AA est toujours plus petite que cet arc lui-méme. Or,

la valeur de cette corde est }/da’ + Ay*; ou bien, en

mettant pour Ay sa valeur tirée de I'équation (@) qui repré-
sente la courbe

dz V' T+ ¢'* + etc. (3)

En comparant les trois expressions (1), (2), (3), il en
résulte, d’aprés le principe V, que

Vdz = dz V1 + ¢ @y
Et par suite

A =dz V 1+ o (z)* + elc.

d’olr

A = dz V1 + o' ().

REGLE. Le premier terme de Uaceroissement (ou la différentielle)
d’un arc est égal (au premier terme de ) la corde de cet accroissement,
(ou a la portion de tangente comprise entre Uexirémité de cei arc et
Pordonnée qui passe par Uextrémité de 'accroissement ).

Quadrature.

8. Soit y = ¢ () I'équation de la courbe, et
» S=14 (z)l'aire de la surface (limitée entre cette
courbe et deux ordonnées rectangulaires dont la premiére

est arbitraire, et dont la seconde passe par le point z, ¥ de la
courbe).
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L’acceroissement de la surface pour un accroissement dz
de I'abscisse sera :

"i{'ﬁ (T) dx <+ LV’ (:ﬂ) . E -+ elcC. (1)

AB 1.9

L'aire du rectangle inscrit & I'élément AS a pour expression:
@ (7). d. (2)

L’aire du rectangle circonscrit & I'élément AS a pour
expression :

o () de + Ay . dx (3)

(ou

B

ax
: Fof 2 enll
0 (x).de+ 9'dr’ + o i etc.

en remplagant Ay par son développement).
La différence entre (1) et (2), devant toujours étre plus
petite que la différence entre (3) et (2) on a I'inégalité :

2 3

dx
J'—o)de + ' —— + etc. < ¢ .dx*+ o'
(Y'—o) ete. <¢'.dat+ ¢+

1.9 =elr,

iin divisant les deux membres de cette inégalité par dz, on
reconnaitra, d’aprés le principe III, qu’elle ne peut subsister
4 moins qu’on n'ait

el
ou
Y = p.
Et I'équation (1) devient

AS = odx + etc.
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S =fcp.f£:r:.

Donc le premier terme de I'accroissement (ou la différen-
tielle) d'une aire plane est égal au rectangle inscrit & I'ac-
croissement de cetle aire.

9. Nous venons de prouver que le premier terme de I'ac-
croissement (ou la différentielle) d’'une aire plane est égal
au rectangle inscrit a4 l'accroissement de cette aire. On peut
également trouver la signification géométrique du second
terme du méme accroissement. En mettant en évidence nn
certain nombre de termes, de 'accroissement, on a :

d’ ol

dx® dxs
A S = mil ibasiss I ;
AS odx + @ 19 + ¢ 195" etc.

La direction de la tangente & la courbe au point (z, y)
¢tant ¢', I'accroissement de l'ordonnée de la tangente, en
passant du point x, y au point qui a pour abscissex + dx sera,
en désignant par dy cet accroissement,

dy = ¢'.dx,

multipliant par dx et divisant par deux les deux membres de
cette egalilé, on a

dy .dx , da?
AL L

dont le second membre est précisément égal au second terme

de l'accroissement AS de la surface. Or, on reconnait que
dy .dx

2
les cOtés de 'angle droit sont dy et dx, et qui a pour hypothé-
nuse la portion de la tangente dont les extrémités ont respec-
tivement pour abscisses x et ¢ -+ dx.

est 'expression de I'aire d’un triangle rectangle dont
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(La somme des deux premiers termes de I'accroissement
d’une aire plane est done égal au trapeéze qui a pour base dx,
et pour cOté opposé le portion de tangente dont da est la
projection).

10. Supposons maintenant que la courbe soit représentee
par son équation polaire

=)

Pour un accroissement d» donné a I'angle «, l'accroisse-
ment du rayon vecteur sera

i

1.2

ﬁp=cp’ - dw + ¢ + etc.

Soit
S = ¢ ()

I'aire de la surface (limitée entre deux rayons vecteurs dont
le premier est arbitraire et dont le second passe par le
point o, ), la forme de la fonction (») étant & déterminer.

Pour un accroissement d», 'accroissement de la surface
sera : |

2

AS = ' do + 1" . iﬁju—l—i-em. (1)

ou J' est a déterminer; cet accroissement AS est compris
entre deux rayons vecteurs petp + Ap, faisant entre eux
'angle do.

De I'origine comme centre, décrivons avec le rayon ¢, l'arc
opposé & dw; la longueur de cet arc sera o dw;

Et la surface du secteur circulaire qui a cel arc pour base,
sera .

1 1
EP . Pdm:—; 'E;PE - (o, Lﬂ)
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Cette surface est inscrite a I'élément AS. De méme le sec-
teur circulaire qui a pour base I'arc décrit de l'origine comme
centre, avec le rayon p+ Ap a pour expression

1 n.ﬂim,&p

S0 - do + (3)

il e

Cette surface est circonscrite a I'élément AS.

Comparons a 'accroissement AS, les deux secteurs circu-
laires dont 'un lui est circonscrit, et I'autre inscrit, ces trois
aires ayant respectivement pour mesure les expressions
(1), (@) et (3).

La différence entre (1) et (2) devant toujours étre plus
petite que celle entre (3) el (2) on a I'inégaliié

dw®

i
(b =3 do+ 95 +ete.<gpto - 20

qui devient, en mettant a la place de Ao sa valeur :

, fi5és (e _ 1 Tl | dey®
(L[J'—Qp )dm-!_LL” . 1‘E+EL[‘:.<EP.EFF.{£&J +§p.cp'* 1

- E1iC.

d’ott 'on conclut en vertu du principe III :

et

Y =

to| ==

[

Donc l'accroissement AS de la surface pour I'accroisse-
ment de devient :

AS = pﬂ (o 4+ ete.
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d’onr
S = — PE .

REGLE. Le premier terme de l'accroissement (ou la différentielle)
d’'une aire plane (limitée par deux rayons vecteurs) est égale au
secteur circulmire inserit a cet élement.

Theorie des enveloppes.

11. Supposons qgu’'on demande l'équation de la courbe a
laquelle la droite

Yy =x.0(a2) +« (1)

variable de position, en vertu de la variation du paramétre «,
est confinuellement tangente, x,y étant les coordonnées cou-
rantes de la droite.

Pour une seconde position de cette droite, on aura (en
changeant « en « + dx) l'équation

Y = 2.0 (et +da)+ (« + dar) (2)

dans laquelle do est un aceroissement arbitraire attribué a la
variable 4. En développant, I'équation (2) devient :

Yy = .9 («) + a + do %m.ga’(_a:)+i}+

do? det®
x {cp”(o:)-iig-+ o' (et) 1;3 + efc. }

ou bien encore, en représentant par M le multiplicateur
de do’ :

Y =.9(x)+ o +da { ¢! (@) + 1 | + Mda® (2)

oit M est fonction de z, de 2 et de d..
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Remarquons en passant que les deux droiles (1), (2) inter-
ceptent respectivement sur 'axe des y, et a partir de I'ori-
gine, les longueurs o et (x+da), et qu'elles interceplent
entre elles , sur le méme axe, la longueur de.

Si 'on fait subsister ensemble les équations (1) et (2), les
coordonnées x, y ne conviendront qu'au point d'intersection
des deux positions de la tangente, et ce point d'intersection
est tonjours hors de la courbe.

On sait aussi par l'algébre que, st 'on combine les €qua-
tions (1) et (2) de maniére & en déduire une ou plusieurs équa-
tions nouvelles, les valeurs de x,y dans celles-ci seront les
mémes que dans les deux proposées. D'apres cela le systéme
des équations (1) et (2) pourra étre remplacé par le systeme
des deux suivantes :

Y =o.9()+2, (3)

0 = 2.0/ (2) + 1 + Mda, (4)

dont la premiére est la méme que (1), et dont la seconde est
le résultat de la soustraction de (1) hors de (2) et qui, au
terme Md,, prés, est la dérivée de (3) par rapport & 2 consi-
déré comme seule variable.

Si nous combinons maintenant ensemble les équations (3)
et (4) de maniére 4 en éliminer la quantité », de laquelle
dépend la direction de la droite mobile, le résultal restera
affecté de d et pourra étre mis sous la forme

Yy = F (x) + Kda, (5)

K étant fonction de x et de do.

L’équation (5) ne renfermant plus « satisfail aux coordon-
nées du point d'intersection de deux tangentes dont les direc-
tions sont arbitraires, et qui comprennent entre elles sur
I'axe des y, une longueur d-.

Mais comme de est lui-méme arbitraire, I'équation (H), en
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y considérant d- comme variable, convient a tous les points
du plan de la courbe, & I'exception de ceux qui sont situés
sur la courbe, et dans I'intérieur de la courbe.

Pour déduire de I'équation (b) celle de la courbe, nous
‘erons remarcquer que le point d'intersection des deux posi-
ions (1) et (2) de la tangente s’approchera d’autant plus des
hoints de contact des deux tangentes, que d= est plus petit,
c'est-a-dire s'approchera d’autant plus de la courbe, que do
est plus petit. Mais remarquons aussi que tant que d= a une
valeur réelle, les coordonnées (z,y) dans (3, 4) et dans (5)
ne pourront jamais devenir celles d'un point de la courbe.
Cela posé, soit :

1

Y = ¢ () (6)

I'équation de la courbe; d'apres ce qui vient d’étre dit, pour
une méme abscisse x, la différence entre les ordonnées four-
nies par (5) et (6) doit étre une quantité indéfiniment petite

dans le sens de la définition donnée plus haut (chap. I, art. 1).
Or, cette différence est

y —Y =F @) — (@) + Kda

et en représentant par f la différence indéfiniment petite
y—7Y, la derni¢re égalité peut étre mise sous la forme :

de laquelle on tire, d'apres le principe VI.
b (@) = F(2)

el
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et I'équation (6) de la courbe devient :
Y =F (), (7)

qui n'est autre chose que l'équation (5) dans lacquelle on
aurait négligé d’écrire le terme Kdo.

Voici done la signification géométrique de la suppression
du terme Kda dans I'équation (5) : en effacant ce terme Kd«
dans l'équation (5), on diminuera le second membre de Kd«,
et pour que l'égalité soit maintenue, 1l faut que le premier
membre y diminue de la méme quantité; mais alors y devient
'ordonnée de la courbe, tandis qu’avant la suppression de
Kd=, 1l était I'ordonnée d'un point situé hors de la courbe.

Sachant d’avance que, dans les questions analogues, il faut
négliger les termmes en dz, daus le résultat de I'élimination
de « entre les équations (3) et (4), on pourra déja. se dis-
penser d'écrire le terme en dx dans 'équation (4). La régle
pratique pour obtenir I'équation de lacourbe consisterait donc
a dive qu'il faut éliminer = entre les deux équalions

Yy = it-’.!'f;:r (CZ") -+ {7}
0 = 2.9/ (4) + 1, 8)

dont la derniere provient de (4), en négligeant Kd.. Et ¢’est
ainsi que la théorie ordinaire présente cette recherche.
12. Autrement. Reprenons 'équation

Y = X (¢) 4@ (1)

qui représente, en donnant & « une valeur convenable, la
position d'une tangente quelconque & la courbe cherchée.
Coupons la courbe par une droite 4, paralléle & I'axe des y et
distante de cet axe de la quantité 2'. Imaginons que la tan-
gente tourne autour ce la courbe, en veriu de la variation
de 2 ; en tournant elle rencontrera successivement la droite d
en des points différents, qul ont tous méme abscisse 2/, et
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‘dont les ordonnées sont fournies par l'équation (1) en y
substituant 2' & la place de «, ce qui donne

En attribuant & “ successivement loules les valeurs pos-
sibles, il est évident que lorsque Fordonnée fournie par cetie
écuation deviendra un minimum pour une certaine valeur dea,
elle sera 'ordonnée d'un point de la courbe, lequel a pour
absecisse 2'. Car parmi lous les points de la droite d il n’y en
a qu'un, celui de rencontre de la droite d avec la courbe,
dont 'ordonnée soit un minimum. Or, d’aprés ce que nous
avons vu, pour avolr la valeur de « qui rend ¥ un minimum,
il faut égaler & zéro le premier coeflicient différentiel (ou la
dérivée) de y par rapport & «; on a done :

dy

— = gl¢' (o) + 1 = 0; *
T = 6o (3)

ainsi en faisant subsister ensemble les équations (2) et (3),
elles donnent l'ordonnée y d’'un point de la courbe, lequel
a pour abscisse a'; et comme a' peut étre l'abscisse d'un
point quelconque de la courbe, on peut remplacer 2 par x,
et les deux équations

Y =20 (a) + «

ay
do.

20 (o) +1 = 0

donneront successivement parlavariationde »les coordonnées
de tous les points de la courbe. Le résultat de I'élimination

de « entre les deux équations sera done 'équation de la courbe
cherchée.

Application.

13. Une droite se meut de maniére a4 éire toujours normale
a la courbe
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on demande de trouver I'équation de la courbe a laquelle la
normale mobile est toujours tangente.
I’équation de la normale & la courbe (1) au point (z, y) est

1

'_I}——Y=

dans laquelle X, Y sont les coordonnées courantes de la
normale.
Cette équation devient, si l'on substilue a la place de y sa
valeur tirée de (1)
i

@ —Y= T (& — X}, (2)

et elle représentera successivement toutes les positions pos-
sibles de la normale en donnant a la variable x successivement

toutes les valeurs possibles. Pour que, dans une position
quelconque de la normale, les coordonnées courantes X, Y

deviennent les coordonnées du point dans lequel la normale
touche la courbe cherchée, 1l faut, d'aprés le paragraphe pré-
cédent, que dans l'équation (2) la dérivée de Y prise par
rapport a « considéré comme seule variable, soit nulle,
c'est-a-dire que

=Y
et

|

=

l

{

8

Or (en chassant le dénominateur de (2) et dérivant , I'on
aura) :

Y A+¢+9* (9—Y)
de.” ! ’

egalant & zéro ce coefficient différentiel, on a I'équation
1 +¢"+¢"(9—Y) =0, (3)

el le résultat de I'élimination de « entre (2) el (3) sera I'équa-
tion de la courbe cherchée,
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14. Des équations (2) et (3) on déduit les deux suivantes :

(1 4-¢)
[{"”
(14+0%

Y Y= CPH ’

CI-/I'

rT— A=

et en désignant par p la distance du pied @, y de la normale
au point X, Y de langence, on aura pour le carré de la dis-
tance entre ces deux points :

: e : 1 + @)
pr="{—X)' Y —1¥) s q’,?;} :
d’ou
(1 + ")
et [Fr.'(P r

12
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CHAPITRE V.

Applications meécaniques.

Expression de la vitesse dans le mouvement varié.

1. Soit v la vitesse acquise au bout du temps ¢ par un point
animé d'un mouvement varié¢; et e le chemin décrit par ce
point pendant le méme temps ¢; on aura :

e = ¢ (L)

Le chemin Ae, décrit pendant le temps df qui suit immédia-
tement £, sera :

2

5 + elc. (1)

Ae = ¢ dt + ¢"

le chemin déerit pendant le temps d¢ qui a précédé immédiate-
ment £, chemin que nous représentons par Je, sera :

at
de = gdt — ¢ e

Si la vitesse v restait constante pendant l'instant di¢, le
chemin décrit en verlu de cette vitesse serait vdt; el en com-
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parant ce chemin & Ae et & e, on a les deux inégalités :

A
vt < q;' dt + q;” -’;—2 -+ efc.

T
vt > gl dt — g T + ete. (*)

D’apres le principe V. on conclut de ces deux inégalités,
aprés avoir divisé les deux membres de chacune par d¢, que

ol = .
L'équation (I) devient donc

Ae = vdt 4 etc.

d’ot
= v + elcC (ou i --*u)
TR RS izt
: - & T £ I ﬁﬁ ) # ] %
RicLE. Le premier fterme du developpement de o est cgas @

la vitesse (ou la vitesse est la dévivée premicre de Uespace par
rapport qu temps).

La dé¢monstration suppose que l'on prenne di assez petit
pour que le mouvement soit tonjours accéléré, tant pendant
le temps d¢ qui précede immediatement ¢ que pendant le temps
dt qui suit immeédiatement £. Or, on peut toujours disposer
de dt de maniére qu’il en soit en général ainsi. Le cas ou le
mouvement, au bout du temps ¢, commencerait & devenir
retardé, daccéléré quil élait avant, ou réciproquement, ce
cas accuseralt un maximum ou un minimum de vitesse. Et
nous savons que, pour cette circonstance, la dérivée premiére
ou le premier coeflicient différentiel de la vitesse doit étre

e T

(") Ces deux 1négalités supposent la vitesse croissante depuis l'instant t —d¢
jusqu'a l'instant ¢ - d¢; s1 elle était décroissante, il suffirait de changer le se s
de ces inégalités, ce qui ne changerait rien a la démonstration.
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nulle. La démonstration donne donc la valeur de la vilesse
d'un maximum a un mimimvum, ou vice-versa. La démons-
tration est done générale, puisque nous connaissonsla modi-
fication que subit une fonction lorsqu’elle passe soit par un
maximum, soif par un minimum, modification qui consiste
cn ce que la dérivée premiere de la fonction devient nulle.

Expression d’'une force accélératrice constante ou variable.

2. Sachant que deux forces accélératrices constantes sont
entre elles comme les vitesses qu'elles communiquent & un
méme corps pendant le méme temps quelconque ; on demande
de trouver le rapport entre deux forces accélératrices dont
I'une est constante et 'autre variable.

Soil ¢ la force accélératrice variable, et v la vitesse quelle
aura communiquée a un corps au bout du temps ¢,

L'augmentation de vitesse pendant le temps d¢ qui suit ¢,
sera Av; et comme v est une fonction du tempst, on a,
d’apres la notation de Lagrange :

v'd?
A=t + —— + — =

o dga

Soit p une lorce accélératrice constante, et g¢ la vitesse
qu’elle auracommuniquée au méme corps, au hout du temps ¢,
g étant la vitesse communiquée dans l'unité de temps.
L'augmentation de vitesse pendant le temps df qui suit ¢
sera gdt.

Supposons maintenant que la force accélératrice ¢ reste
constante pendant le temps d¢, et représentons par u l'aug-
mentation de vitesse communiquée dans cette hypothése pen-
dant ce temps; nous aurons, d'aprés le principe cité au
commencement, I'égalité de rapports :

e (1)

yr:'ft'

= -6
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1l est évident que w est plus petit que Av et quon peut
écrire I'inégalité

d
w < vdt + " 19 -+ efc.

D'un autre coté, il n’est pas moins évident que u est plus
grand que I'augmentation de vitesse

dt®
vdt — " 19 + ete.

communiquée pendant le temps df qui a precédé; et l'on
peut écrire

> Vdt — v e + - il A +
1.9 4.2.34  41.2.3.4

etc. (*)

Si dans ces inégalités on met a la place de usa valeur tirée
de I'équation (1) , elles deviendront :

(dt? dis

o v'at + v" ﬁ + ' 193 - ete.
» < qdt

1 It
rr v'dt — v {1_5? + o' 1{“} 5 Gle,
;1 > ] gt

Divisant par d¢ les deux termes de chaque second membre,
on aura :

; dt
v, U . 1.9
L < — 4+ ——— +efc
P q )

" .d_t.
) 4 9
SR 1+ ete.
» q (

(") Les deux inégalités précédentes supposent la force ¢ croissante depuis
'instant ¢ — dt jusqua l'instant ¢ 4 d¢. Si elle était décroissante, il suffirait
de changer le sens de ces inégalités , ce qui ne changerait rien 4 la démonstration,
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et 'on conclut d’aprés le principe V. que

o ol )
=~9—, d’olt q;:%}_«ur;

=

etenfaisantp =41, g =1, 1l vient:
it

mais d’aprés le paragraphe précédent, on a, en désignant
par e le chemin décrit par le corps au bout du temps ¢ :

e
— = 17 etfe. ( ol - = 15)
i A

et de 1a on tire :

RiGLE. Le premier terme du développement de (c'est-a-

(dt?

dire Ei—i-) est égal @ la force accélératrice ; (celle-ci est donc la
dérivée seconde de Uespace par rapport aw temps ).

La démonstration suppose que l'on prenne df assez petit
pour que la force accélératrice soit toujours croissante ou
toujours décroissante, tant pendant le temps d¢ qui précede
immédiatement ¢, que pendant le temps d¢ qui suit 1mmé-
diatement ¢. Or, dans loute autre hypothese la force accélé-
ratrice serait, au bout du temps £, & son maximum ou a
son minimum, Ainsi la démonstration donne la valeur de la
force accélératrice d’'un maximum & un miniraum ou vice-
versa; elle est donc générale, puisque nous connaissons la
modification que subit toute fonction, lorsqu’elle passe par
un maximum ou un minimum , modification qui consiste en ce
que la dérivée premiere de la fonction devient nulle.
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(Les applications qui précedent suffisent pour montrer quel
est I'esprit de la méthode de Brasseur; et 1l sera facile a celul
quiI'a saisie de 'étendre & toutes les autres applications.

Nous nous sommes borné , dans les quelques additions que
nous avons faites, aux points que Brasseur avait eu I'inten-
tion de traiter, ainsi que le témoignent des fragments qui
accompagnent le manuserit. II est quelques autres applica-
tions que nous lul avions indiquées comme pouvant offrir
de I'intérét, et dont il avait exposé les principes : nous cite-
rons entre autres la théorie des osculations, dont le prin-
cipe 11T donne la clef. Nous n’avons pas cru toutefois devoir
les ajouter, de crainte de donner & I'ccuvre de notre maitre
plus d'extension qu’il n’aurait voulu peut-étre en donner
lul-méme.)

e T T e e e ey,
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APPENDICE.

Théoréeme premier.

Si dans la solution d’'une question on est conduit & un rap-
port degla forme

ad -+
b+y

=0 | (1)

ol ¢, b, ¢ sont des constantes absolues, « et y des variables
affectées du méme signe, qui jouissent de la propriélé de
diminuer ensemble de maniére que toutes les deux puissent
devenir a la fois plus petiles chacune que toute quantité
donnée, quelque petite que 'on suppose celte derniére quan-
tité ; dans ce cas, ce rapport se partage en deux, & savoir :

a
— = et —
b

£

Y
PREMIERE DEMONSTRATION, par U'algébre. En chassant le déno-

minateur, I'équation (1) peut étre mise sous la forme

a+x=0bc+cy,
d’ou 'on déduit :
a—bc=cy — . (2)

Le premier membre étant une quantité constante, le second
membre doit aussi étre une quantité constante. Si1 nous repreé-
sentons par £ la valeur constante du premier membre de
I'équation (2), elle devient

k= cy — . (3)
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Les trois hypothéses que l'on peut faire sur le second
membre de cetfe équation sont :

CYy =>4, cll = L, cy — & = |

St nous parvenons & prouver que les deux premiéres hypo-
théses conduisent & l'absurde, il en résultera que la troi-
sieme seule est vraie.

Or, d’aprés la premiére hypothése, la constante % est
postttve et 'on a

+ k= cy — 2. (@)

D'apres la seconde hypothése, la constante k& est néga-
tive, et I'on a, en changeant les signes de I'équation (3),

+ k= x — cy. (b)

D'aprés la définition des variables x et y, nous pouvons
dans I'équation (@) prendre y assez petit pour que le pro-
duit ey soit plus petit que la constante k, quelque petite que
soit cette derniére.

Dés lors, cy diminué de x sera a plus forte raison plus
petit que £,

Donc I'équation («) provenant de la premiére hypothése ne
peut pas subsister.

Il en est de méme de la deuxieme équation () dans laquelle,
en prenant x plus petit que £, on conclut qu’a plus forte
raison  diminué de ¢y est plus petit que k.

La troisieme hypothése, que cy — x est égal & zéro, est
donc la seule vraie, et I'on en déduit que

qF

s T AV e
E;-—{,, dout par (1) : il

On voit que le rapport des variables x et y, que 'on néglige
dans la maniére ordinaire de faire, comme pouvant devenir
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aussi petites que l'on veut relalivement aux constantes a et b,
est aussi grand que le rapport des constantes ¢ et b que I'on
conserve.

]

(l v
Comme dans le rapport = ¢, le numérateur est une
b+ vy

variable qui a pour limite ¢, et le dénominateur, une variable
qui a pour limite b, on peut énoncer la propriété de ce rap-
port en disant :

Quand le rapport de deux variables est éqal a une constante,
le rapport des limites des mémes variables est égal & la méme
constante.

DEUXIEME DEMONSTRATION , par la géométrie. Sur deux droites
fixes qui se coupent, et & partir de leur point d’intersection,
prenons sur la premiere une longueur égale &4 ¢ + x, et sur
la seconde une longueur égale a b + y.

Soit D la droite qui unit les extrémités de a et de b; et soit
dla droite qui unit les extrémités de 2 et y. Silon fait
décroitre x, y décroilra aussi, et la droite d changera de

., on . I‘:I' "}_H: .
position. Mais comme le rapport —— reste constant, il en
O+ Yy

résulte que la droite d se déplace parallélement & elle-méme.

S1 nous pronvons que la droite d est dans toutes ses posi-

tions parallele & la droite fixe D, il en résultera que le
a—+ X (1

by b et par suile que

rapport

— = et
b

=8
|
B2

D'apres la définition de 2 et y, les exirémités de la
droite mobile d doivent pouvoir chacune approcher des extré-
mités de la droite fixe D d'une quantité plus petite que toute
quantité donnée. Or, cela exige que la droite d se meuve
parallelement & la droite fixe D. Car si d n’est pas paralléle a
D, par les extrémités de D menons deux paralleles a d; I'une
ou l'autre de ces paralléles interceptera avec la droite D un
segment fixe sur 2 ou sur y, et il en résultera que 'une des
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extrémilés de d ne ponrra pas approcher de 'une des extreé-
mités de la droite D, d'une quantité plus petite que ce seg-
ment, ce qui est contrairec a la définition de z et de y.
Donc d se meut parallelement a D.
C. Q. F. D.
Cette démonstration fait image ; elle montre la loi suivant
laquelle les variables x et y décroissent.

TROISIEME DEMONSTRATION , par la géométrie analytique.

3 : i + X o
L'équation Py — ¢mise sous la forme y + b =c (x + a)

est celle d'une droifeentiérement déterminée, puisqu’elle passe
par le point (— @, — b) et que sa direclion est déterminée
par la constante e.

2 et y étant les coordonnées d'un point quelconque de cette
droite, il résulte de la définition de x et 3 que cette droite
doit passer par l'origine.

Car si elle n'y passe pas, en nommant A I'abscisse du point
ou la droite rencontre I'axe de x, s1 I'on fait décroitre x a
parlir de sa valear A, y augmentera, contrairement & I'hypo-
thése qui veut que les deux variables x et y décroissent
ensemble.

La droite représentée par l'équationy + b —= c({x + a),
passant par l'origine, il en résulte que I'on a :

(L

b = 1:000)

t
I
=]

(*) Peut-étre trouvera-t-on dans cette démonstration une difficulté inhérente
a 'intervention des signes. On l'éviterait, nous semble-t-il, au moyen du rai-
sonnement suivant.

a,b,c étant des constantes absolues, « et ¥ sont toujours de méme signe,
quelque grands ou quelque petits qu'on les suppose; car, s'il n'en était pas ainsi,

o -+ a2
b+ vy
nominateur diminue, ou vice-versi, ce qui serait absurde. o et y ayant toujours

le numeérateur de la fraction constante

angmenterait , tandis que son dé-

le méme signe, la droite doit passer par l'origine, et de plus, étre située dans
I'angle des coordonnées positives et dans son opposé.
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Legle pour appliquer le théoreme ci-dessus. Pour trouver
expression analytique de la mesure d'une quantité constante,
il faut chercher I'expression analytique de la mesure d'une
quantité variable ayant pour limite la quantité proposée,
c’est-a-dire pouvant différer de la quantilé proposée d'une
quantité plus petite que toute quantité donnée, quelque petite
que soit cette derniere.

Arprication. Pour trouver la surface S d'un cercle dont la
circonférence est G et le rayon », on cherchera la surface
d'un polygone régulier circonscrit d'un nombre indéfini de
cOlés. a ¢tant la quantité qu’il faut ajouter a la surface du
cercle pour avoir celle du polygone, et y la quantité qu’il faut
ajouter a la circonférence pour avoir le périmétre du poly-
gone, la surface du polygone sera S + «, el son périmetre
sera G + y. Or, on sait que l'on a:

]I

S+:1:=(C.+y)§+-

Divisant les deux membres par G+ y, 1l vient :

ofi

+x T
+ Yy 9

&3

Dans ce rapport, ¢t y ont autant de valeurs diflérentes
quil existe de polygones réguliers circonscrits au cercle.,

Or, on peul toujours prendre le nombre des cotés tel que
les variables @ et y soient & la fois plus petites chacune que
toute quantité donnée, quelque petite qu'elle soit. D'apres
cela, le rapport ci-dessus se partage dans les deux suivants ;

o)
|
bo| =

: | 5 -y r
doll 5= 7
el

d’olt T

@ |8
|
LS| =
|
=
vo] =
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Théoréeme second.
Si l'on a a la fois les deux négalités

S <A+
S>A—1y,

S et A étant des conslantes absolues, a4 et y des variables
qui décroissent ensemble el qui doivent pouvoir devenir 4 la
fois plus petites chacune que toule quantité donnée, quelque
petite que T'on suppose cette derniére, alors on en conclut

que
S = A,

En effet, A mis & la place de S vérifie 4 la fois les deux
inégalités ; et toute constante différente de A ne saurait pas
les vérifier a la fols. |

Car en mettant A + K, K élaat une conslanle, & la place
de S5, on-a: |

A—i—lﬁi{ﬁ%—:ﬂi K<z

ou bien
BoKSA—g ) s

La seconde des deux dernieres égalilés est toujours véri-
fiée pour toutes les valeurs de y ; mais la premiére nel’est pour
aucune valeur de @ pius petite que K. Done, ete.

Regle pour appliquer le théoreme qui précede.

Pour trouver I'expression analytique de la mesure d'une
quantité constante , il faut chercher les expressions analy-
tiques de la mesure de deux quantités variables, I'une plus
grande, l'aulre plus petite que la proposée et ayant chacune
pour limite celle derniére. Si ces deux expressions ont un
terme constanl commun indépendant des variables indélini-
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ment petites qui entreront nécessairement dans ces expres-
sions, puisque la mesure d'une quantité variable ne saurait
étre représentée par une constante, dans ce cas, le terme
constant sera l'expression de la mesure de la quantité
proposce.

RemarQue. Mais comme dans chaque cas particulier, on
peut vérifier que le terme constant est e méme dans les deux
expressions, il en résulte qu’il suffit de chercher I'expression
analytique de la mesure d'une seule quantité variable ayant
pour limite la quantité proposée : le terme constant dans
cette expression sera la mesure de la quantité proposée.

AprrricaTioN. Pour trouver la surface T d'un triangle dont le
pied de la hauteur 2 tombe sur la base b, je divise la hauteur &
en un nombre indéfini n de parties égales a4 . En menant par
les divers points de division des paralléles a la base, 1l sera
facile de construire n rectangies de hauteur # dont chacun
est circonscrit au triangle et (n — 1) rectangles de hauteur u
dont chacun est inscrit au triangle. Gn trouvera pour la
somme des n reclangles circonscrits :

hh

bt
2 g

el pour la somme des (n—1) reclangles inscrits :

bh b
2 9

On a done a la fois les deux inégalités suivantes, dans les-
quelles w est une quantité variable indéliniment petite :

\

bl bt
S < g 9 hii
d'oll T

bh  bu 2

n;}__ﬁ}_

el

!
|

T >



192 J. B. Brasseur. — Exposition nowvelle du calcul différentiel.

En géomélrie, toules les démonstrations par la réduction
a I'absurde peuvent se faire par 'un ou 'autre des deux théo-
remes ci-dessus. Mais comme ces théorémes sont eux-
mémes démontrés par la réduction a 'absurde, on ne doit

pas croire, en les employant, donuer des démonsirations
directes.

T "ﬁ.&ﬂa—‘i’f_u ——



