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- PROGRAMME

DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

Premicre Partie,

TRAITANT DE LA REPRESENTATION DES CORPS TERMINES PAR DES SURFACES PLANES,'
ET DE PROBLEMES RELATIFS A CES CORPS.

PREMINRE SECTION ,

TRAITANT DE LA REPRESENTATION DU POINT , DE LA DROITE ET DU PLAN.

"« . (EMéments suffisants pour représenter les corps terminés par des surfaces planes.)

Dirinirion. — Un premier but de la Géométrie descriptive est de donner
des méthodes faciles pour représenter ou dessiner sur un plan, qui n’a que
deux dimensions, tout corps de la nature qui en a trois, de maniére que,
si le corps venait & disparattre , on piit, au moyen de ce dessin, le reproduire
avec sa méme forme, sa méme grandewr, et dans la méme position qu’il
occupait d’abord.

Un tel dessin s’appelle épure.

Un second but de la Géométrie descriptive est de déduire, de la seule
épure d’un corps, le résultat de tout probléme, dont la Géométrie ordinaire
donne la solution , en supposant que I'on puisse opérer sur le corps méme
dans l'espace. :

Enfin le but le plus élevé de la Géométrie descriptive est de faire servir
les méthodes dont il s’agit ci-dessus comme moyens de découvrir et de
démontrer des propriétés de I'étendue.
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DE LA REPRESENTATION DU POINT.

Pour représenter un corps de formé , de grandeur et de position sur
un plan, il suffit de représenter sur ce plan la position de chacun de ses
points, et pour cela de savoir représenter sur ce plan la position d’'un seul
point arbitrairement donné dans l'espace.

Convention pour représenter la position d'un point de lUespace swur deux
p 14 p p P
plans fizes qui se coupent.

Dtrinirion. — La projection d’un point sur un plan, cest le pied de la
perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan.

Projeter un point sur un plan, c’est marquer le pied de la perpendl—
culaire abaissée de ce point sur ce plan. Cela posé :

Pour représenter la position d’'un point de Tespace, sur deux plans
fixes qui se coupent, on est convenu de marquer la projection de ce point
sur chacun des deux plans fixes.

Les deux plans fixes prennent le nom de plans de projection. L’un est
dit plan horizortal de projection, et lautre, plan vertical de projection.

De méme, des deux projections d’un point , I'une est dite projection
horizontale, et l'autre, projection verticale. \

L’intersection des deux plans de projection s'appelle ligne de terre.

. Prorrrité. — Un point quelconque et ses deux projections se trouvent -
toujours dans un plan perpendiculaire a la ligne de terre.

Si les deux plans de projection se coupent 3 angle droit, on a de plus
la propriété suivante :

Prorritrk. — La distance de la projection horizontale d’un point a la
ligne de terre, - est égale a la distance du point dans lespace au plan
vertical de projection.

La distance de la projection verticale d’un point & la ligne de terre, est
égale A la distance du point dans I'espacc au plan horizontal de projection.
Moyen de retrowver la position d’un plan dont on connait les projections

sur deux plans fizes qui se coupent.

Par la projection horizontale du point, on élévera une perpendiculaire ou
plan horizontal de projection. Par la projection verticale du point, on
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élevera une perpendiculaire au plan vertical de projection. L’intersection
de ces deux perpendiculaires sera la position cherchée.

Convention pour représenter la position d'un point sur un seul plan.

Pour que la position d’un point, représentée au moyen de ses projections
sur deux plans fixes qui se coupent, se trouvent représentée sur un seul de
ces plans (but de la Géométrie descriptive) il suffit, connaissant I'angle que
font ces deux plans fixes, et ayant tracé d’une maniére visible lo ligne de
terre , a laquelle nous les supposons pour un instant terminés, de rabattre
Pun sur Pautre , c’est-a-dire, de faire tourner I'un d’eux autour de la ligne
de terre, jusqu'a ce qu’il coincide avec l'autre. Alors les deux projections
du point, éléments nécessaires et suffisants pour reproduire sa position, se
trouveront de fait sur un seul et méme plan.

D’aprés cette convention, qui est recue en Géométrie descriptive, quand
les deux projections d’un point de l'espace figurent sur un méme plan,
et désormais il en sera toujours ainsi, il faudra bien se rappeler que, des
deux plans de projection sépards par la ligne de terre, il n’y en o
Jamais qu'un dans sa véritable position, et par suite que, des deuz pro-
jections d'un point, il n'y en o efgalement quw'une dans sa véritable
position.

Proprifrk. — Quand les deux projections d’un point figurent sur un
méme plan, la droite qui les unit est perpendiculaire a la ligne de terre.
(Cette propriété existe, quelque soit P’angle que faisaient d’abord les deux
plans de projection avant que I'un n’ait été rabattu dans lautre.)

Moyen de retrouver la position dun point dont les deuz projections
figurent sur un méme point.

Pour retrouver la position d'un point dont les deux projections figurent
sur un méme plan, il suffit de ramener dans sa véritable position celui des
deux plans qui ne s’y trouve pas, en le faisant tourner autour de la ligne
de terre, avec la projection qu’il- renferme, jusqu’a ce qu’il fasse avec
Pautre plan langle qu’ils faisaient d’abord entre eux, angle qui doit tou—
jours étre connu. Alors le probléme est ramené au cas, ou l'on connait
les deux projections d’'un point sur deux plans donnés de position.

Si les deux plans de projection se coupaient d’abord a angle droit, ce
que nous suppoéons dans tout ce qui va suivre, alors on peut retrouver
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la position d’un point, sans étre obligé de faire retourner dans sa véritable
position celui des deux plans de projection qui ne s’y trouve pas.

Pour cela, il suffit, par celle des deux projections dont le plan est dans
sa véritable position, d’élever & ce plan une perpendiculaire égale a la
distance de Pautre projection & la ligne de terre; l’extrémlté de cette per-
pendiculaire sera la position cherchée.

DE LA REPRESENTATION DE LA DROSTE.

On appelle projection horizontale d’une droite, lintersection du plan
horizontal de projection avec un plan mené par la droite perpendiculai-
rement au plan horizontal. .

On appelle projection verticale d’une droite, I'intersection du plan vertical
de projection avec un plan mené par la droite perpendiculairement au
plan vertical.

Une droite est représentée de position par ses deux projections.

Pour reproduire la position d’'une droite, lorsque ses projections .sont
données, il suffit de faire les mémes®raisonnements que pour retrouver la
position d’un point dont on connait les projections. '

DE LA REPRESENTATION DU PLAN.

On appelle trace horizontale d’un plan, la droite suivant laquelle ce plan
coupe le plan horizontal de projection.

On appelle #race wverticale d’un plan, la droite suivant laquelle ce plan
coupe le plan vertical de projection.

Les ‘deux traces d’un plan sont deux droites situées dans ce plan, et on est
convenu de les prendre pour représenter sa position.

Les deux traces d’'un plan doivent toujours, ou se couper sur la ligne de
terre, ou étre paralléles a la ligne de terre.

Osservarion. — Quand un plan est perpendiculaire au plan horizontal
de projection, sa trace horizontale s’appelle aussi projection horizontale
du plan.

Quand un plan est perpendicalaire au plan vertical de projection, sa trace -
verticale s’appelle aussi projection verticale du plan.



DES DIFFERENTES POSITIONS D’UN POINT PAR RAPPORT AUX PLANS DE PROJECTION.

Le formulaire qui fait reconnaitre toutes les positions d’un point, a l'ins—
g )
pection de ses projections, est le suivant :

» Selon que la projection horizontale d'un point se trouve EN DEGA ou Au DELA de la ligne de terre,
le point dans l'espace se trouve. . . . « . . . . . duplan vertical.

» Selon que la projection verticale d'un point se trouve Au pEssus ou AU DEssous de la ligne de terre,
le point dans l'espace se trouve. . . . « . . . : . duplan horizontal.

DES DIFFERENTES POSITIONS D'UNE DROITE PAR RAPPORT AUX PLANS DE PROJECTION.

( au plan horizontal ,

. au plan vertical,

paralléle .

aux deux plans, c’est-a-dire, a
la ligne de terre.

‘Une droite peut étre : '

au plan horizontal ,

perpendiculaire {au plan vertical,

a la ligne de terre.

oblique aux deux plans de projection.

Le formulaire qui fait reconnaitre toutes les positions d’une droite, a l'ins-
pection de ses projections, est le suivant :

» Selon que la projection verticale d'une droite est PARALLELE Ou PERPENDICULAIRE 2 la ligne de terre,
la droite dans l'espace est . . . . . . . . . . au plan horizontal.

» Selon que la projection horizontale d'une droiteest . . . . . . . . . . a la ligne de terre,
la droite dans I'espace est .+ « . + . & . . . . au plan vertical.

Excerrior. — Ces deux lois n'existent pas pour une droite dont les deux
projections se confondent avec une méme perpendiculairc a la ligne de terre.
Dans ce cas, la droite est située dans un plan perpendiculaire a la ligne de
terre, et elle n’est déterminée de position que lorsqu'on donne les projections
de deux de ses points.
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DES DIFFERENTES POSITIONS D’UN PLAN PAR RAPPORT AUX PLANS DE PROJECTION.

au plan horizontal ,
paralléle au plan vertical,
a la ligne de terre.

Un plan peut étre : (au plan horizontal,

.o au plan vertical,
perpendiculaire sy e s
aux deux plans,. c’est-a-dire a

la ligne de terre.

oblique aux deux plans de projection.

Le formulaire qui fait reeonnaitre toutes les positions d’un plan, a lins-
pection de ses traces, est le suivant :
» Selon que la trace verticale d'un plan est PARALLELE OU PERPENDICULAIRE & la ligne de terre,
le plan dans l'espace est . . : . . . . . . . @ plan horizonial.

» Selon que la trace horizontale d'un plan est . . R a la ligne de terre,
: le plan dans l'espace est au plan vertical.

Exczprioy. — Ces deux lois n’existent pas pour un plan dont les deux
traces seraient paralléles 2 la ligne de terre, auquel cas le‘plan est lui-méme
paralléle a la ligne de terre.

DES DIFFERENTES POSITIONS QUE DEUX DROITES PEUVENT AVOIR ENTR’ELLES,

se couper,
Deux droites peuvent (- étre paralléles,
ne pas étre paralléles et ne pas se couper.
Pour reconnaltre ces trois circonstances, on a les deux lois suivantes :
Proprikth. — Deux droites se coupent dans l'espace, quand le point
Qintersection de leurs projections horizontales et le point d’intersection de
leurs projections verticales se trouvent sur une méme perpendiculaire a la
ligne de terre et réciproquemeut. ! 4
Provrikrh. — Deux droites paralléles dans Vespace ont leurs projections.
horizontales et verticales respeciivement paralléles et réciproquement.
+ Exceerion. — Il peut exister une exception a la seconde loi dans le cas ou
les deux droites sont chacune perpendiculaire 2 la ligne de terre.
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Exceerron. — Il peut exister une exception  la réciproque de la seconde loi
dans le cas ou les deux droites sont chacune perpendiculaire i la ligne de terre.
Si deux droites se coupent a angle droit, et que 'une d’elles est paralléle a
l'un des plans de projection, on a la propriété :
Proprigrk. — Deux droites perpendiculaires dont I'une est paralléle a

I'un des plans de projection, ont leurs projections sur ce plan seulement
perpendiculaires.

DE TOUTES LES POSITIONS QUE DEUX PLANS PEUVENT AVOIR ENTRE EUX.

se couper,

Deux plans doivent toujours 3 ou étre paralléles.

On reconnaitra ces deux circonstances 3 la loi suivante :

Prorriire. — Deux plans paralléles ont leurs traces horizontales et verti-
cales respectivement paralléles; et réciproquement.

Exceerior. — 11 peut exister une exception & la réciproque dans le cas
ou les traces des deux plans sont toutes paralléles a la ligne de terre.

Pour deux plans perpendiculaires dont 'un est perpendiculaire 3 Pun des
plans de projection, on a la propriété : '

Prorritré. — Deux plans perpendiculaires, dont Pun est perpendiculaire
a un plan de projection, ont leurs traces sur ce dernier perpendiculaires.

DE TOUTES LES POSITIONS QU’UNE DROITE PEUT AVOIR A L'EGARD D’UN PLAN.

étre dans le plan,
Une droite peut { étre paralléle au plan,
couper le plan.

Pour ces trois cas, on ne peut reconnaitre , & Pinspection des projections
de la droite et des traces du lan, que la circonstance ot la droite coupe
q ou fa
le plan a angle droit, circonstance que Pon reconnaitra par la loi suivante :
Proeritri. — Si une droite est perpendiculaire & un plan, les projections
horizontales et verticales de 1a droite sont respectivement perpendiculaires
aux traces horizontales et verticales du plan; et réciproquement.

Exceerion. — La réciproque peut avoir une exception dans le cas, o les

deux traces du plan sont paralléles a la ligne de terre.
2



DEUXIEME SECTION,

TRAITANT DE.QUESTIONS RELATIVES AU POINT, A LA DROITE ET AU PLAN.

Toutes les opérations graphiques (*), que nécessite la solution d’'un pro-
bléme quelconque de Géométrie descriptive, ne sont qu’une répétition de
celles quil faut exécuter pour arriver 3 la solution des deux problémes
suivants :

Premizr proBimE. — Construire le point de rencontre d’une droite donnée
avec un plan donné,

Seconp rrosiime. — Construire la longueur d’une portion de droite
donnée.

Osservatiox. — Si dans une question de Géométrie descriptive on donne
un point, une droite, un plan, cela signific que lon donne les deux pro-
jections de ce point, les deux projections de “cette droite, les deux traces
de ce plan. De méme, si I'on demande de trouver un point, une droite,
un plan, cela veut dire qu’il faut trouver les deux projections dé ce point,
les deux projections de cette droite, les deux traces de ce plan.

Le premier probléme sera subdivisé comme suit :

A. Cas particuiier. — Construire les points de rencontre d’une droite
avec les plans de projection; c'est-a-dire, construire les traces de la droite.

B. Arpucarion. — Construire les deux traces d'un plan assujetti & satisfaire
a diverses conditions.

(*) Rigles & observer dans le tracé des épures.

Les projections horigontales des lignes qui représentent les données ou les résultats d’'un probléme,
seront marquées par un trait plein et continu, lorsque ces lignes. sont visibles pour I'eil d’un spec-
tateur placé sur le plan vertical vis-a-vis des données, 2 une distance infinie du plan horizontal.

Les projections horizontales de ces mémes lignes, ou des portions de ces lignes qui ne sont pas
visibles, seront ponctuées.

Les projections verticales de ces lignes seront marquées par un trait plein et continu , lorsque ces
lignes sont visibles pour I'eil d'un spectateur placé sur un plan horizontal, vis-2-vis des données,
A une distance infinie du plan vertical. ‘

Les projections verticales de ces mémes lignes ou des portions de ces lignes qui ne sont pas visibles,
seront ponctuées. .

Les projections des lignes auxiliaires, qui ne représentent ni les données ni les résultats d'un
probléme, seront composées de petils traits interrompus, qu'ellessoient visibles ou non.

Les lignes auxiliaires sur lesquelles on voudra appeler I'attention, d'une maniére particuliére,
pourront étre représentées par une ligne mixte, composée de petits traits séparés par un ou deuw
points ronds.
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C. RiCIPROQUEMENT. — Etant données les deux traces d’une droite, cons-
truire ses deux projections, et comme
D, Arpuication. — Construire les deux projections de Pintersection de
deux plans. ‘ ‘ : _
E. Cas cinirar, — Construire le point de rencontre d’une droite avec

un plan quelconque.
PREMIER PROBLEME.

A.

Construire les points de rencontre d’'une drotte avec les plans de pro-
jection ; autrement dit, construire les deux traces de la droite.

On appelle #race horizontale d’une droite, le point dans lequel la droite
rencontre le plan horizontal de projection; et trace verticale d’une droite,
le point dans lequel la droite rencontre le plan vertical de projection.

Movex e sorurion : Cela revient a déterminer, parmi tous les points de
la droite, celui dont la distance au plan horizontal est nulle, et celui dont
la distance au plan vertical est nulle; ce qui conduit a la solution gra-
phique suivante : ‘ :

Sorution craPHIQUE. — Prolonger la projection verticale de la droite jus-
qu’a la ligne de terre; en ce point élever une perpendiculaire a la ligne
de terre jusqu’a la projection horizontale de la droite; ce dernier point
de rencontre sera la frace horizontale de la droite. — De méme, prolonger
la projection horizontale de la droite jusqu'a la ligne de terre; en ce
point élever une perpendiculaire 3 la ligne de terre jusqu’a la projection
verticale de la droite; ce dernier point de rencontre sera la #race verticale
de la droite.

Osservarion. — Une droite n’a qu’une trace, si elle est paralléle & 'un
des plans de projection.

La trace d’une droite, perpendiculaire & un plan de projection, coincide

aveg la projection de la droite sur ce plan.
B

Construsre les traces d’'un plan assujetti & satisfaire a diverses conditions.

Movens nE sorurion. — Lorsqu’un plan passe par une droite, les traces -
de ce plan doivent passer respectivement par les traces de la droite.
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Lorsqu’'un plan passe par une horizontale, sa trace horizontale est paral-
lele & cette horizontale. .

Réciproquement , toute horizontale, située dans un plan, est paralléle a
la trace horizontale de ce plan.

Pour pouvoir construire les deux traces d’un plan, il faut connaitre au
préalable deux droites de ce plan. Une droite suffit si Yon connait la di-
rection de 'une ou de lautre trace du plan. :

Applications.

1. — Par un point donné sur l'une des traces d'un plan mener une
paralléle a Pautre trace de ce plan.

2. — Par une droite mener un plan vertical, puis un plan perpendicu-
laire au plan vertical de projection.

3. — Vérifier si une droite donnée est située dans un plan donné.
4. — Veérifier si un point donné est situé dans un plan donné.

5. — Vérifier si une droite donnée est parallele 3 un plan donné.
6. — Mener un plan par deux droites qui se coupent. !

7. — Mener un plan par deux droites qui se coupent, et dont Pune est
paralléle au plan horizontal et Iautre paralléle au plan vertical.

8. — Mener un plan par deux droites paralléles.
9. — Mener un plan par trois points non en ligne droite.
10. — Mener un plan par un point et une droite.

11. — Mener un plan par une droite parallélement a une autre droite
donnée quelconque.

12. — Mener un plan par une droite parallelement a la ligne de terre.

13. — Mener un plan par un point parallélement a deux droites données.

14. — Mener un plan par un point parallélement A un plan donné.

15. — Mener un plan par une droite perpendiculairement a un plan donné.

16. — Mener un plan par un point perpendiculairement & une droite.

17. — Méme probléme, la droite étant une horizontale.

18. — Etant donnés un plan et la projection horizontale d’une droite située
dans ce plan, chercher la projection verticale de cette droite.

19. — Etant donnés un plan et la projection horizontale d’un point situé
dans ce plan, chercher la projection verticale de ce point.
C.

Connaissant les traces d’une drovte, chercher les projections de la drodte.

Moven ok sorvrion. — Il suffit de construire les projections des deux traces
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de la droite, et pour cela de se rappeler quun point, qui est situé
dans P'un des plans de projection, est lui-méme sa projection sur ce plan,
et que son autre projection doit se trouver sur la ligne de terre.

D.

Construire les deux projections de Uintersection de deuwx plans.

Moven »e sorvrion. — La droite d’intersection de deux plans ren-
contre le plan vertical de projection au point, ou les traces verticales
se coupent, et le plan horizontal de projection au point, ou les traces
horizontales se coupent. '

Cas racuie. — Le cas le plus simple de Pintersection de deux plans,
est celui ou l'un d’eux est perpendiculaire 2 I'un des plans de projection.

Divers cas d’intersections et applications.

1. — Chercher Pifitersection. de deux plans, dont I'un est paralléle, soit
au plan horizontal de projection, soit au plan vertical de projection.

Moyen de solution. — Dans le premier cas lintersection est paralléle au
plan horizontal de projection et dans le second cas, paralléle au plan vertical
de projection. '

2. — Chercher lintersection de deux plans, dont les- traces soit ho-
rizontales , soit verticales, sont paralléles.

Moyen de solution. — Dans le premier cas la droite d’intersection est
paralléle, au plan horizontal de projection et dans le second cas parallele
au plan vertical de gprojection. .

3. — Chercher lintersection de deux plans sans faire usage des points
d’intersection des traces.

4. — Chercher Pintersection de deux plans dont les traces se coupent
en un méme point dé “la ligne de terre.

5. — GChercher T'intersection, de deux plans paralléles a la ligne de terre.

6. — Par un point donné, mener une droite qui en rencontre deux autres
non situées dans un méme plan. A

Solution dans Uespace. — Par le point et la premiére droite mener un
plan; — par le point et la seconde droite mener un plan ; — lintersection
de ces deux plans sera la droite cherchée.

7. — Déterminer Pintersection de deux plans, dont chacun est représenté

par deux droites qui se coupent, sans chercher les traces de ces plans.
La solution de ce probléme en fournit une seconde pour le précédent.
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8. — Trouver une droite qui s'appuie sur deux autres et (ui soit paral-
lele & une troisiéme.

Solution dans Vespace. — Par la premiére droite mener un plan paral-
1éle a la troisidme, — Par la seconde droite mener un plan paralléle 2 la
troisitme. — Lintersection de ces deux plans sera la droite demandée.

N\

1

'Cher;oher le point de rencontre d’ume droite avéé un plan ‘quelcom]'m?..j

Movex pE sorurioN. — Le point devant se trouver sur la droite proposée,
la question sera résolue, si I'on peut déterminer une nouvelle droiie sur
laquelle le point doit également se trouver. _

Pour cela, si par la droite proposée, on méne un plan auxiliaire quel-
conque, tous les points de la droite seront dans ce plan auxiliaire ; le
point que l'on cherche et qui est un de ceux de la droite, devra donc se.
trouver dans ce plan auxiliaire. Mais il doit aussi se trouver dans le plan
proposé ; donc il sera sur la droite d’intersection du plan proposé avec le
plan auxiliaire. '

Pour plus de simplicité, le plan auxiliaire sera généralement perpendi-
culaire 2 'un des plans de projection.

Cas raciis. — Le cas le plus simple de la recherche du point de ren-
contre d’une droite avec un plan, est celui ou le plan est perpendiculaire
2 Pun des plans de projection; dans ce cas, Pemploi du plan auxiliaire

devient inutile.
Aﬁplicatz’ons.

1. — Chercher lintersection d’un plan vertical avec un plan représente
par deux droites qui se coupent, sans chercher les traces de ce deraier.

2. — Chercher le point de rencontre d’une droite avec un plan, repré-
senté par deux droites qui se coupent, sans chercher les traces de ce plan.

3. — Par un point mener une droite qui en rencontre deux autres non
situées dans un méme plan.

Solution dams Uespace. — Par le point et la premiére droite mener: un
plan. — Chercher le point de rencontre de ce plan avee la seconde droite.

La droite qui joindra ce point de rencontre avec le point proposé, sera
la droite cherchée. ' 4
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SECOND PROBLEME.

Chercher la longuewr d’une portion de droite, ou la distance entre deuw points.

Morex pE sotvrion. — La longueur d’une droite peut étre considérée
comme étant Uhypothénuse d’'un triangle rectangle, dont Pun des deux
cotés de Dangle droit est.égal a la projection horizontale de la droite, et
dont Pautre cbté de P'angle droit est égal a la différence des hauteurs ver—
ticales des extrémités de la droite.

Cas Facie. — Une droite, paralléle 3 Pun des plans de projection, se
projette sur ce plan dans sa véritable grandeur.

Applications.

1. — Chercher la distance d’un point & un plan.
9. — Chercher la distance de deux plans paralléles.
3. — Chercher la distance de deux droites paralléles.
4. — Chercher la distance d’'un point a une droite.
5. — Chercher la distance d’un point & une droite paralléle & lun
des plans de projection.
.‘:‘ . 6. — Chercher l'angle de deux droites.
' 7. — Chercher l'angle des deux traces d’un plan.
8. — Chercher angle d’une droite avec un ‘plan.
9. — Construire un triangle, dont on a les projections des trois sommets.
. 10. — Chercher V’angle d’un plan avec les plans de projection.
11. — Mener par une droite donnée un plan qui fasse avec le plan
" horizontal de projection le plus petit angle possible.
12. — Chercher Tangle de deux plans.
"'5°13. — Réduire un angle a Thorizon; Cest-3-dire, connaissant l'angle
que font deux droites entre elles, et Pangle que chacune d’elles fait
avec une méme verticale, construire la projection horizontale de cet angle.
14. — Chercher la plus courte distance entre deux droites et la position
de cette plus courte distance. .
Solution dans Uespace. — Par la premiére droite mener un plan . auxiliaire
paralléle a la seconde. — Par un point de la seconde , abaisser une perpendicu-
laire sur ce plan. — Par le pied de cette perpendiculaire, mener une paralléle
a la seconde; — le point de rencontre de cette paralléle avec la premiére
droite sera une des extrémités de la plus courte distance. — Par ce point
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élever une perpendiculaire au plan auxiliaire ; — le point de rencontre de
cette perpendiculaire avec la seconde droite sera Pautre extrémité de la plus
courte distance.

Cas facile. — Les cas les plus simples de la recherche de la plus
courte distance de deux droites sont ceux, 1° ou l'une des deux droites est
perpendiculaire 4 Pun des plans de projection; 2° ou les deux droites

by

sont paralléles 3 un méme plan de projection.

METHODE DES RABATTEMENTS.

sur. — Lorsque les données ou une partie des données d’une probléme
figurent dans un méme plan de D'espace, et que les opérations, pour arriver
a un certain résultat, doivent toutes étre exécutées sur ce méme plan, le
but des rabattements est de construire, sur l'un des plans de projection,
une figure semblable et égale a celle que les données forment dans le plan
de Yespace. Cela fait, tout se réduit a construire le résultat du probléme
sur la nouvelle figure qui est accessible, tandis que la premiére ne I'était pas.

On verra que les solutions par rabattement ont sur les autres Pavantage
de mieux faire voir les traces des opérations exécutées pour passer des données
au résultat d’'un probléme. |

Dirinrrion. — Lorsqu’on fait tourner un plan autour de sa trace horizontale
jusqu’a ce qu’il coincide avec le plan horizontal de projection, on dit que ce
plan a été rabattu, et la position qu’un point quelconque de ce plan vient
occuper dans le plan horizontal, s'appclle le rabattement de ce point.

De méme, la position qu’une droite quelconque du plan vient occuper - dans
le plan horizontal , s’appelle le rabattement de la droite.

La trace horizontale autour de laquelle on fait tourner le plan, s’appelle
charniére. X

Pm'ncz'pes pour rabattre un point et une drozte.

A. — Lorsqu’un plan tourne autour de sa irace horizontale, prise pour
charniére, chaque point du plan décrit une circonférence de cercle dont le
centre est sur la charniére, et dont le plan est perpendiculaire  la charniére,
et par suite vertical.

De ce que le point se meut dans un plan vertical perpendlculalre ala
charniére, lorsqu’il sera rabattu, il devra se trouver sur la projection hori-
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zontale de ce plan, cest-d-dire, sur une perpendiculaire abaissée de la
projection horizontale du point sur la charniére. De 13 suit que

B. — tout point rabattu est lié a sa pro;ecnon honzontaie par une per-
pendiculaire a la charniére.

C. — Du principe (A) résulte aussi que, lorsqu’on met en mouvement un
point, pour le rabattre, sa distance 4 la charniére ne change pas de lon-
gueur, non plus que sa distance & un point fixe quelconque de la charniére.

D. — RemarQue. — Comme il faudra toujours connaitre 'une ou Pautre de
ces deux distances, pour pouvoir construire le rabattement d’'un point, nous
ferons remarquer qu’il existe toujours sur la charniére un point, dont la
distance au point A rabattre, se projette dans sa véritable grandeur sur le
/ plan vertical de projection. :

E. — Lorsqu’une droite est en mouvement pour se rabattre, elle rencontre
dans toutes ses positions la charniére, en un méme point et sous un angle
constant. :

F. — D’aprés cela, pour rabattre une droite, il suffira de rabattre un seul
de ses points, puisque le point dans lequel la droite rencontre la charniére
reste fixe. Nous ferons remarquer qu’une droite rencontre toujours la char-
niére. au point, ou sa projection horizontale rencontre la méme charniére.

-Osservation. — 11 est facile d’adapter les raisonnements, qui précédent
et qul vont suivre, au cas ou la trace verticale d’'un plan serait charniére,
et qu'on voulit rabattre ce plan dans le plan vertical de- projection.

Toute solution par rabattement se réduit a savoir résoudre les problémes
suivants :

PREMIER PROBLEME.

Construire le rabattement d’'wn point situé dans wun plan donne.

SorutioN GRAPHIQUE. — Ayant déterminé la distance D du point 2a
rabattre a la charniére, on ménera de la projection horizontale du point
une perpendiculaire 2 la charniére, et on prendra sur cette perpendiculaire
un point distant de la charniére de la quantité D,

AUTRE soLuTioN. — Ayant déterminé la distance D' du point & rabattre
a un point fixe quelconque F de la charniére, on ménera de la projection
horizontale du point A rqbattre une perpendiculaire a la charniére, et
on prendra sur cette perpendiculaire, un point dont la distance au point
fixe F, est égale a D'. Cette solution peut étre simplifiée en chomssant
d’aprés la remarque (D), convenablement le point fixe F. -

Onsmwumn — Il entre dans lesprit des solutions précédentes que les

3
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distances D, D' soient déterminées elles-mémes par rabattemnent autour des
traces honzontales des plans verticaux dans lesque]les ces distances sont
respectivement situées ; opération facile par la considération qui suit.

Cas racies. — Si le point A rabattre est donné, dans un plan perpen-
diculaire 2 'un des plans de projection, alors sa distance a la charniére
est toujours paralléle 2 Fun des plans de projection et s’y projetie dans sa
véritable grandeur, quelle que soit la trace du plan que Yon choisisse pour
charniére.

DEUXIEME PROBLEME.

Etant donndes les projections horizontales d'ume série de points situés
dans un méme plan, et le rabattement de U'un de ces pomts autour de la
trace horizontale du plan, prise pour charniére, construire les rabatte-

ments de tous les autres points par le moyen de quatre ow de trois
series de paralléles.

Movex e sorvtion. — Par le point dont; le rabattement est donné on
fera passer, dans le plan proposé, deux droites quelconques D, D', dont
on construira les projections horizontales et les rabattements. Cela fait,
par chacun- des autres points & rabattre, on ménera deux droites respecti-
vement paralléles aux droites D, D', et on construira leurs rabattements ,
sachant que des droites qui sont paralléles entre elles dans un plan de
Pespace le sont aussi en rabattement.

Le rabattement de chaque point sera ainsi fourni par lintersection des
rabattements des deux droites menées par ce point.

Cette solution oblige i construire quatre systémes de paralléles.” Pour
que le nombre de ces systémnes se réduise a trois, il faut que Pune des
deux droites D, D' mentionnées soit perpendiculaire a la charniére.

) TROISIEME PROBLEME. N

Réciproque du premier probléme. — Etant donnés un plan quelconque
et le rabattement d’wn point de ce plan , construire les projections de ce
povnt.

Morex bE soivrion. — Par le point & rabattre, on ménera un plan
auxiliaire , perpendiculaire & la charniére. On. construira Dlintersection de
ce plan auxiliaire avec le plan proposé. Le point dont on cherche les
deux projections devra se trouver sur cette intersection. On rabattra cette
intersection autour de la trace horizontale (projection horizontale) du plan
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auxiliaire prise pour charniére, on déterminera sur cette intersection ra-
battue la position qui convient au point que Pon cherche. Connaissant ainsi
deux rabattements du point que lon cherche, on construira facilement
d’aprés le principe (B) sa projection horizontale.

Nous laissons a trouver la solution de la réciproque du second probléme.

Applications de la théorie des rabattements.

L. — Chercher la longueur d’une portion de droite et les angles qu’elle
fait avec les plans de projection.

2. — Trois points étant donnés, construire le triangle. dont ces trois
points seraient les sommets.

3. — Démontrer que, lorsque dans Pespéce une droite est divisée suivant
une loi quelconque, ses projections doivent &tre divisées suivant la méme loi.
- 4. — Chercher la distance d’un point a une droite.

9. — Chercher la distance de deux droites paralléles.

6. — Chercher le point de rencontre d’une droite avec un plan.

- 7. — Chercher Pangle de deux droites qui se coupent.

8. — Chercher T'angle des deux traces d’un plan.

9. — Chercher une droite qui divise en deux également Pangle de deux
droites données. .

10. — Chercher Iangle d’'un plan avec le plan horizontal ou le plan
vertical de projection. 4

11. — Méme probléme dans le cas ou les traces sont en ligne droite.

12. — Connaissant la trace horizontale d'un plan et Pangle qu’il fait
avec le plan horizoptal , chercher la trace verticale de ce plan.

13. — On donne la trace horizontale et le rabattement de la trace
verticale d’un plan, chercher la trace verticale. (Indiquer le cas ou le
probléme est impossible). ‘

14. — Par un point donné sur une droite mener un plan perpendiculaire
a cette droite.

15. — Chercher I'angle d’une droite avec un plan.

16. — Chercher Pangle de deux plans.

17. — Chercher I'angle de deux plans paralléles a la ligne de terre.

18. — Chercher I'angle de deux plans dont les traces horizontales ou les
traces verticales coincident.

19. — Chercher un plan qui divise en deux également Pangle que font
deux autres plans donnés. '
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20. — Vérifier si une droite est- paralléle & un plan donné.

21. — Connaissant les traces horizontales de deux plans qui se coupent,
et le rabattement de leur intersection autour de chacune de ces traces,
chercher les traces verticales de ces plans.

22. — Dans un plan donné mener une droite qui soit 8 une distance
donnée d’une autre droite également située dans ce plan. .

23. — Réduire un angle a T’horizon.

94. — FKtant donnés un point et une droite,, déterminer sur la droite un
point distant du point denné d’une longueur donnée.

25. — Par un point donné mener une droite qui fasse avec les plans de

~ projection des angles donnés. :

26. — Déterminer un plan qui passe par un point donné, et qui fasse
des angles donnés avec les plans de projection.

27. — Connaissant les projections des arétes d’un angle triédre, construire
les traces d’un plan qui-coupent ces trois arétes a des distances données, a
partir du sommet. : '

Tl sera démontré que tous Jes problémes que I'on peut proposer sur Pangle
triédre se réduisent, au moyen de langle triédre supplémentaire, aux trois
suivants :

28. — Connaissant les trois faces, chercher les trois angles.
29. - Connaissant deux faces et I'angle compris, chercher les autres faces.
30. — Connaissant deux faces et langle opposé & l'une d’elle, chercher

la troisiéme face.

31. — Etant donnés. le rabattement d’une circonférence autour d’une
charniére donnée, et la projection horizontale d’un point de cette circon-
férence, construire les projections horizontales de tant de points de la cir-
conférence que lon voudra.

-

THEORIE DU CHANGEMENT DES PLANS DE PROJECTION.
»

Le changement des plans de projection présente en Géométrie descriptive
les mémes avantages que la transformation ‘des plans coordonnés en Géo-
métrie analytique. i

La position des données & Iégard des plans de projection, et récipro-
quement, la position des plans de projection a Dégard des données, peut
apporter de grandes simplifications dans la résolution de presque tous les

problémes de Géométrie descriptive. Ce que nous allons éclaicir par quel-
ques exemples :
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Dans Ia recherche de la longueur d’une portion de droite, nous avons vu
que, si le plan vertical de projection est paralléle 3 la droite, la grandeur
de la projection verticale est égale a fcelle de la droite elle-méme; et on
est dispensé de construire le triangle rectangle dont il a été question ailleurs.

Sil s'agit de chercher le point de rencontre d’une droite avec un plan,
Pemploi d’un plan auxiliaire, que 'on est obligé de faire passer par la droite,
devient inutile, si le plan vertical de projection passe par la droite proposée ,
ou ¢'il est perpendiculaire au plan proposé; car dans les deux cas, I'une
des deux projections du point de rencontre est toujours connue.

L’angle que font deux plans serait connu, si le plan vertical de projection
était perpendiculaire a lintersection commune de ces plans ; car dans ce
cas, l'angle formé par les deux traces verticales serait Pangle cherché.

La plus courte distance entre deux droites, quant & sa grandeur et a sa
position, serait pour ainsi dire trouvée, si Pune des deux droites était
perpendiculaire & P'un’ des plans de projection.

Mais la solution d’un méme probléme, pour peu qu’il soit compliqué, se
compose le plus-souvent de plusieurs problémes particuliers, et il est rare
que tous puissent également participer de Pavantage que donne & l’un
d’eux la position particuliére des plans de projection, que Pon aura choisie
au commencement du probléme.

Il est donc bien important, lorsque les données d’'un probléme se trouvent
représentées sur deux plans de projection, de savoir représenter successive-
ment ces mémes données sur d’autres plans de projection,  choisis de
maniére a rendre plus facile la recherche de chacun des résultats parti-
culie;-s qui doivent servir & trouver le résultat final.

Chaque fois que dans une question on remplace un plan de projection
par un autre, il faudra projeter toutes les données de la question sur cet
autre plan de projection; et pour cela, il suffit de savoir résoudre les pro—
blémes suivants -

PREMIER PROBLEME.

Etant donmées les projections d’un point, trowver la projection verticale
dw méme point sur un nowveaw plan vertical de projection, le plan hori-
zontal de projection restant le méme.

Sovurion. — Cemme Pintersection de deux plans de projection est appelée -
ligne de terre, la trace horizontale du nouveau plan vertical de projection
sera désormais appelée nouvelle ligne de terre. Cela posé :

Pour trouver la projection verticale d’un point sur un nouveau plan ver-
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tical de projection , il suffit d’abaisser de la projection horizontale une
perpendiculaire 4 la nouvelle ligne de terre : le point de cette perpendi-
culaire, dont la distance a la nouvelle ligne de terre est égale & la distance
de Pancienne projection verticale a l'ancienne ligne de terre, est la nouvelle
projection verticale cherchée.

DEUXIEME PROBLEME. ‘ «

Etant données les projections d'une droite, trouver la projection verticale
de la méme droste, sur un nowveau plan vertical de projection, le plan
horizontal de projection restamt le méme.

Sorution. — 1l suffit de projeter deux points de la droite sur le nouveau
plan vertical de projection, comme il a été dit ci-dessus.

TROISIEME PROBLEME.

Etant données les traces d’un plan , trouver la trace verticale du méme
plam , sur un nowveau plan vertical de projection , le plan horizontal de
projection restant le méme.

Sorurion. — Cela revient a rabattre sur le plan horizontal le nouveau
plan vertical de projection avec la droite , suivant laquelle il est coupé par
le plan proposé. _

QUATRIEME PROBLEME.

Un plan quelconque étant donné par ses deux traces, faire en sorte
qu’il devienne plan de projection.
Sorvrior. — On prendra , pour nouveau plan. vertical de projection, un
plan perpendiculaire 3 la trace horizontale du plan proposé, ce qui revient
-3 prendre, pour mnouvelle ligne de terre, une - perpendiculaire a la trace
horizontale du plan proposé. — Aprés cela on prendra le plan proposé,
pour nouveau plan horizontal de pfojection; ce qui revient a prendre pour
nouvelle ligne de terre la nouvelle trace verticale du plan proposé.

Applications du changement de la ligne de terre.

1. — Chercher la longueur d’une portion de droite.

Movex »E soLution. — Prendre pour nouveau plan vertical de projection
celui qui passe par la droite, ou tout autre qui est paralléle a la droi=;
ce qui revient A prendre pour nouvelle ligne de terre la projection hori-

zontale de la droite, ou bien une droite paralléle a cette projection.
2. — Chercher la distance d’'un point & un plan.
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Movex pe sorvtioN. — Le cas le plus facile de ce probléme, est celui ou
le plan proposé est perpendiculaire & l'un des plans de projection ; par
exemple au plan vertical.

Pour ramener le cas général a ce cas particulier, il faut prendre pour
nouveau plan vertical de projection un plan vertical perpendiculaire au
plan proposé; ce qui revient a prendre pour nouvelle ligne de terre une
perpendiculaire &' la trace horizontale du plan proposé.

3. — Chercher le point de rencontre d’une droite avec un plan.

Moven bk sorurion. — Un cas des plus faciles de ce probléme, est celui
ou la droite proposée serait située dans 'un des plans de projection; par
exemple, dans le plan vertical de projection.

Pour ramener le cas général & ce cas particulier, il suffit de prendre
pour nouveau plan vertical de. projection, celui qui passe par la droite
proposée, ce qui revient a prendre, pour nouvelle ligne de terre la pro-
jection horizontale de la - droite. . ’ ‘

4. — Chercher la distance d’'un point 2 une*drmte :

Moven vE sorurion. — Un cas trés-simple de ce probléme, est celui ou
la droite proposée est située dans P'un des plans de pro;ectlon par exemple,
dans le plan vertical de projection.

Pour ramener le cas général a ce cas parl;lcuher, 11 suffit de prendre
pour nouveau plan vertical de projection, celui qui passe par la droite
proposée , ce qui revient a prendre pour nouvelle ligne de gerre la pro-
jection horizontale de la droite. .

li{ / 5. — Veérifier si deux droites, dont les pl'OJBCthIlS sont ‘données ,. sont
perpendlculalres

Moven pE soivrion. — Dans le cas particulier, ou Pune des deux droites
est paralléle & Pun des plans de projection, on peut reconnaitre , 3 Pinspection
des projections de ces droites, si elles sont perpendiculaires dans espace.
— Pour ramener le cas général a ce cas particulier, il suffit de prendre,
pour nouveau plan vertical de projection, celui qui passe par lume des
deux droites, ce qui revient a prendre pour nouvelle ligne de terre la
projection horizontale de I'une des deux droites.

6. — Vérifier si un polygone donné est plan, cest-d-dire, si tous ses.
cbtés sont situés dans un méme plan.

Moven pE soLutioN. — Dans le cas particulier, ou le polygone se projette
en ligne droite sur P'un des plans de projection, le polygone est plan. —
Donc, pour vérifier dans le cas général si un polygone est plan, il faut le
projeter sur un nouveau plan vertical de projection, que l'on prendra
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“perpendiculaire & une horizontale de ce polygone ; ce qui revient a prendre,
pour nouvelle ligne de terre, une perpendiculaire 4 la projection horizontale
de cette horizontale. :

7. — Chercher P'angle qu’un plan fait avec le plan horizontal de projection.

Moxer pE soLution. — Le cas le plus simple de ce probléme est celui ou
le plan proposé est perpendiculaire au plan vertical de projection.

Pour ramener le cas général & ce cas particulier, il suffit de prenare pour
nouveau plan vertical de projection, un plan perpendiculaire & la trace hori-
zontale du plan proposé; ce qui revient & prendre pour nouvelle ligne de
terre une droite perpendiculaire i cette trace.

8. — Chercher Pangle de deux plans?

Moven be sorvrion : — Le cas le plus simple de ce probleme, -est celui
ou les deux plans proposés sont perpendiculaires & 1'un des plans de projection.
— Pour ramener le cas général A ce cas particulier, il faut : 1° ramener les

deux plans de projection de maniére qu’ils aient méme trace horizontale; et

pon;c;la, prendre pour nouveau plan horizontal de projection celui qui passe
par la commune intersection des deux plans proposés. Ce qui revient & prendre
pour nouvelle ligne de terre la projection verticale de cette intersection.

20 Quand les deux plans sont ainsi ramenés a avoir méme trace horizontale,
on prendra pour nouveau plan vertical de projection un plan perpendiculaire
A leur commune trace horizontale. '

9. — Veérifier si une droite donnée est paralléle 2 un plan donné.

Moyer pE sotvrioN. — Dans le cas particulier, ou le plan proposé est per-
pendiculaire & Pun des plans de projection; par exemple, au plan vertical,
il faut, pour que la droite soit paralléle au plan, que la projection verticale de
la droite soit paralléle 4 la projection verticale du plan. — Pour ramener le
cas général a ce cas particulier, il faut prendre pour nouveau plan vertical de
projection un plan vertical perpendiculaire au plan proposé; ce qui revient
A prendre pour nouvelle ligne de terre une perpendiculaire a la trace horizon-
tale du plan proposé. :

10. — Chercher la plus courte distance entre deux droites, quant a sa
grandeur et & sa position. '

Movex bk sorutioN. — Premier cas. — Le cas le plus simple est celui
ou l'une des droites est perpendiculaire & I'un des plans de projection, par
exemple, au plan vertical. — Dans ce cas, il est facile de démontrer que la
plus courte distance, et la droite qui est perpendiculaire au plan vertical,
se projettent sur le-plan horizontal dans des perpendiculaires; de méme que
la plus courte distance et Dautre droite se projettent sur le plan vertical dans
des perpendiculaires.
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Ces notions suffisent pour pouvoir construu'e immédiatement la plus courte
distance entre les deux droites dont il s’agit. :

Deuziéme cas. — Un second cas particulier qui peut étre ramené facile-
ment au précédent, est celui ou 'une des deux droites est située dans I'un
des plans de projection, par exemple, dans le plan horizontal , et dirigée
d’'une maniére Guelconque par rapport a 'autre plan de projection. — Dans
ce cas, il suffit de prendre pour nouveau plan vertical de projection un plan
perpendiculaire i celle des droites qui est située dans le plan horizontal : ce
qui revient & prendre pour nouvelle ligne de terre une perpendiculaire a
cette droite.

Cas général. — Enfin, quand les deux droites sont situées d’une maniére
quelconque par rapport aux plans de projection, on commencera par ramener
ce cas général au second cas particulier qui préceéde, en pyenant pour nouveau
plan vertical de projection le plan vertical qui passe par 'une des deux
droites : ce qui revient  prendre pour nouvelle ligne de terre, la projection
horizontale de cette droite; de ce cas il sera facile de passer au premier cas.

Avutre sotwrion. — Construire les deux traces d’'un plan paralléle aux deux
droites proposées, et faire en sorte que ce plan devienne plan de projection.

W 11. — Faire passer, par une droite donnée, douze plans partageant I'espace
autour de cette droite en vingt-quatre angles égaux.

Movex pr sovurios. — 11 suffit de faire. observer que le cas le plus s1mple
de cette recherche est celui ou la droite proposée est perpendlculalre a lun
-des plans de projection.

-

THEORIE DES PROJECTIONS COTEES.

Un point est représenté de position par sa seule projection horizontale ,
lorsque Poni connait sa distance au plan horizontal de projection. Cezte
distance , réduite en nombre , s'appelle la cofe du point, et quand cette
cote est écrite a c6té de la projection, on dit que la projection est cotée.
Cela posé :

Ux poinT est représenté de position par sa projection cotée. Selon que la
cote est positive ou négative, le point se trouve au-dessus ou en dessous
du plan horizontal. :

Une prorre est représentée de position par sa projection avec les cotes
de deux de ses points. '

Une HORIZONTAIE est représentée de position par sa projection avec la

cote d’'un seul de ses points.
' 4
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U~ riav est représenté de position par la projection d’une de ses lignes
de plus grande pente (*), avec les cotes de deux points de cette ligne.

Prorritiré I. — Si sur une droite on prend un nombre quelconque de
points projetés respectivement en A, B, G, D, etc., et ayant respective-
ment pour cotes @, b, ¢, d, etc., on aura toujours la proportion:

AB:a—b=BC:b—¢c=0CD:c—d = etc

Qu’il est facile d’énoncer en langage ordinaire et de laquelle on déduit
facilement comme corollaire, la propriété suivante :

Proeritrk I, — Lorsque la projection d’une droite est divisée en un nombre
quelconque de parties égales, les cofes des points de division successifs
suivent une progression arithmétique.

Au moyen de la premiére propriété on résoudra sans difficulté les
deux problémes suivants qui sont d’'un usage fréquent.

Prosuime I. — Kiant donnée la projection d’une droite avec les cotes
de deux dfses points, chercher la cote d’'un point quelconque dont la
projection est donnée.

Prosuime. II. -— Etant donnée la projection d’une droite avec les cotes
de deux de ses points, déterminer la projection d’un point quelconque
dont la cote est donnée.

Graduer la projection d’'une droite, c’est déterminer sur cette projection,
d’aprés le probleme I, les projections des différents points dont les cotes
suivent la progression des nombres naturels 1, 2, 3, etc.

Echelle de pente d'une droite. — La projection graduée d’une droite
s'appelle échelle de pente de la droite.

Echelle de pente d’'un plan. — La projection gradude d’une des lignes
de plus grande pente d’un plan, s’appelle échelle de pente du plan. On
Iindique par un frad double pour la distinguer de Péchelle d’une droite.

Différentes positions de deux droites, de deux plans, d'une droite et
d'un plan.

Deux horizontales sont paralléles et par suite situées dans un méme
plan, si leurs projections sont paralleles; et réciproquement.

Deux horizontales sont encore dans un méme plan, si elles ont méme cote.

8% deur droites ou deuw plans sont paralléles, alors. 1° Leurs échelles sont
paralléles. 20 Les .cotes dans V'ordre de grandeur se comptent sur les deux

(%) La ligne de plus grande pente d'un plan est une perpendiculaire , menée dans ce plan, & la
trace horizontale ou & une horizontale quelconque de ce plan. :
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échelles dans le méme sens. 3¢ La grandeur des divisions des deux échelles
est la méme, Et réciproquement. |

Deuz droites se coupent dans Uespace , ou sont situdes dams un méme
plan, lorsque les droites qui joignent les points de division marqués des
mémes cotes sur les deux échelles sont paralléles, Et réciproquement.

Par pente d’une droste on entend la tangente trigonométrique de P'angle
que fait la droite avec le plan horizontal. Cette pente est égale en rapport
de la différence des cotes de deux points quelconques de la droite, a la
distance qui sépare les projections de ces deux points.

S ume droite est perpendiculaire & un plan, Véchelle de la droite est
paralléle a Déchelle du plan; la pente de la droite est égale a la valeur
inverse de la pente du plan; et les cotes se suivent dans Lordre de
grandeur sur les deux échelles en sens contraire; et réciproquement.

) ) Applications. ' .

Puxcire. — Pour pouvoir construire Péchelle de pente d’un plan, il
faut déterminer au préalable une horizontale quelconque de ce plan.

1. — Etant données Déchelle de pente d’'un plan et la projéction d'un
 point situé dans ce plan, déterminer la cote de ce point.

9 _ Ttant données les échelles de pente de deux droites qui se coupent,
trouver Déchelle de pente du plan passant par ces deux droites.

3. — FEtant données la projection cotée d’un point et Péchelle de pente
d’une droite, trouver Péchelle de pente du plan passant par ce point et
cette droite.

4. — Xtant données les projections cotées de trois points, trouver Péchelle
de pente du plan passant par ces trois points.

5. — XKtant données les échelles de pente de deux droites paralléles,
trouver Péchelle de pente du plan passant par ces deux paralléles.

6. — Etant données les échelles de pente de deux droites et la pro-
jection cotée d’'un point , trouver I'échelle de pente du plan passant par le®
point donné et qui soit paralléle aux deux droites.

7. — Ftant données I'échelle de pente d'un plan et la projection cotée
d’un point, trouver Péchelle de pente d’un plan passant par le point
proposé et paralléle au plan proposé.

8. — Vérifier si une droite donnée est paralléle 2 un plan donné.

9. — Ftant donné un nombre quelconque de droites, vérifier si ces
droites sont toutes paralléles 2 un méme plan.
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10. — Par un point donné sur un plan, mener une droite dont la pente

est donnée.
11. — Par une droite donnée mener un plan dont la pente est donnée.

Intersection de deux plans.
W,

1. — Ytant données les échelles de pente de deux plans, trouver Péchelle
de pente de leur intersection.

2. — Méme probléme, les échelles de pente étant paralléles.

3. — Deux plans étant représentés, chacun par les échelles de pente de
deux droites qui se coupent, trouver I'échelle de pente de leur intersection,
sans déterminer les échelles des deux plans.

Point de rencontre d’une droite avec un plan.

1. — Etant données les échelles de pente d’un plan et d’une droite ,
trouver la projection cotée du point de rencontre de la droite avec le plan.

2. — \Un plan étant représenté par deux droites qui se coupent, cher-
cher la projection cotée du point dans lequel ce plan est rencontré par
une horizontale dont la cote est donnée, sans chercher 1’échelle du plan.
- 3. — Démontrer que lout plan, parallele a deux droites non situées

dans un méme plan, coupe, en trois points qui sont en ligne droite, trois

horizontales quelconques s’appuyant sur ces deux droites.

Remarque. — La solution de cette question prouve la double génération
du paraboloide hyperbolique , dont il sera fait mention dans la 2de partie.

4. — On donne un point et deux droiles non situées dans un méme
plan, on demande de construire Péchelle de pente d’une droite qui s’appuie
sur les deux droites proposées et qui passe par le point donné.

5. — Méme probléme, les deux droites étant des horizontales.

Movexr »E sorvrioNn. — Dans ce cas la construction de la droite
demandée revient a résoudre le probléme de Géométrie plane : par un
point pris dans Vintérieur d’'un angle mener une droite de maniére que la
partie comprise entre le point donné et I'un des cétés de I'angle, soit dans
un rapport donné avec la partie comprise entre le point donné et l'autre
c6té de langle.

6. — On donne trois horizontales deux a deux mnon situées dans un méme
plan , démontrer que trois droites quelconques, sappuyant sur ces horizon-
tales, sont paralleles 3 un méme plan.
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Remarque. — La solution de cette question prouve que Uhyperboloide a
une- nappe, dont il sera question dans la seconde Partie, dégénére en
paraboloide hyperbolique , quand ses trois directrices deviennent paralléles
aun méme plan.

. 7. — Construire une droite qui s’appuie sur deux autres droites données

et qui soit paralléle & une troisieme droite également donnée.

{

!
/
i

1. — Chercher la longueur d’une portion de droite.

Sorurion. — Caleuler Phypothénuse d’un triangle rectangle dont Pun des
cotés est égal 2 la différence des cotes des extrémités de la droite et dont
Vautre coté est égal 2 la projection horizontale de la droite, projection qui
doit étre réduite en nombre sur Véchelle horizontale dw dessin.

9. — Chercher la distance d’un point donné a un plan donné.

3. — Chercher la distance d’un point donné & une droite donnée.

4, — Chercher la distance de deux droites données.

5. _ TUne certaine étendue de terrain étant représentée par les projections
cotées d’une suite de sections horizontales; 1° Construire la section faite
dans ce terrain par un plan donné ; 2° Mener par une droite donnée, un
plan qui ait un point de commun avec Pune de ces sections et qui laisse
au-dessous de lui toutes les autres sections. 3¢ Mencr par un point donné,
un plan qui remplisse les mémes conditions. et fasse avec I'horizon le plus

petit angle possible.

NOTE.

Nous avons oublié de citer une propriélé métrique concernant les deux projections
d’une droite , nous réparons ici cette omission :

PropriiTé. — Si sur une droite de Despace on prend un nombre quelconque
de points projetés respectivement en A, B, G, D, etc., sur le plan horizontal ;
et en A', B, C', D', etc., sur le plan vertical, on aura toujours la proportion :

AB: AB = BC: BC = CD: C') = ete.

La réciproque a lieu avec ume restriction et peut :tre énoncée comme suit :

Si la proportion précédente a lieu entre les projections d’un nombre quelconque
de points, tous situés dans un méme plan perpendiculaire 3 l'un des plans de
projection , tous ces points appartiendront A une méme droite.. '
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Seconde Partie,

TRAITANT DE LA REPRESENTATION DES CORPS TERMINES PAR DES SURFACES COURBES ,
ET DE PROBLEMES RELATIFS A CES CORPS.

BN

——a———
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PREMIERE SECTION ,

TRAITANT DE LA REPRESENTATION DES LIGNES COURBES
ET DES SURFACES COURBES.

DE LA REPRESENTATION DES LIGNES COURBES.

Pour représenter une courbe de forme, de grandeur et de position sur
un plap; il suffit de représenter sur ce plan la position de chacun de ses
points; ce qui se fait en projetant tous ses points sur deux plans de pro-
jection, et en rabattant I'un de ces plans sur Pautre.

La projection horizontale d’'une courbe est la ligne qui passe par les
projections horizontales de tous les points de cette courbe.

La projection verticale d’wne cowrbe est la ligne qui passe par les pro-
jections verticales de tous les points de cette courbe,

Une courbe plane est celle dont les points sont situés dans un méme plan.

Une courbe & double courbure, ou mieux gauche est celle dont tous les
points ne sont pas situés dans un méme plan.

Une sécante devient fangenfe 3 une courbe, quand deux points de
section de la sécante considérée comme mobile autour de P'un deux, se
réunissent en un seul, qui prend alors le nom de point de contact.

Awutrement. — Si une sécante d’une courbe se meut parallélement a elle-
méme, elle deviendra tangente a la courbe, au moment ou deux de ses points
de section se réuniront en un seul, appelé point de contact.

De chacune de ces définitions suit que la tangente a une courbe plane
est toujours située dans le plan de la courbe.

Ces deux définitions de la tangente 3 une courbe ne peuvent servir a
construire la tangente que lorsqu’on connait la définitiun de la courbe.



— 31 —

Alors on cherchera au moyen de cette définition une droite auxiliaire ,
variable de position avec la sécante et qui jouisse & Pégard de cette sé.
cante d’une propriété constante. Cela fait, tout est ramené a construire la
position que prendra la  droite auxiliaire au moment ot la sécante
deviendra tangente. Cette derniére position de la droite auxiliaire,. que nous
nommerons position limite, étant connue, la construction de la tangente
revient & mener par le point destiné a devenir point de contact, une
droite qui, a Pégard de la position limite de la droite auxiliaire, jouisse de
la méme propriété constante mentionnée. _

Pour construire la position limite de la droite auxiliaire on a besoin
d’étre familiarisé avec des considérations analogues a celles dont nous allons
donner deux exemples. :

Etant donnés trois points A, B, C, entre lesquels il y a cette dépendance
que B et C sont variables de pos1t10n ensemble et que B doit touJours
se trouver entre A et C. Dans ce cas, si G vient a coincider avec A, a
méme instant B devra coincider avec A.

De méme, étant données trois droites A, B, C, passant par un méme
point et entre lesquelles il y a cette dépendance que B et C sont variables
de position ensemble et que B doit toujours se trouver entre A et C.
Dans ce cas, si C vient 4 coincider avac A, au méme instant B devra
coincider avec A. Les conclusions restent les mémes si les. trois - droites
étaient paralléles. '

Pour appliquer ces considérations & la recherche de la tangente a un
cercle, il suffit de remarquer que la perpendiculaire abaissée du centre sur
la sécante du cercle passe toujours entre les deux pomts de section de la
sécante. Donc quand la sécante sera devenue tangente, la perpendiculaire
abaissée du centre sur la tangente passera par le point de contact.

De la seconde définition de la tangente résulte immédiatement que dans
une courbe qui a un diamétre conjugué a une certaine direction, les tan-
gentes aux extrémités de ce diamétre sont paralléles a la méme direction.

Le plan osculatewr d’une courbe a double courbure, en un point donné
de cette courbe, est la limite de tous les plans sécants que Pon peut mener
par la tangente en ce point a la courbe.

Définition des courbes du second degré par leurs foyers.‘

L’ellpse est une courbe plane, dans le plan de laquelle il y a deux
points fixes, appelés foyers, dont la somme des distances 8 un point quel-
conque de la courbe est une quantité constante.
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Cette courbe est entiérement fermée et les deux foyers se trouvent dans
son intérieur.

L’hyperbole est une courbe plane dans le plan de laquelle existent deux
points fixes, appelés foyers, dont la différence des distances a2 un point
quelconque de la courbe est une quantité constante. v

Cette courbe est composée de deux branches séparées, dont aucune n’est
fermée, et dont chacune renferme un foyer. =

La parabole est une courbe plane, dans le plan de laquelle existe un
point fixe, appelé foyer, dont la distance & un point quelconque de la
courbe est égaleh la dlstanre du méme point a une droite fixe , appelée directrice.

Cette courbe est ouverte et m’a quune branche; le foyer se trouve a
Vintérieur et la directrice a lextérieur.

Construction. — Ces définitions fournissent immédiatement des moyens
faciles pour construire chacune de ces courbes, soit par poinfs, soit par
un mouvement continw. : '

Génération des courbes du second degré qui répond a ces définitions.

Les courbes du second degré peuvent étre considérées comme engendrées
par le centre d’un cercle mobile et variable de rayon, qui touche con-
stamment deux cercles fixes, situés dans un méme plan avec le cercle mobile.

Les centres des deux cercles fixes, seront les foyers de la courbe.

Pour que le centre du cercle mobile décrive une parabole, il faut que,
Pun des cercles fixes se change en hgne droite, c’est-a-dire, que son rayon
devienne infini.

I1 est facile de démontrer, par les simples notions sur le contact de deux
cercles, que les courbes ainsi décrites jouissent des propriétés énoncées aux
définitions ci-dessus. 4 :

La considération que la sécante, qui passe par deux points d’'une telle
courbe, est dans toutes ses positions perpendiculaire & la corde commune
aux deux cercles générateurs, dont les cenires sont respectivement en ces
deux points, conduit & la méthode suivante pour mener une tangente a
une courbe du second degré, par un point donné sur cette courbe.

Construction de la tangente. Par le point donné, centre d’'un cercle gé-
nérateur , on meénera une perpendiculaire 4 la droite qui joint les points
de contact du cercle générateur avec les deux cercles fixes; cette perpen-
diculaire sera la tangente demandée.

On fera concorder aisément cette méthode, qui convient 2 toutesles courbes
du second degré , avec les méthodes particuliéres connues pour chacune d’elles.
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Proprzete — Si - d'un méme foyer d’une courbe du second degré on
abaisse des perpendiculaires sur toutes les tangentes & cette courbe, les
.pieds de ces perpendiculaires se trouveront sur une circonférence de cercle
qui, pour le cas de la parabole, devient une ligne droite.

Cette propriété devient une conséquence de la méthode des tangentes
énoncée ci-dessus, aprés quon aura établi que les milieux de toutes les
droites, partant d’'un méme point et terminées 3 une méme circonférence,, se
trouvent sur une autre circonférence. ’

Construction. — De cette propriété on déduit une méthode pour con-
struire les courbes du second degré par le moyen d’une équerre, dont le
sommet de langle droit ;doit toujours se trouver sur une circonférence
de cercle ou sur une ligne drodte ; alors si Pun des cotés de I'équerre passe
constamment par un poent fize, Vautre c6té sera toujours tangent a une
méme courbe du second degré , dont un foyer sera au point fixe. Selon que
le point fixe est intérieur ou extérieur a la circonférence, la courbe, enve-
loppe des tangentes, scra une ellipse ou une hyperbole; ce sera une parabole
si la circonférence est remplacée par une droite.

+ Les courbes du second degré sont des sections coniques.

En coupant par un plan un céne droit a base circulaire , on obtient
pour intersection : . ‘

Une ellipse , si le plan sécant coupe toutes les arétes du cone.

Une pafabole , si le plan sécant est paralléle & une seule aréte du céne.

Une hyperbole, si le plan sécant est paralle): & deux arétes du cone.

Démonstration pour Uellipse : Si Von congoit un cone droit & base circu-
laire et deux sphéres inscrites dans une méme nappe de ce céne, et si I'on
coupe ce céne par un plan tangent 3 la fois aux deux sphéres, (une des
sphéres sera au-dessus et lautre au-dessous de ce plan) je dis qu’on aura
pour courbe d’intersection une ellipse ayant pour foyers les deux points de
contact du plan tangent.

Ne considérons du céne que le tronc ou la portion comprise entre les deux
circonférences , suivant lesquelles-les deux sphéres sont touchées par le céne,
circonférences dont les plans sont perpendiculaires.a I'axe du céne et dont
les centres sont sur ce méme axe. Cela posé, chaque point de la courbe
en question est & la fois sur une aréte et dans le plan tangent.

Un point quelconque de la courbe considéré comme situé sur une arcte
divise cetts aréte en deux parties A et A', dont I'une A est tangente a ]a
premiére sphére, et dont l'autre A' est tangente 4 la seconde spheére.

12

9
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Si par le méme point, considéré comme situé dans le plan tangent, on
meéne deux droites D, D' aux points de contact, I'une de ces droites D
sera tangente 4 la premiére sphére et autre D' 4 la seconde sphére; car
toute droite qui, dans le plan tangent a une surface, passe par f; point de
contact, est une droite tangente a cetle surface.

Du méme point de la courbe partent maintenant deux tangentes A et D
a la premiére sphére, et deux tangentes A' et D' & la seconde spheére ;
or, toutes les tangentes 3 une méme sphére et partant d’'un méme point,
sont égales; donc on a :

D=AetD = A
Et partant D + D' = A + A’ = l’aréte entiére.

Ainsi quel que soit sur la courbe le point que I'on considére, en menant
de ce point deux droites D, D' aux deux points de contact, la somme de ces
deux droites est égaie i laréte qui passe par ce point; or toutes les arétes
du tronc sont égales, donc la somme des distances de chaque point de la
courbe aux deux points de contact est une quantité constante; donc la
courbe est une ellipse ayant pour foyers les deux points de contact.

On démontre d’une maniére analogue que , si les deux sphéres sont respec-
tivement inscrites dans les deux nappes du céne, tout plan tangent a la fois
aux deux sphéres et qui les laisse d’'un méme cdté, coupe le cone suivant
une hyperbole , ayant pour foyers les points de contact du plan tangent.

Enfin, on démontre qu’un plan, tangent a une seule sphére et paralléle &
Vune des arétes du céne, coupe celui-ci suivant une parabole, qui a pour
foyer le point de contact.

Définition des sections coniques par lewrs foyers et directrices.

Dans la démonstration précédente, le plan tangent aux deux spheéres
coupe les plans des deux bases du céne tronqué, suivant deux droites
paralléles appelées directrices. Chaque directrice et le foyer le plus voisin
jouissent de la propriété suivante : le rapport des distances d’un point de
la section conique au foyer et a la directrice reste le méme pour tous les
points de la section conique.

Dauns la parabole il n’y a qu’un foyer, qu’une directrice, et le rapport
‘mentionné est égal & l'unité.

Pour démontrer tout cela, il faut prendre, pour plan horizontal de pro-
jection, celui qui passe par le sommet du céne et par les centres des deux
sphéres et qui est en outre perpendiculaire au plan tangent.
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Cette maniére de démontrer synthétiquement les propriétés des sections
faites  dans un c6ne par un plan est due a feu M. Dandelin , colonel du génie.

x

GENERATION ET REPRESENTATION DES SURFACES COURBES.

L’ensemble des conditions, auxquelles doit satisfaire une ligne qui se meut
dans V’espace, constitue la définition du mouvement de cette ligne. Cela posé :.

Si d’apres la définition du mouvement d’une ligne, celle-ci ne peut se
mouvoir que d’une seule maniére, ou d’un nombre fini de maniéres ,
Tensemble des positions occupées par cette ligne constituera une surface
courbe; et Pon dit que la surface a été engendrée par la pourbe mobile.

Génératrice. — La courbe mobile ainsi ‘qu’une positipn rque]conque de
cette courbe s’appelle génératrice de la surface; de sorte’ que toute surface
peut étre considérée comme composée de toutes ses génératrices.

Une surface est définie, lorsque I'on connait la définition de sa généra-
trice et I'énoncé des conditions auxquelles cette génératrice doit satisfaire,
en se mouvant dans Pespace.

Ces conditions se déterminent le plus souvent par des considérations
géométriques, en assujétissant la génératrice a s'appuyer dans son mouve-
ment sur un certain nombre de courbes données de position dans Vespace,
ou 2 satisfaire. & des conditions équivalentes.

Directrices. — Les courbes, qui dirigent -ainsi le nouvement de la géné-
ratrice , prennent le nom de directrices de la surface.

Le nombre des directrices ne peut étre déterminé que lorsqu’on connait
la définition de la génératrice; dans tous les cas, il doit éire tel que, en
. chaque point d’'une des directrices, on ne puisse construire qu’une sewle
génératrice ou un mnombre fins de génératrices qui rencontrent en méme
temps toutes les autres directrices. ' ‘

L?s surfaces individuelles , en nombre infini, qui ont méme géneration,
cest-a-dire, qui sont engendrées par une méme génératrice , se distinguent
- entre elles d’aprés la nature de leurs directrices.

Il suit de tout ce qui précéde qu’une surface, dont on connait la nature
de la génératrice et les directrices, sera représentée de forme, de grandeur
et de position par les projections de ses directrices; puisque P'on aura ainsi
les moyens de construire dans chaque cas particulier, et selon le but que
Yon se propose, tel nombre de génératrices que l'on jugera a propos.

Quoique T'on ne représente pas une surface par I'ensemble des projections
de tous ses points, on a cependant coutume, pour mieux la figurer, de
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construire la limite de sa projection horizontale et la Zmife de sa pro-
jection verticale, en supposant que lon a projeté tous les pojuts de la
surface. _ '

Ces limites, appelées confours apparents, servent principalement a recon--
naitre si un point, dont l'une des projections est donnée, peut ou non
appartenir a la surface. <

La trace horizontale d’'une surface est lintersection de cette surface avec
le plan horizontal de projection.

La trace wverticale d’une surface est lintersection de cette surface avec
le plan vertical de projection.

On ne construit ces traces que pour certaines surfaces.

Parmi le nombre infini de surfaces, dont on peut concevoir la géné-
ration, nous n’examinerons que les trois familles de surfaces le plus fré-
quemment employées dans les arts: les surfaces réglées, qui ont pour
génératrice la ligne droite; les surfaces de revolution et les surfaces du
second degré, qui ont pour génératrice la circonférence de cercle assujétie
A satisfaire 2 certaines conditions, dont il sera parlé plus tard.

DES SURFACES REGLEES.

UsE surrAce REcLEE est définie par trois directrices, autrement dit, le
mouvement d’'une ligne droite est définie par trois directrices.

surfaces développables.

Les surfaces réglées se divisent en )
: surfaces gauches.

Une sURFACE DEVELOPPABLE est unc surface réglée dont deux génératrices
consécutives sont toujours dans un méme plan. Deux génératrices consé-
cutives sont pour nous deux génératrices infiniment voisines.

Avréte de rebroussement. La courbe a laquelle toutes les génératrices sont
tangentes s’appelle aréte de rebroussement. Cette aréte divise la surface en
deux portions, appelées les deuz nappes de la surface.

UNE SURFAGE GAUCHE est ume surface réglée dont deux génératrices con—
sécutives ne sont jamais dans un méme plan. .

Ligne de striction. — L’ensemble des éléments de plus courte distance
entre deux génératrices consécutives constitue une courbe, appelée ligne
de striction. Cette ligne divise de méme la surface gauche en deux portions
appelées les deux nappes de la surface.
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, PROPRIETES DES SURFACES DEVELOPPABLES.

“ 1. — Nombre de directrices. — Une surface développable ne peut avoir que
deux directrices. La condition que chaque génératrice soit dans un méme
plan avec celle qui la précéde immédiatement tient lieu de la troisiéme
directrice. Une seule directrice suffit lorsqu’elle est prise pour aréte de
rebroussement.

2., — Construction d’une genératrice. — Si Ton fait mouvoir un plan sur
les deux directrices, de maniére qu’il renferme dans toutes ses posmons une
tangente a chaque direetrice, Pintersectign de deux positions consécutives
de ce plan mobile sera une génératrice.

3. — Toutes les surfaces développables supposées flexsbles , mais inexten—
sibles, peuvent éire développées sur un plan sans dwplicature ni déchirure.

Le plan sur lequel on développe une surface développable est nommé
plan de développement. :

Un tel développement n’est rien autre qu'ine série de rabattements eﬂ’ec-
tués sur un méme plan, et dans lesquels chaque génératrice & son tour
devient charniére pour rabattre la génératrice qui suit immédiatement.

4. — Tout plan qui passe par une génératrice d’'une surface développable
coupe la surface suivant une courbe, hlaquelle cetic' ginératrice est fangente.

Les surfaces développables les plus simples sont les surfaces cylindriques
et les surfaces coniques.

Surfaces éyZin&rziIues.'_' AR

'1. — UnE surricE cYLINDRIQUE est une surface réglée dont toutes les généra—
trices sont paralléles entre elles.

Y L’aréle de rebroussement d'une surface cylindrique est située i linfini et
par suite n’existe pas.

2. —Un cylindre est entiérement défin: lorsqu on donne wne sewle directrice ,
et une droite a laquelle toutes les génératrices dowent étre paralléles.

3. — La trace horizontale d’un _cylindre est toujours prise pour directrice,
a moins qu on n’avertisse du contraire.

4. — Probléme. Btant données la directrice d’un cylindre et une droite 3
laquelle ses génératrices doivent étre paralléles, construire la trace hori-
zontale de ce cylindre.

- 5. — Méme probléme, la directrice étant une circonférence de cercle paralléle
au plan horizontal de projection.

6. — Un cylindre est drodt, lorsque toutes ses génératrices sont perpendicu-
laires au plan horizontal. Dans le cas contraire, le cylindre est dit obligue.
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7. — L’aze d’un cylindre est une droite paralléle aux génératrices du cy-
lindre, menée par le centre de la directrice.

8. — La section droite d’un cylindre, est la courbe suivant laquelle le cy-
lindre est coupé par un plan perpendiculaire a ses génératrices.

9. — Toutes les sections faites dans un cylindre par des plans paralleles,
sont des courbes égales. -
10. — Cette propriété conduit A une génération des surfaces cylindriques

par le mouvement d’'une courbe plane, constante de forme et de grandeur.
11.— Si un plan paralléle aux génératrices d’un cylindre coupe ce cylindre,
il le coupera suivant une ou plusienrs génératrices.
12. — Si deux cylindres paralléles se coupent, ils se couperont suivant une
“ou plusieurs génératrices.

Surfaces coniques.

1. — Une surFACE coNIQUE est une surface réglée dont toutes les génératrices
passent par un méme point, appelé sommet, ou mieux , centre. Toute surface
conique a deux nappes séparées par le sommet.

L'aréte de rebroussement d’une surface conique se réduit 4 un point, le
sommet du cone. _

2. — Un céne est entiérement défins , lorsqu’on donne une seule directrice,
et le sommet.

3. — La trace horizontale d’'un céne est toujours prise pour directrice, a
moins qu’on n’avertisse du contraire,

4. — Probléme. Etant donnés le sommet et la directrice d’un céne, con-
struire la trace horizontale du céne. .

5. — Méme probléme, la directrice étant une circonférence de cercle
paralléle au plan horizontal de projection.

6. — Un cdne est droit, lorsque la droite] qui passe par le sommet et par le
centre de la trace horizontale, est perpendiculaire au plan horizontal. Dans
tout autre cas, le cone est obléigue.

7. — Toutes les sections faites dans une surface conique par des plans
paralléles sont des courbes semblables. Cette propriété conduit a une géné-
ration des surfaces coniques par le mouvement d’une courbe plane, con-
stante de forme, mais variable de grandeur.

8. — Si un plan passant par le sommet d’'un céne, coupe ce cone, il le
coupera suivant une ou plusieurs génératrices.

9. — Si deux cénes ayant méme sommet se coupent, ils se couperont sui-
vant une ou plusieurs génératrices.
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Transformees de quelques lignes tracdes sur des surfaces développables.

On appelle transformée d’'une courbe quelconque tracée sur une surface
développable ce que devient cette courbe lorsqu’on développe la surface.

1. — L’angle qu’'une courbe tracée sur .une surface développable fait
avec une génératrice quelconque, reste le méme lorsqu’on développe 1Ia
surface. ‘

2. — Toute courbe , qui sur une surface cylindrique coupe toutes les
génératrices sous un méme angle, » pour transformée une ligne droite; et
par suite la transformée de la section awoite d’une surface cylindrique est
une ligne droite.

3. — Une courbe tracée sur une surface acor;ique et dont tous les points
sont a égale distance du sommet, a pour transformée un arc de cercle.

4. — La longueur d’une courbe est égale & la longueur de sa transfor-
mée. Cette propriété ramene la rectification d’une courbe 3 double courbure ,
a la rectificition d’une courbe plane.

5. — 11 résulte de la méme propriété que lo ligne la plus courte que
Yon puisse mener sur une surface développable quelconque entre deux
points de la surface a pour transformée une ligne droite.

LEs SURFACES GAUCHES { surfaces gauches a trovs directrices.|
se divisent en surfaces gauches & plan directewr.

SURFAGES GAUGHES A PLAN DIRECTEUR.

UNE SURFACE GAUGHE A PLAN DIRECTEUR est ume surface gauche qui a deux
directrices et un plan directeur. ,

Le plan directeur est un plan auquel toutes les génératrices doivent
étre paralléles; il tient lieu d’une troisiéme directrice,
" Construction d'une génératrice. On coupera les deux directrices par un
plan paralléle au plan directeur; ce plan paralléle coupera chaque directrice
en un point, et la droite qui joindra ces deux points sera une génératrice.

Conoine. — Si P'une des deux directrices d’une surface gauche a plan
directeur est une droite, la surface est appelée conoide. Le conoide est dit
droit, si la directrice rectiligne est perpendiculaire au plan directeur.

Dans tout conoide droit, la directrice rectiligne est la ligne de striction.

L’étude de toute surface gauche & plan directeur, repose sur las pro-
priétés du paraboloide hyperbolique ou plan gauche.
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Paraboloide hyperbolique ou plan gauche.

Le paraboloide hyperbolique a pour directrices deux droites non situées
dans un méme plan et dont aucune n’est paralléle au plan directeur.

Cette surface est gauche : car si deux génératrices consécutives et méme
deux génératrices quelconques étaient dans un méme plan, les deux direc-
trices seraient dans ce méme plan. Sa propriété principale est : > _

1. — Tout plan paralléle aux deux directrices coupe la surface suivant
une ligne droite; et de 12 on déduit comme corollaires ces autres propriétés :

9. — Si une droite se meut sur deux génératrices cn restant toujours
paralléle 3 un plan paralléle aux deux directrices, ou bien, si elle se meut
sur frois génératrices, elle engendrera identiquement la méme surface.

3. — La surface a donc deux modes de génération différents par le
mouvement d’une ligne droite et deux plans directeurs différents.

4. — Le paraboloide hyperboliqlie est appelé droit lorsque ses deux
plans directeurs sont perpendiculaires entre eux.

5. — La surface se projette en deux systémes de paralléles de direction
différente sur un plan perpendiculaire a la fois aux deux plans directeurs.

6. — Par chaque point de la surface passent deux lignes droites qui y
sont situées tout entiéres.

7. — Tout plan qui passe par une génératrice, sil n'est pas paralléle
au plan directeur, coupe la surface suivant une ligne droite différente de
la génératrice proposée.

8. — Une droite ne peut couper la surface en plus de deux points sans
y étre contenue tout entiére. Donc une droite ne peut pas non plus
rencontrer une section plane de la surface en plus de deux points.

Y, — Aucune génératrice, soit de P'un soit de Pautre mode de génération,
ne peut étre paralléle a lo droste d’intersection des deux plans directeurs.
Une telle génétratrice serait en effet Iintersection de deux plans paralléles
a l'un des deux plans directeurs. '

10. — De cette propriété résulte qu'une génératrice d’'un mode de géné-

by

ration ne peut étre parallele & aucune génératrice de Pautre mode.

SURFACES GAUCHES A TROIS DIRECTRICES.

UNE SURFACE GAUCHE A TROIS DIRECTRICES est celle qui a trois directrices.
Construction d’une génératrice. — Si les trois directrices sont des courbes,
on construira deux cdnes ayant leurs sommets en un méme point de la
premiére courbe et pour directrices respectives les deux autres courbes; la
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droite suivant laquelle ces deux cénes se couperont sera une génératrice.

Si Tune des trois directrices est une ligne droite, par cette droite on
meénera un plan qui coupe les deux autres directrices chacune en un point;
la droite qui joindra ces deux points sera une génératrice.

Proerikre. — Tout plan qui passe par une génératrice d’une surface
gauche quelconque, coupe la surface suivant une ligne courbe dont la géné-
ratrice proposée est une sécante. Pour les surfaces gauches a plan directeur, le
plan mené par la génératrice ne doit pas étre paralléle au plan directeur.

Prorrikti, — Toute surface gauche a trois directrices, supposée flexible,
mais inextensible, peut étre convertie’, sans duplicature ni déchirure, en
une surface gauche 3 plan' directeur. Pour cela je place l'une des généra—
“trices , suivant laquelle je suppose la surface coupée, dans le plan directeur
et je fais tourner toute la surface autour de cette premiére génératrice
jusqu’a ce que la seconde génératrice , qui suit immédiatement la pre-
miére, soit devenue paralléle au. plan directeur; je fais de méme tourner
toute la portionﬁ restante de la surface autour de la seconde génératrice
jusqu’a ce que la troisiéme génératrice de la surface devienne paralléle au
plan directeur et ainsi de suite. Cette propriété n’a été, que je sache,
énoncée nulle part. Dans cette transformation, les aires et les contours
de ces aires ne sont pas altérés quant a leur grandeur.

En appliquant ce mode de transformer une surface en wune autre 2
Phyperboloide de révolution & une nappe, dont il sera question plus tard,
on convertira I'hyperboloide en un hélicoide gauche a plan directeur. Les
" divers paralléles de I’hyperboloide deviennent, dans cette transformation,
des hélices, a I’exception du cercle de gorge, qui devient ’axe du cylindre
a base circulaire sur lequel se trouvent toutes les hélices. '

Pour donner une idée de la démonstration de cette propriété de Phy-
perboloide, il suffit de \faire remarquer que si la circonférence du cercle
de' gorge est divisée en un nombre quelconque de parties égales, deux
génératrices quelconques, passant par deux points de division consécutifs,
font toujours entre elles le méme angle; et cet angle ne change pas quand
I'unc des génératrices tourne autour de Dautre pour prendre une position
paralléle au plan directeur.

Propridtés de Uhyperboloide a wne nappe (surface gauche a trods directrice,
4 ls plus simple).
L’hyperboloide ¢ une nappe a pour directrices trois droites non paralléles
a un méme plan et deux & deux non situées dans un méme plan.

6
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Cette surface est gauche ; car si deux génératrices consécutives et méme
deux génératrices quelconques étaient dans un méme plan, les trois direc-
trices seraient dans ce méme plan. Sa propriété principale est :

1. — Une droite qui rencontre trois génératrices de I’hyperboloide a une
nappe, rencontre toutes les autres génératrices; de 1a les propriétés suivantes.

2. — Silon fait mouvoir une droite sur trois génératrices quelconques
delhyperboloide A une nappe, elle engendrera identiquement la méme surface ;

L’hyperbuloide a donc deux modes distincts de génération par le mouve-
ment d’une droite.

3. — Une génératrice d'un mode est toujours paralléle & une certaine
génératrice de Tautre mode de génération. :

4. — Par chaque point de la surface passent deux droites qui y sont
situées tout entiéres. ’

5. — Une droite ne peut couper la surface en plus de deux points sans
y étre contenue tout entiére, Donc une droite ne ’peut pas non plus couper
une section plane de la surface en plus de deux points.

6. — Tout plan qui passe par une génératrice coupe la surface suivant
une ligne droite différente de cette génératrice.

7. — L’hyperboloide a une nappe, dont les trois directrices sont paral-
léles 4 un méme plan, est un paraboloide hyperbolique. '

Donc trois génératrices de I’hyperboloide ne peuvent pas étre paralléles a
un méme plan, autrement la surface serait un paraboloide hyperbolique.

Directrices de quelques surfaces gauches individuelles employées dans les arts.

Les tross directrices de Uarriére voussure de Montpellier sont : 1° une
circonférence de cercle; 2° une droite paralléle au plan de ce cercle; 3° une
perpendiculaire au plan du cercle menée par son centre.

Les trois directrices de la surface de Uarriére voussure de Marseille (1)
sont : 1° deux circonférences de cercle situées dans des plans verticaux paral-
leles et dont les rayons sont inégaux; 2° une perpendiculaire aux plans de
ces cercles, menée par le centre du petit sans passer par le cenire du
grand.

Osservarion. Dans le cas particulier ou cette perpendiculaire passe aussi
par le centre du grand cercle, la surface de Darriére voussure de Marseille
devient conique.

(1) La propriété, dont on aura besoin pour prouver que cette surface est gauche, est la suivante : Si
par un point, autre que le centre, pris dans I'intérieur d’un cercle, on méne tant de droites que L'on
voudra termindes & la circonférence, deux consécutives ne seront pas égales.
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Les trovs directrices de la surface du Biais passé sont : 1o deux cir-
conférences de cercle ayant pour diamétres, et pour projections les cétés
opposés d’un parallélogramme; 2° une perpendiculaire aux plans de ces
cercles, menée par le centre du parallélogramme.

Osservarion. Dans le cas particulier, o le parallélogramme devient rectangle,
la surface du Biais passé devient cylindrique.

Les trois directrices de Uhéligoide gauche sont : 1° deuz hélices de méme
pas, tracées sur deux cylindres droits A bases circulaires concentriques ;
20 Paze commun de ces deux cylindres.

Les deux directrices de Uheligoide gawche a plan directeur sont, le plan
horizontal étant pris pour plan directeur : ]

1° une hélice tracée sur un cylindre droit; 2° Paxe de ce cylindre.

Cette surfuce est gauche : les projections verticales de deux génératrices
consécutives sont paralléles el;’les projections horizontales ne le sont pas;
donc ces génératrices ne sopt Pas dans unn méme plan,

Les: deuw directrices de la surface gauche de la voiite d’aréte en tour ronde
sont, le plan horizontal étant pris pour plan directeur :

1° Une ellipse enveloppée sur un cylindre droit a base circulaire de maniére
que le grand axe de Vellipse s’enveloppe sur une portion de la circonférence
de la base du cylindre; 2° Paxe de ce cylindre.

Cette surface est gauche : les projections verticales de deux génératrices
consécutives sont paralléles, et les projections horizontales de ces génératrices
se coupent; donc ces générairices ne sont pas dans un méme plan.

DES SURFACES DE REVOLUTION.

Principe. — Pour qu’un point, en tournant autour d’une droite fixe,
décrive une circonférence de cercle dont le plan est perpendiculaire a la
droite et dont le centre se trouve sur cette méme droite, il faut que les
distances de ce point a deux points fixes de la droite ne changent pas de
grandeur.

Premiére génération. — Une surface de révolution est engendrée par une
courbe quelconque, plane ou & double courbure, invariable de forme et
de grandeur, qui tourne autour d’une droite fixe, de maniére que chacun
de ses points décrive une circonférence de cercle dont le plan est perpendi-
culaire -4 la droite fixe et dont le centre se trouve sur cette méme droite;



—~ 44—

et pour cela il suffit que trois points de la courbe mobile décrivent des
circonférences satisfaisant 2 ces deux conditions.

2. — Génératrice. La courbe mobile est la génératrice de la surface.

3. — Awe de révolution. La droite fixe s’appelle aze. :

4. — Une surface de révolution est entiérement déterminée, lorsqu’on
connait son axe et sa génératrice.

8. — Paralléles. La circonférence , engendrée par un point quelconque
de la courbe génératrice, a pour rayon la perpendiculaire abaissée de ce
point sur l'axe, et pour centre le pied de cette perpendiculaire. Chacune
des circonférences, dont une surface de révolution est composée , s’appelle
paralléle. A

6. — Tout plan perpendiculaire al’aze coupe la surface suivant un paralléle.

7. — E’quateur Le plus grand paralléle, lorsque son rayon n’est pas
infini, prend le nom d’équateur. K

8. — Cercle de gorge. Le plus petit parallele, lorsque son rayon n’est
pas nul, prend le nom de cercle de gorge.

9. — Plan méridien. Tout plan qui passe par l’axe d’une surface de
révolution est appelé plan méridiemn.

10. — Meéridien. La courbe suivant laquelle un plan méridien coupe
une surface de révolution est appelée meridien ou courbe méridienne. Tous
les méridiens sont égaux entre eux et chacun rencontre tous les paralléles
de la surface.

11. — Méridien principal. Dans le cas, ou l'axe est paralléle a 'un des
plans de projection, on appelle méridien principal celui qui est paralléle
a ce plan de projection. Ce méridien est le seul qui se projette dans sa
véritable grandeur ‘sur ce méme plan de projection.

12. — Principe. Toute courbe, soit plane soit & double courbure, qui sur
une surface de révolution rencontre tous les paralléles, peut étre prise pour
nouvelle génératrice de la surface; donc tout méridien peut étre pris pour
génératrice plane de la surface de révolution.

Convention. Comme on est maitre de disposer les plans de projection a
Pégard de I’'axe comme on voudra, nous supposerons, dans tout ce qui va
suivre , que P’axe est toujours perpendiculaire & 'un des plans de projec-
tion; et dans ce cas le méridien principal sera toujours pris pour géné-
ratrice, & moins que l'on n’avertisse du contraire.

13. — Probléme. Etant données les deux projections de la génératrice
d’une surface de révolution dont l'axe est verticale, construire la projection
verticale du méridien principal de cette surface. |
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14."— Contours apparents. Dans T'hypothése que l'axe est vertical, la
projection horizontale de 'équateur ou du cercle de gorge sera la limite
de la projection horizontale de la surface; et la projection verticale du mé-
ridien principal sera la limidte de la projection verticale de la surface.

15. — Seconde génération. 11 suit de la premiére définition des surfaces
de révolution que ces surfaces peuvent aussi étre considérées comine engen -
drées par une circonférence de cercle variable de rayon, dont le centre se
meut sur l'axe et dont le plan est toujours perpendiculaire & ce méme axe;
la circonférence étant d’ailleurs assujettie & s’appuyer sur une courbe donnée
prise pour directrice. Le rayon du cercle générateur varie comme les per-
pendiculaires abaissées des différents points de la directrice sur Vaxe.

Surfaces de reévolution du second degre.

1. — Une courbe du second degré , prise pour genératrice d’une surface
de -révolution , n’engendre de surface du second degré que lorsqu’elle
tourne autour de I'un de ses axes la surface engendrée sera :

2. — Un ellipsoide de reévolution surhaussé ow surbaisse selon que Pel-
lipse tourne autour de son petit axe ou autour de son grand axe.

3. — Un hyperboloide de révolution a une ow a deuxr nappes selon que
I'hyperbole tourne autour de I'axe imaginaire ou autour de I'axe réel.

4.— Un paraboloide de re’vqlutz'on si la parabole tourne autour de son axe.

5. — Une droite prise pour génératrice d’'une surface de révolution en-
gendre toujours une surface du second degré a moins qu’elle ne soit perpen-
diculaire a Yaxe. Ce sera :

6. — Un cone de révolution, si la droite rencontre Vaxe;

7. — Un cylindre de révolution , si la droite est paralléle a Vaxe;

8. — Un hyperholoide de révolution a une nappe, si la droite ne ren-
contre pas l'axe et ne lui est pas paralléle.

DPropridtés principales de Uhyperboloide de révolution & une nappe.

1. — Toutes les génératrices de hyperboloide se projettent sur le plan
horizontal de projection suivant des tangentes 4 la projection du cercle
de gorge. : v

2. — En donnant les projections cotées du cercle de gorge et d’un autre
paralléle de la surface, on fera voir, au moyen des projections cotées
que deux positions consécutives de la génératrice ne sont jamais dans un
méme plan; et par suite Phyperboloide est une surface gauche.
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3. — L’hyperboloide de révolution & une nappe a deux génératrices rec-
tilignes distinctes. — Pour le prouver il suffit de faire voir (par les pro-
jections cotées) que par un [point quelconque de la ‘génératrice on peut
mener une droite telle, qu'en la faisant tourner autour de I'axe de révo-
lution, les paralléles, engendrés par les différents points de cette droite
coincident respectivement avec les paralléles décrits par les différents.points
de la génératrice. :

4. — Si par une génératrice on meéne un plan quelconque, il coupera tous
les paralléles de la surface en tous points qui sont sur une méme droite.

Démonstration. Si par un point donné de la surface de révolution on
abaisse une perpendiculaire sur un plan méridien quelconque et qu’on pro-
longe cette perpendiculaire d’une quantité égale a elle-méme, Vextrémité de
cette perpendiculaire prolongée se trouvera sur le méme paralléle que le
point proposé. Cela étant :

Si de tous les points d’'une génératrice de I'hyperboloide on abaisse des
perpendiculaires sur un méme plan méridien, en prolongeant chaque per-
pendiculaire d’une quantité égale a elle-méme, les extrémités de ces per—
pendiculaires prolongées seront sur une méme droite, symétrique de la droite
proposée par rapport au plan méridien; mais toutes ces extrémités sont
aussi sur la surface; donc le plan de toutes ces perpendiculaires coupe la
surface proposée suivant une ligne droite. Mais deux droites symétriques par
rapport & un plan vertical (le plan méridien) sont également inclinées sur
le plan horizontal. L’hyperboloide est donc composé de deux sysiémes de
droites également inclinées sur le plan horizontal. Ce que nous savions
déja par la propriété précédente (3).

9. — On démontre sans le secours de Panalyse, comme on Pa fait 2
Pégard du cone dc révolution , que les sections, faites par un plan dans I’hy-
perboloide de révolution & une nappe, sont des courbes du second degré.
~ Le Tore ou surface annulaire du quatriéme degré a pour génératrice une
circonférence de cercle et pour aze une droite située dans le plan du cercle.

Cette surface devient sphérique dans le cas particulier ou la droite prise
pour axe passe par le centre du cercle.

SURFACES DU SECOND DEGRE AUTRES QUE CELLES DE REVOLUTION.

1. — Premiére génération. Si dans une courbe du second degré on con-
goit un diameétre quelconque et toutes les cordes conjuguées a ce diamétre,
toutes les circonférences de cercle, dont les plans sont perpendiculaires au
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plan de la courbe, et qui ont respectivement pour diamétres ces différentes
cordes , constituent une surface du second degré. Cela posé :

2. — Seconde génération. Sion concoit. maintenant dans la méme courbe
le diamétre égal au“diamétre précédent et toutes les cordes conjuguées a ce

-nouveau diamétre, je dis que toutes les circonférences de cercle dont les
plans sont perpendiculaires au plan de la courbe, et qui ont respectivement
pour diamétres ces nouvelles cordes, constituent identiquement la méme
surface.

3. — Les extrémités des deux diamétres égaux s’appellent ombilics de la
surface. Cette double génération n’est qu'un corollaire des deux principes
que voici :

4. — Si deux droites se coupent mutuellement en deux parties de ma-
niére que le produit des deux parties de I'une soit égal au produit des deux
parties de Pautre, les circonférences qui ont respectivement ces droites pour
diamétres et dont les. plans sont perpendiculaires au plan de ces droites,
se couperont,

5. — Dans une courbe quelconque du second degré, deux cordes ou
deux sécantes, non paralleles mais également inclinées sur un méme axe
de la courbe, jouissent des mémes propriétés métriques que dans le cercle.

Cette propriété, sur laquélle on peut baser toute une théorie des surfaces
du second degré, se déduit de Péquation polaire des courbes du second
degré, en remarquant que le produdt des dews valeurs, que fournit cette équa—
tion pour un rayon vecteur faisant un angle quelconque avec un awe de
la courbe ne change pas, si Pon remplace cet angle par son supplément.

Cette propriété, nous 'avons énoncée pour la premiére fois dans notre
Programme de Géométrie descriptive, imprimé en 1837.
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SECONDE SECTION,

TRAITANT DE QUESTIONS RELATIVES AUX SURFACES COURBES.

(Plans tangenls , normales , intersections.)

PLAN TANGENT.

Propriété. — 11 sera démontré que toutes les tangentes en un méme
point & une surface courbe sont situées dans un méme plan appelé plan
tangent. Le point de contact des tangentes est aussi le point de contact
du plan tangent. De 1a on déduit les propriétés suivantes :

1. — Un plan est tangent en un point donné sur une surface, lorsqu’il
renferme deux tangentes en ce point 4 la surface.

2. — Toate droite menée -dans un plan tangent par le point de contact ,
est tangente en ce point a la surface.

3. — SiTon coupe une surface courbe et son plan tangent par un plau
qui passe sur le point de contact, la droite d’intersection sera tangente a
la courbe d’intersection.

4. — Normale. — La perpendiculaire au plan tangent élevée par le
point de contact est appelée normale a la surface.

Proprictéds des plans tengents awx surfaces dévelo ables , gauches et a
P acs p ng PP g
celles de révolution.

1. — Surfaces développables. Tout plan tangent 4 un cylindre , 2 un céne,
et & une surface développable quelconque passe par une génératrice de
cette surface, et chaque point de cette génératrice est un point de contact.

La trace horizontale d’un plan tangent & un cylindre, 4 un céne et en
général a une surface développable quelconque, est tangente a la trace
horizontale du cylindre, du céne, ou de la surface développable.

La trace verticale du plan tangent jouit de la méme propriété par
rapport aux traces verticales des mémes surfaces.

2. — Observation. Cette propriété permet de construire les deux traces
d’un plan tangent a une surface développable, lorsqu’on connait seulement
une drotte située dans ce plan.

3. — Le plan tangent & un cylindre perpendiculairc 4 un plan de pro-
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jection conduit & cette propriété projective : si une droite est tangente a
une courbe, les projections de la droite sont respectivement tangentes
aux projections de la courbe.

1. — Surfaces de revolution. Tout plan tangent 3 une surface de
- révolution est perpendiculaire au plan méridien qui passe par le point de
contact; et si I'axe de la surface est vertical, alors

2. — La trace horizontale du plan tangent est perpendiculaire a la pro—
jection horizontale du plan méridien, qui passe par le point de contact.

1. — Surfaces gauches. Tout plan qui passe par une génératrice d’une
surface gauche est un plan tangent, dont le point de contact se trouve a
Pintersection de la génératrice avec la courbe suivant laquelle ce plan coupe
la surface.

2. — Les traces d’'un plan tangent a une surface gauche doivent passer
respectivement par les traces de méme nom de la génératrice qui passe par
le point de contact.

Questions les plus {mportantes sur le plan tangent d une surface.

1. Par un point donné sur la surface.

2. Par-un point donné hors de la surface.
Mener un plan tangent. ( 3. Par une droite donnée.

4. Parallélement a une droite donnéde.

5. Parallé¢lement a un plan donné.

Remarque. — Tous ces problémes ne sont pas toujours possibles ni tou-
jours déterminés pour les diverses surfaces que nous avons examinées.

PLANS TANGENTS AUX CYLINDRES.

Principe. Toute génératrice d'un céne ou d’un cylindre rencontre le plan
horizontal au point dans lequel la projection horizontale de cette généra-
trice rencontre la trace horizontale du cylindre ou du céne.

1. — Prosiiue. Mener un plan tangent & un cylindre, par wn point
donné sur sa surface. (Il suffit de donner la projection horizontale dw point.)

Moyen de solution. La génératrice (ui passe par le point donné est une
droite du plan tangent.

Moyen de vérification. La paralléle, menée par le point donné a la trace
horizontale du plan tangent, doit étre située dans ce plan.

2. — Prosuine. Mener wn plan tangent d un cylindre par un point
donné hors de sa surface. (Il y a plusieurs plans tangents.)
7
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Moyen de solution. La paralléle aux génératrices du cylindre, mené¢e par
le point donné , sera une droite du plan tangent.

Moyen de vérification. La paralléle, menée par le point donné a la trace
horizontale du plan tangent, doit étre située dans ce plan.

Le plan tangent doit contenir la génératrice suivant laquelle il touche
le cylindre.

3. — Prosuime. Mener un plan tangent & un cylindre parallélement a
une droite donnde.

Moyen de solution. Aprés avoir construit un plan auxiliaire paralléle a
la droite donnée et aux génératrices du cylindre, on ménera au cylindre
un plan tangent paralléle 3 ce plan auxiliaire.

Moyen de vérification. Le plan tangent devra contenir la génératrice sui-
vant laquelle il touche le cylindre.

Cas indéterminé. Si la droite donnée est paralléle au cylindre, alors le
probléme est indéterminé, c’est-a-dire qu’il comporte une infinité de solu-
tions. Dans ce cas on peut demander de construire les traces du plan tangent
qui fait le plus petit angle possible avec le plan horizontal de projection.

4. — Prosrimr. Par une droite mener un plan tangent & une surface
cylindrique.
Ce probléme n’est possible que lorsque la droite est paralléle aux géné-

ratrices du cylindre ou lorsqu’elle est tangente au cylindre.
]

5. — Prosuime. Parallélement d un plan mener un plan tangent & un
cylindre. Ce probléeme n’est possible que lorsque le plan est paralléle aux
géndratrices du cylindre.

6. — Mimes Prosiimes. Résoudre tous les problémes précédents , lorsque
le cylindre est perpendiculaire a l'un des plans de projection.

PLANS TANGENTS AUX GONEs.

Observation. Le sommet d’un cone est un point qui appartient a toutes.
les génératrices et par suite & tous. les plans tangents a ce cone.

1. — Prosiime. Mener un plan tangent a un cone par un point donné
sur sa surface.

Moyen de solution. La génératrice qui passe par le point donné est une:
droite du plan tangent.
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Moyens de vérification. Les deux paralléles a la trace horizontale du plan
tangent, menées par le point donné et par le sommet, doivent étre toutes
deux situées dans ce plan.

2. — Prosriu. Mener un plan tangent d un céne par un point donné
hors de sa surface.

Moyen de solution. La droite qui lie le pomt donné avec le sommet
du cone est une droite du plan tangent.

Moyens de vérification. La paralléle a la trace horizontale du plan tangent,
menée par le point donné devra étre située dans ce plan.

Il en est de méme de la paralléle menée par le sommet du céne.

Le plan tangent devra contenir la géneratnce suivant laquelle il touche
le céne. -

3. — Prosrive, Mener un plan tangent d un cdne parallélement a une
drotte donnée.

Moyen de solution. La droite, que I'on ménera par le sommet parallé-
lement a la droite donnée, appartiendra au plan tangent.

Moyen de verification. Le plan tangent devra contenir la génératrice
suivant laquelle il touche le céne.

Cas smpossible. Le probléme est impossible ; si la paralléle menée par le
sommet rencontre l'intérieur de la base du céne.

4. — PropiiMe. Par une droite mener un plan tangent a une swrface
conique. Ge probléme n’est possible que lorsque la droite passe par le
sommet du céme ou lorsqu’elle . est tangente au céne. :

5. — DProsriue. Pamllelement a un_ plan mener un plan tangent a une
surface conique.

Ce probléme n’est poss1ble que lorsque le plan auxiliaire, mené par le
sommet parallélement au plan proposé, est tangent au céne. Dans ce cas,
le plan auxiliaire satisfait a la question.

-

PLANS TANGENTS AU CONE DE REVOLUTION.

1. — Prosuime. Déterminer la génératrice suivant laquelle un céne de
révolution est touché par un plan tangent mené par un point donné hors
de ce cone, sans faire usage de la projection verticale de son sommet.

- Moyen de solution. Par le point donné on ménera un plan- hor1z011tal
qui coupera le céne suivant une circonférence de cercle.
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Menant deux tangentes du point donné a cette circonférence, chaque
point de contact sera un point d’'une des deux génératrices touchées.

Joignant les projections horizontales de ces points avec la projection
horizontale du sommet, on aura les projections horizontales des deux géné-
ratrices touchées.

Observation. Ces projections , considérées comme terminées a la projection
horizontale du sommet, sont celles des deux génératrices, qui appartiennent
2 la méme nappe du coéne 2 laquelle appartient la circonférence men-
tionnée plus haut. '

2. — Propuime. Déterminer la génératrice susvant laquelle un come de
 révolution est touché par wn plan tangent paralléle & une droite donnee,
sans faire usage de la projection verticale du sommet dw cone.

Moyen de solution. On construira un cdne auxiliaire de révolution, dont
la génératrice principale soit paralléle A la génératrice principale du céne
-proposé.

Parallélement a la droite donnée on ménera un plan tangent 3 ce céne
auxiliaire, en faisant usage de la projection verticale de son sommet. Les
projections horizontales des génératrices touchées seront aussi celles des
génératrices suivant lesquelles le céne proposé est touché par un plan tan-
gent paralléle a la droite donnée.

Observation. Ces projections sont celles des deux génératrices de la nappe
du céne & laquelle appartient la frace horizontale de ce cone.

APPLICATIONS DES PLANS TANGENTS AUX SURFACES CYLINDRIQUES ET CONIQUES.

1. — Prosuime. Par une droite mener wn plan qui fasse avec le plan
horizontal un angle donné.

Moyen de solution. Par un point quelconque de la droite donnée, on
meénera une droite auxiliaire faisant avec le plan horizontal un angle égal a
I'angle donné. On prendra cette droite auxiliaire pour génératrice d’un céne
droit de révolution.

Les deux plans‘tanger‘lts a ce cone, menés par la droite donnée, satis-
feront chacun a la question.

2. — Prosiime. Par un point donné et parallélement & un plan donné,
mener une tangente & une surface conique.

Moyen de solution. Par le point donné on meénera deux plans dont I'un
est tangent au cone et l'autre paralléle au plan donné.
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L’intersection de ces deux plans sera la tangente demandée.

3. — Prosiime. Mener a un cylindre donné, un plan tangent qui fasse
avec le plan horizontal de projection un angle donné.

-Moyen de solution. On construira un cbne droit de révolution , dont la
génératrice fasse avec le plan horizontal un angle égal a l’angle donné.

On ménera a ce céne un plan tangent parallele aux génératrices du cy-
lindre; et parallélement i ce plan on ménera un plan tangent au cylindre.

4. — Prosiime. Mener a un cone donné un plan tangent qui fasse avec
le plan horizontal un angle donné.

Moyen de solution. On construira un cdne droit de; révolution, ayant
méme sommet que le cone proposé et dont la génératrice fasse avec le
“plan horizontal un angle égal a Yangle donné.
~ Le plan tangent a la fois & ce cone auxiliaire et au cone proposé est
le plan tangent demandé.

5. — Prosuiue. Construire un cylindre tangent a la fois a deuz plans
donnes et dont la base soit wun cercle d'un rayon donné.

Moyen de solution. Les génératrices du cylindre devront étre paralleles
a la droite d’intersection des deux plans, et la base du cylindre étre tangente
aux traces horizontales des deux plans. ‘

PLANS TANGENTS AUX SURFACES DE REVOLUTION.

Principes pre’lzmmazres sur lesquels reposent les solutions des problemes
sur les plams tangents aux surfaces de révolution.

A.— Si une tangentc 3 un méridien d’une surface de révolution tourne
avec ce méridien, elle engendrera un cone de révolution qui touchera la surface
suivant le paralléle engendré par le point de contact de la tangente.

B.— Réciproquement tout cone qui touche une surface de révolution suivant
un paralléle, est un coéne de révolution, qui a méme axe que la surface de
révolution proposée.

C.— Pour construire la génératrice principale d’un céne qui doit toucher une
surface de révolution suivant un paralléle donné, par le point de rencontre
de ce paralléle avec le méridien principal, on ménera & ce dernier une
tangente. '

D.—Pour construire une tangente 2 un méridien, autre que le méridien prin-
cipal, il faut rabattre ce méridien dans le plan du méridien principal amsi
que le point par lequel la tangente doit passer, ou la droite a laquelle la

/
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tangente doit étre paralléle, et mener parle point rabattu, ou parallélement a
la droite rabattue, une tangente a la courbe rabattue

Quand la tangente rabattue sera connue, “on remontera facilement a ses
projections.

E. — Tout céne circonscrit & une sphére est un céne de révolution, qui touche
la sphére suivant une circonférence de petit cercle. «

L’axe de ce cdne, est la droite qui joint le sommet avec le centre du petit
cercle. Cet axe est perpendlculalre au plan de ce cercle et passe par le centre
de la sphere.

F. — Tout cylindre circonscrit & une sphére, touche celle-ci suivant une
circonférence de grand cercle , dont le plan est perpendiculaire aux génératrices
du cylindre.

G.— Le point d’intersection de deux courbes planes, se trouve sur la droite
d’intersection des plans de ces courbes.

APPLICATIONS.

1. — ProsiimMe. Par wn point donné sur une surfoce de révolution , mener
un plan tangent. (¢l suffit de donner la projection horizontale du point).

Soturion. Par le point donné passent un paralléle et un méridien de la
surface; & chacune de ces courbes, on ménera une tangente (D). Le plan de
ces tangentes sera le plan tangent cherché.

2. — Prosuiue. Par un point donné hors d'une surface de révolution,
mener un plan tangent, de maniére que le point de contact se trouve sur
un paralléle donné. '

Premiire sorurion. On déterminera le cone auxiliaire,, qui touche la surface
de révolution suivant le paralléle donné que nous appellerons paralléle touche.

Par le point donné on imaginera un plan tangent a ce cone auxiliaire et
- Yon déterminera la génératrice touchée, sans faire usage de la projection ver-
ticale du sommet du céne.

L’intersection du paralléle touché avec la géneratrice touchée sera le point
de contact du plan tangent cherché.

Observation. Silon ne construit que la projection horizontale de la géné-
ratrice touchée, ce qui suffit, alors il faut faire attention de n’employer de
cette projection que la partie qui appartient A celle des deux nappes du cone
qui est circonscrite d la surface de révolution. '

Cas faciles. Les points de: contact les plus faciles & déterminer sont ceux

L
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qui doivent se trouver sur le plus grand paralléle et sur le paralléle dont le
plan passe par le point donné, (s'il y a lieu).
Paralleles limites. Menant par le point donné deux tangentes au méridien ,
dont le plan passe par le point donné, les points de contact appartiendront,
- chacun & un paralléle limite, c’est-a-dire que le probléme proposé est im-
possible, si le paralléle donné n’est pas compris entre ces paralléles limites.
Dzuxiiue sorurion. On inscrira a la surface de révolution une sphére qui
touche la surface de révolution suivant le paralléle donné. On imaginera un
cone auxiliaire ayant son sommet au point donné et circonscrit a la spheére.
Ce cone touchera la sphére suivant une circonférence de petit cercle dont
Piritersection avec le paralléle donné sera le point de contact du plan tangent
demandé.

3. — Prosuime. Par un point donné hors d’'wne surface de révolution,

mener un plan tangent, de maniére que le point de contact se trowve sur un
meridien donne.

-

Soivmon. Par le point donné on ménera une perpendiculaire au plan du
méridien donné; par le point de rencontre de cette perpendiculaire avec ce
plan on ménera une taﬂg'ente (D) au méridien donné.

Le point de contact de cette tangenle sera aussi celui du plan tangent.

Cas faciles. Les points de contact les plus faciles & déterminer sont ceux
qui ‘doivent se trouver sur le méridien principal.

Meéridiens limstes. Si par le point donné on méne deux tangentes au
paralléle dont le plan passe par le point donné (sil y a lieu), les méridiens
qui passeront par les points de contact de ces deux tangentes, seront les deux
méridiens limites. ‘

4. — Prosuine. Déterminer les points de contact de tous les plans tangents
que Uon peut mener & une surface de révolution, par un point donné hors de
cette surface, c’est a-dire : ’

Déterminer la courbe suivant laquelle un cone ayant son sommet au point
donné et circonscrit 4 une surface de révolution, touche cette surface.

Sorvrion. On déterminera, au moyen des deux problémes précédents les
points de contact d’une séne de plans tangents, passant tous par le point
donné, et dont les uns touchent la surface sur des paralléles donnés, et dont
les autres touchent la surface sur des méridiens donnés.

La courbe qui passera par tous les points ainsi déterminés sera la courbe:
cherchée.
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Observation. 11 est bon d’employer les deux méthodes simultanément, parce
que les paralléles servent principalement & compléter la projection verticale
de la courbe, et les méridiens a compléter la projection horizontale.

5. — Prositue. Parallélement ¢ une droite donnde mener un plan tan-
gent & une surface de révolution, de maniére que le point de contact e trouve
sur un paralléle donné.

Premiire sorvrion. On circonscrira a. la surface de révolution un céne’
auxiliaire qui la touche suivant le paralléle donné, que nous nommerons
paralléle touché.

Parallélement a la droite donnée on concevra un plan tangent i ce cdne
auxiliaire et Pon déterminera la génératrice touchée, sans faire usage de la
projection verticale du sommet du céne.

L'intersection du paralléle touché avec la génératrice touchée sera le point
de contact demandé.

Observation. Si Yon ne construit que la projection horizontale de la géne-
ratrice touchée, ce qui suffit, alors il faut faire attention de n’employer de
cette projection que la partie qui appartient a celle des deux nappes du coéne
qui est cérconsorite 4 la surface de révelution.

Cas facile. Les points de contact les plus faciles & déterminer sont ceux
qui doivent se trouver sur le plus grand ou sur le plus petit paralléle.

Paralléles limites. En menant parallélement a la droite donnée deux tan-
gentes au méridien dont le plan est paralléle 2 la droite donnée (D), 1
points de contact de ces tangentes se trouvent respectivement sur les paralleles
limites, c’est-a-dire que le probléme est impossible pour tout paralléle qui
ne se trouve pas entre ces paralléles limites.

Secoxpe sorurion. On inscrira 3 la surface de révolution une sphére qui
touche cette surface suivant le paralléle donné.

On concevra un cylindre paralléle a la droite donnée et circonserit a cette
sphére. Ce cylindre touchera la sphére suivant une circonférence de grand
cercle , et Lintersection de cette circonférence; avec le paralléle donné sera le
point de contact demandé. | '

6. — Prosiime, Parallélement ¢ wne droite donnéde mener un plon
tangent de mamiére que le point de contact se trowve sur um méridien
donneé.

Soruriox. On ménera suivant la droite donnée ou suivant une paralléle a
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~

la droite donnée un plan perpendiculaire au plan du méridien donné, et on"
cherchera Tintersection de ces deux plans. '

Parallélement & cette intersection, on ménera au méridien donné une tan-
gente (D); le point de contact de cette tangente sera aussi celui du plan
tangent.
~ Cas racus. Lespoints de contact les plus faciles 2 déterminer sont ceux qui
doivent se trouver sur le méridien principal.

\

- 7. — Prosiime. Déferminer les points de contact de tous les plans tangents
que Uon peut mener a une surface de révolution , parallélement & une droite
donnée, c’est-a-dive , déterminer la courbe survant laquelle un cylindre , paral-
léle a une drodte do ne.Je et circonscrit a une surface de révolution , touche
cette swrface.

Sorution. On déterminera, au moyen des deux problemes précédents ,
les points de contact d’'une série de plans tangents, tous paralléles a la
droite donnée, dont les uns touchent la surface de révolution sur des
paralleles donnés , et dont les autres touchent la surface sur des méridiens
donnes. .

La courbe qui passera par tous les pomts de- contact ainsi déterminés, sera
la courbe cherchée. :

Osservation. Il est bon d’employer les deux méthodes simultanément,
parce que les points de contact, que l'on détermine sur des paralléles
donnés, servent principalement a compléter la projection verticale de la
courbe ; et les points de contact, que 'on détermine sur des méridiens don-
nés, servent 3 compléter la projection horizontale de la courbe.

8. — Prosiims. Chercher la courbe susvant laquelle une surface de révo-
lution est touchde par un conoide, circonscrit & cette surface et ayant pour
plan directeur le plan horizontal.

Sorvrion. On coupera la surface de révolution et la droite, qui sert de
directrice au conoide , par une suite de plans paralléles au plan horizontal.

Chacun de ces plans coupera la droite en un point et la surface de révo-
lution suivant un paralléle. .

Les points de contact des deux tangentes, menées par ce point i ce pa-
ralléele, seront deux points de la courbe cherchée.
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9. — Prosiime. Par ume droite , mener un plan tangent & une surface
de révolution. ‘

Premiire sorvrioN. Au moyen du probléme (4), on construira les courbas
de contact de ‘deux coénes, circonscrits a la surface de révolution et ayant
leurs sommets en des points pris arbitrairement sur la droite.

L’intersection de ces deux courbes sera le point de contact du plan*tangent.

Devxiime sotwrion. Au moyen du probléme (4), on construira la courbe
de contact d’un cdne circonscrit a la surface de révolution et ayant son sommet
en un point quelconque de la droite.

Au moyen du probléme (7), on construira la courbe de contact d’un cy-
lindre, paralléle a la droite donnée et circonscrit a la surface de révolution.

L’intersection de ces deux courbes sera le point de contact du plan tangent.

Trorstime sorvrrox. On déterminera la courbe de contact d’un céne, cir-
conscrit a la surface de révolution et ayant son sommet en un point quel-
conque de la droite.

On déterminera au moyen du probléme (8), la courbe de contact d’un
conoide, circonscrit 2 la surface de révolution et ayant pour directrice la
droite donnée et pour plan directeur le plan horizontal.

L’intersection de ces deux courbes sera le point de contact du plan tangent.

Quatriiue sorvrios. On cherchera le méridien principal d'un hyperboloide
de révolution, ayant méme axe que la surface proposée et pour gémératrice
la droite (onnée.

. On ménera une tangente commune au méridien principal de Ihyperboloide
et a celui de la surface proposée. On prendra cette tangente pour génératrice
&’un cbne de révolution circonscrit a la surface proposée.

Le plan tangent que Pon ménera a ce céne par la droite donnée (droite
qu'on démontrera qui est tangente au cone), sera le plan tangent demandé.

Cixourime sorurion. On cherchera la trace horizontale d’'un cylindre, paral-
lele 2 la droite donnée et circonscrit & la surface de révolution.

Par la droite donnée on ménera 2 ce cylindre un plan tangent, qui sera
aussi tangent a la surface de révolution.

Pour construire la trace horizontale de ce cylindre on cherchera les traces
horizontales de tous les cylindres auxiliaires, paralléles & la droite donnée et
ayant respectivement pour directrices les différents paralléles de la surface de
révolution , compris entre les paralléles limites dont il est fait mention (5).

La courbe tangente aux traces de tous ces cylindres auxiliaires sera la
trace du cylindre en question.

Cas particuLiers, Si la droite proposée est paralléle au plan horizontal
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de projection, alors le point de contact du plan tangent devra se trouver sur
le méridien dont le plan est perpendiculaire a la droite. Et si la droite
est perpendiculaire au plan horizontal , alors le point de contact du plan tan-
gent devra se trouver sur le plus grand, ou sur le plus peiit paralléle.

Mtme Prosiime. La swrface étant une hyperboloide de révolution a wune
nappe. '

Sgrurion paTicULIERE. Soient M, M' les deux points de rencontre de la
droite proposée avec l’hyperbolmde points que Pon sait construire en ne
tracant que des circonférences et des droites; Cela posé :

Par le point M passent deux génératrices rectilignes G, g, appartenant
respectivement aux deux modes de génération, et par le point M', deux
autres génératrices rectilignes G, ¢', jappartenant respectivement aux deux
mémes modes. '

Les deux plans qui passent par la droite proposée et respectivement par
les génératrices G, g,’sont chacun un plan tangent. Le point de contact de
Pun de ces plans sera au point d’intersection de G avec g¢', et le point de
contact de Pautre, au point d’intersection de g avec G'.

" Prosuime. Parallélement & un plan, mener un plan tangent d une swr-
face de révolution. ‘

Mover e sorurior. On ménera wn plan méridien perpendiculaire au plan
donné , ce plan méridien coupera la surface de révolution suivant un mé-
ridien, et le plan donné suivant une droite.

Parallélement & cette droite, menant 4 ce méridien une tangente (D), le
point de contact de cette tangente sera aussi celui du plan tangent.

Miue prosrime. Rdsoudre le méme probléme powr wun hyperboloide de
révolution & une nappe, sams construire le meridien principal de Uhyper-
boloide.

Movex pE sorution. On construira la base d’un céne de révolution, ayant
méme axe que Uhyperboloide et dont la génératrice soit paralléle a celle
de V’hyperboloide. Par le sommet de ce céne on ménera un plan auxiliaire
paralléle au plan proposé. Ce plan auxiliaire coupera le céne suivant deux
droites ; on construira les quatre génératrices de Ihyperboloide, deux de
chaque node respectivement paralléles & ces deux droites; et les plans, au
nombre de deux, dont chacun renferme deux de ces génératrices qui se
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coupent , seront deux. plans tangents. Le probléme serait impossible, si le
plan auxiliaire n’avait pas de droite de commun avec le cone.

PLANS TANGENTS A UNE SPHERE,

1. — Prosuime. Par une droite donnde, mener un plan tangent & une
sphere. .

Preniire sorvrion. Par le centre de la sphére, on ménera un plan per-
pendiculaire a la droite. Ce plan coupera la sphére en une circonférence
de grand cercle, et la droite en un point; de ce point menant a cette cir-
conférence deux tangentes, les points de contact de ces tangentes seront
aussi les points de contact des plans tangents demandés. Ces tangentes sc
construiront par rabattement.

Deuxitme sorumiox. On prendra sur la droite deux points, dont I'un soit
avec le centre de la sphére sur une paralléle au plan horizontal, et dont
Pautre soit avec le méme centre sur une paralléle au plan vertical.

On imaginera deux cones, circonscrits a la sphére et ayant respectivement
pour sommet ces deux points de la droite. Les axes de ces cones seront
respectivement paralléles aux plans de projection ; et les deux circonférences
de petit cercle, suivant lesquelles la sphére est touchée par ces coOnes , se
projetteront , Pune en ligne droite sur le plan horizontal , et Pautre en
ligne droite sur le plan vertical.

1l suffit donc, pour trouver ces projections rectilignes, de chercher deux
points de la courbe de contact de chaque céne avec la sphére.

Mais ces projections rectilignes sont aussi celles de la droite, suivant la-
quelle les plans des deux circonférences touchées se coupent, c’est-a-dire de
la droite qui passe par les deux points de contact, qui sont a chercher.

La solution se réduit donc a trouver lintersection d’une sphére avec
une droite, dont on a les deux projections.

2. — Prosiime. Par wn point domné, mener un plan tangent a deux
sphéres.

Sorvtion. On cherchera le sommet dun cdne circonscrit aux deux
sphéres. Par la droite qui joint le point donné avec le sommet du céne, on
mnénera un plan tangent a l'une des deux sphéres; ce sera le plan tangent
demandé. (Il y a quatre plans tangents.)
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3. — Prosiiue. Mener un plan tangent a trois sphéres.
SorurioN. On cherchera le sommet d’'un cone circonscrit & la premiére
et a la.deuxiéme sphére.
_On cherchera le sommet d’'un second céne circonscrit a la premiére et a la
tl‘OlSleme sphére.
Par la droite qui joint ces deux sommets, on ménera un plan tangent a

P'nne des trois spheres Ce sera le plan tangent demandé. (Il y a huit plans
tangents).

4. — Prosuime. Mener un plan tangent d wune sphére et @ un cone
droit @ base circulaire.

Soturron. On cherchera la base d’un cone drott, circonscrit a la sphére et
dont la génératrlce principale fasse avec le plan horizontal le méme angle ,
que celle ‘'du cbne proposé; le plan tangent a la fois & ce céne auxiliaire
et au cbéne proposé satisfera a la question. (Il y a quatre solutions).

PLANS TANGENTS AUX SURFACES GAUCHES.

PLANS TANGENTS AU PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE.

1. — Prosiime. Par un point donné sur une géneratrwe d’'un parabo-
loide hyperbohque mener un plan tangent.
Sorution. Outre la génératrice proposée, sur laquelle le point est donné,
et qui est une premiére droite du plan tangent, on construira une seconde
- génératrice quelconque; on cherchera le point de rencontre de cette se-
conde génératrice avec un plan, mené par le point donné parallélement
aux deux directrices du paraboloide; et la droite qui joindra ce point de
rencontre avec le point donné, sera une seconde droite ‘du plan tangent.

2. — Prosuine. Determiner le point de contact d'un plan qui passe par

ume’ génératrice donnde d’un paraboloide hyperbolique.

Sorutrox. Le plan proposé coupe la surface suivant une ligne droite, dont
le point de rencontre avec la génératrice proposée est le point de contact
demandé. ' .

Pour trouver la droite suivant laquelle le plan proposé coupe la surface,

il suffit de chercher les points, dans lesquels ce plan rencontre deux géné-
ratrices quelconques de la surface.
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Osservation. Si le plan, qui passe par la génératrice, est paralléle au plan
directeur , son point de contact se trouvera a linfini.

3. — Prosiime. Déterminer les points de contact de tous les plans tan-
gents que Uon peut mener par un point donné ¢ un paraboloide hyperbolique ;

Autrement : Déterminer la courbe de contact d’un cone , circonscrit a un
paraholoide hyperbolique et ayant son sommet en un point donné.

Sorurion. Par le point donné et par chaque génératrice on ménera un plan,
et TYon cherchera le point de contact de ce plan (probl. 2). L’ensemble des
points de contact de tous ces plans constituera la courbe cherchée.

4, — Prosuime, Déterminer les points de contact de tous les plans, paral-
léles & une droste domnée et tangents & un paraboloide hyperbolique ;

Autrement : Déterminer la courbe de contact dun cylindre, paralléle a
une drodte donnée et circonscrit a un paraboloide hyperbolique.

Sowvtion. Par chaque génératrice on meénera un plan paralléle a la droite
donnée , et Pon déterminera le point de contact de ce plan (3). L'ensemble
des points de contact de tous ces plans constituera la courbe cherchée.

5. — Prosiime. Par une droste donnée, mener un plan tangent a un
paraboloide hyperbolique. (Il y a en général deux plans tangents.)

Premiire sorurion. On eherchera les courbes de contact de deux cones,
circonscrits au paraboloide et ayant leurs sommets en des points donnés sur
la droite proposée (probl.3). Les deux points d’intersection de ces courbes de
contact seront chacun le point de contact d’un plan tangent.

Secoxpe sorurron. Nommons M, M' les deux points de rencontre de la
droite proposée avec la surface. Par le point M passent deux génératrices
G, g appartenant respectivement aux deux modes de génération de la
surface. Par le point M' passent de méme deux génératrices G', ¢' appar-
tenant respectivement aux deux mémes modes. Le point de rencontre de
G avec ¢ etle point de rencontre de g avec G', seront respectivement les
points de contact des deux plans tangents, que Ion peut mener par la
droite proposée,

Pour trouver les points de rencontre d’une droite avec le paraboloide, on
cherchera la courbe svivant laquelle un plan quelconque mené par la droite
coupe le paraboloide; ce qui revient a chercher le point de rencontre de
chaque génératrice du parabolo'ide avec ce plan; et les points de rencontre
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de la droite proposée avec cette courbe, seront aussi les peints de rencontre
de la droite avec le paraboloide.

Osservation. Le probléme n’a qu’une solution, si la droite est ‘tangente
au paraboloide; et il est impossible, si la droite ne rencontre pas le pa-
raboloide.

Il existe une solution directe, que nous avons donnée ailleurs, pour
trouver le poilit de rencontre d’une droite avec le paraboloide.

6. — Prosikue. Parallelement & un plan donné, mener un plan tan-
gent & un paraboloide hyperbolzque

Sorution. — On cherchera sur le paraboloide la génératnce qui est pa-
ralléle au plan donné; le plan, conduit suivant cette génératrice parallé-
lement au plan donné, sera le plan tangent demandé et il ne restera
plus que d’en 'déterminer le point de contact.

Pour trouver la génératrice qui est paralléle au plan donné, il faut cher-
cher lintersection du plan donné avec le plan directeur, et mener par
chaque directrice un plan paralléle a cette droite d’intersection; ces deux
plans se couperont suivant la génératrice cherchée.

Cas mrossiie. La solution du probléme proposé est impossible, si le
plan donné est paralléle a la droite d’intersection des deux plans directeurs.

PLANS TANGENTS A L’HYPERBOLOIDE A UNE NAPPE.

7. — Puomiiue. Par un point donné sur une génératrice d’un hyper-
boloide & une nappe, mener un plan tangent.

Sorvrion. — Outre la génératrice sur laquelle se trouve le point donné,
et qui est une premiére droite du plan tangent, on construira deux autres
génératrices auxiliaires; la droite qui, passant par le point donné, ren-
contre ces deux génératrices auxiliaires, sera une seconde droite du plan
tangent.

8. — Prosuine. Déterminer le point de contact d'un plan, qui passe
par une genératrice donnde d'un hyperboloide & une nappe.

Sorvrion. — Outre la génératrice proposée par laquelle passe le plan,
on construira deux autres génératrices auxiliaires, et Pon cherchera les
points de rencontre du plan proposé avec ces deux génératrices.

La droite qui joindra ces deux points de rencontre, coupera la génera—
trice proposée au point de contact demandé.
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9. — DProsiime. Déterminer les points de contact de tous les plans

une nappe.
Autrement : Dédterminer la courbe de contact d’un cine , circofny

hyperboloide & wne nappe et ayamt son sommet en un point ,,.,_{ é.
Sotumion. La solution ne différe pas de celle qui a éte dm@e pour le

paraboloide (probl. 3). ' : 1

10. — Provuime. Déterminer les points de contact de tous les plans pa-
ralldles & une droste donnde et tangents & un hyperboloide ¢ une nappe.

Autrement : Déterminer la cowrbe de contact d’un cylindre, paralléle a
une droste donnde et circonscrit & un hyperboloide a une mappe.

Sorurion. Gette solution est encore la méme que celle qui a été donnce
~pour le paraboloide (probl. 4). '

11. — Prosiime. Par une droste donnée mener un plan tangent d un
hyperboloide & wne nappe. ’

Sorvrion. 11 y a deux solutions, qui sont les mémes que pour le para-
boloide (probl. 5). '

Osseavarion. Le probléme n’a qu’une solution, si la droite est tangente a
hyperboloide;; et il est impossible, sila droite ne rencontre pas P’hyperboloide.

12. — Prosiime. Parallélement ¢ wn plan mener un plan tangent a un
hyperboloide & une nappe.

Sorution. On construira les courbes de contact de deux cylindres, circon-

. »

scrits 2 Phyperboloide et respectivement paralléles a deux droites du plan
donné (probl .10). Ces deux courbes se couperont en deux points, dont
chacun sera le point de contact d’un plan tangent.
Avrse soturion. Il existe une autre solution qui consiste a chercher sur
I'hyperboloide, au moyen de son céne asymptotique, les deux génératrices
\

qui sont paralléles au plan donné, et & mener par chacune de ces deux
génératrices un plan [parallélle au plan donne.

PLANS TANGENTS AUX SURFACES GAUCHES AUTRES QUE PARABOLOIDE ET HYPERBOLOIDE.

Privcives. 8¢ deus surfaces gauches a trods directrices ont une génératrice
commune et trois plans tangents communs en trois points différents de cette
génératrice , elles auront méme plan tangent en un point quelconque de
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cette gendmtmce ; et Uon dit que ces deux surfaces se raccordent susvant

’

cette genératrice commune. v
8¢ deux surfaces gauches , aya/nt méme plan directeur, ont une génératrice
coinmune et dews plans tangents communs en deuz points différents de cette
génératrice, elles awront méme plan tangent en wn point quelconque de cette
génératrice , c’est-a—dire qu'elles se raccorderont suivant cette génératrice

commaune.

13. — Prosiime. Par un point donné sur une génératrice d’une surface
gauche a' trois directrices, mener un plan tangent.

Sovurron. Par le point de rencontre de la génératrice proposée avec chaque
directrice, on ménera 2 celle-ci-unz tangente. On prendra ces trois tangentes
pour dlrectnces d’un hyperbolmde a4 une nappe, et par. l¢ point donné on
‘meénera a cet hyperboloide un plan tangent.

Osservarion. Cet hyperboloide aurxiliaire devient' paraboloide, si les trois
tangentes sont purglléles 3 un méme plan ; et il est a observer qu’on peut
toujours remplacer hyperboloide auxiliaire par un paraboloide. En effet,
si par la génératrice proposée et chacune des tangentes aux trois direc-
trices, on méne un plan, on aura trois plans tangents; et si dans chague plan
tangent et par son point de contact on méne une droite paralléle a un
plan choisi arbitrairement, on aura trois droites paralleles a ce plan, les-
quelles étant prises pour directrices de I’hyperboloide auxiliaire, celui-ci
se changera en paraboloide hyperbolique.

14. — Prosuime. Par un point donné sur une génératrice d'ume surface
gauch,quelconque d& plan directeur, mener un plan tangent.

Sorution. Par le point de rencontre de la génératrice proposée avec chaque
directrice, on ménera a celle-ci une tangente; on prendra ces deux tangentes
pour directrices d’'un paraboloide hyperbolique, ayant méme plan directeur
que la surface gauche proposée,

Le plan tangent mené par le point donné A ce paraboloide, sera le plan
tangent cherché.

cA.,!‘.PL'I(JA'l‘lONS DES DEUX PROBLEMES PR]’!‘.G}'EDENTS.
P

i
I

5 — Prosutme. Par un pomt «donné Sur une genératrice du biais

passe, mener un p[&n tangent. o, \ "- N\
. £ . 9

‘| Y
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16. — Prostime. Par un point donné [sur une géneratrice de larriére
voussure de Marseille, mener un plan tangent.

17. — Prosiime. Par un point donné sur une génératrice d’un héligoide
gauche , .mener un plan tangent.

18. — Propiiue. Par un point donné sur une génératrice d’un héligoide
gauche a plan directeur , mener un plan tangent.

INTERSECTIONS DE LIGNES AVEC DES SURFACES COURBES.

Les principes sur lesquels est basée la construction de intersection d’une
ligne avec une surface et de Uintersection de deuw surfaces entre elles , consistent
dans la connasssance de surfaces auziliaires , dont on sast construire les inter-
sections avec la ow les surfaces données. Exemples de telles surfaces auwiliaires :

1. — La surface donnée étant cylindrique.

A.— Si un plan paralléle aux génératrices d’un cylindre coupe ce cylindre,
il le coupera suivant une ou plusieurs génératrices. '

B. — Pour qu’un plan paralléle aux génératrices d’un cylindre coupe ce
cylindre, il faut que la trace horizontale du plan coupe la trace horizontale
dn cylindre. ‘

C. — Si deux cylindres paralléles se coupent, ils se couperont suivant
une ou plusieurs génératrices. :

D. — Pour que deux cylindres paralléles se coupent, il faut que leurs
traces horizontales se coupent.

E. — La trace horizontale d’un cylindre, dont la directrice est ume cir-
conférence de cercle paralléle au plan horizontal de projection, est une
circonférence de cercle de méme rayon que celui de la directrice.

Si par le centre de la directrice, on méne une paralléle aux généra-
trices du cylindre, la trace horizontale de cette parallele sera le centre de
la base du cylindre.

2. — La surface donnée étant conique.

F. — Si un plan, passant par le sommet d’'un céne, coupe ce cone, il le
coupera suivant une ou plusieurs génératrices.

G. — Pour qu’un plan, passant par le sommet d’'un cdne, coupe ce céne,
il faut que la trace horizontale du plan coupe la trace horizontale du céne.

H. — Si deux cones, ayant méme sommet, se coupent , ils se couperont,
suivant une ou plusieurs génératrices.
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K. — Pour que deux cones, ayant méme sommet se coupent, il faut que
leurs traces horizontales se coupent.

L. — La trace horizontale d’un céne, dont la directrice est une circon-
férence de cercle- parallele au plan horlzontal de projection, est une cir -
conférence de cercle d’un rayon différent de celui de la directrice.

La trace horizontale de la droite, qui unit le sommet du céne avec le
centre de la _du'ectnce, est le centre de la base du céne.

3. — La surface donnée édtant de reévolution.

M. — Si un plan, perpendiculaire & Paxe d’'une surface de révolution,
coupe cette derniére, il la coupera suivant un ou plusieurs paralléles.

N. — Si deux surfacés de révolution, ayant méme axe, se coupent, elles
se couperont suivant un ou plusieurs paralleles. ’ T

0. — Pour que deux surfaces de révolution, ayant méme axe, se coupent,
il faut que leurs méridiens principaux se coupent.

P. — Si les axes, de tant de surfaces de révolution que Ion voudra , se
rencontrent en un méme point, la sphére dont le centre sera en ce point,
coupera chacune des surfaces de révolution suivant un paralléle. Cela vient
de ce que toute droite qui passe par le centre d’une sphére, peut étre
considérée comme un axe de révolution de la sphére.

4. — La surface donnée dtant un pambolmde hyperbolique, ouw un hyper-
boloide & une nappe.

Q. — Deux paraboloides hyperbohques qui ont une directrice commune
et un plan directeur commun, ont une ou deux génératrices communes selon
que la seconde directrice de I'un des deux paraboloides rencontre lautre
paraboloide en un ou en deux points. Si cette rencontre n’existe pas, les
deux surfaces n’auront pas de génératrice commune.

Deux paraboloides hyperboliques ne sauraient avoir plus de deux géné-
ratrices communes sans coincider.

B. — Deux hyperboloides a une nappe, qui ont deux directrices com-
munes, ont une ou deux génératrices communes selon que la troisiéme direc—
trice de I'un des deux hyperboloides rencontre Pautre en un ou en deux points.

-8l n’y pas de rencontre, les deux surfaces n’auront pas dc génératrice

- commune.

Deux hyperboloides & une nappe ne sauraient avoir plus de deux géné-
ratrices communes sans coincider.
v

S. — Pour trouver lintersection de deux courbes, situées dans un méme
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plan, et dont le rabattement est plus facile 3 construire que leurs pro-
jections, on rabattra les deux courbes; et quand on connaitra lintersection
des deux courbes rabattues, on remontera facilement aux projections de cette

intersection.

PROBLEME GENERAL.

Trowver le point de rencontre d’une ligne quelconque avec wune surface
quelconque.
Sovution cEnkrare. Par laligne proposée on fera passer une surface auxiliaire ,
dont on sait construire la ligne d’intersection avec la surface proposée.
Le point de rencontre de cette ligne d’intersection avec la ligne proposée
sera le point demandé.
APPLIGATION AU PLAN.

Chercher les points de rencontre d'une ligne quelconque avec un plan.

Premmkre sorurion. Par la ligne proposée on fera passer un cylindre auxi-
liaire paralléle a une droite quelconque du plan proposé; et on construira
la trace horizontale de ce cylindre.

On déterminera les génératrices suivant lesquelles le plan proposé coupe
ce cylindre (B).

A Yintersection de ces génératrices avec la ligne proposée se trouveront
les points demandés. ‘

Avree sorvrion. On prendra pour nouveau plan vertical de projection
un plan perpendiculaire a la trace horizontale du plan proposé , et Ton
projettera la courbe sur ce nouveau plan, etc., etc. ‘

La ligne donnée étant plane, son point d’intersection avec le plan donné
devra sc trouver sur la droite d’intersection du plan de la courbe avec le:
plan donné.

APPLIGATION AU CYLINDRE.

Chercher le point de rencontre d’'ume ligne quelconque avec une surface
cylindrique.

Sorumox. Par la ligne proposée on fera passer un cylindre auxiliaire pa-
ralléle au cylindre proposé. Ce cylindre auxiliaire coupera le cylindre pro-
posé suivant une ou plusieurs génératrices, et les points de rencontre de
ces génératrices avec la courbe proposée seront les points cherchés.

La ligne étant une circonférence de cercle paralléle aw plan horizontal
de projection , la base du cylindre auxiliaire mentionné sera une circonférence
que Ton construira d’aprés (E).
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La ligne étant une droite, le cylindre auxiliaire mentiemmé devient le
plan mené par la droite parallélement aux génératrices du cylindre proposé.

. v APPLICATION AU CONE.

Chercher le point de rencontre d’une ligne quelconque avec une surfaceconique.

Sorurion. Par la ligne proposée on fera passer un céne auxiliaire de méme
sommet que le céne proposé. Ce cdne auxiliaire coupera le cone proposé
suivant une ou plusieurs génératrices, et les points de rencontre de ces
génératrices avec la courbe donnée seront les points cherchés.

Lo ligne quelconque dtant une circonférence de cercle paralléle aw plan
horizontal de projection, la base du céne auxiliaire mentionné sera aussi
une circonférence que I'on construira d’apres (L). -

La ligne quelconque etant une drodte , le cone auxiliaire mentionné devient
le plan qui passe par le sommet et la droite proposée. '

APPLICATION AUX SURFACES DE REVOLUTION.

Chercher le point de remcontre d’une ligne droite ow courbe avec une
surface de reévolution.

Sowuriox. On prendra la ligne proposée pour génératrice d’une surface auxi-
liaire de révolution , ayant méme axe que la surface proposée, et 'on construira
le méridien principal de cette surface; les points d’intersection de ce méridien
avec le méridien principal de la surface proposée, appartiendront auz paralléles
dans lesquels la ligne proposée devra rencontrer la surface de révolution.

Cas rparticurer, Si la ligne quelconque est une droite et la surface de
révolution un hyperboloide 4 une nappe représenté par une génératrice.
rectiligne. Dans ce cas, aprés avoir ramené la génératrice de I’hyperboloide
dans la position, ou la projection horizontale de cette génératrice est paral-
léle a celle de la droite proposée, la solution se trouve ramenée A résoddre
le probléme de géométrie plane : étant donnés deux points et deux droites
paralléles, mener par l'un de ces points une sécante telle que sa partie,
comprise entre les deux paralléles, soit la base d’un triangle insoscéle, ayant
pour sommet Pautre des deux points donnés.

Dans le cas plus particulier ou la droite proposée rencontre I'axe de ’hyper-
boloide, on prendra cette droite pour génératrice d’un céne de révolution.
On cherchera les points dans lesquels ce céne est rencontré par la génératrice
de Ihyperboloide ; les paralléles de Ihyperboloide, dont chacun passe par un
de ces points de rencontre, seront les intersections du céne avec ’hyperboloide:
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INTERSECTION DE DEUX SURFACES COURBES.

Les problémes les plus importants que on puisse proposer sur Pinter-
section de deux surfaces, sont :

Propuine 1. =
Construtre les deuzx projections de Uintersection de deux surfaces.

Sorvrion. 1l faut couper les deux surfaces par une suite de surfaces auxi-
liaires, dont on sait construire les intersections avec chacune des deux surfaces
proposées.

Chaque surface auxiliaire coupera chacune des deux surfaces proposées
suivant une courbe et les points d’intersection de ces deux courbes appar-
tiendront A lintersection des deux surfaces proposées.

Osservarion. Les surfaces auxiliaires, par lesquelles il faut couper les deux
surfaces proposées, seront en général des plans. -

“Avutre sorvtioN. Sur l'une des deux surfaces on tracera un systéme de
lignes dont on construira les points de rencontre avec I'autre surface.

La courbe d’intersection sera entiérement fermée, si aucun de ses points ne
se trouve a linfini; la courbe se prolonge au contraire a linfini, si un ou
plusieurs de ses points se trouvent a D'infini.

L’asymptote d’une courbe qui va A l'infini, est une tangente qui touche la
courbe a Dinfini. Les courbes qui se prolongent A Pinfini , n’ont pas toutes des
asymptotes.

Point conjugué. Un point d’une courbe est dit conjugud, lorsqu’il satisfait
a la définition de la courbe et qu’il en est entiérement isolé. Si un plan, qui
coupe une surface suivant une courbe, est tangent i la méme surface en un
point isolé de la courbe, ce point sera un point conjugué de la courbe.

Personne, que nous sachions, n’a ainsi envisagé ce point singulier.

Prosrime 1I.

Par un point donné sur Uintersection, mener wne tangente.

Premitre sovurion. Par le point donné on meénera un plan tangent a la
premiére surface et un plan tangent a la seconde surface; Pintersection de
ces deux plans tangents sera la tangente demandée.

La tangente fournie par cette construction n’existe pas pour un point
situé a linfini, si les deux plans tangents mentionnés sont paralldles ;
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dang le cas contraire , lintersection de ces plans tangents sera une asymptote
de la courbe.

Tangente paralléle & un plan de projection. La tangente sera paralléle
aw plan horizontal de projection, si les deux plans tangents ont leurs traces
horizontales paralléles, ou bien, si I'un d’eux est paralléle au plan horizontal.

La tangente sera paralléle aw plan vertical de projection, si les deux plans

tangents ont leurs traces verticales paralléles, ou bien, si I'un d’eux est paralléle
au plan vertical.

Ces tangentes, nous les appellerons fangentes limstes, et leurs points de
contact, points limites. Les points limites sont de tous les points de la courbe
d’intersection ceux dont les distances aux plans de projection sont des maxima
ou des minima. :

Osservation. Si l'une des deux surfaces proposées-est un plan, les tangentes
limites devront étre respectivement paralléles aux ¢races de ce plan.

Seconpe sorutioN. Au point donné on ménera une normale i la premiére
surface et une normale a la seconde surface; la perpendiculaire, au plan de
ces deux normales, menée par le point donné sera la tangente demandée.

Prosiime III

Par un point donné hors de Utntersection, mener une tangente.

" Sotvrrox. On construira la courbe de contact d’un cdne, ayant son somimnet
au point donné, et circonscrit & la premiére surface.

On construira de méme la courbe de contact d’un céne , ayant son sommet au
point donné, et circonscrit a la second/ surface.

L’intersection de ces deux courbes sera le point de contact de la tangente.

Osservarion. Un cdne ayant son sommet en un point donné et circonserit &
une surface, cylindrique, conique, et en général a une surface développable

quelconque, se réduit au plan tangent que on peut mener par ce point 2
ces surfaces.

Prosiiue IV, ‘.

Parallélement & une drofte, mener wne tangente & Vintersection.

- Sovution. On construira les courbes de contact de deux cylindres, paralléles

a la droite donnée et respectivement circonscrits aux deux surfaces proposées.
Ces deux courbes se couperont au point de contact de la tangente,
Osservarion. Si 'une des deux surfaces courbes est un plan, les tangentes

limites sont alors les intersections de ce plan avec deux cylindres, circonscrits
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a lautre surface, et dont I'un est paralléle 2 la trace horizontale du plan pro-
posé, et dont 'autre est paralléle a la trace verticale du plan proposé.

ProsriMe V.

Ayant construit les deuz projections de Uintersection de deux surfaces :
" 1 Vérifier si cette intersection est une courbe plane. .
Sorurion. On construira la trace horizontale d'un céne qui a pour directrice
la courbe proposée et pour sommet un point quelconque de la méme courbe.
Cela fait, la courbe sera plane, si la trace de ce cone est une ligne droite.

20 Construire le rabattement de la courbe d’intersection.

Sorution. Pour construire le rabattement de la courbe, la trace}horizontale du
plan de la courbe étant prise pour charniére, on meénera par chaque point
a rabattre une paralléle a la #race verticale et I'on cherchera le point ou
cette paralléle rencontre la charniére; la distance du point proposé a ce
point de la charniére étant connue, puisque cette distance se projette sur
le plan vertical dans sa véritable grandeur, le probléme du rabattement du
point proposé peut étre considéré comme résolu.

Osservarion. Lorsque par chaque point d’'une courbe 2 rabattre passe de
fait, dans le plan de la courbe, une horizontale ou une paralléle au plan
vertical, le rabattement est aussi facile que si le plan de la courbe était
perpendiculaire 4 Pun des plans de projection; remarque qui n’a pas encore
été faite.

Prosiine VI.

Ayant construit les deux projections de Uvntersection de deuz surfaces ,
dont une aw moins est développable, on demande de développer celle-ci et
de construire la transformée de Uintersection ainsi que la tangente en un
point de la tronsformee.

Sorvrion. Nous n’examinerons que deux cas : le premier, ou la surface
développable est cylindrique; le second, ou la surface développable est
conique.

DiverorrEMENT DU CcYLNDRE. Ne considérons de la surface du cylindre que
la portion comprise entre la courbe proposée et une section droite quel-
conque, de sorte que par génératrice du cylindre il faut entendre la portion
de cette génératrice comprise entre ces deux courbes. Cela posé :

La courbe proposée est donnée par un certain nombre de points, par
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chacun de ses points passe uhe génératrice, et toutes ces génératrices divisent
la section droite en un certain nombre d’arcs; on rectifiera chacun de ces
arcs et on portera sur une méme droife, 3 la suite les uns des autres, tous ces
arcs rectifiés; par tous les points de division on élévera a cette droite des per-
pendiculaires respectivement égales aux génératrices qui passent par les points
de division correspondants de la section droite; la courbe qui raccorde les
extrémités de ces perpendiculaires sera la transformée de la courbe proposée.

Pour réaliser toutes ces opérations, en supposant connues les deux projec-
tions de la’courbe proposée, il faut d’abord chercher le rabattement de la
section droite, ce qui oblige & déterminer avant tout les projections de cette
section, et puis chercher la véritable longueur de chaque génératrice.

Cas racie. Le cylindre se trouvera dans la position la plus avantageuse
pour la détermination de ces divers éléments, lorsqu’il sera paralléle au plan
vertical de projection. Dans ce cas une des deux projections de la section droite
est connue, et suffit pour construire le /rabattement de cette section ; d’'un
autre c6té, toutes les génératrices du cylindre se projettent sur le plan
vertical dans leurs véritables grandeurs.

Application. Pour rectifier une courbe & double courbure, dont on a les
deux projections, on cherchera la transformée de cette courbe, en la considérant
comme existant sur un cylindre droit, et l'on.construira une droite égale
en longueur & cette transformée. o _

TancEnTE A Lo TRANSFORMEE. Pour construire une tangente i la transformée,
il suffit de savoir que Vangle, qu’une tangente a la courbe d’intersection fait
dans I'espace avec la génératrice qui passe par le point de contact, ne change
pas, lorsqu’on développe le cylindre.

DiverorrEMENT DU cONE. On inscrira 4 la base du céne un polygone d’un
nombre quelconque de cdtés, dont chacun différe trés—peu en longueur
de Yarc qu'il sous-tend : cela fait, on assimilera le céne & une pyramide de
méme sommet que le céne et ayant pour base ce polygone; on cherchera
le développement de cette pyramide, ce qui se fait en construisant sur le
plan de développement , les uns & cété des autres, une suite de triangles
ayant tous méme sommet et respectivement égaux aux faces latérales de
la pyramide. :

On connaitra les trois cétés de chaque face latérale de la pyramide,
quand on aura déterminé les longueurs de toutes les arétes latérales de la
pyramide, c’est-d~dire des génératriccs du céne qui aboutissent a tous les
sommets da polygone, base de la pyramide.

10
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Pour construire maintenant la transformée de Vintersection proposée, il ne
faut considérer de cette intersection que les points qui se trouvent sur
les génératrices, arétes de la pyramide; cela posé, comme les positions que
prennent ces génératrices sur le plan de développement sont connues, il
ne reste plus, pour pouvoir construire la position que prendra sur le plan
de développement un point quelconque de lintersection, que de-connaitre
la distance de ce point au sommet du céne.

Avurrement. On construira les deux projections de Dintersection du cone
avec une sphére dont le centre est au sommet du coéne. Dans le dévelop-
pement du coéne, la transformée de cette intersection deviendra un arc de
cercle d’'un rayon égal a celui de la sphére. Cet arc de cercle devra étre
pris égal a la longueur de la méme intersection; ce qui oblige & con-
struire la transformée de cette derniére en la considérant comme située sur
un cylindre vertical, etc. , etc.

INTERSECTIONS DE SURFACES COURBES PAR DES PLANS.

1. — Prosuine. Chercher la courbe d’intersection d’'ume surface cylin-
drique par un plan.

Solution. Dans le cas ou le plan et le cylindre ont des directions quel-
conques par rapport aux plans de projection, on coupera le cylindre et le plan
proposés par une suite de plans auxiliaires, paralléles aux génératrices du cy-
lindre et & une des deux traces du plan, par exemple, 3 la trace horizontale.

' Rabattement. En prenant ainsi les plans ausiliaires paralléles 3 la trace
horizontale du plan proposé, le rabattement de la courbe autour de la trace
verticale devient tout aussi facile que si le plan proposé était perpendiculaire
a T'un des plans de projection; parce que par chaque point de la courbe et
dans le plan de la courbe passera de fait une horizontale.

Plans auziliaires limites. Les plans auxiliaires limites sont ceux dont les
traces sont tangentes & la base du cylindre. Ces plans limites sont tangents
au cylindre et donnent les tangentes limites.

Cas facile. Dans le cas ou le cylindre est vertical et le plan proposé
perpendiculaire au plan vertical de projection, les deux projections de la
conrbe d’intersection sont connues.

2. — Prosuine. Chercher U'intersection d’une surface conique avec un plan.
Solution. On coupera la surface conique et le plan proposé par une suite
’
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de plans auxiliaires, paralléles a Pune des traces du plan proposé et passant
~ tous ‘par le sommet du cdne. Les plans auxiliaires limiles se déterminent
comme dans (1).

Rabattement. Méme observation que dans le probléme (1) pour ce qui
concerne le rabattement de lintersection.

Branche infinie. L’intersection peut avoir wne ou deux bmnclws infindes,
circonstance que l’on peut reconnaitre, avant de construire lintersection,
de la maniére suivante :

Aprés avoir mené par le sommet du cone un plan auxiliaire paralléle au
plan proposé, Vintersection sera composée d’une sewle branche infinde, si le
plan " auxiliaire est fangent au céne, et de deux branches infinies, si le plan
auxiliaire coupe le cone. Dans le dernier cas seulement les deux branches
auront des asymptofes, dont voici la construction :

P/a’r chaque génératrice suivant laquelle le cdne est coupé par le plan auxi-
liaire en question , on ménera au céne un plan tangent, les droites d’inter-
section de ces plans tangents avec le plan proposé seront les asymptotes.

~

3. — Prosiime. Chercher la courbe d’intersection d’une surface de ré-
volution par un plan.

Moyex »E soturiox. On coupera la surface de révolution et le plan proposés
par une suite de plans auxiliaires, perpendiculaires a 'axe, c’est-a-dire, pa-
ralleles au plan horizontal de projection.

Plans sécants limites. On ménera un plan méridien perpendiculaire au
plan proposé; on construira la droite d’intersection de ces deux plans, ainsi
que les points de rencontre de cette droite avec la surface de révolution.
Les plans horizontaux dont chacun passe par un de ces points de rencontre,
seront les plans sécants limites.

Rabattement. Le rabattement de Vintersection autour de la trace verticale est
facile, parce que par chacun de ses points passe de fait une horszontale.

4. — Prosriue parricULIER. Chercher Uintersection d’un plan avec un hyper-
boloide de révolution & une nappe, représenté par sa genératrice rectilig gne.

Moven ne sorvtion. La solution est la} méme que dans le cas général (3).

Plans sécants limites. La détermination des plans sécants limites se réduit
a trouver les points de rencontre d’une droite avec I’hyperboloide sans con-
struire aucun méridien de ce dernier. (page 69.)

On demande de reconnaitre, avant de la construire, Uespéoe de cowrbe
que Uon obtiendra.
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Soturion. Aprés avoir construit la base d’un céne de révolution, ayant
son sommet au centre du cercle de gorge, et pour génératrice une paralléle
a la génératrice de I’hyperboloide, on ménera par le sommet de ce céne un
plan auxiliaire paralléle au plan proposé. Cela fait, on reconnaitra que la
section est :

UnE Eruese, si la trace horizontale du plan auxiliaire ne rencontre pas
la base du coéne. =

UnE parABOLE, sila trace horlzontale du plan auxiliaire est fangenfe a la
base du cone.

Une uyeErBolE, si la trace horizontale du plan auxiliaire coupe la base
du céne,

5. — Prosuime. LDinfersection d'une surface gauche avec une autre
surface quelconque.

Sovurion. On cherchera les points de rencontre des diverses génératriccs
de la surface gauche avec l'autre surface proposée.

INTERSECTION DE DEUX SURFACES COURBES.

6. — Prosrime. Chercher Uintersection de deux surfaces cylindriques.

Movex pE sorurioN. On coupera les deux cylindres par une suite de plans
auxiliaires paralléles & la fois aux génératrices du premier et aux génératrices
du second cylindre (A). :

Plans auwiliaires limites. Tout plan auxiliaire, dont la trace horizontale
est tangente & la base de l'wn des cylindres et coupe la base de Pautre, est
un plan limite.

Tout plan limite est tangent & ’un des cylindres et coupe l'autre suivant une
génératrice, qui est fangente a lintersection des deux cylindres.

Pénétration. Arrachement. La rencontre de deux cylindres a lieu par péne-
tration, c’est-a-dire, qu’il y.aura une courbe d’entrée et une courbe de sortie,
si les traces horizontales des deux plans limites sont chacune tangente a la
méme base de I'un des cylindres.

Dans tout autre cas, on dit qu’il y a arrachement, ¢’est-a-dire que la courbe
d’inlerseclion sera une courbe unique et non interrompue.

Branche infinie. Si les bases des deux cylindres sont des courbes fermées,
il n’y aura pas de branche infinie.

Si 'une des bases ou toutes les deux sont des courbes ouvertes, alors, poui'
qu’il y ait une branche infinie, il faut que la trace horizontale d’'un des plans
auxiliaires sécants aille rencontrer 'une des deux bases a l'infins .
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Points mszbles Un point de la courbe d’intersection sera visible, lorsqu’il se
trouvera & lintersection de deux génératrices visibles, Pune et l autre, sur
“chaque surface considérée isolément.
Points. invisibles. Un point de la courbe d’intersection sera invisible , lors—
qu’il se trouvera a Vintersection de deux génératnces, dont l’une au moins
est invisible.

Cas facile. Le cas le plus simple de la recherche de Tintersection de deux
cylindres est celui ou 'un d’eux est vertical.

7. — Pn/ ostime. Chercher Uintersection de deusx surfaces coniques.

Sorurion. Par la droite qui unit les sommets des deux cénes on ménera une
suite de plans auxiliaires dont chacun coupe a la fois les deux cénes (G)

- Plans auziliaires limites. Les plans auxiliaires limites se déterminent comme
dans la question précédente, et jouissent de la méme propriété.

Pénétration. Arrachement. La régle pour déterminer il y a pénétration ou
arrachement, est la méme que dans la question précédente.

Branche infinie. Pour que les deux cénes se coupent suivant une courbe a
branche infinie, il faut qu’une des génératrices de I'un des cénes soit paralléle
a une génératrice de l'autre céne.

Pour reconnaitre cette circonstance, on construira un céne auxiliaire ayant
méme sommet que le premier cone et dont les génératrices soient respective-
ment paralleles a celles du second ; cela fait, sila base du céne auxiliaire touche

ou coupe la base da premier céne les deux cones proposés auront une ou
plusieurs génératrlces paralléles.

8. — Proeitur. Chercher Uintersection d’un cylindre et d’'un clne.

Sovvriox. On coupera les deux surfaces par une suite de plans auxiliaires paral-
- léles aux génératrices du cylindre et passant tous par le sommet du céne (A, F).

Plans auailiaires limites. Les plans auxiliaires limites se déterminent comme
dans la question (6) et jouissent de la méme propriété.

Branche infinie. Si les bases des deux surfaces sont des courbes fermées,
alors il n’y aura de branche infinie qu’autant qu’une des génératrices du céne
sera paralléle aux génératrices du cylindre. Pour reconnaitre cette circon—
stance, on ménera par le sommet du céne une paralléle aux génératrices du
cylindre, et l'on vérifiera si cette paralléle coincide avec une genératrice
du céne.

Pénétration. Arrachement. La régle pour déterminer s’il y a pénétration ou
arrachement est la méme que dans la question (6).
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9. — Prosuime. Chercher Uintersection de deus surfaces de révolution.

Sorumox. Nous examinerons trois cas d’aprés le nombre de positions que
peuvent avoir entre eux les axes des deux surfaces de révolution.

10 Si les awes sont paralléles, on prendra les plans de projection, I'un
perpendiculaire aux deux axes, Yautre paralléle au plan des deux axes, et
Yon coupera les deux surfaces par une suite de plans horizontaux.

90 Si les awes se rencontrent, on prendra le plan horizontal de i)rcjection
perpendiculaire a Pun des deux axes et le plan vertical paralléle aux deux, et
Yon coupera les deux surfaccs par une suite de sphéres , ayant leurs centres au
point d’intersection des deux axes P).

Points limites. Les points limites par rapport au plan horizontal se trouvent
3 Tintersection des méridiens principaus des deux surfaces.

30 Si les awes ne se rencontrent pas et ne sont pas paralléles, on disposera
les plans de projection comme dans le cas précédent , et Pon coupera les deux
surfaces par une suite de plans horizontaux. Dans ce cas la projection horizon-
tale de Pintersection de chaque plan horizontal avec la surface de révolution,
dont Vaxe n’est pas vertical, devra se construire par points.

10. — Prosiime. Chercher Uintersection d’'une surface de révolution avec
une surface cylindrique & base quelconque.

Soruror. On cherchera les points dans lesquels les différents paralléles de
la surface de révolution rencontrent la surface cylindrique (page ©68), en
observant que les paralléles limites sont ceux dont chacun ne rencontre la
surface cylindrique qu’en un seul point.

Chaque paralléle limite jouit de la propriété que, si ‘'on le prend pour
directrice d’'un cylindre auxiliaire paralléle au cylindre proposé, la base du
cylindre auxiliaire sera tangente 2 la base du cylindre proposé.

Cas particunier. S¢ la base du cylindre proposé est une circonférence de
cercle, alors on coupera le cylindre et la surface de révolution par une suite
de plans horizontaux ; et si le cylindre est vertical et 2 base quelconque, la
solution reste la méme et fournit un nouveau moyen de trouver les points de
rencontre d’'une courbe avec une surface de révolution.

11. — Prosiime. Chercher lintersection d’une surface de révolution avec
une surface conique & base quelconque.

Soruriox. On cherchera les points dans lesquels les différents paralleles de
la surface de révolution rencontrent la surface conique (page 69), en observant
que les paralléles limites sont ceux dont chacun ne rencontre la surface

conique qu’en un seul point.
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Chaque paralléle limite jouit de la propriété, que si on le prend. pour
~ directrice d’'un céne ausxiliaire, ayant méme sommet que le cdne proposé, la
base de ce céne auxiliaire sera tangente a la base du cone proposé.

Cas parmicuLiER. 8% la base du cone est une circonférence de cercle , alors
on coupera le cone et la surface de révolution par une suite de plans hori-
zontaux .

Enfin, s¢ la surface de révolution est une sphére dont le centre coincide avec
le sommet/du cone, alors on coupera ces deux surfaces par une suite de
plans verticaux passant tous par le sommet du céne (page 67).

APPLICATIONS DIVERSES.

1. Trouver le centre et le rayon d’une sphére dont la surface passe par
quatre points donnés arbitrairement dans ’espace.

- Chotw des plans de projection. On prendra, pour plan horizontal de
~ projection, celui qui passe par trois des quatre points proposés ; et pour
plan vertical, un plan quelconque paralléle a la droite qui unit le qua-
triéme point avec 'un quelconque des trois premiers.

2. Inscrire une sphére dans une pyramide triangulaire donnée, c’est-a-
dire, trouver la position du centre de la sphére, et la grandeur de son rayon.

3. Construire les projections d’'un point dont on connait les distances a
trois autres points donnés dans Lespace. ’

Choiz des plans de projection. Prendre pour plan horizontal de pro-
jection celui qui passe par les trois points proposés, et pour plan vertical,
un plan perpendiculaire & I'un des cétés du triangle qui a pour sommets
les points proposés.

4. Construire les projections d’un point dont on connait les distances a
trois droites données dans Despace. ‘

9. Un ingénieur parcourant un pays de montagnes , soit pour étudier la
forme du terrain, soit pour faire le projet de travaux publics qui dépendent
de cette forme, est muni d’une carte topographique, dans laquelle non-
‘seulement les projections des différents points du terrain , sont exactes,
mais encore les hauteurs de tous ces points au-dessus d’une méme surface
de niveau sont indiquées par des nombres placés a cété des points respectifs,
et auxquels on a coutume de donner le nom de cotes. Il rencontre un point
remarquable qui n’est pas placé sur la carte, soit parce qu’il a été omis ,
soit parce qu’il a été rendu remarquable depuis la confection de la carte.
L’ingénieur ne porte avec lui d’autre instrument d’observation qu’un gra-
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phométre propre 3 mesurer les angles, et cet instrument est garni d’un
fil-a-plomb. '

On demande gue sans quitter la station, il construise sur la carte la
position du point ou il est, et qu’il trouve la cote qui convient A ce point,
Cest-a-dire sa hauteur au-dessus de la surface de nivean ?

6. Les circonstances étant les mémes, que dans la question précédente,
avec cette seule différence que linstrument n’est pas garni de fil-a-plomb,
de maniére que les angﬁas avec la verticale ne puissent pas étre mesurés;
on demande encore que lingénieur, sans quitter la station, détermine sur
la carte la position du point ou il est, et qu’il trouve la cote de ce point,
cest-a—dire son élévation au-dessus de la surface de niveau a laquelle tous
les points de la carte sont rapportés?

7. Le général d’une armée en face de I'ennemi, n’a pas la carte du pays
occupé par celui-ci, et il en a besoin pour faire le plan d'une attaque
quil médite. Il a un aérostat. Il charge un ingénieur de s'élever avec
I'aérostat, et de prendre toutes les mesures nécessaires pour faire la carte, -
et pour en donner un nivellement approché : mais il a lieu de croire que
si Pabrostat changeait de station sur le terrain, Pennemi s’apercevrait de
son dessein; en conséquence il permet & lingénieur de s'élever & différentes
hgutatrs dans Patmosphére, si cela est nécessaire; mais il lui défend de
ché:nger de station a terre. L’ingénieur est muni d’un instrument propre
4 mesurer les angles, et cet instrument est garni d’un fil-a-plomb : on
demande comment lingénieur pourra exécuter les ordres du général?

7. Sorvrios. Dans la premiére station on dirigera un rayon visuel sur
chacun des points que I'on veut rapporter sur la carte et T'on observera
Pangle que fait chaque rayon visuel avec la verticale.

Dans la seconde station on répétera la méme opération que dans la pre-
miére, et Pon observera de plus les angles que fait le rayon visuel dirigé
sur le premier point avec les rayons visuels dirigés sur tous les autres.

FIN.

Note. Ce précis de- Géométrie descriptiw}e est suivi de quelques mémoires
ou la Géométrie descriptive est employée pour rechercher et démontrer
diverses propriétés de D'étendue.



