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VII. Swr la double génération des surfaces du second degre
par le mouvement dun cercle,

par M. J. B. BRASSEUR,

Professeur de géométrie descriptive et de mécanique appliquée a 'Université
de Liége, etc.

{ (Planche 4).

Je me propose de traiter, d’'une maniére élémentaire, la double gé-
nération des surfaces du second degré par le mouvement d’'un cercle
variable de rayon et de déduire de cette génération quelques pro-
priétés simples, qui mettent en état de résoudre par la géométrie des-
criptive les questions qui ont rapport aux plans tangents a ces sur-
faces ainsi qu'a quelques interseetions. Je ne suppose connues que
les notions les plus simples de la Géométrie analytique plane.

PRINCIPES PRELIMINAIRES.

1. Principe. — 87 deux droites de U'espace , faisant chacune le méme
angle avec le plan horizontal, se coupent mutuellement en deuzx parties
de maniére , que le produat des deux parties de U'une éqale le produit des
deuxr parties de lautre , la méme relation existera entre les projections
horizontales de ces mémes parties.

Démonstration. — Désignons par (a ), (b) les deux parties de la pre-
miere droite et par a, b les projections de ces mémes parties. Dési-
gnons de méme par («), (b') les deux parties de la seconde droite et
par a’, b’ les projections de ces mémes parties.

On donne : (a) X (b)=(a’) X (¥) .... (1)
Il faut prouver que @ X b = a' X b} .... (2)

Or si « est I'angle que chacune des deux droites fait avec le plan
horizontal, il suffira de multiplier les deux membres de I'équation (1)
par cos’« pour la faire coincider avec 'équation (2).

2. Réciproquement. — Si deuz droites de Uespace , faisant chacune le
méme angle avec le plan horizontal , se coupent mutuellement en deux
parties , de maniére que le produit des projections des deux parties de la
premiere égale le produit des projections des deux. parties de la seconde ,
la méme relation existera entre les parties de ces droites dans Uespace.
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Démonstration. — Dans le cas actuel I'équation (2) est donnée et il
s'agit de prouver I'équation (1). En désignant par « I'angle que chaque
droite fait dans I'espace avec le plan horizontal, il suffira de diviser les
deux membres de I'équation (2) par cos* « pour en déduire I'équa-
tion 1) cherchée.

3. Remarque.—Nous remarquerons que deux droites qui se cou-
pent dans un plan de l'espace feront des angles égaux avec le
plan horizontal , lorsqu’elles font chacune le méme angle avec une

horizontale ou avec une ligne de plus grande pente de ce plan; ou
bien, lorsque les projections de ces droites font le méme angle avec

la projection d’une horizontale ou avec la projection d'une ligne de
plus grande pente de ce plan.

4. Définition. — Dans une courbe du second deqré mous nommerons

cordes anti-paralleles , deuz cordes qui sans étre paralléles , font chacune
les mémes angles avec un méme axe, ow diamétre principal, de la courbe

. Principe. — St deuxr cordes anti-paralléles d’une courbe du second
degré se coupent mutuellement en deux parties , le produit des deux
parties de la premiére est éqal auw produit des deuz parties de la seconde.

Demonstration. — Cette propriété qui, a ma connaissance n’a pas en-
core été énoncée, je vais la démontrer pour le cas de l'ellipse qui peut
étre consideree comme la projection orthogonale d'un certain cercle
de l'espace.

Lorsqu'un cerele se projette dans une ellipse, le diamétre horizon-
tal du cercle se projette dans le grand axe, et le diamétre perpendi-
culaire au précédent, c’est-a-dire, le diamétre de plus grande pente se
projette dans le petit axe de 'ellipse. Cela étant, deux cordes quel-
conques anti-paralleles de lellipse seront les projections de deux
cordes du cercle, celles-ci faisant chacune, d’aprés la remarque (3), un
meme angle avec le plan de projection , ici plan de Tlellipse ; el puis-
que dans le cercle les deux cordes se coupent mutuellement en deux
parties demaniére que le produit des deux parties la premiere égale le
produit des deux parties de la seconde, il suit d’apres (1) que la méme
propriété existe pour deux cordes anti-paralléles de l'ellipse.

Cette propriété se démontre de la méme maniére pour les autres
courbes du second degré, en les considérant comme projections cen-
trales du cercle.

Voici la réciproque que nous laissons a démontrer

Réciproque. — Deux cordes d’une courbe du second degré qui se
coupent nutuellement en deux parties , de maniére gque le produat des
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deux parties de Pune égale le produit des deuxr parties de U'autre , sont
deur cordes anti-paralléles.

On démontrerait de la méme maniére les deux théorémes (6 et 7)
que voici (ainsi que leurs réciproques) :

6. Principe. — Sz d’un point donné hors d’une courbe du second degré
on mene deux sécantes anti-paralléles, c’est-a-dire, faisant chacune un méme
angle avec un méme azxe de la courbe, le produit de la premiere sécante en-

ticre par sa partie extériewre sera égal au produit de la seconde sécante en-
tiere par sa partie extérieure.

7. Principe.—S? d’un point donné hors d’une courbe du second degré on
méne une tangente et une sécante anti-paralléles, la tangente sera moyenne
proportionnelle entre la sécante entiére et sa partie extérieure.

8. Principe. — Par les extrémités de deux cordes anti-paralléles d’une
courbe du second degré, on peut toujours faire passer une circonfércnce de
cercle ; mais par les extrémités de deux cordes paralléles, qui me sont pas
des cordes principales , on ne saurait jamazs favre passer une circon-
férence,

Démonstration. —La premiére partie de cette proposition est vraie,
soit que les deux cordes anti-paralléles se coupent dans l'intérieur ou
que prolongées elles se coupent hors de la courbe du second degré; ce
que I'on démontre facilement en menant une circonférence par trois
des quatre extrémités et en prouvant, au moyen de (5 et 6), que cette
circonférence doit nécessairement passer par la quatrieme extré-
mité. La seconde partie de la proposition est trop facile a établir
pour devoir nous y arréter.

En se référant aux réciqroques des propriétés énoncées aux numé-
ros (5 et 6) on établira sans peine la suivante :

9. Principe.—S¢ une circonférence de cercle coupe unecourbe du second
degré en quatre points, deux colés opposés quelconques du quadrilatére qua
a pour sommels ces quatre points, ou bien, les deur diagonales de ce qua-
drilatére seront deux cordes anti-paralléles.

10. Principe. — 8¢ par différents points d'une méme tangente a wune
courbe du second degré on méne des sécantes paralléles , le rapport entre le
produit d'une sécante entiére par sa partie extérieure , et entre le carré de
la tangente comptée depuis le point ot elle rencontre cette sécante jusqu’au
pownt de contact, sera toujours constant.

Cet énoncé doit étre modifié de la maniére suivante pour 'hyper-

bole, dans le cas ou les sécantes rencontrent les deux branches de
cette courbe :
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St par tous les points d’une tangente d une hyperbole on méne des
cordes paralléles comprises entre les deux branches de la courbe; le rap-

port du produit des deur seqments que la tangente détermine sur une
corde quelconque au carré de la tangente comptée depuis le point o elle
rencontre cette corde jusqu'aw point de contact, sera toujours constant.

Démonstration.—Nous nous contenterons d’'indiquer, que le principe
enoncé est évident pour le cas du cercle et qu'on I'étend trés-facile-
ment aux aufres courbes du second degré en considérant I'ellip se
comme projection orthogonale, la parabole et 'hyperbole comme pro-
jections centrales du cercle.

DOUBLE GENERATION DES SURFACES DU SECOND DEGRE.

11. Deux diamétres égaux d’une courbe du second degré sont
deux diametres anti-paralleles et les cordes respectivement conju-
guées a deux diametres égaux constituent deux systémes de cordes
anti-paralleles. Cela posé , je dis que

12. Double génération. — Les deux séries de circonférences de cer-
cles, qui ont respectivement pour diamétres et pour projections dewx sys-
témes de cordes anti-paralléles d’une courbe du second degré , constituent
wdentiquement une méme surface.

15. Autrement. — Si une circonférence de cercle variable de rayon ,
qur s appuie sur une courbe du second deqré prise pour directrice , se meut
de maniére que son centre parcourt Uun ou [lautre de deux diamétres
égaur de la directrice et que son plan toujours perpendiculaire au
plan de la directrice reste paralléle auz cordes conjuguées a ce diamétre.
celte circonférence engendrera dans les deux cas identiquement la méme

surface.

Démonsiration. — Pour prouver que les deux séries de circonfé-
rences en question constituent identiquement la méme surface, il
suffit de prouver que deux circonférences se coupent dans I'espace,
lorsqu’elles ont respectivement pour diameétres et pour projections
deux cordes anti-paralléles quise coupent dans une courbe du second
degré.

Soient (fig. 1) ab, a'b’ deux cordes quelconques anti-paralléles de
Iellipse aa’bb’ se coupant au point m, je dis que les deux circonfé-
rences qui ont respectivement pour diameétres et pour projections
ces deux cordes , se rencontrent dans I'espace au point projeté en m.

Soit . la hauteur du point (m) considéré comme appartenant i la
circonférence (ab) , il viendra h* =ma X mb.
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De méme, si &’ est la hauteur du point (m) considéré comme appar-
tenant a la circonférence (a'b’), il viendra également 2"* — ma’ ) mb’;
or, les cordesab et a’b’étant anti-paralléles, on a d'apreés (D) ma X mb=
ma’ X mb'; donc aussi A* = A’* et A =A'. Done la verticale élevée au
point m rencontre les deux circonférences au méme point,et par con-
sequent , ces deux circonférences se coupent.

14. Les surfaces, construites d’apres la définition précédente, sont
des surfaces du second degré () , ce que nous démontrerons, plus
loin, en prouvant qu'une droite ne peut les rencontrer en plus de deux
points chacune,. |

I5. Dircetrice.— La courbe quelconque du second degré, qui sert i
construire une surface du second degré, sera nommée directrice, et
son plan sera toujours pris pour plan horizontal de projection, 3
moins qu'on n'avertisse du contraire.

16. Lignes des centres.— Les deux diametres égaux respectivement
conjugués aux deux systémes de cordes anti-paralléles seront nommés
lignes des centres, parce qu'en effet les centres des deux séries de
circonférences se trouvent respectivement sur ces deux diametres.

17.0mbilics.—Les extrémités des lignes des centressont précisément
les points que Monge a nommés les ombilics de la surface.

18. Plans directeurs.—Les deux plans verticaux , auxquels les plans
des deux séries de circonférences sont respectivement paralleles,
seront nommés plans directeurs.

19. Beux circonférences quelconques d'une méme série seront nom-
mées indiffé¢remment génératrices circulaires, ou sections circulaires,
paralleles; et deux circonférences quelconques appartenant respec-
tivement aux deux séries seront dites génératrices circulaires, ou sec-
tions circulaires, anti-paralleles.

20. De ce qui précede, il résulte qu’une surface du second degré est
entierement définie : 1°par sa directrice et 'une de ses deux lignes des
centres ; 2° par sa directrice et par ladirection des cordes conjuguées
a 'une des deux lignes des centres, c¢'est-a-dire, par sa directrice et la
piojection de 'un de ses deux plans directeurs.

Lorsque, dans le courant des démonstrations qui vont suivre, nous
parlerons d’une ligne des centres, d’un plan directeur et de génératrices

(*) On trouve au Musée de I'Université Iellipsoide, Ie paraboloide
clliptique et Phyperboloide 2 une nappe que jai fait exécuter d'apres
celle définition,

12
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circulaires, il faudra bien comprendre que ces trois ¢léments ont
rapport ala méme génération, c'est-a-dire , qu’il s’agit de génératrices
circulaires paralleles a ce me directeur et ayant leurs centres sur
cette ligne des centres.

DENOMINATIONS ET PROPRIETES DES SURFACES DU SECOND DEGRE.

21. Une surface du second degré tire son nom principal de celui
de sa directrice; ce sera:

22. Un ellipsoide , si la direclrice ést une ellipse ;

25. Un paraboloide elliptigiee si la directrice ¢st une parabole ;

24. Un hyperboloide a deux ow a une nappe, selon que, la directrice
¢tant une hyperbole, les deux lignes des centres rencontrent ou ne
rencontrent pas les deux branches de Uhyperbole ;

25. Un cone ohlique a base circulaire, sila directrice est le systéme
de deux droites qui se coupent. Nous remarquerons que l'axe d’un

systeme de deux droites quise coupent divise en deux également
'angle formé par ces droites ;

26. Un cylindre oblique a base circuiaire, sila directrice est le sys-
téme de deux droites paralléles. Nous remarquerons que I'axe d’'un
systeme de deux droites paralleles, est une droite située dans le
plan et a égale distance des deux proposées.

27. Remarque.—Toutes les surfaces du second degré deviennent de
révolution siles deux lignes des centres coincident avee 'un ou 'autre
axe de la directrice.

28. Définition.— Nous nommerons section meéridienne, ow simplement

meéridien , toute section faite dans une surfuce du sccond degré par un
plan passant par une ligne des centres.

29. Proprieté. — Toute section méridienne d'une surface du second
deqré est une courbe de méme nature que la directrice de la surface.

Démonstration.—Remarquons d’abord que deux plans quelconques,
mencés par une ligne des centres, coupent une méme génératrice circu-
laire quelconque suivant deux diameétres égaux entre eux et conjugués
a la ligne des centres , c'est-a-dire, ayant tous deux leur point milieu
commun sur cette llgne. Cela posé :

Le plan sécant, en ce qu’il passe par la ligne des centres , coupe
toutes les génératrices circulaires chacune suivant un diameétre ; et
tous ces diameétres paralleles entre eux conslituent pour la section
un systeme de cordes conjuguées a la ligne des centres.

L
B i i i i L —— . — il
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De méme, le plan de la directrice coupe aussi la méme série de oé-
nératrices circulaires chacune suivant un diametre, et tous ces dia-
metres paralleles entre eux forment également pour la directrice un
systeme de cordes conjuguées a la méme ligne des centres.

Mais chaque corde de la section, d’aprés la remarque faite plus haut,
ason €gale dans la directrice, et cette corde et son égale rencontrent
la ligne des centres au méme point; d’ou il suit que la seule différence
qu’il y a entre ces deux systémes de cordes, c’est que les cordes dans
la section sont différemment inclinées , par rapport i la ligne des
centres , que dans la directrice. Donc la section et la directrice sont .

comme on sait par la géométrie analytique , des courbes de méme
nature.

0. Rabattement d’un méridien.—Pour rabattre, dans le plan de ladi-
rectrice, la section faite dans une surface du second degré par un plan
passant par une ligne des centres, cette dernic¢re étant prise pour char-
niere : il suffit de rabattre une corde quelconque de la section (corde
conjuguéea laligne des centres), et de faire tourner toutesles cordes de
la directrice conjuguces a la ligne des centres chacune autour de son
point milieu jusqu’a ce qu’elles soient paralléles a la corde rabattue.

1. PI‘Opl‘iété. — DToute section méridienne d’une surface du second
degré peut servir de nouvelle directrice pour Uune des deuxw générations :
dont la surface est susceptible par le mouvement d’'un cercle.

Démonstration.—Comme un plan quelconque, passant par une ligne
des centres , coupe chacune des génératrices circulaires qu1 ont leurs
centres sur cette ligne, suivant un diamétre, et que tous ces diametres
paralleles entre eux constituent un systéme de cordes conjuguées a la
ligne des centres; il suitréciproquement que, si dans une section méri-
dienne d’une surface du second degré on construit toutes les cordes
conjuguées a la ligne des centres, ces cordes seront toujours les dia-
metres des diverses génératrices ecirculaires dont Ia surface est com-
posce ; seulement , le plan directeur ou ce qui revient au méme les
plans des génératrices seront inclinés ici par rapport au plan de Ia
section , tandis qu’ils sont perpendiculaires au plan de la directrice.

52. Une surface du second desré est donc encore déterminée par

une ligne des centres, en prenant pour directrice une section méri-

dienne passant par cette ligne, si de plus on donne I'inclinaison du
plan directeur sur le plan de la section. Dela le corollaire suivant -

3. 8t une circonférence de cercle variable de rayon, qui s’appuie sur
une courbe de second degre prise pour directrice, se meut de maniére que
Son centre parcoure un diametre quelconque de la directrice et que son
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plan, constamment incliné d'une méme quantité sur le plan de la direc-
trice, reste toujours paralléle aux cordes conjuguées a ce diameétre, cette
circonférence engendrera une surface du second degré.

34. Lorsqu’une section méridienne d’'une surface du second degré
est prise pour nouvelle directrice, nous la nommerons directrice
oblique, afin de la distinguer de la directrice unique considérée jus-
quici, que nous nommerons directrice principale (laquelle se réduit
aux deux arétes principales pour le cylindre ou le cone).

39. Une surface du second degré admet done, pour une méme géné-
ration, une infinit¢ de directrices planes ; mais de toutes ces directrices
Il n’y en a qu'une, la directrice principale, qui puisse servir a la double
génération, parce que c’est la seule qui passe par les deux lignes des
centres et qui, par suite, coupe les deux séries de génératrices circu-
laires de la surface. A cette occasion nous ferons ia remarque géné-
rale : lorsqu'une surface a été engendrée par une certaine génératrice
et un certain nombre de directrices; toute courbe, quelle qu'elle soit,
qui coupe toutes les positions de la géndratrice , peut remplacer 'une
des anciennes directrices et servir avec les autres pour engendrer la
méme surface , par le moyen de la méme génératrice.

20. Une surface du second degré étant donnée par une directrice
oblique, une lignedes centres et I'inclinaison du plan directeur sur le
plan de la directrice, ce qui permet de construire une série de géné-
ratrices circulaires; si 'on veut construire l'autre série, il faudra re-
monter a la directrice principale, en déterminant la section faite dans
la surface par un plan mené par la ligne des centres perpendiculaire-
ment au plan directeur, ou perpendiculairement a une génératrice
circulaire quelconque. De la résulie que :

7. Lorsque deux surfaces du second degré ont une ligne des centres com-
mune et méme plan directeur, les plans de leurs directrices principales
coincident 5 car par cette ligne on ne peul mener qu'un seul plan per-
pendiculaire au plan directeur commun.

38. Propriété. — Dans toute surface du second deqré, deur génmera-
trices circulaires anti-paralléles quelconques sont towjours sibuées sur une
méme sphére , qui n'a d’autres poinis communs avec la surface que
ccur de ces deux génératrices, et dont le centre est dans le plan de la
directrice principale ; mais deuz génératrices circulaires paralléles ne peu-
vent jamais se trouver sur une méme sphere,

Démonstralion.—Deux génératrices circulaires quelconques anti-pa-
ralléles se projettent sur le plan de la directrice principale dans deux
cordes anti-paralieles, et la circonférence, que I'on peut toujours faire




J. B. Brasseur. — Surfaces du second degre. 1065

passer par les extrémités de ces deux cordes anti-paralléles (8) , sera
évidemment un grand cercle de la sphére, sur laquelie les deux gene-
ratrices circulaires seront situées. Que deux génératrices circulaires
paralléles ne puissent se trouver sur une méme sphere, cela résulte
de la seconde proposition ¢énoncée au numéro (8).

Pour prouver que la sphére n'a d’autres points communs avec
la surface que ceux des deux génératrices circulaires, on coupera la
surface et la sphére par des plans respectivement paralléles aux deux
plans directeurs et I'on verra que les deux sections circulaires faites
par un méme plan, I'une dans la sphére, 'autre dans la surface pro-
posée , ne se coupent pas, ou bien doivent se couper sur l'une des
deux génératrices circulaires anti-paralleles proposces.
~ On déduira sans peine , en se reférant au numéro (9), le corollaire
enonce ci-apres.

39. Propriété , corol.— Une sphere qur passe par une genératrice cir-
culaire d’une surface du second degré me peut couper de nouveau la sur-
face que dans une génératrice circulaire anti-paralléle.

40. Centre. — Le centre de la directrice d'une surface du second degré
est ausst le centre de celte surface, c’est-a-dire que le miliew de toute droite
menée par le centre de la directrice et terminée de part et d autre ala surs
Jace coincide avec ce centre. |

Démonstration. — Une ligne des centres est un diametre commun a
tous les méridiens qui passent par cette ligne; les centres de tous ces
méridiens coincident donc avec celui de la directrice.

Or, toute droite, menée parle centre de la directrice et termince de
part et d’autre a la surface, est-un diamétre du méridien dont le plan
passe par cette droite et I'une des lignes de centres. Donc, le milieu
de cette droite coincide avec le centre de la directrice. Donc, etc.

41. Autrement. — On peut démontrer directement cette proposition
en prouvant qu'une droite qui joint un point quelconque de la surface
avec le centre de la directrice étant prolongée d’'une quantite égale
a elle-méme , U'extrémité de la droite ainsi prolongée se trouve sur la
surface.

Soient (fig. 6) Iellipse aba’ I’ la directrice principale de la surface ,
¢ le centre de la directrice et [l la ligne des centres.

S_oil: m la projection d’un point quelconque de la surface, cm sera la
projection de la droite qui unit ce point avec le centre de la directrice.
En prolongeant em d’une quantité em’ = em ; em’ sera la projection
de la droite prolongée d’'une quantité égale a elle-méme si les
hauteurs verticales des deux points (m), (m’) situés I'un au-dessus,
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Fautre au-dessous du plan de projection sont égales.

Les deux cordes paralléles ab, 'l conjuguéesa laligne des centres ei
menees parm etm’ sont les projections des deux génératrices circulaires.

Cela posé :

Le point (m) appartenant a la surface se trouvera sur la génératrice
circulaire (ab) et en désignant par 4 sa hauteur il viendra h? —
am X bm; pour que le point(m’) soit sur la surface, il faut qu’il se trouve
sur la génératrice circulaire (a'b’) et pour cela que I'on ait h=—=a'm"<
H'm/’, I’ étant la hauteur du point (m’). Maintenant il reste a prouver
que h==~h" c’est-a-dire, que a'm’ X H'm' = am X bhm.

A cause de em = cm’, les deux cordes paralleéles ab, 'b’ sont
eégales , et les deux triangles t, ¢’ égaux : d’out 'on déduit sans peine
que les deux segments am, bm sont respectivement égaux aux deux
segments am , b'm et par suite que am X b'm' =am K bm.
Done ete.

En nommant diameétre d’'une surface du second degré, toute droite
menée par le centre et terminée de part et d’autre a la surface, on dé-
duit de la démonstration précédente le corollaire que voici :

42. Corollaire. — Les deuw génératrices circulaires paralliles qui pas-
sent par les extrématés d’un diamétre sont égales.

45.Plans principaux.—Dans toute surface du second degré,le plan de
la directrice principale et les plans verticaux projetés dans les axes de la
directrice sont des plans principauz , c’est-a-dire, que chacun de ces plans
divise en deunz également toutes les cordes qui lur sont perpendiculaires.

Demonstration.—Par un point quelconque de la surface nous mene-
rons a I'un de ces plans une perpendiculaire que nous prolongerons
d'une quantité égale a elle-méme, et il suffira de démontrer que
Fextrémité de la perpendiculaire ainsi prolongée se trouve sur la
surface. De cette mani¢re la démonstration sera générale, car il sera
prouveé quune droite ne peut rencontrer une surface du second degré
en plus de deux points. (Méme observation a faire au numéro 41).

Soient (fig. 40) ’ellipse e bb’a’ la directrice principale de la surface ;

les cordes anti-paralleles ab, a’b’, les projections de deux génératrices
circulaires anti- paralleles ; les axes xa, yiy de la directrice , les pro-
jections de deux plans verticaux, et m la projection d'un point quel-
conque de la surface.
- Gela posé, mp perpendiculaire a yy sera la projection de la per-
pendiculaire menée du point (m) au plan vertical yy, et pm'= pm sera
la projection de cette perpendiculaire prolongée d'une quantité égale
a elle-méme. Les deux cordes anti-paralléles ab, a’b’ menées par m et
m’ seront les projections de deux génératrices circulaires anti-paral-
teles de la surface.
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Puisque le point (m) est sur la surface, il est sur la génératrice
circulaire (ab) et l'on a b* =ambni, I étant la hauteur du point (m).
Pour que le point (m’) soit sur la surface, il faut qu’il se trouve sur la
génératrice circulaire (a'0’) et pour cela que l'on ait A'* = a'm’ X b'm/’,
k' étant la hauteur du point (m’); et a cause que la droite (mm’) est
une horizontale , il restera & prouver que h=1IL' ou bien que am X bm
— a'm’ X b'm'.

Or, par construction mm’ est parallele a I'axe xx’, et mp—=m'p;
d’ott 'on conclut facilement que les deux cordes anti-paralleles ab, o't/
sont égales et qu'elles sont divisées par mm’ de maniére que ma =
m'a’ et mb= m'b’. Dot h = Fh'. Donc etc.

On déduit de la démonstration précédente le corollaire que voici :

Corollaire. —Les deuw génératrices circulazres anti-paralléles qui pas-
sent respectivement par les extrémités d’une corde paralléle a Uun des axes
de la directrice sont égales.

Il est facile de démontrer la propriété ci-apres sans faire usage
d’aucune figure.

44. Propriélé.— Zout plan passant par une ligne des centres est un
plan diamétral dont les cordes conjuguées sont paralléles au plan direc-
teur et perpendiculaires a la direction de lintersection du plan directeur
avec le plan proposé.

45. Propriété. — La surface du second degré qur @ pour directrice le
systéme de deuw droites qur se coupent, est une surface conique.

Démonstration.—Soient (fig.12) le systéme des deux droites sa’, sa” la
directrice de la surface du second degré et les cordes paralléles
a'a’, b'V", c'c”, ete. inscrites dans I'angle «'sa”, les projections d’au-
tant de géncratrices circulaires de la surface. Cela posé, pour dé-
montrer que la surface est conique, il suffit évidemment de prouver
que toute droite, partant du point s et qui rencontre une de ces géné-
ratrices circulaires, les rencontre toutes.

Soit sabc.. etc. la projection d’'une droite partanﬁ du point s et s’ap-
puyant sur la génératrice circulaire (a’a”) et soient o, h, ', I”, etc.
les hauteurs respectives des points (s), (b), (c), etc. on aura :

sa:h=sb: N = sc: K= etc.

ou bien 3—5,2 : hﬂ::S_BQ: h? = sc : b= ete... (=)

A cause que le point (a) est sur la génératrice circulaire (a'a”) ,il
vient 22> = aa’ < aa"et pour prouver que les autres points (), (c),
ele. se trouvent respectivement sur les génératrices circulaires (b'0”),
(c'c”) , ete. il suffit de faire voir que

DD B0 = gele S8 o™, ‘et . (8)
Or la figure donne

— -

= i / f =y 4 ’ 4
sa : aa’ Y ad” = sh : bU'X bb" = s¢ : e¢c’Xee! = ete... ()
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comparant () a (y), en observant que A*= aa’ X aa”, on’en conclura
les égahités (2). Done ete.

46. Propriété. — Une droite ne peut rencontrer une surface du second

degré en plus de deux points.
Démonstration. — Nous démontrerons d’abord qu’un cone , dont le

sommet est en un point quelconque de la directrice d’'une surface du
second degré et qui a pour base une section circulaire quelconque
de la surface , n’a d’autres points communs avec elle , a part le
sommet, que ceux de la section circulaire. Ainsi il sera prouvé que
toute droite menée d’'un point quelconque de la directrice ne peut
- rencontrer de nouveau la surface qu’'en un seul point.

Soient (fig. b) I'ellipse a b b'a’ la directrice principale de la surface,
et la corde ab la projection d’une section circulaire, prise pour base
d’un cone ayant son sommet en un point quelconque Sde la directrice;
il faut démontrer quun point quelconque de I'espace , tel que celui
projeté en m et qui n'appartient pas a la section circulaire (ab), ne
peut se trouver a la fois sur la surface du cone et sur la surface pro-
posée.

Pour cela menons par le point (m) le plan vertical «”/)” paralléle a
ah; il coupera le cone suivant une circonférence ayant pour diametre
a”l)” et la surface proposée suivant une circonférence ayant pour
diametre a’/’. Cela posé, ces deux circenférences devraient se couper
pour que le point (m) put se trouver a la fois sur la surface du cone
et sur la surface proposée ; mais cela est impossible, car deux circon-
férences ne sauraient se couper, lorsque leurs diametres sont sur une
méme droite et que les extrémités de 'un de ces ciametres se trouvent
entre les extrémités de lautre.

Comme la démonstration que nous venons de donner ne cesse pas
d’exister si I'ellipse a b h'a’, au lien d’étre fa directrice principale,
¢tait une directrice oblique de la surface, il en résulte qu'une droite.
menée par un point quelconque d’une surface du second degré, ne
peut rencontrer de nouveau celle-ci qu'en un seul point. Bone ete.

Remarque.—La démonstration que nous venons de donner convient
a l'ellipsoide et au paraboloide elliptique ; pour I'étendre a 'hyperbo-
loide a une nappe, il faut établir au préalable la propriété ci-apres.

47 Propriété.— Par chaque point de I'hyperboloide ¢ une nappe passent
deux droites qui rencontrent chacune toutes les géncralrices circulaires de

cette surface,
Deémonstration.—Soient (fig.11) lescordes parallelesa’a”, b'b”, ¢'c” ete.
les projections d'un nombre quelconque de génératrices circulaires




J. B. BRASSEUR. — Surfaces du second degré. 169

de 'hyperboloide a une nappe et @ laprojection d’'un point quelconque

de sa surface.
Imaginons le cone qui a pour base la génératrice circulaire (a’'a”)

passant par le point (a) , et pour sommet le point de contact de la
tangente tabc... etc. menée par a a 'hyperbole directrice ; je dis que
I'aréte du cone qui se projette dans la tangente fabe... etc. rencontre,
outre la génératrice circulaire (a'a”), base du cone , encore toutes les
autres génératrices circulaires de I'hyperboloide.

L’aréte (tabc.. etc.) étant une droite de l'espace, si k, k', h”, etc.

sont les hauteurs respectives des points (a), (b), (c), etc. on aura :
fa R =gb\:"M=1"" A" ="é{C"
ou bien ta’: A2=tbh : h?=1c : k"?=etc... (m).

Le point (a) étant sur la génératrice circulaire(a'a”) on a:h*=aa’ X aa”:
et pour démeontrer que tous les autres points (b), (c), etc. de aréte
(tabe...ete.) se trouvent respectivement sur les génératrices circu-
laires (b'b”), (cc¢”), ete. 1l suffit de prouver que

W2 — bb' X bb”, h"? = ¢c’ X cc”, ete.
Or toute tangente tabc.. etc. a une hyperbole divise un systéme

quelconque de cordes paralleles ' &’ , b' D", ¢’ ¢”, etc. menées entre
les deux branches, de maniére que 'on a (10)

1 el X aa’ =1tb : b X bb = tc : ¢ Yeel—ete
comparant cette proportion a (m) il vient :
h?: ad’ X aa” = h" : bb' X bb”" = h"? ; ¢¢' X cc’ — etc.
et de ce que h? = aa’. aa”, il en résulle que
P=bb" X bb”, h"2? = ¢c’ X ¢c”, etc.

ce qu'il fallait démontrer. Par les mémes raisonnements on établira
que la seconde tangente a I'hyperbole, que I'on peut mener par a, est
la projection de la seconde droite qui rencontre toutes les génératrices
de I'hyperboloide. Done, etc.

Maintenant il sera facile de démontrer qu'une droite ne peut ren-

contrer 'hyperboloide a une nappe en plus de deux points sans y étre
situee tout entiere.

48. Le come, qui a pour base une génératrice circulaire d'une surface
du second degré et pour sommet le pont de rencontre des deux tangentes a
la directrice menées par les extrémités dela corde, projection de la géné-
ratrice circulaire , est un céone circonscrit & la surface.

Demonstration. — Soit (fig. 9) l'ellipse a b h'a’ la directrice princi-
pale de la surface et la corde ab la projection d’une génératrice cir-

13
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culaire. Soient sa , sb les deux tangentes a la directrice , menées pa
les extrémités de cette corde : il s’agit de faire voir que le cone , dont
le sommet est en s et qui a pour base la génératrice circulaire pro-
jetée en ab, n’a d’autres points communs avec la surface que ceux
de cette génératrice.

Remarquons d’abord que les deux tangentes sa, sb sont les arétes
principales de ce cone, qu’elles se coupent sur le diameétre conjugue
a la corde ab et par suite sur la ligne des centres sc de la surface pro-
posée ; donc le cone et la surface proposée ont une ligne des centres
et un plan directeur (ab) communs.

Maintenant, en supposant que le point quelconque projeté en m, et
qui n’est pas situé sur la génératrice circulaire (ab), puisse appartenir
a la fois a la surface du cone et a la surface proposée, si 'on méne par
ce point (m) le plan vertical a”b” paraliele a ab , ce plan coupera le cone
suivant une circonférence, ayant pour diameétre a”b” et la surface
proposée suivant une circonférence, ayant pour diameétre a'b’; ces
deux circonférences devraient se couper au point projeté en m , pour
que le point (m) put appartenir a la fois a la surface du cone et ala
surface proposée. Or, ces deux circonférences sont concentriques et

de rayons différents , et ne sauraient ni se couper ni coincider.
Donc etc.

49. Corollaire. — Tout cone, qui touche une surface du second degré
sutvant une génératrice circulaire, @ un plan directeur et une ligne des

centres communs avec la surface proposée; les arétes principales de ce
cone sont tangentes a la directrice principale de la surface.

50. Corollaire. — Tous les cones qui touchent une surface du se-

cond degré, dans une méme série de sections circulaires , ont leurs
sommets sur la ligne des centres de ces sections.

bl. Corollaire. — Toutes les tangentes, menées par un méme point
d'une ligne des centres d'une surface du second deqgré a tous les méri-
diens qui passent par cetle ligne , forment un come qui touche la surface
suivant une génératrice circulaire ayant son centre sur cette ligne et par

suite le cone et la surface touchée ont une lz'gne des centres commune et
méme plan directeur. '

52 Propriété. — 87 a toutes les génératrices circulaires d’une méme
série d'une surface du second degré, on méne des tangentes par les points
dans lesquels ces génératrices sont rencontrées par une section méridienne
Uensemble de ces tangentes constituera une surface cylindrique qui
par construction sera circonscrite @ la surface proposée.
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Démonstration. — Il faut démontrer que toutes ces tangentes sont
paralléles entre elles : ayant construit dans la section méridienne
toutes les cordes conjuguées a la ligne des centres, ces cordes seront,
comme nous l'avons remarqué ailleurs, les diameétres d’autant de
génératrices circulaires ; et si a ces diametres et par leurs extrémités,
on meéne des perpendiculaires paralléles au plan directeur, ces per-
pendiculaires seront les tangentes aux diverses génératrices circu-
laires; ces tangentes sont done paralléles entre elles comme étant
toutes paralléles au plan directeur et perpendiculaires a une méme
direclion, celle des cordes conjuguées a la ligne des centres. Dela on
tire comme corollaire la propriété qui suit :

Propriété. — Zout cylindre, paralléle auw plan directewr et circons-
erit a une surface du second degré , touche celle-ci dans une section mé-
ridienne.

PLANS TANGENTS AUX SURFACES DU SECOND DEGRE.

b3. Probleme. — Par un point donné sur wne surface du second
degré mener un plan tangent.

Solution. — Par le point donné on construira par rabattement une
tangente a chacune des deux génératrices circulaires anti-paralléles
qui passent par ce point ; la droite qui unit les traces horizontales de
ces deux tangentes sera la trace horizontale du plan tangent. Nous
ferons observer que la trace d’une droite est le point dans lequel
cette droite rabattue rencontre la charniére qui a servi a la rabattre.
Voyez (fig. 9).

L’ellipse aa’b b" est la directrice principale de la surface, d, d’ sont
les projections des deux plans directeurs, m est la projection du
point donné; ab paralleéle a d et a'b’ paralléle a d’ sont les projections
des deux génératrices circulaires anli-paralléles qui passent par le
point (m). ¢ est la trace horizontale du plan tangent.

b4.Probléme.— Par un point donné hors d'une surfacedu second degré
mener un plan tangent dont le point de contact se trouve sur une généra-
trice circulaire donnée.

Solution. — On construira d’aprés le numéro (48) le cone auxiliaire
qui touche la surface proposée suivant la génératrice eirculaire donnée;
le plan tangent a ce c¢One, mené par le point donné, satisfera a la
question ; le point de contact du plan tangent sera a I'intersection de
la génératrice circulaire avee laréte dans laquelle le cone est
toucné.

Pour construire I'aréte suivant laquelle le coneest touché par ie plan
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tangent, on ménera par le point donné un plan vertical parallele au
plan de la génératrice circulaire ; ce plan coupera le cone suivant une
circonférence a laquélle on menera, par le point donné, une tangente.
La droite qui joint le point de contact de cette tangente avec le som-
met du cone sera I'aréte touchée.

Vovyez (fig. 13). sc est la ligne des centres, m est la projection du
point donné ayant une hauteur égale a h, la corde ab conjuguée a sc
est la projection de la génératrice circulaire donnée , s est le sommet
du cone qui touche la surface suivant la génératrice circulaire
(ab) , ete., enfin x est la projection du point de contact du plan tan-
oent cherché.

Le probléeme précédent est possible tant que par le point donne
on peut mener un plan tangent au cone auxiliaire qui touche la sur-
face dans la génératricecirculaire donnée, c’est-a-dire, tant que le point
donné est sur le cone ou hors du cone; et il devient impossible
lorsque le point donné se trouve dans l'intérieur du cone.

Or, parmi tous les cones qui touchent chacun la surface dans une
oénératrice circulaire il s'en trouvera un dont une aréte passera par
le point proposé. Ce cOne, que nous nommerons cone limite, touche
la surface proposée dans la génératrice circulaire limite, c’est-a-dire
que le probleme est impossible pour toute génératrice circulaire
située au-dela de cette génératrice limite.

Hb. Cone et génératrice circulaire limites. — Construire un cone
qui doit toucher une surface dw second degré suivant une génératrice
circulaire @ déterminer et dont ume aréte doit passer par un point
donné. (Celte aréte sera tangente au méridien dont le plan passe par le
point donné.)

Solution.—Soient (fig.7) sc 1a ligne des centres, dd le plan directeur
de la surface et m la projection du point proposé ayant une hauteur
égale a h. On meénera par le point proposé (m) un plan auxiliaire a'd’
paralleéle au plan directeur dd de la surface ; ce plan coupera le cone
limite a construire suivant une circonférence de cercle qui aura son
centre en ¢ sur la ligne des centres sc de la surface et qui passera par
le point proposé (m); on aura donc le rayon de cette circonférence en
cherchant la distance du point proposé au point c. (r est cette distance
ou ce rayon rabattu autour de la charniére a'b’).

Connaissant le rayon d'une section circulaire du cone, on pourra
construire la projection @b’ de cette section, en prenant ca’ = c¢b’' =
r. Cela fait, si par les extrémités de cette projection on méne les deux
tangentes aa’, bb" a la directrice, ces deux tangentes seront les arétes
principales du cone limite et la corde ab qui unit les deux points de
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contact sera la projection de la génératrice circulaire limite cher-
chée.

06. Praobléeme. — Parallélement a une droite mener un plan tangent
a une surface du second degré de maniére qu'il touche la surface en un
point d’une génératrice circulaire donnée.

Solution. — On construira d’aprés le numéro (48) le cone auxi-
liaire qui touche la surface suivant la génératrice circulaire donnée ;
le plan tangent a ce cone mené parallelement a la droite donnée sa-
tisfera a la question ; son point de contact se trouvera a l'intersection
de la génératrice circulaire avec l'aréte dans laquelle le cone est
touché.

Voyez (fig.8). sc estla ligne des centres, dd est la projection du
plan directeur, ab paralléle a dd est la projection de la génératrice
circulaire donnée. Les tangentes sa, sb sont les arétes principales du
cone€ auxiliaire qui touche la surface dans (ab). Soit sm la projection
d’'une droite auxiliaire menée par le sommet du cone parallelement
a la droite donnée, le point (m) ayant une hauteur égale a h. a’b’ est
la projection d’une section circulaire faite dans le cone par le plan
vertical ma'd’, paralléle a (dd) et mené par le point quelconque (m) de
la droite (sm). t’ est le rabattement de la tangente menée par (m) a
cette section circulaire, etc. , etc, enfin x est la projection du point
de contact du plan tangent cherché.

07. Cone et génératrice circulaire limites.— Construire un céne qua
louche une surface du second degré dans une génératrice circulaire a dé-
terminer et dont une aréte soct paralléle a une droite donnée.

Solution. Par un point quelconque de laligne descentres,on ménera
une paralleéle a la droite donnée et I'on prendra cette paralléle pour
I'aréte d'un cone ayant mémeplan directeur etméme ligne des centres
que la surface proposée; soit (fig. 2) sm la projection de cette aréte
ou de cette parallele a la droite donnée, le point m ayant une hauteur
¢gale a k. Ensuite on construira une section circulaire quelconque de
ce cone, ce qui se fera en menant par le point quelconque (m) de
cette aréte le plan vertical ab paralléle au plan directeur d de la surface
proposée ; la distance du point (m) au point ¢ dans lequel ce plan ren-
contre la ligne des centres sc sera le rayon de cette section circulaire.
r est cette distance ou ce rayon rabattu autour de la charniére ab.
Prenant maintenant ca = c¢b — r, ab sera la projection d'une section
circulaire du cone et sa, sh en seront les deux arétes principales. Pa-
rallelement a se, sb menant a la directrice de la surface les deux tan-
gentess’a’,s'h’, ces langentes seront les arétes principales ducone limite
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et la porde a’b’la projection de la génératrice circulaire limite, Cette
solution est basée sur le principe suivant tres facile 2 démontrer :

98. Propriété. — Deux cones du second degré qui ont méme ligne des
centres et méme plan directeur ont toutes leurs arétes respectivement pa-
ralléles lorsqu’une aréte de l'un est paralléle a une aréte de P'autre.

DY. Au moyen des problémes (54, 56) on résoudra facilement les
deux suivants que nous nous contentons d’énoncer:

060. Probléeme.—Construire la courbe susvant laquelle un cone circon-

scrit @ une surface du second degré et ayantson sommet en un point donné,
touche cette surface.

01. Probléeme. — Construire la courbe snivant laquelle un cylindre
circonscrit a une surface du second degré et paralléle a une droite donnée,
touche cetie surface.

62.Probléeme.— Construire la courbe de contact d’un conoide circonscrit

a une surface du second deqré et qut a pour plan directeur un des p!ans
directeurs de cette derriere.

Solution.—On prendra le plan directeur de la surface pour plan ho-
rizontal de projection et le plan de la directrice pour plan vertical de
projection. Cela fait, on coupera la surface et la droite qui sert de di-
rectrice au conoide par une série de plans horizontaux; chaque plan
horizontal coupera la surface suivant une eirconférence et la droite
en un point , duquel menant deux tangentes a celte circonférence ,
leurs points de contact appartiendront a la courbe cherchée.

Probleme.—Par une droite mener un plafn tangent a une sm"face du
second. degreé.

63.Solution.—On construirad’apres(62)les courbes de contact de deux
conoides circonscrits a la surface proposée et ayant pour directrice
la droite proposée et respectivement mémes plans directeurs que la
surface proposée; l'intersection de ces deux courbes sera le point de
contact du plan tangent cherché.

Autrement.— Le point de contact du plan tangent doit se trouver a
I'intersection des courbes de contact de deux cones circonscrits a la
surface proposée et ayant leurs sommets en des points arbitrairement
pris sur la droite ou bien a l'intersection de la courbe de contact de
I'un de ces cones avec la courhe de contact du cylindre parallele a la
droite donnée et circonscrit a la surface.

64. Probleme. — Parallélement @ un plan mener un plan tangent a une
surface du second degré. |
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Solution. — On cherchera l'intersection du premier plan directeur
-avec le plan proposé; parallelement i cette intersection on Imaginera
des tangentes a toutes les sections circulaires paralléles a ce plan direc-
teur; I'ensemble de ces tangentes constituera un cylindre paralléle au
plan proposé et qui touchera la surface dans un méridien dont le plan
passera par la ligne des centres et le point de contact de I'une des
tangentes citées (52). Le point de contact du plan tangent devra se
trouver sur ce méridien; il devra se trouver aussi sur un méridien
que 'on obtiendra en opérant de la méme maniére avec 'autre ligne
des centres et autre plan directeur; le point est donc déterminé par
Pintersection de ces deux méridiens. Or I'intersection de deux méri-
diens passant respectivement par les deux lignes des centres doit se
trouver sur la droite d’intersection des plans de ces méridiens. Mais
cette droite d'intersection est un diametre de la surface et Ia question
est ainsi ramenée a chercher les points dans lesquels une surface du

second degré est rencontrée par un de ses diamétres. Yoyez ci-apres
la solution de ce probleme.

05.Probléme.— Trouver les points de rencontre d'une surface du second
degré avec une droite qui rencontre une ligne des centres.

Solution.— Je prends cette droite pour aréte d'un cone ayant méme
plan directeur et méme ligne des centres que la surface proposée.
L'intersection de ce cone avec la surface sera uneou deux génératrices
circulaires qu'il suffit de déterminer pour que le probleme soit résolu.

Soient (fig. 4) sc la ligne des centres , dd la projection du plan di-
recteur, et sm la projection de la droite proposce, le point (m) ayant
une hauteur égale a k. Cela posé, par le point (m) je méne le plan ver-
tical ab parallele au plan directeur dd; ce plan vertical coupera le
cone suivant une section circulaire dont le centre sera en ¢ et dont le
rayen est la distance du point (m) au point c.On voit cette distance
Oul cé rayon rabattu en r autour de la charniére abh. Prenant mainte-
nant ¢b = ca = r, ab sera la projection de cette section circulaire, et
sa, sh seront les arétes principales du cone qui coupe la surface pro-
posée dans les deux génératrices circulaires projetées dans les cordes

a’b's a’b’. Done x, y sont les projections des points de rencontre de
la droite (sm) avec la surface proposée.

66. Probléme. — Par un point donné mener un plan tangent @ une

surface du second degré de maniere que le pownt de contact se trouve sur
un méridien donné.

\

- Solution.—Je concois le cylindre qui touche la surface proposée
suivant le méridien donné. Par le point donné je mene une paralléle
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aux génératrices de ce cylindre (52) et je détermine le point de ren-
contre de cette parallele avec le plan du méridien.

De ce point de rencontre je méne, d’apres (I'art. D) , une tangente
au méridien donné , le point de contact de cette tangente sera aussi
celui du plan tangent cherché.

67. Probléme.— Parallélement a une droite donnée mener un plan tan=
gent a une surface du second degré, de maniére que le point de contact se
trouve sur un méridien donné.

Solution.—Par un point quelconque de la droite proposée je meéne
une parallele aux génératrices du cylindre circonscrit a la surface du
second degré suivant le méridien donné ; je cherche l'intersection du
plan, passant par la droite proposée et cette parallele, avec le plan
du méridien donné.

Parallélement a cette intersection menant, d’aprés le numéro (57),
unetangente au méridien donné, le point de contact de cette tangente
sera aussi celui du plan tangent cherché.

DE QUELQUES INTERSECTIONS.

68. Probléeme. — Trouver Uinterscction d’une surface du second degré
avec un plan quelconque.

Solution. — Prenons le plan de la directrice de la surface du second
degré pour plan vertical de projection, et I'un des deux plans direc-
teurs pour plan horizontal de projection. Cela fait , on coupera la
surface et le plan proposé par une série des plans auxiliaires horizon-
tfaux; chaque plan horizontal coupera la surface suivant une circon-
férence de cercle et le plan suivant une horizontale ; les points de
rencontre de I'horizontale avec la circonférence appartiendront a I'in-
tersection commune.

69. Probleme.— Chercher Uintersection d’une surface dw second degreé
avec une surface cylindrique quelconque.

Solution. — Prenons pour plan horizontal de projection un plan
parallele au plan directeur de la surface du second degré, alors toutes
les sections horizontales seront des circonférences de cercle paral-
leles au plan horizontal de projection; et la solution revient a chercher
les points dans lesquels chacune de ces circonférences paralléles au
plan horizontal rencontrera la surface cylindrique.

70. Probléme.— Construire I’intersection d’une surface du second degré
avec une surface conique a base quelconque,

Solution. — En prenant , comme dans dans le cas précédent. pour
plan horizontal de projection, un plan paralléle au plan directeur de
la surface du second degré , la solution revient 3 trouver les points

dans lesquels chaque section circulaire de la surface rencontre la sur-
face conique, ce que I'on sait faire.
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