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donnant une solution de (1), pour k=PQ). C'est ainsi que I'éga-
ité
5.22—19.1=1

engendre celle-ci :
59 —95.4* = 1.

Soit, secondement, I'équation
Pxz® — Qy* =2,
que 'on suppose vérifiée par x==xa, y= . Il s’ensuit
(Pa® —1)* — PQ(«p)* = (QF* + 1)) — PQ(af)* =1,

par ou l'on a encore une solution de (1), pour k=QP. Par

exemple, de
15.5° — 11512 =2,

on conclut
116° — 1 495.5°= 1.
Relativement & ces équations auxiliaires, il y a lieu de rap-

peler les théorémes rapportés dans la Théorie des nombres de
Legendre, 1 partie, § VII. (La suite prochainement.)

SUR LA SERIE HARMONIQUE;

par M. E. CESARo0.

TarkoriMe. La somme des n premiers termes de la série har-
monique est comprise entreln+ 5 et In+1.
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De la formule connue (Cours d’Analyse de IUniversité de
Liége) :

I n 2[ 1 . 1 1
: n—1 Lam—1 3 (2n—1)5+"']’
on déduit la double inégalité :

2 n 1 1
2n—2<ln-—i <2|:9n-—1 +(§n—1)"+m]'

ou bien
2 a2 i)

2n—1 n—1 n n—1

Changeant nen n—1, n—2, ..., 4, 3, 2, et ajoutant, on ob-
tient, en désignant par S, la somme des n premiers termes de la
série harmonique,

1 1
98, —S. —2<2In <L S,,-——(i +—)
2 n

Or,
S S e 1 1 S5 i
a =S, —— A ——— s — L, =
: n+1: n+2. 2n 2
Si I'on remplace S, par S, + %, dansI'inégalité ci-dessus, celle-ci
subsiste 4 plus forte raison, et devient

s. =1 ez =g,

Done
In+5<S, <ln 1.

Note pu Repacreur. On peut, de diverses maniéres, déter-
miner des limites entre lesquelles soit comprise la quantité

A= 1
S,,=i+§+§ P e
1° M. Schlémilch a trouvé
ln+1)gs, <t +1lm+0() . . . . (4)

(*) Nouvelles Annales de mathématiques, 1859,
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2° Une simple considération géoméirique suffit pour démon-
trer la double inégalité

1(1?+1)<S,,<ﬂ—_1:'_—7+l(n+1)(').. i IB)

3° Le méme procédé donne

n-+1

141
2

g2 teln R W (C)

4° Enfin, sil’on part de la relation
S,=1n—g(n) + C,

dans laquelle 9 () est une quantité qui s’annule pour n infini,

et
C=0,577 21566k ... ,

on trouve

1 1 1 K
A D 1 rey
In h 2nﬂ+(}<S"< n+gn+C() : (D)

Si I'on compare les inégalités résultant de considérations €élé-
mentaires, on voit que celles de M. Cesaro ont l'avantage sur
toutes les autres, du moins & partir den=>5.

P.-S. Depuis que son travail est imprimé, M, Cesaro m’en a
envoyé un autre, dans lequel les limites In + 1 et In + 3 sont

remplacées par
I(n + 1) + 0,60 et I(n-+ 1)+ 035

Ces nouvelles limites sont remarquablement approchées.

(*) Traité diémentaire des séries, p. B4
(**) Mélanges mathémathiques, p. 164; Sur la constante d’Euler et la
fonction de Binel; etc.
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