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. 'Ces courbes sont sections planes du tore et de la eyclide. On
peut, sans difficulté, trouver un tore dont la section, sous une
inclinaison convenable, soit la parallactique, d’angle V, d’une

conique donnée. |

SUR LA CYCLIDE;

par EUGENE CATALAN (*).

Ceétte surface, étudiée d’abord par M. Charles Dupin (**), a été,
depuis quelques années, I'objet des recherches de MM. Mann-
heim, Picart, Roberts (***), et d’autres Géométres. Je me propose,
dans cette Note, de résumer la plupart des propriétés de la
Cyclide, en suivant, autant que possible, la marche indiquée par
M. Dupin.

4. DerivTioN DE LA SURFACE. La cyclide est Uenveloppe d'une
sphére S, tangente a trois sphéres données, Sy, S, S;.

Cette définition conduit & des calculs compliqués, et ne montre
pas clairement la forme de la surface. On arrive a des résultats

(*) Le Mémoire de M. Laquiére, qu'on vient de lire, m’'a rappelé une
Note sur la Cyclide, commencée il y a dix ans, et non achevde. Si je me décide
a la publier, telle que je la retrouve dans mes papiers, c’est parce que j'ai
I'espoir qu'elle pourra étre utile, sinon aux Professeurs, du moins aux
Eléves. /

(**) Correspondance sur PEcole polytechnique, tome I, p. 218, tome II,
p. 420; Applications de Géométrie, p. 200.°

(***) Nouvelles Annales de Mathématiques, tome XIX,l p- 67, tome XXIV,

pp- 97 et 169.
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plus satisfaisants, si I'on considére chaque nappe de la cyclide,
soit comme le liew d’une circonférence qui tourne autour d’une
droile fixe, en s’appuyant sur deux circonférences données, soit
comme une surface canal, enveloppe d’une sphére S, dont trois
positions particuliéres sont Sy, S,, S;, et dont le centre décrit une
certaine conique. La concordance entre les trois définitions peut
étre prouvée comme il suit.

2. Soient : ¢, ¢,, c5 trois circonférences données; Q, w, deux

Fig. 1.
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circonférences conjuguces (*), tangentes aux premiéres. Soit
enfin ¢ une circonférence variable, tangente & Q, , et dont trois
positions particuliéres sont ¢, g, C5. Pour fixer les idées, nous
SUPPOSEroNs €y, Cg C3 exiérieures & w, intérieures Q; et, con-
séquemment, o intérieure a Q. On peut regarder ¢y, ¢, ¢35, @, Q
comme les seciions principales d’autant de sphéres Sy, S,, S;,
¢, 2, et la circonférence ¢, comme la section principale d’'une
sphére S, tangente a ¢, 2, et dont trois positions particuliéres
sont Sy, Sy, Sz.

8. On sait, et il est d’ailleurs évident, que le licu des centres c

Fig. 2.

(*) Cette expression signifie que chacune des circonférences données est
intérieurc & I'une de ces deux-ci, et extéricure & l'autre (Théorémes et pro-
blémes de Géomélric élémentaire, p. 164.)



est une conique ayant pour foyers les cenires o, Q (*). D’aprés
les hypothéses précédentes, cette conique est ici une ellipse. E.
Un point queleconque de cette courbe est également distant des
circonférences directrices », Q : en particulier, les extrémités A, B,
du grand axe, sont les centres de deux circonférences Az, Bf3
tangentes, chacune, aux deux autres.

4. Le plan des centres ¢, ¢, ¢z, @, Q, ¢ étant supposé hori-
zontal, prenons AB pour ligne de terre. Soient alors, dans le plan
vertical de projection, CoD) une circonférence tangente, en w,
a AB, et ABM le triangle circonscrit & CwD. Je dis que le céne
de révolution, dont AMB est la section principale, a pour base
Uellipse E. En effet, d’aprés le théoréme de Dandelin (**), I'un
des foyers de la trace horizontale du cone est le point de con-
tactw : cette trace, ayant mémes sommets et mémes foyers que E,
coincide done avee E.

5. Quand la circonférence CoD varie, le sommet M du cone
décrit une hyperbole H ayant pour sommets les foyers », Q de E,
et pour foyers, les sommets A, B de cette ellipse (***).

6. Soient cw, ¢'M les projections de la génératrice qui a pour
trace horizontale le centre ¢. Soit P le point (projeté en p’) ol
cette droite perce le petit cercle de contact entre le cone et la
sphére CoD. On a

M¢ = MP -+ Pc =MC ~+ cw (1v).

(*) Suivant I'usage, la méme lettre désigne souvent une circonférence et
le centre de cette ligne. i

(**) Ce théoréme, évident  I'inspection de la figure, est souvent attribué
a Montferrand et a M. Quetelet : il parait di & M. Dupin. (Correspondance,
tome IT, p. 424.)

(***) Nouveaux Mémoires de I’Académie de Belgique, tome II, p. 172. La
sphére dont CwD est la section principale, touche, en ®, le plan horizontal;
elle touche le cone suivant le petit cercle dont la projection est CD; ete.

(1v) Clest ainsi que Dandelin démontre son curieux théoréme.
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Soient F, G les points ol les génératrices principales MA, MB
percent les sphéres Ac, Bf; tirons FG : il est visible que cette
droite est paralléle a CD, et qu'elle représente la section faite,
dans le cone, par une sphére ayant son centre en M. L'égalité
précédente peut étre éerite ainsi :

M¢= MF — aw + co;

ou, si 'on appelle » le rayon de la sphére S dont ¢ est la trace

horizontale :
M¢ =1 + MF.

Cette relation prouve que : 1° la sphére décrite du point M
comme centre, avec MF pour rayon, est tangente a {loutes les
sphéres S, el, en particulier, aux sphéres données; 2° le liew des
points de conlact est la circonférence FG; 3° la sphére FMG est
Pune des sphéres S; 4° Uenveloppe des sphéres S coincide avec la
surface engendrée par la circonférence FG.

%. Les courbes H, E étant conjuguées, tout cone ayant pour
base H et pour sommet un point de E est un edne de révolu-
tion (théoréme connu). Il en est ainsi, en particulier, de celui
dont le sommet serait ¢. Ce cone touche done la sphére s suivant
un petit cercle projeté en kl. Cette sphére s joue le réle que
jouait, tout a 'heure, la sphére S; non-seulement la surface
cyclide, enveloppe de S, est I'enveloppe de s; mais cette surface
peut aussi étre engendrée par la circonférence I De plus, ces
deux circonférences se coupent en un point situé sur la généra-
trice Mc, et dont les projections sont ¢, q.

8. PLANS DES CIRCONFERENCES GENERATRICES. D’aprés un autre
théoréme connu, la droite FG passe par le centre R de similitude
directe des circonférences Ae, Bf ; donc les plans des circon-
ferences FG se coupent tous suivant une méme droite, projetée
verticalement en R. De méme, les plans des circonférences kl se
coupent lous suivant unme droile projetée horizonlalement au
point 1, centre de SINILITUDE INVERSE des circonférences Aa, Bf3,



= K=

9. Si F, G’ sont les points ou la droite FG, prolongée, ren-
contre de nouveau les circonférences Aa, B3,on a simultanément :

RF' Re RF _Rz‘
RG Rg RG Rp.
R«.Re = RF'.RF; RG.RG'=RB.R¢';
relations d’ou I'on conelut :

RF.RG = R«.Rf = R« RE'.

Ainsi, la droite RR' est Uaxe radical des circonférences », Q.
On prouve, avec la méme facilité, que rr' est Vaxe radical des
circonférences A, B (*).

10. AuTres MODES DE GENERATION. Le triangle FMG étant
isoscéle, les perpendiculaires en F, G, aux cotés égaux, sont
égales; donc leur point de concours T est sur r'. Ainsi, le liew
des sommets T des triangles isoscéles FTG est la verticale rr'. Mais
ce triangle est la section principale d’'un cone de révolution qui,
¢videmment, touche la cyclide en tous les points de la circonfé-
rence FG. Done : la cyclide est Uenveloppe d’un cone de révolu-
tion dont la section principale est tangente aux circonférences
données A, B, et dont le sommet décrit Uaxe radical de ces lignes.

Pour la méme raison, la cyclide est lenveloppe d’un cone kil,
dont la section principale est langenle aux circonférences Q, o, et
dont le sommet décrit Uaxe radical de ces lignes.

1. LicNEs DE COURBURE. Les cones FMG, lek élant normaua i
la surface, les lignes de courbure sont les circonférences FG, ki
Ainsi, dans la cyclide, les lignes de courbure de chaque systéme
sont des cercles. Ce beau théoréme, di & M. Dupin, a été com-
plété ainsi par MM. Dupin et Mannheim : toute surface, dans

() Cette vérification est méme inutile, attendu que les deuw systémes de
circonférences sont, pour ainsi dire, conjuguds l'un de Pautre.
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laquelle les lignes de courbure de chaque systéeme sont des cercles,
est une cyclide.

192. NappES DE LA SURFACE. Soient, comme ci-dessus (2), ¢,
¢y, ¢; trois circonférences données, sections principales des
sphéres données, $, Sg, §3. Soient », O les deux circonférences
conjuguées dont il a été question, tangentes & ¢; cg, ¢z. On a vu
que le lieu des centres des circonférences tangentes 4 , Q est
une ellipse E, et qu'il en résulte, comme nappe de la cyclide, une
surface-canal ayant pour axe E. La forme de cette nappe est &
peu prés celle d'un tore a section méridienne variable. Nous
dirons, pour abréger, que cette nappe est un tore elliptique.

Soient maintenant e, Q, deux autres eirconférences conjuguées,
tangentes aux circonférences données.

Si une circonférence est tangente & o, Q, son centre se trouve,
ou sur une ellipse E,, ayant pour foyers les centres w;, Q;, et pas-
sant par les centres donnés ; ou sur une hyperbole H, (non tracée
sur la figure), homofocale avec E,. L'enveloppe de cette circon-
férence variable sera la section principale d’une nouvelle nappe
de la eyclide. Mais ¢y, ¢,, ¢z doivent étre trois positions particu-
lieres de cette circonférence; done, d’aprés la disposition des
données, la deuxiéme nappe de la cyclide est un tore elliptique :
il en serait de méme des nappes déterminées par les deux der-
niers systémes de circonférences conjuguées. La méme conclu-
sion subsiste dans tous les cas, ¢'est-a-dire quelle que soit la dis-
position des sphéres données. En effet, chacune des nappes peut
toujours étre engendrée par une circonférence coupant orthogo-
nalement deux circonférences données, de manicre que son plan
passe par Pun des centres de similitude; et il est visible qu'une
pareille génération ne peut donner lieu qua unesurface limitée (*).
Par exemple, dans la figure 2, bien que le centre de la sphére
FMG parcoure complétement les deux branches de I'hyperbole H,

-

(*) Nous faisons, bien entendu, abstraction du cas ou I'une des circonfé-
rences diréetrices se changerait en ligne droite.
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I'intersection FG ne déerit que le tore elliptique considéré
ci-dessus.

13. Lieux DES CENTRES DES LIGNES DE COURBURE. M. Mannheim
a démontré que chacun de ces lieux est la podaire d'une des
coniques E, F. Cette propriété résulte aussi de I'inspection de la
figure. En effet, la bissectrice de I'angle FMG, tangente a I’ hyper-
bole H, est perpendiculaire au milieu de FG.

.................................

PROBLEME D’ANALYSE INDETERMINEE ;

par M. S. REALIS, ingénieur & Turin.

Assigner, d’'une maniére directe, une infinité de solutions
entieres de Uéquation indélerminée

2 2

o+ —nzt =1,

dans laquelle n est un nombre de la forme p? + 1.

Nous distinguerons deux cas, selon que n est pair ou impair.
On a, dans le premier cas, pour n =2, 10, 26, 50, ...:

(@* — 1)* + (a® + 2a)* — 2(a®* + a)' =1,

(3a%— 1) + [ (36° + 2a)]* — 10 (3a* + 5a) =1,
(136 — 1)? + [15(80® + 20) ) — 26(1530® + Ba)t =1,
(25a* — 1)* + [25 (7a* + 2a)]' — 50(254* + Tajt =1,
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