SUR QUELQUES DEVELOPPEMENTS DE cosmz ET DE sinmz.

1. Le théoréme de Moivre donne, comme I'on sait (*),
cosmx = cos™x — C,, s cos™*xsin’x + C,, (c0s™*xsin'c — .5 (1)

m étant supposé entier et positif. :

Si I'on remplace sin%x par 1 — cosx, le second membre peut
étre ordonné suivant les puissances décroissantes de cos x, puis-
sances dont les exposants sont de méme parité que m. Ainsi, sous
forme abrégée,

cosmx=2A,,cos’""’:c.. N (Y]
p=0

®. Cette formule (dans laquelle A, est encore inconnu) en
donne plusieurs autres.. '

1° Si I'on change x en 7—x, le terme général devient
Aq, sin™—%Px. Quant au premier membre, il se transforme en

cosmx, sinmx, —cosmx, — sinme,

(*) Cours d’ Analyse de I’ Université de Liége, p. 180,
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selon que

m=4p, m=lp+1, m=lp+2, m=4p+3.

Par conééquem :
€os mzT =2 Aypsin™=%x, (m=4p) .
=0
— COSMXT =2 Agysin™ %y, (m = bp + 2)
=0

sinma =3 Ag,sin™ ¥z,  (m=4dp +1)
p=0

.

— sinmax =20A,,, sin™*x. . (m=4u+3)(")
P=!

(B)
(©
(D)
(E)

2° Si 'on prend les dérivées des deux membres, on trouve :

sinmx

m—2 .
- =+E——pA,,,sm"“""'m, e
sin x & om

i . —2
Sln mx —_ 2 m P Azpsinm—ip—lw’ (m = 4-#)

(4')

(B)

cosx =
sin mx m—2p

= A, sin™-— =4u+2) (¢
pov on 4p SID xz, (m u+2) (C)
cosmx

cosx =

cosmr 2 m—2p
€os & = om

8. D'aprés la formule (1),

Ag=1 + Cm.: + Cm,l + Cm.o e

m—2 . ,
=+ 2 - pA,,,sm"""’":r, (m=4p+1) (D)

Agsin™ g, (m = dp+3) (E)

_(*) Les formules (A), (B), (C), (D), (E)sont dues, les unes a ViitE, les
autres a Jacoues BernouLL1. Lagrange les a démontrées dans les Legons sur
le calcul des fonctions (JoURNAL DE v’EcoLe poLyrECENIQUE, 12¢ Cahier). La
démonstration de Cauchy, préférable a celle de Lagrange, cst encore tlop

compliquée (voir la Trigonomdéric de M. Serret).
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Le second membre est la somme des termes de rang impair,
dans le développement de (1 + 1)™. Ainsi (*)
Ae=2"% . . . . . ... (9
4. Afin de déterminer les valeurs des coefficients Ag, A, ... Agp,
prenons, deux fois de suite, les dérivées des deux membres (**),
dans I'égalité =
cos ma:=2 Agcos™¥x; . . . . . . (A)
p=0
savoir : .

msin mx = sin mz (m— 2p)A2p cos™ -1,
m’cosmx ?E(m-—?p)A,,,[cos‘”"”.z:-(m-_Qp—'l)cos"‘—a""’x('l _—cos*a_c)] ,
ou
éﬁ’cos mx e:E(m—&;i)A,,,[(m —2p)eos™Px— (m—2p —1 )coé"‘"""x].

Dans le second membre, le coefficient de cos™—2x se compose
de (m-—2p)?Aqp, diminué de (m—2p—+2)(m—2p+1)Agp_a (").
Dans le premier membre, ce coefficient est m2A,.

On a dong, entre Agp et Agy o, la relation

m*Ag, == (m — 2p)*Ay, — (m — 2p + 2)(m — 2p + 1)A,, ,;

*) Cours d’A nalyse, p. 54.
(**) Cette méthode, beaucoup plus simple que toutes celles que I'on con-
naissait, est due a M. RonkaRr, jeune ingénieur des Mines, et 'un de mes
meilleurs éléves. .
(***) En effet, l'éhsemble des termes positifs-est -
M3, COS™L + (M — 2)%A, cos™2% + (m — 4)°A cos™ 4% 4= +--,
et 'ensemble des termes négatifs :

— m(m — 1)A,cos™—3x — (m — 1) (m — 3)A cos™—4x — ---

Cette remarque est faite pour ceux de nos jeunes lecteurs qui ne seraient
pas familiarisés avee la notation E.v
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ou, plus simplement,

A,‘,_g.

- 1\*(m — 2p + 2)(m — 2p + 1)
A= (_) pn—p)

2
La valeur initiale étant, comme on I'a vu, Ag=2m—1, on
trouve, successivement :

m
A2 = - 2";—3 Cm—l,l ’
m—1
A=+
=+ 5 Um-2,25
m—2
5
ct, en général,
m
Agy = (— A)p2m -2~ Coppr « - - . (3)
’ m — p

8. ArpLicaTion. La derniére formule donne :

Pour m=4: A,=38, A= —38, Aj=1;
» m=35: A,=16, A= — 20, ) A;=35;
» m=06: A, =32, A,=—148, A;=18, A;=—1;
» m=17: A=064, A;=—112, A, =56, A,=—1T.

Substituant dans les relations (A), (B), (C), (D), (E), on
trouve : ‘

cosixr = 8cos'r — 8cosx + 1,

cos B = 16 cos’x — 20cos’x + 5Vcosa:,.

c0s 6x = 32cos’x — 48cos'y +- 18cos’x —1,

cos 7% = 64 cos’x —112cos’x + B6cos’s — 7cosx, -
cosdx = 8sin‘zx — 8sin’x + 1,

€0s6x = — 32sin°c -+ 48sin‘y — 18sinx + 1,

sin 5z = 16 sin®x — 20sin’c + Bsinzx,

" sin7x = — 64sin’x +112sin®x — 86 sin’x + 7sinx;
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puis, en prenant les dérivées (*) :

sin 4x ' : ‘
—— = 8cos’xr — 4cosz, R
sinx - X
sin 8x :
—— = 16cos*x — 17 cos’x + 1,
sinx
sin6x i
- = 32cos’x — 32cos’x + 6cosx,
sinx
sin7x
—— = 64 cos®x — 80cos*x + 24cos’x — 1,
sinx
sin 4x . .
= — 8sin’s + 4sinx,
cosx
sin 6x . o -
= 32 sin’x — 52sin’x + 6sinx,
cosx
cosBx . .
= 16sin*x — 12sin’x + 1,
cosx '
cos7x . . .
——— = — B4sin®x + 80sin‘x — 24sin’*x-- 1.
cOsx

6. EquaTions RECIPROQUES. Si, dans la formule connue (**)

4 .
Z,= = [2" + Cp22m (2 — &) + Cp 2™ (B — 4P + -],
on fait z = 2cos, le second membre devient

2[cos™x — C,,,2c08™*xsin’x + C,, 4cos™ *xsin'c — . -] = 2cosmz.

Ainsi.Zyn = 2 cosma. Par conséquent, le développement de la
fonction Z,, , ordonné suivant les puissances décroissantes de z,

(*) Ce calcul est plus simple que Pemploi des formules (A’), (B'), ...
(**) Cours d’Analyse, p. 286.
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est, en vertu de la formule (A) :

’ ] m—3p—1
n=3(g " m

=0
ou, plus simplement,

Z,=Y (—1y

=0 m—’p

m

Copp?™*. . . . (F)

Telle est I'expression du terme général de la suite récurrente
définie par la relation
Z”l = Z,,,_lz —_— Zm_g y

et dans laquelle

(E. CatALAN.)

P.-S. — M. Le Paige m’a fait observer que la méthode trouvée
par M. Ronkar I'a été, antérieurement, par M. Yvon VILLARCEAU
(Comptes rendus, tome LXXXII).
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