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la distance qui les sépare. Si L, M, N sont trois points équi=
distants sur la droite, déerivant des courbes fermées, dont les
aires soient A, ¢, v, on aura p.= l_j‘f'—v; etc. ...

Mais nous ne voulons pas pousser plus avant ces considéra-
tions exclusivement théoriques; nous avons tenu a indiquer,
simplement, quelques conséquences de I'ingénieuse conception
servant de base a la théorie du planimétre polaire de M. Amsler.

(La suite prochainement.)

DEMONSTRATION ELEMENTAIRE DE LA FORMULE
DE STIRLING;

d'apres M. J. W. L. Guasuen, F.R. § |

par M. P. MansioN, professeur a I'Université de Gand (*).

|
FoRMULE FONDAMENTALE.

Considérons I'expression

[(x) = (3 I .1")‘ (.‘j + J:)“ 5 (Qn e :()g,,_H.

53—x/ \b—=x 2n + | —x

(*) Proof of Stirling’s Theorem, by J. W. L. Guaisuer F. R. S. (Quarterly
Journal of Mathematics, n° 57, 1877, pp. 87-63). Addition by Professor
Cavrey (fbid., pp. 63.64). Nous complétons la démonstration des savanls
anglais en prouvant que 4.2.5....n est compris enfre les deux valeurs appro-
chées trouvées par eux. Du reste, le principe qui donne la formule fonda-
mentale peut servir a trouver les valeurs d’un grand nombre de produits
indéfinis.
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Prenons les logarithmes népériens des deux membres :

If(a)y=sl DKl e (20 + 1)1
g Fg Fratd
3 b In+ 1

Développant chacun des logarithmes en série, par la formule

connue, on a:
I (x) = 20z + 2 agraci ]
)= ZRT 4+ et e TP o

( [5 G

[i x ! i ]
e e 2 O
5(2n + 1)} 520+ 1) ;
En particulier

If(1) = 2n + 2u,

ou
f(” — e!n+2n,

si I'on pose

[-l*l 151 ]
==t e R
sl s il it
11 i5d ]
S b e SR
SO
-+

- 1 1 = 1 L] -
[5 @n+1F B (2n+1) ! ]
D'autre part, I'expression qui définit f(x) devient, pour & == 1,

o= G- (5 - mae

En égalant les deux valeurs de f(1), on trouve:

%
e __(n. 4 A

X (1.2.5. ...ﬂ)!‘



s s
d'ou
1
1.2.5..n=(n 4+ 1)Fig " ="+ (*I + 1)“‘2&""“.
n
Mais
(1 +._)u+-= n+‘)](i+ )
n
done
g
1.2.5 . 0= 0"t gn (T rI() -
Nous allons prouver que le dernier facteur est compris entre
e —_
V or el Vﬂﬂﬂm.
X

VALEUR APPROCHEE DE 2.

La quantité u est la somme de n séries. La premiére,

i ] 11 171
EE et S
55" o &

est moindre que

11:1 1 1 G| 1(1 1)
=+ =+ == A el
53] iy LIS ] 55 —1 6\2 4

Les (n — 1) suivantes sont, respectivement, moindres que

1 (’I ‘I) 1 ('l 'I) 1 (1 1 )
Gi\h -6l 2608 B’ E\on 242

La quantité » est done inférieure &

‘l(l 1 )_1 1 .
6\2 9on -+ 2 T2 120 +12

Considérons maintenant

1 1 1 1
2 =[§ (2n 4 3)* =g (2n + 3)* > ]
1
5

[‘l 1
+ -
3 (2n + 5)? i

.

1 1 i 1
4 [— -+ — + e |
3(2n +2p 1) 5 (2n -+ 2p--1)* ]
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On (rouve sans peine, comme ci-dessus,

1 ( 1 1 )
V- |l——m— .
<(3 9+ 2 2+ 2p+2
Par conséquent,

1 (1 1
U+ v <G(_——r——)'

2 9+ 2p+2

Si, n étant fixe, p eroit indéfiniment, w —+ v tend vers une
limite C, indépendante de n et de p, et inférieure & . En méme
temps, v tend vers une limite plus petite que

] 1 1 1

62n-+2 120+ 12 120 1 + 3

1
0<C—u<L Ton 1——+—;_-,
c'est-d-dire, si n est supérieur & 1,
—E — —(2+-l— — l—-+ —J—.——elc.;
190 1208 120°

el,sin=—1:

1
=0 —u =0

24

Ces inégalités vont nous en donner d'autres, plus importantes.

190§

VaLEUR AppRociEE DE (n ~+ H1(1 + 3) —

On a, n étant égal ou supéricur & 1,

St | 1 1y {1 1 1
(-u—e—-—)l('l +—)= n -+ —) - — 4 —— Cle.
2 n UM R s i

g (I l)'l (1 1)14_('1 1)1 e
W 3 9.9 it BT aTs et 5 .92.4lnt S

gl 2
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car le terme général du second membre est

1 1 —
( s _.) L e Ly
k+1 2k | n* 2k (k + 1) nt
Méme pour n =1, les termes de ce développement vont en

décroissant, en valeur absolue, & partir du troisiéme. En effet,
le rapport de deux termes conséeutifs, pris positivement, est

K 1 K 1

) ) A e

quantité inférieure & Punité, si k est égal ou supérieur 4 5. On
peut done écrire, méme pour n —1,

1 (a l) 1 (I i) I ! : ar g ete
2 = -= —_———— —_—— s
i 2 5 n 190 = A9 40n*

Par suite (1I):

1 1 1
1—-—-C<(n+§)l(-l+;) = w(l-—-()+?|§’-a—w:

u'-—(.i 3)1 (I -1)1
M2 40/ 12 13 n"‘+

Le terme général de la série w est

1 L\ k=251
(_')‘(9 2% Eﬁ‘)_""("” 12k(k + 1) %

k étant au moins égal & 4. Le rapport de deux termes consé-
cutifs, pris positivement,

(k = A)(k—2)k(k +1) 1 kk—1) 1 ( 6 )1
(k—2)(k—3)(k+ 1) (k+2)n (k + 2)(k—3)n

va sans cesse en diminuant, si k& augmente. Lorsque n = 2, il
est égal & 1, pour k — 4; inférieur & 1, pour les autres valeurs
de k. La série w, dont les termes vont toujours en décroissant,
en valeur absolue, et sont allernativement positifs et négatifs,
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a donec une somme posilive. Par conséquent, n surpassant

I'unité, on a

1 C<(n 1)](14—1)— = 1
ok i pa i e A

La méme propriété subsiste pour n=1. On a, dans ce cas,
comme le prouve un caleul direct, a cause de 12 = 0,69515 :

1 (n+1)l(1+{)<104 l+1'
< 3 = & < o1’
puis

1 1 1
zi . 1( o e
1 C<(n+2) 1+n) u< i C+{2

Done, pour toute valeur entiére de n,

1 (]
(n+1—)](l +—)—u=l-——C+———,
2 n 12n

6 étant compris entre 0 et 1.

v

DETERMINATION DE LA CONSTANTE.

D'aprés le paragraplie précédent, la formule fondamentale

devient
0

1
= — g AT i,
255 =t =tn e o

ou, en prenant les logarithmes des deux membres, et posant
1 —C=G:

101.2.5 6+ (n )1 : 0
e dan D e wa == - (N +~|lN—N4+—. . .
n) + |1 5 o
De méme, 6 étant compris entre 0 et 1,
1{1.2.3...2n —1.2n) =G + (‘.!n +i)l‘211—9ﬂ+ ol
) 12.2n

V. &
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ou

_— 1 1 0
2.5 ..2n—1.2n)= P - — 12— —(2
1(1 .2.5 .. 2n—1.2n) G+(2n +2)lu +(2n +2)1 M+ 24ﬂ( )

Ajoutons, aux deux membres de Tégalité (1), 1(2") =n(12);
il viendra

1 ]
1(2.4.6 ..2n)= G + (n +-9-)]u+n12——n+m- =i(5)

Done, par soustraclion,

R 1 ¢'— 20
](I.3.5...2n—1)='nln+ (n +—2)12-—'ﬂ+m; . (4)
puis
A L AT 1 1 4o — o'
2 M2 N el s ok sy )
1.3.5..2n—1 2 2 Sl

Doublons les deux membres de la derniére égalité, puis rétran-
chons 1(2n) = 1n + 12. Le résultat est

(6)

2.9.4.4.6.6..2n—2.91—2.2n 4o —0o
| —9G — 212 + .
i.5.5.5.5.7...2?1——3..‘21@-—1.21&—!} 12n

Si 2 eroit indéfiniment, on a, d'aprés la formule de Wallis,
(Densyes, Caleul intégral, n® 69; Serner, Trigonométrie, n° 188),

z .. 2.2.4.4.2n—2.2n

SHE )
1.5.5.5...2n —1 .2n—1

La relation (6) donne done
1 (f) — 96 —2l2,
2

ou

1 (=
G =2ui= (,)-_—1\/ ’
1 +21 5 by 2
Par conséquent,

= Var
e{.‘.:c{ C____L,l T 2?_’



et, finalement,

0
o — N
1.2.5..0n=V 2mn"e "

ce qui est la formule de Stirling, sous sa forme élémentaire.

M. J. Seraer a donné, de cette formule eélébre, une démon-
stration trés-élégante (%), qui, de méme que la préeédente,
repose uniquement sur la formule de Wallis, et le dévelop-
pement de 1 (1 + ) en série, pour 2 < 1; mais elle est moins
naturelle, et le principe en est moins fécond. Toutes les autres
démonstrations sont basées sur des recherches trés-délicates,
relatives & la théorie des intégrales définies. La plus simple,
insérée par M. Liovvitte & la fin des Lecons d’Analyse de
Navier (**) est loin d'étre rigoureuse; et, quand on y fait les
modifications nécessaires pour la rendre inattaquable, on lui
fait perdre son caractére élémentaire.

Notes pu Repactevr. — I. Cette démonstration élémentaire
est, on doit I'avouer, longue et difficile. De toutes les démon-
strations de la formule de Stirling, la plus simple, sans contredit,
est celle que M. Serret a insérée 4 la suite du Calcul intégral de
Lacroix (1862, t. II). On en trouve une aulre, plus compléte,
dans les Mélanges mathématiques.

I1. Si nous avons publié la Note de M. Glaisher, c'est i cause
de la formule fondamentale. Comme le fait observer M. Mansion,
I'idée du savant Géométre anglais est souvent applicable. Parmi
les produits indéfinis remarquables, citons seulement celui-ci :

P) (4)%(’6.8); (10.12.14.16);
1\3/ \5.7/ \9.11.43.13 ?

dont la limite est le nombre e (***).

- (") Cours de Caleul différenticl et intégral; t. 11, pp. 206-215.

(**) Résumé des Legons d’ Analyse donndes & U'Eeole polytechnique, par
M. Navien, suivi de Notes, par M. J. LIoUVILLE; Paris, Carilian-Geeury et
Ve Dalmont. 1840 t. II, Note IV, pp. 352-559.

(***) Sur la constante d’Euler et la fonction de Binet (Jounat b Rsar, t.I)



T angis

[1I. Daprés les derniéres formules des paragraphes L et IV :

Iim[(ﬂ+é)l(-! + %):l——limu= 1 —-C=él(2ﬂ).

Mais :

Iim[ul(\i +%—)]:Ie= i ]ile (-1 +%)]=0;

done
limu =1 — §1(27),
ou bien

. 1 1
§= [3(9:1 + 1)2 5(2n + 1) 53 7(2n + 1)°

S ---]mi—i—l(?x).

Ainsi, la série double, contenue dans le premier membre, a une
limite remarquable.

1V. Pour la transformer en série simple, il suffit d’employer
la formule connue

1 1 2% — )"
_£‘+—.:+*;-+-"=-11‘~f332p4(— s
=ip 5 7 1.‘2..-2}9

3

dans laquelle Byp_ 1 est le p¢ nombre de Bernoulli. On trouve

— 1) 1 (@1
S B TINCRENE 9 SR
[ St 1 2.5 ] [ 5 “1.2.5.4.5]
£ “)“-—l 1
i sal = b
-I-[ 7] 2 (27),

® et p(ef4e7)— (F— e

_[ S - do —2 -j- 1(27);

V. La formule de Stirling, compléte, est, comme I'on sait,

ete.

12300 = 0"V 20 (l +¢,),



ot

¢, ayant pour limite zéro. De plus,

1 r22+1 2n+1 2043 i_ran+2 b
1 4+¢,= [ . -J x[ :
val 22 2042 242 M1 lm-—l

An + 2 8n 1. - :
x[’m-v—iWSn-—l]X” O

— O E——

SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSEES.

Question 304,

Démontrer que : 1° les surfaces représentées par les équations
2 2 2 2 2 2

X 1 z o e

T 7 s e R g . =
b (o BT

=1

admettent huit points de contact, si la condition

& i
-+ E +—=
o isbia
est remplie; 2° si Uon méne, en ces points, les plans tangents,
on détermine un corps dont les faces opposées sont semblables et
paralléles, et dont le volume a pour expression
& (abe) %

5 (opy)*

(TODHUNTER.)
Les plans tangents & ces surfaces ont respectivement pour
équations :
7 m Y J 2% Y 9L

BTy T:'l’ ;3_+TJ5_+ S

x, y, z désignant les coordonnées du point de contact.

(") Journal de Resal, tome I, p. 253.
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