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SUR LES TRIANGLES HOMOLOGIQUES;

par M. NEUBERG.

1. Soient
[(x; Y, 2) = Aua® + Apy® + Agyz® + 20y + 24,200 + 2452y =0,

I'équation d’une conique S rapportée au triangle de référence
ABG; /3, fi, f5 les moitiés des dérivées partielles de f(zx, y, 2).
Les polaires des points A, B, C, représentées par (*)

fr=Aux + Apy + Az =0,
fg=Aglw -+ Aggy+ A232=0,
fa=-A51i1'-' +A52y + Az =0,

forment un triangle A'B'C’, appelé polaire de ABC par rapport
4 8. Les points d’intersection des cotés correspondants des deux
triangles sont déterminés par les équations

=0, fi=0; y=0, fi=0; z=0, f;=0;

auxquelles on peut substituer :
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On voit facilement que ces points sont situés sur la droite re-
présentée par

Par conséquent : 1° Deux triangles polaires réciproques par
rapport & une conique Sont homologiques; 2° Uun de ces trian-
gles étant pris pour triangle de référence, les coordonnées de Uaxe
d’homologie (*) sont inversement proportionnelles aux coeffi-
cients des rectangles des variables dans Péquation de la conique.

2. Si, entre les équations de A'C' et B'C/, on ¢élimine z, on
trouve , pour I'équation de la droite CC',

Ajx + Au?j: Ags 0
=0
Aglff -+ Au‘fj, Ag;

ce qui revient &
— Byx + Byy=10;

Bis> Big .. désignant les mineurs du déterminant

Ay Ay A
Aoy An Aes = 0.
Az A A

De méme, les droites AA/, BB’ peuvent élre représentées par
— Bﬁly -+ BQI =0 PR Bigz + Bg;r,m = 0.

On en conclut que AA', BB’, CC' se coupent en un méme
point (le centre d’homologie des triangles ABC,A’B'C’) dont les
coordonnées sont inversement propm‘tionnelles i Bgs, Bars Buae

L enllse s cnnepilig ol SEL iR

(*) Nous considérons comme coordonnées d’une droite (coordonnces tan-

genliclles) les coefficients de son équation en coordonnées poncluelles.
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Mais I'équation de S, en coordonnées tangentielles, est
Bi0* + Bor® 4 Biv® + 2Bopy + 2B, - 2B =0;

par conséquent : élant donnés deux triangles polaires récipro-
ques par rapport G une conique, si Uon prend Pun d’eux pour
triangle de référence, les coordonnées du centre d’homologie sont
inversement proportionnelles aux coefficients des rectangles des
variables dans Uéquation de la courbe en coordonnées tangen-
tielles.

8. Deux triangles homologiques ABC, A'B'C' sont toujours
polaires réciprogues par rapport a une certaine conique.
En effet, prenons ABC pour triangle de référence, et soit

I'équation de I'axe d’homologie. Les cotés de A’B'C’ peuvent étre
représentés par des équations de la forme

me+u=0, py+u=0, ¢z+u=0;
lesquelles se raménent aux suivantes :

Ak + Apy + Az =0,
Au + Apy + Az =0,

Aai;r == Asgy B Aa =

Done ces droites sont les polaires de A, B, C par rapport 4 la
conique ayant pour équation

EA,,xi 4 QEA,,my — (i)

Voici encore une autre démonsiration du méme théoréme.
Soient a, {3, y les coordonnées du centre d’homologic, ABC élant
le triangle de référence; celles de A’, B/, C’ peuvent étre dési-
gnées, & un facteur prés, par

"";ﬁs Y “,ﬁ', Y @, .Ba'?’*'
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Exprimons que A’ et B’ sont sur la polaire de C par rapport & une
conique ; nous aurons
A;“G' -+ A;g@ 4 1\557 == 0,

Az + Apf'+ Agy = 0.

On satisfait & ces équations en posant

a6 — «a
Au=p—f, Ap=oa-— oy A53='u'
v
1l en résulte que les triangles ABC, A’B'C’ sont polaires réci-
proques, relativement & la conique représentée par

EEK:—S’/-:CE—I— 22(a—a’)yz=0.

4. Deux triangles homologiques ABC, A'B'C’, donnent lieu &
deux hexagones remarquables.

Le premier de ces hexagones a mémes sommels que les trian-
gles. Les diagonales AA’, BB’ CC’ se coupent en un méme point;
done il est circonscriptible & une conique S' (réciproque du théo-
réme de Brianchon).

L’autre hexagone est formé par les cotés des deux triangles.
Ses cotés opposés se rencontrent sur une méme droite (I'axe
d’homologie); par conséquent, il est inscriptible d une conique S”
(réciproque du théoréme de Pascal).

Conservons les notations des numéros précédents, et cher-
chons I'équation de S”. Supposons qu’elle soit

Cux® 4 Casty® + Cs3z® + 2002y + 2Cyyz + 20522 =0.
Les points ot S” rencontre BC vérifient I'équation
ngy! -+ Qngyz -+ 05522"—_ () FRSEREE r (1)

Pour exprimer qu'ils coincident avec ceux ot A'B’et A'C’ cou-
pent BC, il suffit d’identifier I'équation (1) avee '

(Aggy -+ Agaz)(Az-}y ar A33Z) =0
i 18
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A cet effet, on peut poser
Aghss

23

Coo=As, Cs+ Ay, 205= Ay +

On en conclut facilement que I'équation de 8" est

EAHw +2(A95 +.-’.'2—E) yz =0.

Si on la combine avec I'équation de S, on trouve

By, By B
— Yz 4+ — zx 4+ —ay=0,
23 51 12

équation d'une conique circonscrite & ABC.

5. En résumé :

1° Deux triangles homologiques sont polaires réciproques par
rapport @ une cerlaine conique S;

2° Leurs sommels sont ceux d’un hexagone H circonscriptible
@ une conique S';

3° Leurs cotés sont ceux d’un hexagone H' inscriptible a une
conique S'';

4° Les poinis communs a S et S, et les sommels de Pun des
triangles, sont sept points d’une méme conique S'"';

B° Les tangentes communes a S et §', et les cotés de Vun des
triangles, sont sept tangentes d’une méme conique S';

6° Par rapport a la conique S, les hexagones H, H'; les coni-
ques S' et S''; les coniques 8'"' et S" sont des figures polaires

réciproques (*).

Notes pu Repactevr. — I. Les propriétés 2° et 3° ont été

(*) Les propriétés 4o et B sont peut-étre nouvelles; les autres sont plus
ou moins connues. Voir, par exemple, la Note de M. Folic : « Synthésc des
théorémes de Pascal et de Brianchon. » (Bulletins de '’Académie royale de
Belgique, aout 1877.)
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¢noncées et démontrées, pour la premiére fois (?), dans mon
Application de UAlgébre ¢ la Géométrie (1848). M. Folie, qui
les a retrouvées naguére (*), s'est empressé de reconnaitre mes
droits a la priorité (**).

II. Dans I'ouvrage cité, ou dans les Nouvelles Annales (1852),
j'ai donné encore le théoréme suivant :

Lorsque deux hexagones H, H' sont, Pun inscrit, Pautre cir-
conscrit a une méme conique G, de maniere que les sommets du
premier soient les poinls de contact des cilés du second; Uhexa-
gone de Brianchon, déduit de H, et Uhexagone de Pascal, déduit
de H', sont polaires réciproques, relativement a la conique C (***).

III. 1l restait & démontrer la réciproque de ce théoréme connu :
deux triangles, polaires réciproques par rapport a une conique G,
sont homologiques; réciproque énoncée, d’'une maniére un peu
vague, par M. Folie (1v). A ma priére, M. Neuberg a bien voulu
s'occuper de cette question. Non-seulement il a mis hors de
doute la réciproque énoncée par M. Folie ; mais il I'a démontrée
simplement. Sa Note, qu’on vient de lire, sera suivie d'un com-
plément remarquable, relatif aux téiraédres homologiques (V).

(*) Synthése des théorémes de Pascal et de Brianchon (p. 186).

(**) Restitution de priorité en faveur de M. Catalan (Bulletins, oct. 1878,
p- 379, novembre 1878, p. 946).

(***) Bulletins, novembre 1878, p. 946.

(1v) « Brianchon, Steiner, Poncelet, Hesse, elc., ont bien cherché les
» propriétés des hexagones dont I'un est le polaire réciproque de I'autre;
» mais ils ne semblent pas s’élre doulés que Uhexagone, dont les sommels suc-
» cessifs sont les inlersections des cOlés allernants d’un hexagone de Pascal,
» peut élre considéré comme le polaire réciproque de ce dernier. » (Bulletins,
aout 1877, p. 187.)

(v) Au dernier moment, M. Le Paige me fait observer que les propriélés
90 ot 3o semblent avoir été trouvées aussi par Poneelet (Applications &’ Ana-
lyse et de Géométrie, t. 1, p. 157).
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