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THEOREMES DE MM. SMITH ET MANSION (*).

|

Precinnaires. Soit N un nombre entier, eomposé de n facteurs
premiers :
Ne=a%Pe’ -+ . . . .+ ... ()

On sait que le nombre des entiers premiers ¢ N, el non supé-
rieurs @ N, est

o(N) = a®"bf-t... Pt a—1)(b—1) - (=1 () . (2

Si I'on fait le produit des » binémes a—1, b—1,...1—1,

et quion le multiplie par a®~'6%~"...0*=", la formule précédente

devient
oM =h—b—lb+ L, FL(). . . (5)

Dans celles-ci :

decli— N0 g — R ok =y

el E) 4 !l?l‘.‘ala, 35 ls-hls

sont des diviseurs de N, multiples de ls.

(*) Sur la théorie des nombres, par P. Manston; paragraphe 111 : géncra-
lisation d’un théoréme de H. J. S. Smith. Ce curieux ct remarquable théoréme
a é1é proposé dans la Nouvelle Correspondance (Question 324).

Au licu de faire une simple analyse du nouveau travail de M. Mansion,
nous le condensons, en modifiant la plupart des démonstrations employées
par notre savant Collaborateur.

(**) Nouvelles Annales, tome I, p. 466 (1842); Nowvelle Correspondance,
tome LV, p. 76.

(***) Ce développement, auquel personne n'avait songé, constitue, nous
semble-t-il, Didde capitale de M. Smith.
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Pour effectuer le produit dont il vient d’étre question, on peut
convenir de multiplier chaque terme d’un multiplicande partiel,
par les deux termes du binome multiplicateur. D’ailleurs, le der-
nier facteur de ¢ (N) est (I—1) (2). Nous sommes done en droit
de supposer :

Jl = H‘g‘ !3 =51 ll‘, { FCL la—i =51 H, (*)
De cette simple remarque, résulte la transformation suivante :

QN =D (el e

lindice ¢ étant pair.

XX

Lesyue pe M. Smitn. Pour tout nombre entier N, non multiple
de N,ona
[(loN) — (s N)]) — [(lss N) — (L, N)] -+
= [l N — {5, M) =05 L0 o By

te symbole (x,7) désignant, en général, le plus grand commun divi-
seur entre x et y.

Dinmonstration. Si N’ est premier avee N, chacun des bindmes
se réduit 8 1—1; et la proposition est évidente.
Supposons done
NE—=abBERIENT oo e a2 i(e)

N” étant premier avec N.

(*) Soit, par exemple, N = 90 = 2.5%.5. On a

P(90) =532 —1)BF—-1)B—1)=(18—6—9+3)(5 — 1)
= (90 — 18) — (50 — 6) — (45 — 9) + (15 — 3).
Donc
L, =90, I, =18, I[; =130, , =6, [, =45, ,=9, =15, I,=3;

puis
ly=0ly, I;="5l, ly=23l;, ;=51
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On ne saurait avoir, simultanément :
“Sa, FS NS

car alors N’ serait divisible par N. Ainsi, parmi les exposants
o\l X, il y en @ un, au moins, inférieur @ Pexposant corres-
pondant. Soit pour fixer les idées,

ASEEE s S e e e ey
nous pouvons éerire, au lieu de la formule (6),
NN e S e
N étant premier avec 1.

Dans I'égalité (5), le terme général du premier membre est,
par ce qui précéde,

== (U N') — (£y X))

Or, lg a la forme ' P, P étant premier avec L D’aprés les
rclations (7), (8),0n a :

([q’Nf) e t)"{P, Nur) : (Hq,N’) il tll(P, Nrn) = (lq; Nr) (t);

done le premier membre de Uégalité (5) est composé de binomes
nuls (**) : cette égalilé est démontrée.

(*) En général, (am,b) = (a,b) sile fucteur m est premier avec le quotient
de b par (a,b); propriété évidente ct connue.

(**) Cette conclusion pourrait étre en défaut si l'on oubliait que nous avons
désigné par [ un facteur premier dont les exposants vérifient Iinégalité

PUREP
Soient, par exemple, N = 96, N’ = 0. Supposant, comme ci- dessus :
[, =90, ly=18, [;=30, l, =6, [, =45, [, =9, I, =15, l,=35;
n aurait
(90,50) — (18,50) =10 — 2
(45,50) — (9,50) =5 — 1

, (30,50) — (6,50) =10 — 2,
, (15,50) — (3,50) =5 — 1.
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Revaroue. Si N'=N, le premier membre de égalité (5)
devient
l,-—l:,.—l,,-{-l;—---:qa(N). e (3

XXX

TuioreMe bE M. Swith. 1l consiste en I'égalité

(1,1), (1,2), (1,3), (1,N),
(2:1), (2:9)’ (2,3), - (2N),
(31), (3:2), (3,5), =« (B:N), [ =2 (1)9(2) - ¢(N) (9)

(N’”: (N’Q)# (N,ﬁ), (N)N)

Ainsi, un cerlain délerminant, composé de1.2.5... N lermes,
est égal aw produit de N facteurs entiers. Get ¢noncé est, certai-
nement, I'un des plus eurieux que I'on ait rencontrés dans la
théorie des déterminants. La démonstration suivante, donnée par
M. Smith, est fort simple.

A la derniére ligne, dont le rang est /, ajoutons les lignes dont
les rangs ly, g, {7... sont affectés du signe +, dans la formule (3),
et retranchons celles dont les rangs sont affectés du signe —. En
vertu du Lemme, un terme quelconque du résultat (le dernier
exceplé)] est nul. Quant au dernier terme (N, N) =N==/,, il

Mais ici, { = 5; donc
I, =90, I, =130, l; =18, [, =6, I, = 45, l,=15, [,= 9, l,=3;
puis
(90,50) — (30,50) =10 — 10 =10, (18,50) — (6,50)=2 —2=10,
(45,80) — (15,80) =38 — 5=0, (9,50) — (5,80)=1 — 1 =0.



— 107 —

devient @(N) (*). Drailleurs, ces additions et soustractions n’ont

pas altéré la valeur du déterminant (**).
En appelant Ay celui-ci, on a done :

(51), (1,2), - (1L,N),

(93 ! ) ? (93) ] (Q,N),

Acilpebeie il n L i Bl
(N—1,1), (N—1,2), -~ (N—4,N),

0, 0, o o)

ou

), e N =),

@0, (22, -~ (@N—1),

Ax=

M —1,1), (N—1,2), -« (N—1,N—1)

c'est-d-dire

N — A){,..,(P(N).
Et comme Ay = (1,1)=¢(1), on a, enfin,
Ay =¢(1)p(2) - o(N);

ce qui est le théoréme de M. Smith.

v

?(N);

TutoreMe peE M. Massion. Toul produit est égal a un déter-

minant (**%).

Pour rendre la démonstration plus claire, revenons au théo-

(*) Voir la Remarque, i la fin du paragraphe précédent.

(**) En général, dét.(4 + B, B, C, ...) = dét. (A, B, C, ...).

(***) Cet énoncé n’est point tout a fait celui de'l'auteur. Le ndtre fait res-
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réme de M. Smith, en attribuant & N une valeur particuliére; 6,
par exemple. A ‘cause de 9(1)=1, ¢(2)=1, etc. ; nous aurons

e e 1, 1, 1,

= ¢(1)o(2)0(3) e{4) 9(5) ¢(6). - (11)

On sait que, d, d’, d', ... étant les diviseurs d’un nombre n :

?d) + ¢d) + §(") + - =n ().

sortir, nous semble-l-il, toute I'importance du nouveau théoréme. Sous le
rapport des applications, celui-ci nous parait plus utile, méme, que le célébre
théoréme de VANDERMONDE :

A,
1 b’ b 3

oE =t (a— b)(a— )@ —d)- X (b—)(b — d)--
a?, b, ot d), .- X (c—d)-e-.

as,

(Brioscu1, Théoric des déterminants, traduction de ConBscunE, p. 88; 1856.)
1l est d’ailleurs bien entendu que nous faisons abstraction de I'identilé insi-
gnifiante

__c-

<
o o

=abed- . ;

=
a

] Dl

=
oo o=
(=]
5

et de celles qu'on en peut déduire.
(*) Journal de Liouville, t. 1V, p. 7.
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Ce théoréme, appliqué A chacun des termes du déterminant considéré, permet de I'éerire ainsi :

ﬂﬁ.—v“ ﬂﬂ:u QA:“ ﬂﬁvq 627 mcﬁ_:u :

e(1), o() + 9(2), ¢(1), (1) + ¢(2), e(1), e(1) + 9(2),

o(1), o), o(l) + 9(3), (1), ?(1), o(1) + 9(5),

(1), (1) + 9(2), o), () + @(2) + ¢(4), ¢(1), o(1) + ¢(2); .

Gh:u ﬂ:u. ﬂ:v, GCY mz: ot %GT ﬁﬁ_:u

(1), o) +¢(2), () + o), o)+ ¢(2), e (1), ?(1) + 9(2) + ¢(5) + 9(6).

Afin de simplifier la notation, remplacons ¢(1) par ¥y, ¢(2) par s, ... Nous aurons, au lieu de I'égalité (11) :

Yy Yuy i, Yis Yus Yis
Yo Y1+ Y2y Yo Yy + Yo, Y5 Y1+ Yas
Yoo Yis Yo+ Yz, Yus Yis Y+ Ys, itigh n
Yos Yo+ Yo, Yuy Yo+ Yo+ Yoo Yoo Yo+ Ys, = Yayeye O
Yy, Yo Yis Yia Yo+ Yss Y
Yy Yo+ Yoo Y1+ Yz, Yo+ Yoy Yis Yo+ Yo+ Y5+ Yg

(*) En général, soit x,, , un terme queleonque du déterminant. Si D est l¢ plus grand commun diviseur entre p et g, et que 4, d,

d’, d”, ... soient les diviscurs de D :
Ty,q =1y + Ya + Yo+ Yp.
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De la 6° ligne, retranchons la 3¢, la 2°; el au résullat, ajoutons
la premiére. Cette 6° ligne devient, d’aprés le Lemme :

0, 0, 0, 0, 0, y()

done I'égalité préeédente se réduit &

Yo, Yo Yi» Yus Yis
Yis Yo+ Yoy Yiy Yo+ Yo s
Yoo Yoo Yot Usy  Yu Y1, = YiYYsy s
Yoo Yo+Yas Ui Yot Yot Yoo Yo ‘
Yo Yus Yis Y, Ys

De méme, celle-ci peut éire changée en

Yy Yus Y1, Yis
Y Y1 E Yo Yao Yo+ Y
= WiY:Ysls 5
Yo Yi» Y+ Ysy Yy
Yoo Yo+ Y2, Yy, Yy = Yo+ Iy

ete. On arrive, enfin, a I'identité
Yis Yo
Yy Y1+ s

= YiYz;

donc toutes les égalités préeédentes sont identiques; et le théo-
réme de M. Mansion est démontré.

(*) Nous ferons observer, encore une fois, que Iz fonclion (5) est composce
de termes égaux el de signes conlraires , deum & deux. Cetle fonclion est done
nulle, non-seulement si 'on remplace un diviseur quelconque », de N, par

sa valeur
P (1) p(d)+p(d) + - -3

mais encore si 'on substitue, a ce diviscur,
Yy Yu Yot oo,
Yas Yas Yars ++» Ctant des quantilés quelconques.
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‘AppLicaTions. 1° Soient yy=1, y, —2, y;=3, y;=4%. On
doit avoir

4’ 15 13 li’
4l 85 e 5]
= 24.
Ansaigrts o,
e Ana T

‘5, 15505 | 1, 4 1 Fietre L] 1, 1, 1,
o ey Pl e e U o i L e B e L ol P i
|5,»1,7 14 i S 1,205

—4h—12 — 8§ — 0—%%

2™ Si yy=yy=ys;=...=yy=1, tous les termes du
déterminant sont égaux i 1 e\ccplc ceux qui forment la dm"ouale.
Ceux-ci ont pour valeurs

1, 2, 2, 5, 25 4, 2, 4‘: 3, "'(“)'
conséquemment.
l’ 1’ d! ? ‘II 17

(*) Indiquée par M. Mansion.
("*) En général, x,, cyale le nombre des diviseurs de p : si p est premier,
Tpp = 2.
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530 Soient n quantités quelconques, a, b, ¢, d, ... Prenons

yi=a—b, fp=08—C, +: Yy=b—C; Yo =b—d, - -
yin-l-i__—c_-d.! HEO

1l résultera, de la comparaison du théoréme de M. Mansion avec
celui de Vandermonde, deux délerminants, Iun composé de n?

n¥(n—

iy 3 12 g .
éléments, Uautre composé de —TJ— éléments, ayant memes

valeurs absolues.
ExcMPLE :

done
yi=2, yg.—_—5, y3_=4, yi=1, yﬁ=9, Yo=1;

puis

9i20 H9 0N

TRl e e b 9, 5 2 5 2 5,

5 5 2, 1, 2, 2, 6 2,2 6
= — - =—48.

953 9! "“9 > 2, 5: 9; G! 23 5,

125, 27, 8, 1 9, 9 99T Dy

9 By 6 By 210

E. CATALAN.

NOTE SUR LA QUESTION 473 (*);

par M. Ep. DEWULF, chef de bataillon du Génie & Toulon.

Soient A, B, M les sommets d'un triangle curviligne formé
par (rois arcs de paraboles ayant leur foyer en F.

(*) Quesrion 175 : Dans loul triangle formé par trois arcs d’hyperboles
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