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Le tour méme de la démonstration montre qu’on peut, &
Uinfini, formuler des propositions analogues (*).
LaisanT.

SUR LA TRANSFORMATION DES EQUATIONS (**).

1. Prosrive I Transformer Uéquation

: o A A - A=10,".  T, (d)
en
T A N L R R 1)
Posons
3. ==el? B ity i e i (B)

a, B, 7 étant des paramétres. A chaque valeur de x correspond
une valeur de y; ainsi, tant que les trois paramétres restent arbi-
traires , la transformée est

Y +By + By +B;=0. . . . . . (4

(") Exemples :
14 6=JI0.7, si a=NM0.53 ou NU.3+1;
110241002 =10 . 3;

141024 100: =V .7, si @=2,4,8,10,14,16,...;

etc. (E. C.)

(") A propos de la Question 60 (N. C., tome I, p. 208), un Abonné nous
a demandé de faire connaitre la démonstration du Théoréme de Jerrard.
Clest ce que nous faisons dans cette Note, empruntée, en partie, i I'Algébre
supéricure de M. Serret.

(***) Souvent, ce probléme est ainsi énoncé : faire disparaitre le deuxiéme
lerme et le troisiéme terme de la proposde.
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On a, sous forme abrégée :

Bo=—23y, B.=3yy’;
ou, d’apres la formule (3) :

—B,=a2x’+ {323:—1-57‘, R e (D)

By =) (o’ -+ fr + ) (2" + Bx’ + ¥)

gt o[58 2y 3] - B+ 20 Br 50 0
On sait que les fonctions symétriques des racines de la proposée :

E:c, Em’, Ex.r’, Ex’ac", Em’x’,...
s’expriment, rationnellement, au moyen des coefficients Ay, Ag, Az
Nous pouvons done remplacer les deux derniéres formules par
celles-ei :

R o GBeHy s s et

By—=Me*+NaP, ¢ . . - - - (8)

dans lesquelles F, G, I, M étant des quantités connues (*), N et
P représentent des polynomes homogeénes en 3,7, 'un du premier
degré, 'autre du second.

Si nous voulons que la transformée (3) se réduise @ la forme
indiquée (2), nous devons disposer des inconnues «, B, 7. de
maniére A satisfaire aux conditions

Fe +GB +Hy=0, . . . . - . (9)
Met -+ Na 4 R==000 o . (10)

L'élimination de « conduit & une équation homogene, de la
forme
I{ﬁ’_k Sp’)’—l—-T’)’g: 0, o AR e ('11)

qui détermine le rapport 8. Ainsi, 7 reste arbitraire.

O At an = A =g, el
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2. Revarque. Si 'on veut que la transformée ait la forme
normale

PP st gy gea Opad s od e i(19)

on doit seulement se donner la condition (7) : le probléme est
doublement indéterminé.

3. Exempre :
2* — 62* + 1z — 6= 0.
dz=06, Yx'=1356—22 =14
L’éguation (7) devient
1ho + 68 + 3y =0,

On y satisfait par

donc, en particulier,
y= 3m’7-— 6x — 2.
En effet, les valeurs de x étant 1,2, 3, celles de ¥ sont
5—6—2=—35, 12—12—2—=—2, 97 —18—2—7;
d'ott 'on conclut la transformée ;
¥ — 39y — 70 = 0.
4. Prosuine II. Transformer Uéquation

ol - A" + Agx® 4+ At + Ay=0,. . . . (13)

y‘+B3y+B‘=0- . 0 . . . -('l'i')

La formule (3) est encore applicable; les valeurs (3), (6)
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deviennent, comme on le reconnait sans difficulté :

‘—Bh——"azm’-i- @2x+&-y, R e (1)
B2=a92m"x’5+ a[ﬁEm"x' + 5y Y’ | + g yaa’ + 3py Ya + 6y

et les caleuls précédents ne subissent pas de modification essen-
tielle.

5. ExEMPLE :
¢ — B + Bt 4+ B —6=0.
On trouve

Sz=15, Em' =3, Ix'=18, N atx?=63, N alx' = 40;

puis

150+ 58 + hy=0, 632%+ B (884 97)a = BE* +15fy + 6" =0.
L’élimination de « conduit a I'équation homogéne

21 (BB + k) — 25 (56 -+ 4) (88 + 9y) + TH(3E* + 158y + 67%) =0,

ou
1008 — 408y + 1149° =0,

Cette équation est vérifice par
yites V=110
BN AR i

=1
iy 10

valeurs d’ot résulte

Les racines de la proposée étant, comme on peut le vérifier :

.'.'C='l, a‘,’=2, .’.C”=5, mflr__:_d,
celles de la transformée sont
2 7 11 4
i (e _ S eies i Pl e e R S LR
y=15+5P ! 53t Y el 1
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Parmi ces valeurs, une seule est réelle. De plus,

-

Sw=—35)+ 9(“+ o) (1-1) = (55537

58 1

Taac e et R 7 S 2%k ) N -
& p ;a 75 (1% — 405 + 1006°) = 0

eles

6. Prosrene III. Zransformer Uéquation

2 Ag™ - A" - A X+ A, =0, . . (16)
en
Y™+ By™* + By" P+ .- +B,=0; . . . . .({17)

m étant supéricur a k.
Par analogie avee les solutions des deux premiers problémes,
nous prendrons

Y=o’ + B’ + yxt+dr+e(*). . . . .(18)

Tant que les coeflicients o, (3, ... restent arbitraires, I'équation
cn y a la forme générale

Y+ By™ ' By" 4 By” P - Byt - - B, =0. (19)
Dans cette équation (19) :

—B, =3y, Bi=3yy, —B=Xyyy"

Draprés la relation (18) et les considérations employées dans le

(*) On verra, plus loin, pourquoi il est utile d'introduire cing para-
mélres. Du reste, la formule (16) est un eas particulier de celle-ci :

Y= &P 4 PPt - yap - AT K,

imaginée par le célébre Géométre Tschirnhausen (né en 1651, mort vers
1708).
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Probléme I, les conditions By =0, B, —0, B; =0 se trans-
forment en celles-ci :

a+P=0, a+aPyi+Q=0, a8 4 a2Pg + aQ; -+ Ry=0.

Dans ces nouvelles équations, Py, Py, P35, Qs, Qs Rj sont des
polynomes homogeénes; les trois premiers, du premier degré; les
deux suivants, du deuxiéme degré; le dernier, du troisieme
degré.

L’¢limination de o donne, pour déterminer (3, 7, 9, €

PE_OPB L G0, el S (20):
Pi—p%P;g"*—piQa“— ;5:'—_0. . . . . -(21)

L’équation (20) est homogéne , du deuaxieme degré ; I'équation
(21) est également homogéne, mais du troisiéme degré. Si, entre
ces deux équations, on voulait éliminer une des inconnues,
B par exemple, on serait conduitd une équation finale, homogene,
mais du sixiéme degré. Voici comment M. Jerrard a évité cette
inutile complication.

7. On sait que toul polynome homogéne, du second degré,
contenant n variables, est généralement déecomposable en une
somme algébrique de carrés, dont le nombre ne surpasse pas .
Le premier membre de I'équation (20) peut done étre trans=
form¢ ainsi :

g ERER;

f, g» b, k renfermant, sous forme homogéne, et au premier degré
seulement, les inconnues {3, 7, 9, € (%) Conséquemment, cette

(*) On peut supposer que f contient wne inconnue; que g en contient
deuz, ete. Mais ces hypothéses sont indifférentes au sucees de la méthode.
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équation (20) peut, suivant les cas, étre remplacée par un des
systémes suivants :

f+gV—1=0, h+kV —1=0;
f+gV—1=0, h+k=0;
f+g=0, h+Fk=0;

Pour fixer les idées, considérons celui-ci :
f+9V—=1=0, h+kV—1=0. . . . (22

. De ces deux équations du premier degré, on tirera et y en

fonetion ded et dee;aprés quoi la substitution dans I'équation (21)
transformera celle-ci en une équation du troisiéme degré, par
rapport @& 2. On arrive done 4 cette conclusion :

8. Au moyen de la résolution d’une seule équation du troisiéme
degré, on peut faire disparaitre le dewxiéme terme, le troisiéme
lerme et le quatriéme terme d’une équation donnée :

2" A - A = 0.

En particulier, toute équation du cinquiéme deqré est réductible
a la forme
E Y+ py +q=0.

Ce sont 1a les Théorémes de M. Jerrard. 7
9. Remarque. Sil'on avait pris, au lieu de la formule (18),
y=e’+falyxad, . . .. . (18)
I'équation (20), en B, 7,9, eut été réductible i la forme
i gt R =0.
Sil'on essaie de satisfaire & celle-ci, en posant, par exemple :
[+ g\/:T=O, h=0,

on voit qu'il résulte, de ce calcul, trois équations renfermant,
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comme inconnues,? ct-}.’- La formule (187) n’est done pas appli-

cable (6).

10. Autre remarque. Si les paramétres o, 8, 7, d, ¢ sont réels,
a chaque valeur réelle de x correspond une valeur réelle de y.
En outre, les coefficients de la proposée étant supposés réels, il
en serait de méme pour les coeflicients de la transformée. Mais,
d'aprés la forme des équations (22), on voit que certains de ces
paramétres peuvent étre imaginaires. Les conclusions préeé-
dentes ne sont donc pas nécessaires : la transformée peut avoir
des coefficients imaginaires. Conséquemment, le Théoréme de
Descartes n'est pas applicable & cette transformée ().

: E. CATALAN.

CORRESPONDANCE.

Extrait d’une lettre de M. Glaisher. — « Jai trouvé que
I'équation

l n n41
2”'“(6—;—:‘—:) an+i (dia:) Vi aE L aeie(E)

(N. C. M., t. 11, p. 241) est un cas particulier de la suivante :

(?f%)n“”% (5;) Hf? v w)=2;+. g+ (1),

ol ¢"(u) est la »*™ dérivée d’une fonetion g(u) queleonque.
Quand on remplace |/x par |/, on trouve

d\" d\*  fd\+t 1
Lot B C ) e nts( B\ k) () S ge).
(d.'l.') - E (dm) 2 (dw) @(‘/‘T) 55»4—!‘? (‘./m)

En général, I'équation analogue en p/x est:

(%u)“}“ (;—i)"“?(\'ﬂ) = ,-3;- PRI )

(*) Ceei répond, nous semble-t-il, A la Question 60.
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