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ReMARQUE. — Le probleme précédent dépend d'une équa-
tion de la forme : .

R S e

ot «, B, % doivent étre rationnels. Comme nous avons posé
@ g =k Dby =, Yo =g, :

les formules trouvées établissent, entre les arétes du tétraddte,
cette nouvelle relation

; (Z+9)* + (Y19)* = 42°;
par conséquent, elles ne, donnent pas toutes les solutions pos-
sibles. ' :

Pour résoudre Déquation (10), Euler (') emploie les deux
substitutions

B |

¢ étant une indéterminée ; puis il raméne la question & rendre
carré parfait un polyndme du quatriéme degré en f.

J. NEUBERG.

SUR LES ASYMPTOTES DES COURBES ALGEBRIQUES.

1. Liesmue. Soit T (x, 3) = 0 une dguation algébrique, dw degré
m par rapport & x. Soit, powr } =, 1 le nombre des racines
rdelles - m—n est un nombre pair. ‘

En effet, m—n est le nombre des valeurs imaginaires de z,
répondant & d=z.

9. RrmarqQuE. L'énoncé et la démonstration supposent que Ze
coeﬁcﬁmt de x™ ne s'annule pas powr h = . En outre, pour plus
de simplicité, nous admettons que les valeurs réelles de z, Té-
pondant &) = a, sont indgales.

(1) Atgelre &’ Buler, b II,.n° 238:
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8. Coronnae I. 8%, pour 3 = a, o, o', ..., ’Jguatim
F (x,))=0 an, n’, n",... racines réelles,les uombms 119y
sont de méme pante'

4. CororuAtre II. 8% une courbe algébrique est renccmtrc’e, en
Ps Py D"y -.. points, par des droites d, d', A", ... paralléles entre
elles, les nombres p, p', p", ... sont de méme parite.

5. CororuAtRE I1L. Zes courbes algébriques wont pas de point
darrét.

Supposons qu'un arc AB se termine brusquement en A. Me-
nons, de part et d’autre du peint @’arrét A, deux paralldles d,d',
infiniment voisines de ce point. Si la droite @, qui coupe AB,
a ppoints communs avec la courbe, la droited’ n’en a que p—1.
Donc la courbe considérée n’est pas algébrique.

6. REMARQUE. Soit une ligne plane quelconque, trajectoire
d’un point M qui s’arréte aprés étre revenu & sa position ini-
tiale A (') : le nombre des points dintersection de cetle ligne avee
une transversale quelcongue, rectiligne ou curviligne, est pair.

En effet; si la transversale rencontre la courbe aux trois
points A, B, C, par exemple ; les arcs AA', CC/, situés de part
et d'autre de la transversale, donnent lieu, en se réunissant, 3
un guatriéme point d’intersection (*). ;

7. REMARQUE. La derniére proposition parait en défautdans
ce probléme, bien connu des écoliers : tracer, dun seul coup
de crayon, les cités et Vune des diagonales d'un rectangle ABCD.
Mais, si A est la position initiale du curseur, celui-ci, aprés
avoir décrit la diagonale AC, doit, d’aprésl’hypothése (6), re-
venir en A : cette condition entraine la construction d’une
nouvelle ligne CEA, allant de C en A.

8. DEs BRANCHES INFINTES. Si un point M, parti de la posi-
tion A, décrit une ligne ABCD, de maniére que la distance
rectiligne AM puisse croitre au-dela de toute limite, nous dirons
que la trajectoire ABCD a une branche infinde.

[') Cette ligne est un frait de plume, une toile d’araignée, etc.
*) Ce raisonnement est celui dont on fait usage pour établir, par la
Géométrie, les théorémes sur V'ewvistence des racines réelles.
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9. REMARQUE. D’aprés cette définition, un seul arc continu,
indéfini dans les deux sens, est considéré comme composé de
deuz branches infinies. Par exemple, Phyperbole ordinaire a quatre
branches infinies ; la ligne droite a deux branches infinies ; elc. (M.

10. TaforEME. Dans toute courbe algébrique, le nombre des
branches infinies (*), asymptotiques & une méme droite, est pair.

Soit F' (2, ) = 01’équation delacourbe, rapportée & ’asymp~
tote X’0X, prise comme axe des abscisses : F(z, y)-estun poly-
néme entier. Soient ¥ = =+ ¢ les équations de deux droites MQ,
M'Q, paralléles & X'X : ces transversales rencontrent la courbe
en divers points M, G, I, L, Q,..., M', G',... Soient M,Q,... M,
... les points qui s’éloignent indéfiniment de Porigine O et se
rapprochent indéfiniment de X'X, lorsque ¢ tend vers zéro.
Pour exprimer cette circonstance, nous dirons que les points
MO M' se transportent é Uinfini, ou que chacune des branches

(') Pour éviter toute confusion, on pourrait reprendre les dénomina-
tions de dras ou de rameaur, employfes par les anciens Géométres.
Cest ce qu’a fait M. de La Grournerie : « chaque branche (inﬂnie) est
formée de deum BRaS... » (Traité de Géometriedescriptive, 91).

(*) Ou plutdt : des bras.
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infinies rencontre Uasymptote en wn point situé & Uinfine ('),

Cela posé, il s’agit de démontrer que le nombre des points
M, Q,... M, est pair.

Soient %, #' les nombres de valeurs réelles de # répondant &
9= ¢ y=—ce: ntn' est pair (Corollaire II). Supposons
que, pour ¥ = 0, 'équation F(z, y) = 0 devienne X =0 (*).
Les racines réelles de cette nouvelle équation déterminent les
points H, K,... situés sur X'X, & des distances finies de I'origine.
Soit p le nombre de ces points, ou le nombre des racines ré-
¢elles de X — 0. Comme on le voit 4 l'inspection de la figure,
ces racines sont les limites communes des racines Melles so0it de
Péquation

F(z,¢=
soit de Uéquation
Fla, — ) =0,
qui ne croissent pas indéfiniment quand & tend vers zéro. Le nombre
de celles-ci est donec 2p (7). Conséquemment, le nombre des
points situds & Vinfini est n+n' — 2p.

Remarque. Le théoréme peut encore étre énoncé ainsi:
Dans toute courbe algébrique, le nombre des points situés a Uinfini,
sur la courbe ef sur une asympiote quelconque, est nécesswirement
Pair.

E. CATALAN.

(') Plusieurs Géométres, trés estimables d'ailleurs, admettent,
priori, que Uasymplole,; et une méme branche de la courde, ont au moins
deuw poinis communs, situés &. Uinfind, Cette manitre de voir ne me
parait pas acceptable. A plus forte raison ne saurais-je croire & V'awitme
suivant : « on peut considérer une droile comme une courbe Jermée, dans
laquelle un point situé & Uinfini forme la jonction des deux bras qui s'é-
tendent dans les deuw sens opposés ; » ou & dantres du méme genre.

(%) On fait abstraction des valeurs infinies de .

(*) Le point H est la limite commune de G et G’ ; le point K est la
limite commune de I et de L ; etc, On voit que la démonstration serait
en défaut si la courbe considérée pouvait avoir des poinds d'arréf. Aussi
avons-nous commencé par établir qu'elle n’en a pas.
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