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Contexte
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Définitions

Notations

@ sixeR, |x|] =sup{M €Z: M < «x},
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Définitions

Notations

@ sixeR, |x|] =sup{M €Z: M < «x},
@ sif est défini sur R?,

Af(x) = flax+h) = f(x)

AYF(x) == AAY T f(x) (M e N¥).
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Définitions

Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés

Définition des suites admissibles

Définition
Une suite de réels positifs 0 = (0})jen, est appelée admissible s’il existe deux

constantes positives dy et d; telles que

d()UjSUj_H Sdlaj, jENy.

7149
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Définitions

Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés

Définition des suites admissibles

Définition
Une suite de réels positifs 0 = (0})jen, est appelée admissible s’il existe deux

constantes positives dy et d; telles que

d()UjSUj_H Sdlaj, jENy.

On pose

log, (infy>o %k) _ . logy(sup;> Létk)
- et 5(o):= lim : .

J—+0oo ]

= lim
Q(U) Jj—+oo ]
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Définitions

Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés

Définition des suites admissibles

Définition
Une suite de réels positifs 0 = (0})jen, est appelée admissible s’il existe deux

constantes positives dy et d; telles que

d()UjSUj_H Sdlaj, jENy.

On pose

]H) _ . logy(sup> ;k_k)

5(o) := lim -
J—+0oo ]

lo lnfk>()
s(o) := lim & et
Jj—+oo ]

Propriété : Pour tout € > 0, il existe ¢, c2 > 0 tels que

026 =e) < itk — . o((o)+e) (j,k € Np).
Ok
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Définitions

Exemples de suite admissible

© Lasuite gj := /e jﬁ (a, B € R) est admissible et vérifie
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Définitions

Exemples de suite admissible

© Lasuite gj := /e jﬁ (a, B € R) est admissible et vérifie

@ Soient sy > 0,51 > 0, et
Jo=0, j1=1, jon=2m1 —jom—2, Jowp1 =2, neN*.
On définit une suite o par

szso sijon < < Jon+1,

oo=1 et o= Lo R
0 s { szso—Hl S1jont1 < J < Jon+2-

Onas(o) =spets(o) =so+ s1.
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Définitions

Définition des espaces

Définition
Soit o > 0. On définit I’espace de Holder-Zygmund A®(R?) par

AYRY) = {f € L°(RY) : sup 7% sup AR f] 1 < o0}

jeNo  |n|<2—
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Définitions

Définition des espaces

Définition
Soit o > 0. On définit I’espace de Holder-Zygmund A®(R?) par

A*(RY) = {f € L°(RY) : sup2® sup AT f) 1 < o).
JENy || <27

| \

Définition
Soient o > 0 et 0 = (0j)jen, une suite admissible. On définit I’espace de
Hélder-Zygmund généralisé A%(R?) par

ATRY) = f € L°(RY s sup o' sup [|ALI e <00 b
jeNo * <2
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Définitions

Premiéres propriétés

o Ona A@7"e(RY) = A%(RY).
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Définitions

Premiéres propriétés

o Ona A@7"e(RY) = A%(RY).

o L’espace A%*(RY) est un espace de Banach avec

_ +1
il gy = Wl + sup o' sup AL e,
j€Ny |h‘§2*/
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Définitions

Premiéres propriétés

o Ona A@7"e(RY) = A%(RY).

o L’espace A%*(RY) est un espace de Banach avec

_ +1
il gy = Wl + sup o' sup AL e,
j€Ny |h‘§2*/

e Sis(o~!) > 0, alors
1

Bg;,oo(Rd) _ AU,E(U*1)<Rd) _ AU,Mfl(Rd)

pour tout M € Ny tel que M > 5(c~") [S. Moura, 2007].
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Résultats sur les espaces uniformes

Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés

Espaces de Holder et espaces C¥(R?)

Proposition
Soient M € Ny, k € Ny et 0 = (0j);en, une suite admissible, tels que

400
Z 2Jkaj < 0.
J=1

ATM(RY) c CH(RY).
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Espaces de Holder et espaces C¥(R?)

Proposition
Soient M € Ny, k € Ny et 0 = (0j);en, une suite admissible, tels que

“+oo
Z 2Jkaj < 00.
j=1
On a
ATMRY) c CKRY).
Conséquence :
e Il est connu que A”(R%) ¢ €™ (RY) et A"(RY) ¢ C™(R?) (m € N*),
12/49
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Espaces de Holder et espaces C¥(R?)

Proposition
Soient M € Ny, k € Ny et 0 = (0j);en, une suite admissible, tels que

400
Z 2Jkaj < 0.
J=1

On a
ATMRY) c CKRY).
Conséquence :
e Il est connu que A”(R%) ¢ €™ (RY) et A"(RY) ¢ C™(R?) (m € N*),
o il vient A" m(RY) c C™(R?) avec 0( ") = g=imj=1Jog(j)~(1+¢)
G €N e>0).
12/49
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation des espaces par la convolution

On pose ®5(x) := 6 4®(x/5) (5 > 0).
Théoreme (D.K., S. Nicolay)

Soit o = (0;)jen, une suite admissible telle que s(~') > 0.On a

B, o (RY) = A% )(RY) =

JENp

{f € L®(RY) : 30 € D(RY) sup <aj_1 sup ||f * ®s —fHLoo) < oo} .
<2

v
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation des espaces par approximation polynomiale

On dénote par PP, I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a
m € Ng.

Théoréme (D.K., S. Nicolay)

Soit o = (0;)jen, une suite admissible telle que s(c~!) > 0. Si M € Ny est tel
que M > 5(0~!), alors

1

BZ, o(RY) = A% (R =

e L®(RY) : ~1 inf —Poox_~>< .
{f ( ) xseuﬂgd (]'Selg:) (U] PEIEEIMA Hf ”L (Bx27)) >
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation des espaces en terme de dérivées

Théoreme (D.K., S. Nicolay)

Soit o une suite admissible et N, M deux nombres naturels tels que
N < s(oc7!) <5(07!) < M. Alors il vient

BZ, o (RY) = A7 )(RY) = {f € L®(RY) N CY(RY) -

sup [|AYTVD f||1 < Co2N V) € Ny, [v| = N}.
|n|<2—7
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation en terme de décomposition de Taylor

Définition

Une suite admissible 0 = (0;)jen, est dite forte d’ordre N € N* si elle
satisfait
J .
> 2N < 2V oy, (1)
j=0
“+o0o
> 2WNig; < C2W=D g, )
j=J
pour tout J € Nj.

Damien Kreit (ULG) Défense de These 16/49



Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation en terme de décomposition de Taylor

Définition
Une suite admissible 0 = (0;)jen, est dite forte d’ordre N € N* si elle

satisfait
J

> 2N < 2V oy,
J=0

—+00
Z 2(N—1)j0_j < CZ(N—I)JUJ
j=J

pour tout J € Nj.

ey

2

Exemple : la suite admissible o; = 27728 (o« > 0, B € R) est forte d’ordre
la] + 1sia ¢ Ny, et n’est pas forte sinon.

Damien Kreit (ULG) Défense de Thése
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Résultats sur les espaces uniformes

Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés

Caractérisation en terme de décomposition de Taylor

Théoréme (D.K., S. Nicolay)
Soit ¢ une suite forte d’ordre N € N*. Si f € A%
xeR% ona

o~)(R%), alors, pour tout

|h|N—1

flath) = 30 D) + R () o

v|<N—1

Vh € R?

olt [Ry—_1(x,h)| < Ca W=D v|n| < 27.

17/ 49
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Résultats sur les espaces uniformes

Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés

Caractérisation en terme de décomposition de Taylor

Théoréme (D.K., S. Nicolay)
Soit o une suite forte d’ordre N € N*. Si f € A%~ (R?), alors, pour tout
xeR% ona
fa+h) = > Dflx )—V + Ry_1(x, h)M Vh € R?
I V]
V| <N—1
olt [Ry—_1(x,h)| < Ca W=D v|n| < 27.
Réciproquement, si f € L>°(RY) N CV~!(RY) satisfait
fa+h) = > Dflx )ﬂ + Ry_1(x, h)£ Vx,h € RY
I O
V| <N—1
~1) vj e N*, alors f € A%5@ D(RY).

avec sup, <o |[Rv—1(x, h)| < Co;2/ W

v

17/ 49
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation en terme de décomposition de

Littlewood-Paley

Rappels :
Soit ¢ € S(RY) tel que

pO=1 s lb<g  $O=0 s lg>1

et

P(&) == @(§/2) — 4(8)-

On pose S;(f) = F~HP(27E)Ff) et Aj(f) = Sj+1(f) — S;(f) pour tout
f € S'(RY). 1l vient

Id=Sy+ Mg+ A+ ... (dans S'(RY)).

Damien Kreit (ULG) Défense de Thése
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation en terme de décomposition de

Littlewood-Paley

Théoréme
Soient f € L>°(R?) et o = (0;)jen, une suite admissible telle que s(c~!) > 0.
Si

||Ajf||Loo < CO’j V] € No,

alors f € A% )(RY).
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation en terme de décomposition de
Littlewood-Paley

Théoréme
Soient f € L>°(R?) et o = (0;)jen, une suite admissible telle que s(c~!) > 0.
Si

||Ajf||Loo < CO’j Vj € Np,

alors f € A5 )(RY). Inversement, si f € A7 )(R?) et
N<s(e™)<5(e™) < N+2,

alors
HA]fHLoo < CUj Vj e Np.
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation en terme de coefficients d’ondelettes

Théoreme (D.K., S. Nicolay)
Soit ¢ une suite admissible telle que s(c~!) > 0.

© Considérons les ondelettes de Daubechies. Sif € A7 )(R?), alors il
existe C > 0 tel que

Gkl <C  VkeZ? 3)
|clil < Coj VjeNy,Vie{l,...,2¢ —1},Vk € Z°.

Damien Kreit (ULG) Défense de These 20 /49



Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation en terme de coefficients d’ondelettes

Théoreme (D.K., S. Nicolay)
Soit ¢ une suite admissible telle que s(c~!) > 0.

© Considérons les ondelettes de Daubechies. Sif € A7 )(R?), alors il
existe C > 0 tel que

Gkl <C  VkeZ? 3)
|clil < Coj VjeNy,Vie{l,...,2¢ —1},Vk € Z°.

Si I’hypothése s(o~!) > 0 est remplacée par le fait que o soit forte
d’ordre N € N*, alors le résultat reste vrai pour les ondelettes de
Lemarié-Meyer.
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation en terme de coefficients d’ondelettes

Théoreme (D.K., S. Nicolay)
Soit ¢ une suite admissible telle que s(c~!) > 0.

© Considérons les ondelettes de Daubechies. Sif € A7 )(R?), alors il
existe C > 0 tel que

< d
{ ICl<C Vkez )

|clil < Coj VjeNy,Vie{l,...,2¢ —1},Vk € Z°.

Si I’hypothése s(o~!) > 0 est remplacée par le fait que o soit forte
d’ordre N € N*, alors le résultat reste vrai pour les ondelettes de
Lemarié-Meyer.

@ Réciproquement, si f € L2 (RY) vérifie (3), alors f € A7) (RY).

loc
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Interpolation réelle d’espaces de Sobolev

Rappels : Pour toutr > Oeta € Ag N Ay, on pose

J(tv a) = maX{HaHA()? t”aHAl}'
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Interpolation réelle d’espaces de Sobolev

Rappels : Pour toutr > Oeta € Ag N Ay, on pose

J(t,a) = max{||al|a,, t]|alla, }

Definition

Soient o = (0})jez et ¥ = (1)j)jcz deux suites admissibles. On dit que a
appartient a [Ag, Ay}, ;sia =3 ., u; dans Ag + Ay, od uj € Ag N A et
(03 (4> uj))jez € I°(Z).
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Interpolation réelle d’espaces de Sobolev

Rappels : Pour toutr > Oeta € Ag N Ay, on pose

J(t,a) = max{||al|a,, t]|alla, }

Definition

Soient o = (0})jez et ¥ = (1)j)jcz deux suites admissibles. On dit que a
appartient a [Ag, Ay}, ;sia =3 ., u; dans Ag + Ay, od uj € Ag N A et
(03 (4> uj))jez € I°(Z).
Pour toutt > Oeta € Ay + Ay, on pose

K(t,a) = il’lf{Ha()HAO + lHa1 HAI ra=agy+ al}.
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Interpolation réelle d’espaces de Sobolev

Rappels : Pour toutr > Oeta € Ag N Ay, on pose

J(t,a) = max{||al|a,, t]|alla, }

Definition

Soient o = (0})jez et ¥ = (1)j)jcz deux suites admissibles. On dit que a
appartient a [Ag, Ay}, ;sia =3 ., u; dans Ag + Ay, od uj € Ag N A et
(03 (4> uj))jez € I°(Z).
Pour toutt > Oeta € Ay + Ay, on pose

K(t,a) = il’lf{Ha()HAO + lHa1 HAI ra=agy+ al}.

Definition

Soient 0 = (0j)jez et 1) = (1)j)jez deux suites admissibles. On dit que a
appartient a [Ag, A1]}; ,, x sia € Ag + Ay et (0;K (¢, a))jez, € I™°(Z).
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Interpolation réelle d’espaces de Sobolev

Théoréme (D.K., S. Nicolay)
Soient N, M € Ny et o une suite admissible telle que

N<s(e ) <35 <M.
On a
<(—1
AT RY) = [WRP, Wi nm g = WA WasTh s

ou 6 est la suite admissible définie par

o[ 20T Yie-No
7T (0)7" VieN*.

Damien Kreit (ULG) Défense de Theése
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Exposant de Holder généralisé

Rappels : L'exposant de Holder classique d’une fonction ' € L™ (Rd) est

défini par
Hy = sup{a > 0:f € A“(RY)}.

Le sens provient de I’inclusion des espaces :
a < = AP(RY) C AY(RY).

23/49
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Exposant de Holder généralisé

Rappels : L'exposant de Holder classique d’une fonction ' € L™ (Rd) est

défini par
Hy = sup{a > 0:f € A“(RY)}.

Le sens provient de I’inclusion des espaces :
a < = AP(RY) C AY(RY).

Définition
Une famille de suites admissibles o) est dite décroissante si a« < 8 implique
AP BRY) € AT (RY),

23/49
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Exposant de Holder généralisé

Rappels : L’exposant de Holder classique d’une fonction f € L>(R?) est

défini par
Hy = sup{a > 0:f € A“(RY)}.

Le sens provient de I’inclusion des espaces :

a < = AP(RY) C AY(RY).

Définition

Une famille de suites admissibles o) est dite décroissante si a« < 8 implique
AP BRY) € AT (RY),

Dans ce contexte, nous pouvons définir un exposant de Holder généralisé
d’une fonction f € L>(RY) par

o0 (@) o
Hf  =sup{a>0:fe€A” > (R}

Damien Kreit (ULG) Défense de These 23 /49



Résultats sur les espaces uniformes

Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés

Exposant de Holder généralisé

Proposition (D.K., S. Nicolay)
Une famille de suites admissibles () est décroissante si les 3 conditions

suivantes sont satisfaites :
@ pourtoutm € Npeta, 8 >0telsquem < a < f <m+ 1,il existe C,

J > 0 tels que

UJ-(B) < Caj(a) Vi > J;

24/49
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Résultats sur les espaces uniformes

Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés

Exposant de Holder généralisé

Proposition (D.K., S. Nicolay)
Une famille de suites admissibles () est décroissante si les 3 conditions

suivantes sont satisfaites :
@ pourtoutm € Npeta, 8 >0telsquem < a < f <m+ 1,il existe C,

J > 0 tels que

UJ-(B) < Caj(a) Vi > J;
@ pour tout m € N*, il existe 9 > 0 tel que pour tout € €]0, g, il existe C,

J > 0O tels que
27m < co" W2 U;

24/49
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Exposant de Holder généralisé

Proposition (suite)

© pour tout m € N*, au moins une des conditions suivantes est satisfaite :
(7] e sil< 2’”d1(m>, il existe g9 > 0 tel que Ve €]0, eo[, 3C, J > 0 vérifiant

272"y < Co" > U;
@ sil > 2’"d1('"), il existe g9 > 0 tel que Ve €]0, go[, IC, J > 0 vérifiant
27" < Ca" Wi> U,

o si1=2"d", ilexiste go > 0 tel que Ve €]0, o[, 3C, J > 0 vérifiant

27" < e >

Damien Kreit (ULG) Défense de These 25/ 49



Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Exposant de Holder généralisé

Proposition (suite)

© pour tout m € N*, au moins une des conditions suivantes est satisfaite :
@ o sil<2"d", ilexiste g0 > 0 tel que Ve €]0, o[, 3C, J > 0 vérifiant

o™ < Co"D V>
@ sil> 2”’al((]""), il existe g9 > 0 tel que Ve €]0, o[, 3C, J > 0 vérifiant
o (2"d§") 7 < Co"" V> U;

°sil= 2’”dé'”), il existe g9 > 0 tel que Ve €]0,¢&0[, 3C, J > 0 vérifiant

. (m) (m—e) 9
Jjoj < Co; vj>J.

Damien Kreit (ULG) Défense de Thése 26 /49



Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés [SEES

Table des matieres

0 Espaces de Hoélder-Zygmund uniformes généralisés
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Fonction de Takagi

On a les résultats suivants :
o T € A“(R) pour v €]0, 1],
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés [SEES

Fonction de Takagi

On a les résultats suivants :
o T € A“(R) pour v €]0, 1],
o T ¢ A'Y(R),
o T € A% (R)ouo; =27j(j € N)eta €]0,1].
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Processus de Hull et White

0.020
I

— Simulation 1
— Simulation 2
— Simulation 3
— Simulation 4

Trajectory of r
0015
|

0.010
I

0.005
I

t (time in years)

@ Le processus s’écrit
r(f) = r(0)e™" + e~a [ 0(s)e®ds + o= [ e“dW(s).
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Processus de Hull et White

0.020
I

Trajectory of r
0015
|

0.010
I

0.005
I

t (time in years)

@ Le processus s’écrit
r(f) = r(0)e™" + e~a [ 0(s)e®ds + o= [ e“dW(s).
@ Onar e A% avec gj := (2*1')%|10g | log(2*-")|\% GeNYetO<a< 1.
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Processus de Hull et White

0.020
I

Trajectory of r
0015
|

0.010
I

0.005
I

t (time in years)

@ Le processus s’écrit

r(f) = r(0)e™" + e~a [ 0(s)e®ds + o= [ e“dW(s).
@ Onar e A%* avec gj := (2*1')%|10g | log(2*-")|\% GeNYetO<a< 1.
@ Onar¢ A2,
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Introduction de deux suites admissibles

Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés

Espace A2 y(RY)

Définition
Soient o > 0, 0 = (0j)jen, et N = (Nj)jen, deux suites admissibles. On
définit I'espace de Holder-Zygmund généralisé Ay (RY) par

VR = FeL®®Y) :supoi ! sup AN < 00
J€No h|<N;~!

31/49
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Introduction de deux suites admissibles

Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés

Espace A2 y(RY)

Définition
Soient & > 0, 0 = (0;)jen, et N =
définit I’espace de Holder-Zygmund généralisé Ag

(Nj)jen, deux suites admissibles. On
(R?) par

_ 1
avRY) = f e L®RY) :supo; ! sup [N
J€No h|<N;~!

v

RY) = A%(RY).

@ OnaAg, (R 4y = A%(RY) et A% jay, o, (

\
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Introduction de deux suites admissibles

Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés

Espace A2 y(RY)

Définition
Soient o > 0, 0 = (0j)jen, et N = (Nj)jen, deux suites admissibles. On
définit I'espace de Holder-Zygmund généralisé Ay (RY) par

ASNRY) = f e LR s supoi’ sup [|ALIf e < 00
J€No h|<N;~!

v

(RY) = A®(RY).

@ OnaA? , (RY) = A% (RY) et A oy )

At > Lets(o™)s(N) ™! > 0, alors

s\o 1 S ! A —
BUCO’OOI ’N(Rd) = 1&7(71\/' )7(N) (Rd) — Mg-’Nl (Rd)

\
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Introduction de deux suites admissibles

Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés

Espace A2 y(RY)

Définition
Soient o > 0, 0 = (0j)jen, et N = (Nj)jen, deux suites admissibles. On
définit I'espace de Holder-Zygmund généralisé Ay (RY) par

f € L®RY) : sup o-jfl sup ||A,Eaj+1f||Loo < o0

gw(Rd) = ;
J€No h|<N;~!

v

(RY) = A®(RY).

@ OnaA? , (RY) = A% (RY) et A oy )

@ SiN, = infizo k- > Lets(o!)s(N)~! > 0, alors

_ $(oc—)s(N)—! .
BL 2 (RY) = A% T (RY) = NS (R,

\

© La plupart des précédents résultats restent vrais pour ces espaces.
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Espaces de Holder-Zygmund uniformes généralisés Introduction de deux suites admissibles

Espace A2 y(RY)

Exemple de résultat sur ces espaces (D.K., S. Nicolay)

Soient L, M € Ny et o, N deux suites admissibles telles que N; > 1 et

L<s(e™sN)™' <5 Hs(N)! < M.
Ona
—1 <(~r—1 N —1
B 'R = A5y T RY) = Wi, Wil g = (W2, Wirlfy
ou 6 et ¢ sont les suites admissibles définies par

o _ [ N0 Vj € —No,
I (9_]')7 = NjLUj Vj € N*,

(¥~ =Nt vje N

—(M-L) :
N Vj € — Ny,
wj:{ ] 0
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Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés Définitions

Définition des espaces

Soient M € Ny, o et N deux suites admissibles, et xy € R?. Une fonction
f € L2 (R?) appartient a I’espace Ag{ ~(x0) 8’1l existe deux constantes

C,J > 0 telles que

PIGIgM Hf _PHB(xO,Nj*l) < CG[ V] >J.

Dans le cas N; = 2/ (j € Np), on note ces espaces A7 (xg) = AYy (xo).
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Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés Définitions

Définition des espaces

Soient M € Ny, o et N deux suites admissibles, et xy € R?. Une fonction

f € L2 (R?) appartient a I’espace Ag{ ~(x0) 8’1l existe deux constantes
C,J > 0 telles que

PIGIgM Hf _PHB(xO,Nj*l) < CG[ V] >J.

Dans le cas N; = 2/ (j € Np), on note ces espaces A7 (xg) = AYy (xo).

Lorsque o; = 27, N; = 2 et M = |, alors ces espaces correspondent aux
espaces de Holder ponctuels classiques A (xp).
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Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés Résultats sur les espaces ponctuels

Caractérisation par les différences finies

Proposition (D.K., S. Nicolay)
Soient M € Ny, o et N deux suites admissibles telles que N; — +oo. Si

f € L2(RY) est une fonction continue dans un voisinage de xo € R, alors les

loc
conditions suivantes sont équivalentes :

Qfe A%N(XO)’
@ il existe C > 0etJ > 0 tels que

sup (| A 1l -1y < Coj Vi > .
Jh<N;! g

Damien Kreit (ULG) Défense de These
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Résultats sur les espaces ponctuels

Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés

Décomposition de Taylor

Théoréme (D.K., S. Nicolay)
Soient M € Ny, o et N deux suites admissibles telles que M < s(o—!)5(N)~!
et N, > 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

Qe AIO‘{N (x0),
@ il existe C > 0 et un polyndme Py, de degré inférieur ou égal a M tels que

sup lf(X() aF h) = Pxo(h)‘ < CUj Vj e Np.
|n|<N;!

37/49
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Résultats sur les espaces ponctuels

Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés

Décomposition de Taylor

Théoréme (D.K., S. Nicolay)
Soient M € Ny, o et N deux suites admissibles telles que M < s(o—!)5(N)~!
et N, > 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

Qe AIO‘{N (x0),
@ il existe C > 0 et un polyndme Py, de degré inférieur ou égal a M tels que

sup lf(X() aF h) = Pxo(h)‘ < CUj Vj e Np.
|n|<N;!

Pour x dans un voisinage de xy, il vient
3 (x — x0)?
f)=> D f(xo)W + R(x — xo),

1Bl<M

ol SUP| <! IR(h)| < Coj (pour j suffisamment grand).
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Damien Kreit (ULG) Défense de These



Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés Résultats sur les espaces ponctuels

Caractérisation par les coefficients d’ondelettes - Rappel

@ On considere les ondelettes de Daubechies.
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Caractérisation par les coefficients d’ondelettes - Rappel

@ On considere les ondelettes de Daubechies.
@ Un cube dyadique d’échelle j € Ny est un cube pouvant s’écrire

d

i ki+1

\ [kk+
i=1

T [ (k= (ky, ..., kq) € Z%).
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Caractérisation par les coefficients d’ondelettes - Rappel

@ On considere les ondelettes de Daubechies.
@ Un cube dyadique d’échelle j € Ny est un cube pouvant s’écrire

d

i ki+1

\ [kk+
i=1

T [ (k= (ky, ..., kq) € Z%).

@ Soit A = \(i,j, k) = = + %, + [0 ) le cube dyadique associé au
coefficient d’ondelette cy=~¢ ke
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Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés Résultats sur les espaces ponctuels

Caractérisation par les coefficients d’ondelettes - Rappel

@ On considere les ondelettes de Daubechies.
@ Un cube dyadique d’échelle j € Ny est un cube pouvant s’écrire

N SRR
A

[ (k= (ki,....kq) € Z9).

@ Soit A = \(i,j, k) = = + %, + [0 ) le cube dyadique associé au
coefficient d’ondelette cy=~¢ ke
@ Les coefficients dominants sont définis par dy = supy/cy |cx].
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Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés Résultats sur les espaces ponctuels

Caractérisation par les coefficients d’ondelettes - Rappel

@ On considere les ondelettes de Daubechies.
@ Un cube dyadique d’échelle j € Ny est un cube pouvant s’écrire

N SRR
A

[ (k= (ki,....kq) € Z9).

@ Soit A = \(i,j, k) = = + %, + [0 ) le cube dyadique associé au
coefficient d’ondelette cy=~¢ ke

o Les coefficients dominants sont définis par dy = supy,c, |c|.

@ Deux cubes dyadiques \; et A, sont dits adjacents s’ils ont méme échelle
et si dist(Aj, A\y) = 0.
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Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés Résultats sur les espaces ponctuels

Caractérisation par les coefficients d’ondelettes - Rappel

@ On considere les ondelettes de Daubechies.
@ Un cube dyadique d’échelle j € Ny est un cube pouvant s’écrire

2 Y

d
ki kit 1
A= [ + [ (k= (k1 ... ka) € 7).
i=1

@ Soit A = \(i,j, k) = = + %, + [0 ) le cube dyadique associé au
coefficient d’ondelette cy=~¢ ke

o Les coefficients dominants sont définis par dy = supy,c, |c|.

@ Deux cubes dyadiques \; et A, sont dits adjacents s’ils ont méme échelle
et si dist(Aj, A\y) = 0.

@ Soit Aj(xp) le cube dyadique de cdté 277 contenant xo et soit 3\
’ensemble des 3¢ cubes dyadiques de c6té ) ; alors on pose

di(xo) = sup dy.
N €3N (x0))
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Caractérisation par les coefficients d’ondelettes

Théoréme (D.K., S. Nicolay)

Soient M € Ny, xg € RY et o une suite admissible. Si f € A% (x), alors il
existe C > OetJ € Ny tels que
di(x0) < Co; V>, @)
39/49
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Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés Résultats sur les espaces ponctuels

Caractérisation par les coefficients d’ondelettes

Théoréme (D.K., S. Nicolay)

Soient M € Ny, xg € RY et o une suite admissible. Si f € A% (x), alors il
existe C > OetJ € Ny tels que

di(x0) < Coj  Vj>J. “

Réciproquement, supposons que o; — 0 sij — +oo. Si f est uniformément
Holder et si (4) est satisfait, alors f € Ao'M (xp) ol o’ est la nouvelle suite
admissible définie par o7 = 0;|log,(a;)| (j € No) et M € Ny vérifie
M+1>5h.
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Résultats sur les espaces ponctuels

Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés

Caractérisation par la convolution

Théoréme (D.K., S. Nicolay)
Soient M € Ny et o une suite admissible. Si f € A% (xy), alors il existe une
fonction ® € D(R?) telle que

sup [[f — f * y—«|p(xy 2y < Coj,  Vj € No. )
k>j
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Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés Résultats sur les espaces ponctuels

Caractérisation par la convolution

Théoréme (D.K., S. Nicolay)

Soient M € Ny et o une suite admissible. Si f € A% (xy), alors il existe une
fonction ® € D(R?) telle que

sup [[f — f * y—«|p(xy 2y < Coj,  Vj € No. )
k>j

Réciproquement, supposons que o — 0. Si la fonction f € L™ (Rd) satisfait
(5) et

sup (2“j sup [[f 4 @ —fHLoo) < 00

J€No k>j

pour un certain o > 0, alors f € A% (xy) pour tout M € Ny tel que
M+1>5( 1.
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Exposant de Holder ponctuel genéralise |

Définition
L’ exposant de Hélder ponctuel en xo d’une fonction f € Lj, (RY) est défini
par

hy(xo) = sup{a > 0:f € A%xo)}.

Le sens provient de I’inclusion des espaces :

a < fB= AN(x) C A%x).
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Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés Résultats sur les espaces ponctuels

Exposant de Hoélder ponctuel généralise I

Définition
Soit xo € R¥. Une famille de suites admissibles o) est dite xo-décroissante si
a < 3 implique A°”:18) (x0) C A lel] (x0)-
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Exposant de Hoélder ponctuel généralise I

Définition

Soit xo € R¥. Une famille de suites admissibles o) est dite xo-décroissante si
a < B implique A% 18] (x5) € AT“Led (xp).

Définition

Soit o) une famille de suites admissibles xo-décroissante. L’ exposant de
Holder généralisé en xq associé a o) d’une fonction f € L2 (RY) est défini
par

h}’(')(xo) = sup {a >0:f¢€ Ala] (xo)} .
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Exposant de Hoélder ponctuel généralisé Il

Théoréme (D.K., S. Nicolay)

Sous les méme conditions sur o() que celles fournies dans le résultat
uniforme, la famille o) de suites admissibles est xo-décroissante.
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Retour sur la fonction de Takagi

On a les résultats suivants :
o T € A¥R), T ¢ A(R), T € A%*(R) oug; =27j (j € N*, a €]0, 1).

Damien Kreit (ULG) Défense de These 45/ 49



Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés [SCIE

Retour sur la fonction de Takagi

On a les résultats suivants :
o T € A¥R), T ¢ A(R), T € A%*(R) oug; =27j (j € N*, a €]0, 1).
o Il existe des points x € [0, 1] appelés points lents tels que
T € A%C7i(x) (a €]0,1).
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Espaces de Holder-Zygmund ponctuels généralisés [SCIE

Retour sur la fonction de Takagi

On a les résultats suivants :
o T € A¥R), T ¢ A(R), T € A%*(R) oug; =27j (j € N*, a €]0, 1).
o Il existe des points x € [0, 1] appelés points lents tels que
T € A%C7i(x) (a €]0,1).
@ Nous pouvons modifier la suite des espaces A%(R) (o > 0) en
considérant o; = 27/%j pour a € N*. On peut démontrer que la nouvelle
suite d’espaces est emboitée et vérifie T € A%!(R).
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Merci de votre attention.
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