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CHAPITRE 1 CINEMATIQUE DU _MILIEU _CONTINU CRA 1R

1.1, Coordonnées matérielles et spatiales
)Y

Dans un méme repére cartésien soilent
181.2’3 ) ."

Les/coordonnées d'un point matériel dans une configuration dite de

référence ou configuration initiale d'un corps &lastique;

| 'gi' i=1,2,3
les coordonnées du méme point dans une configuration déformée ou
configuration finale,

'Le vecteur déplacement aura pour composantes
u, = ;i - X, i=1,2,3 .

On peut imaginer les déplacements et par conséquent les coordonnées

finales comme exprimés en fonction des coordonnées initiales
= . = = ‘ )
ug = u,(x) £y = xy tui(x) = g,(x) (1.1

La configuration de référence est alors supposée parfaitement connue
et chaque triplet x de coordonnées initiales identifie un point .
matériel bien déterminé. Pour cette raison, ces coordonnées sont

aussl appelées coordonnées matérielles,

La position finale d'un point matériel dépend de la déformatién subie
par le corps élastique; elle n'est généralement pas connue a priori.
De plﬁs, il est nécessaire d'envisager les propriétés de plusieurs
configurations finales pourvidentifier celle ou celles qui seront

effectimgment réalisces.
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Un triplet ¢ de coordonnées finales n'identifie donc qu'un point de
1'espace qui peut &tre occupé par des points matériels différents
selon les différentes configurations analysées; pour cette raison

on appelle aussi les coordonnées finales coordonnées spatiales.

L'emploi de coordonnées matérielles comme variables fondamentales

est particuliérement indiqué en Elasticité du fait que 1'on studie
1'évolution d'un ensemble fixe de points matériels dont on recherche

1; configuration finale et ses propriétés. Les intégrations nécessaires
peuvent &étre effectuées sur la configuration fixe dé référence, dont

les propriétés géométriques sont généralement simples.

En Mécanique des Fluidés, les coordonnées matérielles sont généralement

appellées coordonnées de Lagrange. Dans leur définition générale,
elles sont éonstituées par tout triplet de constantes d'intégration
des &quations différentielles des trajectoires de particules.

Une définition patticuliére congigste a utiliser le triplet X, de
coordonnées cartésiennes d'une particule dans une configuration de
référence, teile qu'elle'se présente par exemple @ une &poque conven-
tionnelle t, de 1'évolution. Ce point de vue coincide alors avec la

définition des coordonnées matérielles de 1'Elasticité.

Cependant, dans la plupart des problémes de la Mécanique des
Fluides, l'ingénieur est davantage intéressé par 1'évolution d'une
situation délimitée par des frontiéres fixes dans 1'eSpace, frontiéres
éventuellement traversées par les particules du fluide. C'est la
configuration spatiale qui est alors fixée tandis que l'ensemble des
particules varie. Pour cette raison, la Mécanique des Fluideé s'est
principalement développée i partir du formalisme utilisant les coor- -

données spatiales, dites aussi coordonnées d'Euler, comme fonda-

mentales., En Elasticité, le formalisme Eulérien consiste 3 considérer
les déplacements, et donc aussi les coordonnées initiales, comme des

fonctions inconnues des coordonnées finales :

Cugmu(E) =g =gy = ug(E) = x (8) (1.2)
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Un obstacle 3 l'utilisation des coordonnées Eulériennes est la
difficulté de formuler des équations constitutives, telles que

les relations entre tensions et déformations en Elasticité, qui
puissent tenir compte des changements d'orientation dans les
directions préférentielles des milieux anisotropes. Cet obstacle
disparait pour les milieux isotropes, ol les &quations constitutives
sont fnvariantes vis~-a-vis des changements»d'orienté;ion des repéres
cartésiens. Si, pour la plupart des fluides, on est en droit de pos-
tuler. des propriétés isotropes, une réduction des milieux &lastiques
aux cas d'isotropie serait par trop mutilante. Le développement de
la théorie de 1'Elasticité sera donc essentiellement basé sur le

point de vue Lagrangien, tel que représenté par les équations (l.1).

1.2, Transformations de voisinage

En un point ré&gulier, oi, par définition, le champ u(x) est

différentiable, la transformation de voisinage

9

L :
est entiérement caractérisée par les &léments de la matrice
Jacobienne
- A '
J { Dj Ei } (Dj axj) ’ (L.4)

On notera que la formule (l1.3) fait un usage, constant par la suite,
‘de la convention de sommation sur les indices répétés.
Elle est, en notations indicielles, la traduction de la relation

matricielle

\ dE = J dx (1.3")
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olu df et dx sont les matrices unicolonnes des composantes cartésiennes
des vecteurs dE et d;; les régles de la multiplication matricielle
montrent alors que dans (1.4) l'indice'i est celui des lignes de J,
1'indice j celui de ses colonnes.

Le Jacobien, ou déterminant de la matrice Jacobienne, mesure le rapport
enttz un élément de volume initial dV du voisinage et 1'élément de

volyme final contenant les mémes points matériels :
dQ = det J . dV ’ (1.5)

Imaginons alors une'transformation continue de la configuration- ini-
fiale vers la configuration finale, au cours de laquelle le Jacobien,
dont la valeur initiale est partout unitaire, varie continiiment au
niveau de chaque point matériel. Sa valeur ne peut nulle part s'annuler
sans annuler le volume d'un ensemble non vide. de points matériels,

ce qui est ﬁhysiquement impossible, Le Jacobien ne peut donc nulle

part changer de signe et, quelle que soit la configuration finale,

on a en tout point régulier
det J > O : (1.6)

Parni d'autres conséquences importantes pour la mesure des déformations
finies, cette propriété assure l'gxisténce et 1'unicité en tout point

régulier de la transformation de voisinage inverse

dx, = 3, x, dg, G, = %-5:) (1.7)

Les propriétés évidentes
]

\

sont les traductions en notation indicielle'dés relations d'inversion

w0 %% 0 Dy XTOp (1.8)
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R b 1 ey CREND B (1.8')
Si le champ des déplacements dans (1.1) est continiment différentiable
sur l'ensemble du domaine occupé par la configuration initiaie, la
propriété (1.6), satisfaite en tout point, autorise l'application du
théoréme des fonctions implicites.

Celui-ci nous assure alors de l'existence et de 1l'unicité du changement
de configuration inverse (1.2).

Les éléments de la matrice Jaéobienne en un point régulier ont une
inﬁerprétation géométrique liée aux coordonnées curvilignes naturelles
que constituent les plahs cartésiens x; = constante de la configuration
initiale quand ils deviennent par convection des surfaces courbes de la

configuration finale, Considérant
> -
E = Ei(x) ei ’

le vecteur de position finale du point matériel, les vecteurs de la
base locale de ce systéme de coordonnées curvilignes naturelles sont
définies par

+=D E-D (1.9)

o I 3 518

Chaque colonne de la matrice Jacobienne est donc formée des composantes
cartésiennes d'un des vecteurs de la base locale : la propriété (1.6)
assure 1'indépendance Iinéaire de ces vecteurs. ’

La considération des propriétés de la matrice Jacobienne est équiva-~
lente 3 celle des propriétés de la matrice des gradients des déplace-
ments )

A= 1D ‘-'_1'}. . (1.10)
De (l.1), on tire en effet la formulation équivalente d'une transfof—

mation de voisinage
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dgy = dx; + duy = (&, + D, v’uij ij (1.11)
soit encore |
,'Dj £y = Gji + bj u, J = I+A (1.12)
|
De.méme, baur 1la transforqation de voisinage inverse,
dxﬁ = dEm - dum = (Gim - ai gm) dgi
soit
3,%x =8, -3, u Ilaz-x (1.13)
i m im i™m :
Il en résulte pour les relations d'inversion (l.8') la forme
équivalente ‘

XA=AX=A-X (1.14)

1.3, Compoéition des changements de configuration

Un changement de configuration est défini en assignant i chaque
point, repéré par son vecteur de position initial ?, un déplacement
u(r). |

Soit z(x) un premier changement; il déplace un point matériel originel-
lement repéré par le vecteur de position X et lui assigne le nouveau
vecteur de position ; + K(x). Celui-ci devient le vecteur de position
originel d'un déplacement subséquent ¢(r) = ;(x + u(x)).

Le vecﬁgur déplacement résultant devient
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WL = W) 4V (x + ulx) (1.15)
, |

Cette lol de composition des dépiacements peut €tre comparée @ celle
qui résulterait d'une interversion dans l'ordre des changements de

configuration composants

'6v.u(x) = V(x) + u(x + v(x)) (1.16)
Les changements couposés (1.15) et (1.16) sont généralement différents;
i1 suffit pour s'en convaincre d'analyser des exemples de composition

de rotations autour d'axes différents. Du point de vue de la composition
des transformations de voisinage, on aurait pour la séquence K(x), suivi

de 3(r)

dEi = (sji + Dj ui) dxj

suivi de
dn, = (855 + 93 vy) dEy
résultant finalement en
dn, = (8, + 3, "m)“ji + Dy up) dx,

et mettant en évidence que la composition résulte du produit dans
1'ordre adéquat des matrices Jacobiennes composantes, '
En développant le produit et notant que

+D D, £, =D >Vm(£) =D vm(x + u)

33 Va (8y4 * Dy uy) =3y v, Dy 3 3

on obtient pour la matrice Jacobienne composée un résultat

qui cadre avec celui (1.15) de la composition des déplacements.
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Supposons maintenant le chaup ¢(x+u) cont iniiment différentiable et

appliquons~lui le théoréme des accroissements finis

V(x+u) = V(x) + u, D, V(R)

]
ol ﬁi = X + Oi u, A (i non sommé) 0 g 9i £1.
La. formule (1.15) prend la forme
T =@ + V() +u, D, VR ‘ BT

u,v . J 3

Nous dirons que le champ 3(r) satisfait aux conditions de linéarité

géométrique si les neuf gradients
| D.1 Vo [ << 1

sont partout ﬁégligcablés devant 1'unité. Dans ces conditions, les
déplaccments représentés par le dernier terme de (1.15') sont négli-

‘geables devant U(x) et on a une loi de superposition linéarisée
- > >
wu,v(x) = u(x) + v(x)

Cette méme loi se fetrouve en inversant l'ordre des changements de
configuration et supposant que le champ K(?) cetté fois satisfait éux
conditions de linéarité géométrique. o
I1 s'ensuit que si les deuxchamps de déplacement obéissent aux condi-
tions de linéarité géométrique, leur composition se raméne & leur super-
position locale et devient ainsi indépendantede 1l'ordre dans lequel ils
sont appliqués. ' o ) .
L'application du théordme des aéc:oissements finis 3 la formule (1.17)

D ﬁd% Sy * D'A- ‘{,,um(g)f v, (0 +u_D_v_(® )

3
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-

demande afin de ramener le résultat 3

D =§, +D,{ um(x) + vm(x) }

n
Jm jm 7§
que les hypothéses de linéarisation géométrique soient complétées par
des conditions de régularité de croissance. Si en effet les termes
u Dr vm(i) sont négligeables devant um(x),,la méme conclusion n'est
pas nécessairement vraie au niveau de la comparaison de leurs dérivées

partielles.

le4e Mesure de 1'état de déformation local

Dans une transformation de voisinage (l.11), le carré de la
distance qui sépare deux points voisins dans la configuration finale

vaut
dgi dgi " (Gmi * Dm ui)(6ni * Dn ui) dxm dxh
Développant et retranchant le carré de la distance initiale, il vient

dg, dg, - dx, dx; = 2 ¢ dx_ dx (1.18)

avec

1 |
€on E-(Qm u + Dn u + Dm ui-Dn u) =e (1.19)

Les coefficients de la forme quadratique (1.18) que 1'on peut ranger

dans une matrice symétrique

\ €11 €12 €13

E= | e 22 e (1.20)
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caractérisent la déformation locale du milieu. En effet s'ils sont
tous nuls, la transformation de voisinage préserve les distances
entre deux points voisins quelconques et dans ce cas, comme on le
démontrera rigoureusement dans la section suivante, elle ne peut
représenter qu'une rotation du voisinﬁge comme un &lément rigide.
Inversément, si la transformation se réduit 3 une rotation et pré-
serve les distances entre deux points voisins quelconques, (1.18)
exige que tous les,emn soient nuls, | '

La matrice de 1'état de déformation, dont on voit qu'elle peut &tre
exprimée rationnellement a partir de la matrice (1.10) des gradients
de déplacement par la combinaison A

E=%(A+AT~+ATA)=ET

(1.21)
est une des mesures Lagrangiennes exactes de 1'état de déformation,
pour la distinguer on 1'appellera la mesure de GREEN,

Nous dirons qd'une transformation de voisinage est une déformation
pure quand sa matrice Jacobienne est symétrique, ou, ce qui revient

au méne, quand sa matrice de gradients de déplacement est symétrique.
Dans un tel cas

A=u=u

et la formule (1.21) donne pour la mesure de Green de 1'état de

- déformat ion

E=n+zE® (1.22)
I1 est clair que 3 toute métticé H correspond une seule matrice E.

Si la réciproque ést vraie, la matrice H elle-méme constituera une
autre mesure Légrangienne exaéte de 1'état de déformation.

Nous démontreroﬁs cette correspondance bi-univoque entre H et E,

en toute généralité, au chapitfe 4 et appellerons les éléments de H

ceux de la mesdre de JAUMANN de 1'état de déformation,.
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La distinction entre mesures de Green et de Jaumann est importante

pour le cas des déformations finies. Pour le cas usuel des déforma-
tions infinitésimales, les &€léments de H2 deviennent négligeables devant
ceux de H et la mesure de Jaumann coincide en pratique avec celle de

Green.

1.5. Les rotations matérielles

Le voisinage d'un point matériel o les déformations viendraient
a disparaitre, outre la translation subie du fait du déplacement de
ce point, ne peut &tre transformé que par une rotation,

Dans ce cas, la matrice Jacobienne est une matrice orthogonale
J={ Bij } avec Bij Bir = Gjr - (Le23)

condition nécessaire et suffisante pour que les distances soient

préservées dans le voisinage :

dgg dgy = (Byy dx)(By dx)) = B, By, dx; dx,
= sjr dxJ d#r = dxr dxr .

Notant { Bij } =0, la relation‘(1.23) est équivalente a
vul =1

et 1'on en tire en prenant de chaque c8té le déterminant

det U ., det UT = (det U)% = 1 .

\
L'ambiéuité de signe du déterminant est levée directement par la

propriété (1.6)_4ui exige

det U= det { 8y } =1 | (1.24)
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On sait que cette propriété-additionnelle est nécessaire et suffisante
pour que la matrice orthogonale U soit un véritable opérateur de rota-
tion, non suivi ou précédé d'une symétrie par rapport & un plan
(opération qui préserve aussi les distances). Rappelons enfin que,

UT étant une matrice inverse de U a droite, est aussi inverse a gauche
T

T o wlu-nDut=0+»1lua=z

UT U UT =U
ce qui en notations indicielles se traduit par

Bij ij = Gim (1.25)

La structure générale d'une matrice de rotation découle assez simple-

ment d'une propriété géométrique du champ des déplacements.
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<>
Si )\ est un vecteur porte par 1 axe de la rotation, son moment par

rapport 3 un point M : A X m est perpendiculalre au plan contenant
1'axe et passant par M. L'origine A et 1'extrémité B du vecteur
moment sont prises de telle fagon que M coincide avec le milieu du
segment AB. De la sorte, si'; et ; sont les vecteurs de position
respectifs de A et B, on aura

> 17 > ) -»> > > ->

m = 3-(a + b) Axm=b=-a

-»> : -
Le vecteur b peut €tre considéré comme le vecteur a tourné par la
rotation autour de 1'axe d'un angle 6 , qui est, pour 1'instant

-> -+
limité 3 1l'intervalle O ¢ § < 7 . Le module du déplacement b -~ a est

alors
> o>
| xxu |l =2]] %] sin ¢ .tan
ol || m || sin ¢ est la projection de M sur un plan perpendiculaire

d 1'axe de la rotation. D'autre part, le module du produit vectoriel

est aussi

> > g >
Haxafl =] Al «[lm]]sing
<>

Par comparaison, on trouve pour le vecteur A porté par 1l'axe, un

module

e 8
llX”ﬂZtan? |
qui ne depend que de 1 angle de rotation., Par conséquent, le champ
des moments de ce vecteur est susceptlble de représenter celui des
déplacements d'une rotation finie, 3 condition de considérer le
moment comme appliqdé d la position moyenne de chaque point. Le cas
limite apparemment singpiief‘e = 7 sera résorbé par la suite.

Dans la représentation matricielle de cette propriété

'm = %-(a + b) ' Am=b-a
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b=1Ua

le produit vectoriel est obtenu en construisant 3 1'aide des composantes
-> .
du vecteur X (ou de sa matrice unicolonne 1), la matrice symétrique

gauche

Les composantes de A sont alors appelées composantes strictes de A .

L'élimination de m et de b fournit

%A(I-ﬁ-U)a' (U=-1I)a

et, comme a est arbitraire,

-IZ-A(I+U)-_U-I
ou encore, cherchant @ exprimer la matrice de rotation en fonction

"de A

1 1 ‘
(I-3A)U=T+5A | : | ’_ (1,26)
Pour obtenir U i1l nous faut encore inverser la matrice ' i

Son &quation caractéristique .
‘det.(M -al) =,O:'

est extrémement facile a développér; on trouve
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1 -a) +-} (L-a) ATA = = a3 + 302 - a(3 + {- AT+ (1 + -}.ATA) =0

Le déterminant de M, représenté par le terme indépendant, vaut

1,1, . 28 . 1/cos? &
1+ % AT 1 + tan > 1/cos >

Pour €liminer la singularité en 6 = w , multiplions l'équation carac-

téristique par cos2 g-et remplagons les puissances de a par les
puissances correspondantes de M, ce qui revient 3 utiliser le th&oréme
de Cayley-Hamilton selon lequel une matrice vérifie'toujours sa propre

équation caractéristique; il vient

3

cosz-zq{-M +3M2-(3+tan2-g~)M}+I-o

Cette relation, multipliée par M-I fournit, aprés substitution de

(1.27) et regroupement des termes

2

-1 L cos? A (1.28)

= I ++cos?dp+dcos?
M I+ 5 CO8 5 A+ % oS

o

Ceci permet maintenant le calcul de la matrice de rotation

Uam'l (I--;-A+A)’-I+M-1A

S S WL S R S
I+ A+ 7 €05 3 A+ % €°8 3 A

Simplifions ce résultat en observant que

'Az‘-.-.ATAI+)\_ATé-4'tan2-QI+AAT

BN

et que _— | P A.A;é Q o
I1 vient.

A" = -4 tan2 gu A
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et, aprés substitution de ceci et regroupement,

2

U=1+ cos 2

2

0 1 N
A +~2 cos > A

2

Une derniére modification est nécessaire pour obtenir une formule ol

1'angle de la rotation est complé&tement arbitraire. Posant
|
i

‘A= 2 tan g'N

la matrice symétrique gauche N a pour composantes strictes les
cosinus directeurs ng d'un vecteur unitaire qui oriente 1'axe de la

rotation, cette transformation conduit 3 la formule finale

U=1+3sin 8N+ (1 - cos 6) N2 | | (i.29)
‘avec aussi

N> w-I+¢nnt T 1 (1.30)

Elle est en fait une des formes possibles de la représentation de
Cayley-Klein. ) _

Le cas des rotations infinitésimales nous intéresse particuliérement;
il s'obtient en ne retenant que les termes du premier ordre dans le

trés petit angle ]
U=I+e6N
Ce résultat s'écrira plutdt
U=I+2Q , _ (1.31)

) \
ol Q est la matrice synétrique gauche
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0 k) Wy
= - A e T
Q. wy 0 w, Q
- wz wl 0

dont les composantes strictes sont les petites rotations superposables

2 0.n (1032)

91 i
autour des axes cartésiens recentrés au point considéré,
Le résultat (1.31) est &videmment obtenu de fagon plus &lémentaire
en observant que l'opérateur de rotation infinitésimale ne différe
de 1'opérateur identité que par des termes petits; revenant aux

notations indicielles, on doit avoir

Dj Ei - 6ij fwij I wij l << 1 | (1.33)
Exprimant maintenant la propriété de conservation du carré des
distances

Dy &y Dy &y = Sy

soit

(Bgg * oy Bup ¥ wgy) = 8y + gy + gy *ugy 0 =85

il vient, en négligeant les termes petits du second ordre, la

condition de symétrie gauche

4 ugy =0 R (1.34)

y

La comparaison.entre (1.31) et (1.33) donne comme relations entre

les w 3 deux indices et ceux & un indice :

Wiy = < Wy Wyq = = Wy _ Wy = = W, (1.35)
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Elles peuvent &tre rassemblées dans l'unique formule

1 | ~ .
Wi = =5 en Yon ou W o emnp wp (1.36)

faisant intervenir le symbole de permutation

( , ‘
1 8i la séquence mnp est une permutation paire
de (1,2,3)
emnp = { -1 8i la séquence mnp est une permutation impaire
de (1, 2, 3)
0 dans les autres cas.

en d'autres termes emnp est antisymétrique dans tous ses indices et

les seuls cas ol il ne prend pas la valeur nulle sont

€123 = €231 " &312 = 1

=g =1

€321 7 213
Les déplacements infinitésimaux résultant d'une rotation infinitésimale
autour d'un axe passant par l'origine des coordonnées correspondent au

champ de moments

+> >
u= @

->
X m
-> ' <>
car le vecteur w de composantes (l1.32) est assimilable au vecteur A
du 'fait que le module 2 tan %-est assimilable a o
D'autre part, on peut assimiler m au vecteur de position X du point
matériel au lieu du vecteur de position moyenne, car il n'en différe
que par le demi déplacement qui est infinitésimal. Ce champ s'exprime

‘alors aﬂalytiquement par les formules



Uy R wy X3t wg X,

llz = 0)3 xl - wl x3 ou uj = ejmn wm n

Ug © 0y Xy T Wy X

Il est analogue au champ des vitesses de rotation d'un solide qui
répond aux mémes &quations mais ol w a alors la signification

d'une vitesse angulaire.

1l.6. La décomposition cinématique de la matrice Jacobienne

Cherchons a décomposer une transformation de voisinage générale

en deux étapes. La premiére est une déformation pure

dn ) dx avec h,, = h

g = By * byy) dx, 31 = Pyy
la seconde est une rotation
dgm = i dni avec Bmi er = 6ir

det i Bmi } =1
La transformation générale serait donc représentée par

dEy = By (B *hyy) dx

19.

X (1.37)

et pose le probléme de l'éxistende‘et de 1'unicité de la décomposition

polaire

. Dy &y = By (513 + hij) | : (1.38)
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La forme matricielle correspondante est

J=1U (L + H) : (1.39).
Multipliant cette &quation a gauche, membre & membre, par la relation
transposée

|

F=@en vt

il vient du fait que UT U=1

JT Js= (I + H)2

Substituant (1.12) et simplifiant

A+ A? + A? A=2H=+ H2

Finalement, en égard & (l1.21), nous retrouvons la relation (1.22)
dont la validité est maintenant étendue au cas d'une transformation
de voisinage générale et plus seulement une déformation pure.

Dans la décomposition polaire 1.39, la matrice H est donc la mesure
de Jaumann de I'ééat de déformation. '

D'autre part, en prenant les déterminants des deux membres de (1.39)
det J = det U , det (I + H) = det (I + H)

Par conséquent, en vertu de la limitation d'origine physique (1.6),

-~

la mesure de Jaumann est contrainte 3 satisfaire
) det (I +H) >0 h ‘ (1.40)
. ) \
L'opérﬁteur de rotation est alors défini sans ambiguité par

U=J(L+H"t (1.41).
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L'élimination de H fournit une relation implicite

v @ »ta

Ffuv oo (1.42)
pour le calcul de la rotation en fonction des seuls gradients de
déplacement.

Il faut insister sur le fait que la décomposition polaire n'implique
pas, sauf cas tout a fait exceptionnels, 1'existence de champs de
dépl'ceménté partiels qui seraient associés par leurs gradients 3
chacyne des transformations partielles et dont la composition res-
tituerait le'champ de déplacement global.

Examinons maintenant le cas ol les deux transformations de voisinage
qui composent la transformation générale sont infinitésimales.

La formule (1.38) devient alors

D, ;m = (6

5 + wmi)(éij + hij) (1.43)

avec | wm1~| << 1 | hij [<< 1

Développant et laissant tomber les termes petits du second ordre,

on obtient la transformation infinitésimale résultante

Dj & = ij + hmj + wmj_ (1.44)
soit, pour la matrice des gradients de déplaceﬁenc ’ .
Dj um = hmj + (l)mj (1.45)

Par suite du caractére symétrique des hmj et symétrique gauche des

”mj’ il vient finalement les formules explicites

%
\h. -2-(Djum+Dmu

3 jm

_ 1
= -(Dj u =D uj) = - wy

m



22,
On observera 3 partir de (1.46) que, puisque la mesure de Jaumann
devient identique ici 3 la mesure de Green, le caractére infinitésimal

des déformations et des rotations permet de simplifier la formule

(1.19) en la débarassant de ses termes non-linéaires,

Quand la formule (1.47) est réécrite en terme des composantes de »

2w -'% e

1
£~ " ®mj “nj mj %3 a2 Cmy P Yy
soit, en échangeant les indices sommatoires m et j dans le premier

terme et regroupant,

1
'wi ) eimj Dm' uj (1.438)
W, = l (D u, =D, u )

1 2 Y273 372
wz - -;- (D3 u]. - Dl u3) ou Zn) = ;zl‘ rot : (1.49)

1
3 (0 up =Dy uy)

Nous appelerons en général conditions de la linéarisation géométrique

(ou cinématique) celles

| Dj uﬁ ] <1l o | (1.50)
portant sur les neuf gradients de déplacement, qui font d'une trans-
formation de voisinage une transformation infinitésimale.

On observera que ces conditions sont complétement &quivalentes aux

neuf conditions distinctes

| egq | <1 R T IR (1.51).
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1.7. Interprétation géométrique des déformations infinitésimales

Considérons le cas ol le point voisin d‘un point matériel donné
est situé dans la direction du premier axe cartésien : dx a pour
composantes (dxl > 0, 0, 0). En configuration finale, le vecteur de

posi&ion relative dlg aura pour composantes

= (1 + D1 ul) dx1 d = D u, dx

d 152 = By vy dxg

151

. d dx

183 = Dy u3 dxg

nous obtenons donc pour la signification de € 1 égal a h

1 1’
d. g, = dx
L) 1 (1.52)

8 Bl W B
B
Or,‘5 des termes nézligeables pris, dIE1 est la distance

finale entre les points. Il s'en suit qu'une déformation infinité-
simale a4 deux indices &gaux a la signification d'un allongement
spécifique (allongement par unité de.longueur initiale) dans la
direction indiquée par les indices. '

Considérons maintenant en plus les relaiions entre les vecteurs de
position relative initiale (O, dx2 > O,YO) et le méme dZE en
configuration finale : :

d = D, u, dx,! d

251 " Dy 2

252 = (1 + D2 uz) dx2

d = D u, dx,

283 = Dpuy dx, .

Initialement, les deux vecteurs de position relative sont orthogonaux;
1'angle 912 qu'ils forment en configqration finale peut €tre calculé

par la §ormu1e du produit scalaire

. | . R
o ETod,E=la ]l olldye]l.cosep,
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Au premier membre, on trouve

[Q+D u)D,u +D u, (L+D

1Y% up) + Dy uy Dy uy ] dxy dx,

2

expression qui se réduit a

(D2 u, + D1 “2) dx1 dx2 = 2 €12 dx1 dx2
en ne retenant que les termes principaux. Au second membre, comme les
modules sont identifiables, i des termes négligeables pras, a

dx, et dx

1 2 respectivement, le terme principal est

dx, dx

cos 912 1 2

On trouve donc l'interprétation

2 é = cos 6

12 12

Le premier membre étant tr&s petit par hypothése, 1'angle eleest

trés voisin de 1l'angle droit initial; on peut poser

T
812 =7 " 12

et comme cos(~g-- 712) = gin 12 = Y12 i1 vient finalement

2 ¢ (1.53)

12 - Y12

Le double d'un &lément non diagohal de la matrice de 1'état de
déformation infinitésimale est égal i la petite diminution subie
par 1'angle, initialement droit, entre les deux directions indicées;

1'angle de réduction s'appelle le glissement.

Une discussion plus approfondie de 1'état de déformation finie ou .
iqfinitésimalevpourra €tfe abordée plus tard aprés avoir reconnu

aux matricés E de Green ou H de Jaﬁmann, le caractére de représenta-
tion dans le repére cartésien utilisé de grandeurs tensorielles,

c'est-i-dire indépendantes du repére utilisé.



1.8, Le point de vue Eulérien en cinématique. La mesure d'Almansi.

La mesure Eulérienne d'une déformation finie peut &tre basée,
comme la mesure Lagrangienne, sur l'altération des distances entre
points d'un voisinage. On prendra cette fois la transformation de

voisinage inverse (1.7) pour effectuer le calcul

dxj dx.j =9 X a, X dgm dgn

dont on tire

dgm dE,‘“1 - dxj dxj = (‘Smn - am x:l

~3n X,) dEm dEn =24 n dEm dEn

m

3

(1.54)

La forme quadratique est prise maintenant dans les coordonnées finales
du voisinage et ses coefficients

(s X, 9_ X%X,)

mn am j n7j

ol

®un

= + - =
N u 9 u 3 “j I uj om (1.55)
constituent la mesure d'ALMANSI de 1'état de déformation.
Dénotant par F la matrice symétrique des &léments de cette mesure,

le calcul précédent revient 34 la relation matricielle

I-(I-0TT-X)=X+x -x'X=2F (1.56)
La mesure d'Almahsi est en felatibn bi-univoque avec une autre,
de matrice K, correspondant & une décomposition polaire adéquate de
la matrice Jacobienne inverse

Iv; X=V (i'- k) . | (1.57)

oli V est un opérateur de rotation et K est symétrique.
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En effet
(I-X) T =X)=I-2F=(I-K VV(I-K) = (I -K)?

et la relation entre les deux mesures Eulériennes est

1.2 ,
F= K - '2‘ K (1058)0
Il faut remarquer que l'ordre des facteurs de la décomposition
polaire (1.57) est physiquement inverse de celui adopté dans (1.39).
Si en effet, nous inversons la relation matricielle (1.57) en nous
rappelant que ceci exige le renversement de l'ordre des facteurs

d'un produit :
I+A=.(I-K)-1VT

et la rotation précéde maintenant la déformation dans l'ordre des

opérations. De fait, comme on peut écrire
I+A=U(I+H)-{U(I+H)UT}.U

on obtient par comparaison

VT = U' et (1T - K)-l =U (I + H) UT (1.59).

$'il n'y a pas en conséquence de relation bi-univoque entre la mesure
K et la mesure H de Jaumann, ni dés lors de relation bi-univoque
entre la mesure d'Almansi et la mesure de Green, 1'apparition de
1'opérateur de rotation dans les éqﬁati&ns de liaison s'explique
facilement par une question d'orientation dans les mesures.

La mesure de Jaumann, et donc'auési celle de Green, est celle d'un
observateur local dont les axes subissent la rotation matérielle car
dans la décomposition polaire (1.57) la mesure est prise avant de

faire tourner la matiére. -
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1
Au contraire, la mesure K (ou la mesure d'Almansi) est celle vue

dans les axes cartésiens fixes.

1.9. Mesures Eulériennes des vitesses de déformation et de rotation

|
;
On considére ici une continuité dans les changements de configu-
ration 3 1'intervention d'un paramétre supplémentaire t, qui ﬁ;ut étre
le temps. Les équations (l.1) et (1.2) de changement de counfiguration

deviennent
up = uglxst) £y = oxg +u (xit) = 5‘1(x;t) (.19
ug = ui(g;t) %, = Ei - ui(g;t) = xi(s;;) (1.2

Les changements finig peuvent alors €tre envisagés comme une succession
de changements infinitésimaui, c'est-d~dire une intégration des vitesses
de changement. Suivant en cela le point de vue Eulérien, les vitesses de
déplacement des particules seront ici considérées comme é&tant fonctions
des coordonnées spatiales. La vitesse d'une particule s'obtient en
dérivant par rapport au temps, les coordonnées matérielles étant fixées;

1'opérateur correspondant sera noté Dt :
D, £, (x;t) =D ui(x;'t) = v, (x;t) o (1.60)

Pour obtenir le champ des vitesses en représentation.Eulérienne
.vi(g;t) il faut imaginer que dans le résultat (1.60) on a effectué le
changement de variables (1.2').

Quand une grandeur intensive quelconque f(£;t) est représentée en
cooédonnées spatiales, sa dérivation temporelle locale, les coor-
donnees spatiales &tant maintenues fixées, sera notée par le symbole
a . Entre la derivation particullere D et la.dérivée locale existe

alors la relation

DE = 3, f + af,

t 3&1

D g atf + vi.ai fv | (1.61)
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Dans le voisinage d'une particule occupant la position E de
1'espace & l'instant t, le champ des vitesses se compose d'une
translation avec la vitesse v de la particule et un champ d'accrois-

sement de composantes

dvy =8, v, dEg | " (1.62)

Noys allons justifier 1'intérét d'une décomposition de ce champ

d'accroissement en deux parties

dvi = (ﬂij + eij)»dgj . (1.63)
ot
Q. =L, v, -3,v)=-0 (1.64)
i) 2 J i i’] ji ¢
est la partie symétrique gauche de aj vi et
0, = l'(3 v, +93, v,) =86 (1.65)
ij 2 Y3 i Ji ji TN\ o

-~

en est la partie symétrique. Calculons 3 cet effet le taux
d'accroissement du carré de la distance entre la particule et une

autre arbitrairement choisie dans le voisinage

!

Or, par la suite de la symétrie gauche,
Qij dgi dgj =0

et la substitution de (1.63) dans (1.66) fournit

\

D, { dgy dgy } =2 0,y de, dE,



Par analogie avec (1.54) nous considérons les éléments (1.65) de la
matrice symétrique O comme des mesures Eulériennes de la vitesse de
déformation du voisinage. Quant 3@ la partie symétrique gauche, nous

pouvons lui associer le vecteur des composantes strictes

1
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- - - i '
Qm > emij Qij > emij 31 vj (1.67)
La (partie
Qij dgj imj Qm dEj (1.68)

est alors manifestement un champ de vitesse de rotation du voisinage
come un solide. La décomposition qui vient d'@tre effectuée est due
a HELMHOLTZ, elle établit que le champ des vitesses instantanées
dans le voisinage d'une particule se compose d'une translation avec
la vitesse de la particule, d'une rotation autour de la parﬁicule
comme un corps rigide avec vecteur de rdtation 3 = %-rot v (appelé
vecteur tourbillon) et d'un champ de vitesse de déformation repré-
senté par une matrice symétrique dont les &léments sont fournis par
les fofmules (1.65).

A condition de prendre la configuration a 1'instant t comme configu-

-

ration initiale, ce qui permet d'assimiler 9, a Dj’ et de prendre

3

comme configuration finale celle de 1'instant t + dt, on retrouve

les résultats (1. 45),'(1 46) et (l.47) établis antérieurement pour

un changement de configuration infinitésimal. Il suffit pour cela

d'assimiler u, 3 v, dt, h a0 ., dtetw aQ ., dt.
i i mj mj mj mj

-

Ceci illustre 3 nouveau l'équivalence compléte entre une formulation
Laérangienne et une formulation Eulérienne de la cinématique pour

le cas des déformations et rotations infinitésimales.
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1.10. Evolution temporelle de la décomposition cinématique de la-

matrice Jacobienne

Une question naturelle se pose 3 propos des relations qui
pourraient exister entre la décomposition de Helmholtz er la fagon
dont varie avec le temps la décomposition de la matrice Jacobienne,

Si nous prenons la dérivée temporelle particulaire de (1.38)

D Dy &y =Dy Dy £y =Dy vy = (85 +hyID By + Byy Dy Byy

—

(1.69)

Si nous multiplions (1.38) par er

Bar Dy Ep = Bop Bpg (6gy + 0y =8

m mr wmi * hij) = 6r +h

ri (Gij i rj

et si nous multiplions encore par ap X

]

Bar ap xj D =By =% (Gr ).

h] F"n = er Gpm pr P J * hr

3 3

Ces deux derniéres formules nous permettent de remplacer, moyennant

p ' . ez
les changements d'indice appropriés, les valeurs de Gij + hij et Bmi

au second membre de (1.69) qui devient

Dy vy =Dy £ Bug Dy By * 9y x5 (8, + by ) D by, .

soit, aprés une nouvelle multiplication par aq xj »

3q Vo © qu Dt Bmi + Bq xj am xp (Gip + hip) Dt h (1.70)

13

Cette formule est a rapprochef de la décomposition de Helmholtz
\

3 Vo = faq * Onq
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Le premier terme du second membre est effectivement symétrique

gauche et donc de la nature d'une composante de rotation

D, (B By~ 8

qi "mi mi t B

mq - qu t Bmi qi

= - B t qu - Aqm (1.71)
Le second terme se décompose en une partie symétrique et une autre

qui ne 1'est pas nécessairement :

=93 x,9_ X D h ., +93 x x h, D

6 + h, D h 9 .
( 1p) t i qQ°j m'p t pj qQ " m'p ip 't

x
q J %n P

Il vient en fait pour les parties symétrique et symétrique gauche de
(1.70)

1 1 ‘
qu aq X, % x { D hpj + 5 hip D, 1 + hij D, hip } (1.72)

1
qu Amq +5 aq X a x { h1p D, hij - hij D, hip } (1.73)
Il faut hij d 1'instant considéré pour que la composante de

rotation réelle coincide avec Amq et que la vitesse de déformation

devienne proportionnelle i la dérivée temporelle-particulaire de la

mesure de Jaumann. Comme il fallait s'y attendre .
6 =D h et Q = A
nq t pq o nq mq

-~

quand la configuration 3 1'instant congidéré est choisie comme

configuration initiale.

by
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La considération de (1.22) donne 3 (1.72) une forme plus suggestive

=9 (1.74)

Omqg = 2q ¥5 Pm %p P Cp;
La mesure des vitesses de déformation est proportionnelle 3 la
dérivée particulaire de la mesure de Green. Ce résultat n'est
cependant pas satisfaisant du fait que le calcul de la mesure de
Green n'est pas de type Eulérien., Nous allons voir qu'il est pos-
sible de relier les vitesses de déformation, de fagon parfaitement
Eulérienne, 3 la mesure d'Almansi. '

De 1'expression

2 eij = Dj Em Di gm - Gij

des déformations de Green, on tire, en égard a (1.55)

29 -9 _x,9 x,=2¢

X, 9 X ., =8
P 3 a1 %15 " %pq "% ¥y g s pq

Nous pouvons alors modifier (1.74) comme suit

9 -9 x, € D 9 x

-3 X € D X.
)mppjth qQ jJ pj t m’'p

emq = Dt (Bq x.j 3 xp epj

= D -9 X € D 9 x, -9 X, e .D 98 x
.t¢mq m'p pj t q°] ¢ §J pj t m p
| (1.75)
v =9 X, D, v =2 D D =D 9 D - D D 9 x,
% Vq = % ¥j Dy Vq T3 Xy Dy Dy &g =D (0, x; Dy £) =Dy E D 3, %
dernier membre le premier terme est nul car 3 x, D =6
au dernler membre p e me p X304 gq pq *

d'ol, multipliant encore des deux c3tés par 3q X

, 9. X 9 v ==D"EFE 3 x_D X, @ = Dt ap X

)
qQ ' rp q Jq qrt p ] r
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‘La substitution de ce type de résultat dans (1.75) donne finalement

, = ' : ' .76
emq Dt ¢mq * bar aq Vet 4’1:q % Ve (1.76)

Le second membre fait apparaitre la dérivée de LIE du tenseur

d'Almansi dont 1'objectivité sera envisagée au chapitre 4.
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CHAPITRE 2 . STATIQUE ET TRAVAUX VIRTUELS

2.1, Le concept de tension. Les tensions vraies,.

Isolons 4 1'intérieur du milieu continu un ensemble de points
matériels qui, dans sa configuration finale, est contenu dans un
domaine Q 3 connexion linéaire simple, limité par une surface simple

LIV
On distingue parmi les forces extérieures agissant sur cet ensemble :

1. celles qui sont proportionnelles aux masses, telles que les forces

de gravitation ou d'inertie;

2. celles provenant d'une action des autres points matériels du
milieu.,

Les premiéres sont des forces d'action 2 grande distance, les secondes
sont des forces d'origine intermoléculaire dont le rayon d'action

trés court n'affecte que les particules situées au voisinage immédiat

de la surface 3Q. L'idéalisation de cette situation, due & EULER et
CAUCHY, consiste i présenter la somme vectorielle des forces extérieures

comme une intégrale de volume pour les forces 3 grande distance et une

intégrale étendue seulement 3 la surface pour les autres :

.I o} E dQ + J T dg

Q 193 .

Dans cette expression, p est la masse volumique du milieﬁ, E le vecdteur
accélération résultant des forces massiques et T le vecteur “"traction de
surface" qui représente les actions intermoléculaires.

La formulation d'Euler-Cauchy s'est révélée satisfaisante pour le trai-
tement théorique des problémes classiques de 1'Elasticité et de la
Mécanique des Fluides. Les complications introduites ultérieurement

par 1'addition d'une couche superficielle de "moments" (couple-stresses)
n'oht\bas jusqu'ici trouvé de champ d'application permettant une con-

frontation sérieuse avec l'expérience.
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Le vecteur traction de surface est, comme on va le voir, lié a

- +\ - -
1'orientation de la normale extérieure v 3 1'élément de surface dI .
Considérons d'abord des éléments de surface dont la normale exté-

rieure est orientée parallélement 3 un des axes cartésiens.

2

remccrccdecccccrccncncnecnas)

Pour une normale gxtérieure orientée dans le sens du premier axe

(figu;e 2), les composantes cartésiennes de T sont notées (111 » T o
113), le premier indice rappelant 1'orientation de la normale, le

‘second celui de la composante. Des notations similaires (121 » Tyo o 123)
et (131 » T3 » T33) étant adoptées pour les &léments de surface dont

les  normales ont respectivement le sens du second et du troisiéme axe.
FaiéaQt tendre vers zéro les dimensions du parallélipipéde issu de O,

1'ensemble
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1 12 13
121 T22 T3 (2.1)
3 132 T33

des composantes de 4 forme, par définition, la matrice de 1'état de
tension en O.l |

Si maintenant, une normale extérieure est de sens opposé a celui

d'un axe, le sens positif des tensions sur cette face est Egalement
inversé. Cette convention est adoptée pour exprimer de fagon simple
la loi de l'action et de la réaction. Ainsi, si 1'on imagine un

second &lément de volume appliqué contre la face hachurée de la

figure 2, les tensions (111 » Ty 0 113) précédemment définies repré-
sentent les actions de contact dues au second €lément sur le premier.
Les réactions exercées par le premier &lément sur le second se tradui-
sent par des tensions de sens opposé, tout comme la normale extérieure
du second élément esf de sens inverse 3 celle du premier. Ainsi un seul
ensemble de valeurs algébriques traduit les forces intermoléculaires
réciproques sur 1'interface.

Examinons maintenant la relation entre 1'état de tension et le vecteur
traction de surface pour les facettes d'orientation arbitraire. A cet
effet, considérons (figure 3) un tétraddre €lémentaire issu d'un point
matériel intérieur arbitraire O et dont trois facettes sont paralléles
aux plans des coordonnées, l'orientation de la quatriéme étant spéci-
fiée par sa normale extérieure »

e

-
v =

En vertu du‘principe'd'Euler—Cauchy,‘l'équilibre de translation de

1'élément sur l'action des forces extérieures sera exprimé par

J p g da + I T dL + I T dr + I Tdr o+ I Tdi=0
Q 0BC 0CA 0AB ABC
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Quand on fait tendre vers zéro les dimensions du tétraddre issu de O,
‘tout en maintenant constante l'orientation de la quatriéme facette,
1'intégrale de volume devient aussi petite que 1'onbveut devant les
intégrales de surface et disparait 4 la limite. D'autre part, en vertu
des définitions précédentes, les composantes de T sur OBC, dont la
nornale est de sens opposé au premier axe, peuvent &tre notées

(- Tip e " T2 0 ™ r13). De.méme, on aura (- Ty 0 = Too , - T,53)

sur OCA et (-'131A. = T3y 0 ~ f33) sur OAB. Les composantes de T sur
ABC étant notées (Tl" Ty 13) on aura pour l'équilibre d'un tétraédre
infinitésimal

dz

i"“l'jd2=0 , j=1.2’30



ol dZi est la surface élémentaire de normale opposée i 1'axe des Xy

Comme par la géométrie

dEi = vy dz | »

il vient la formule de Cauchy
(2.2)

qui fournit exblicitement les composantes de la traction de surface
en onction de 1'état de tension et des cosinus directeurs vy de la
norﬁale extérieure 3 la facette considérée au poiht 0. Conformémént
d la loi de l'action et de la réaction, les compdsantes de la traction

de surface changent de signe avec un changement de sen$§ de la normale.

2.2, Les tensions de PIOLA

L'etat de tension est essentiellement fonction de la distortion
du réseau moléculaire et par conséquent fonction de la configuration

finale. En d'autres termes, il est fondamentalement un concept

Eulérien. Les tensions qui ont &té définies en isolant des &léments
géonmétriquement simples dans la configuration finale sont les

tensions vraies ou tensions Eulériennes. Ce sont celles utilisées en

Mécanique des Fluides. Pour les besoins de la théorie de 1'Elasticité,
on a vu 1'intérét que présente l'utilisation des variables Lagran-
giennes ou matérielles. On va donc modifier la définition de 1'état

de tension en cherchant a la fapporter d la configuration initiale.

A cet effet, le tétraédre élémentaire est maintenant découpé dans la
configuration initiale et les forces dFi et dF qui apparalssent sur

ses facettes aprés déformation sont rapportees aux surfaces initiales,

ds, et Es définissant ainsi de nouvelles tractions de surface

i
ar
> i dF
ti lim ““ds et = lim 35S

1

38.
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avec : dSi =n, ds

‘ol ni gont les cosinus directeurs de 1a normale extérieure 3 la facette

dans la configuration initiale. L'équation d'équilibre

. > > > >
dF1 + sz +AdF3 +dF =0
prend alors la forme
> -»> > +
npfptopEytagty e =0

goit encore celle de Cadchy
(2.3)

ol les'tij sont les composantes cartésignnes (indice j) des nouvelles
tractions de surface pour les facettes de normale extérieure initiale-
ment orientée dans le sens d'un axe (indice i).

La rep:ésentation de 1'état de tension par les tij est de nature hybride,
puisque des forces liées 3 la configuration finale sont manipulées

dans la géométrie de la configuration initiale. Pour cette raison,
certains auteurs les qualifient de tensions Euléro-Lagrangiennes.

Elles sont plus connues sous le nom de tensions de PIOLA.

Leur matrice sera notée

th1 2 13
T = tyry a2 Ep3 (2.4)
t3, t3 ti3

La géométrie des déformations de surface permet d'établir la relation
mathémafique(eqtré les tensions de PIOLA et les tensions vraies.
D'autres définitions de 1'état de tension jouent encore un rSle plus
important dans les problémes géométriquement non-linéaires de la

théorie de 1'Elasticité.



40,

&
I1 deviendra én particulier nécessaire de clarifier mathémat iquement
ces distinctions en abordant 1'étude de la stabilité de l'éduilibre
élastique,
Cependant, l'utilisation des tensions de PIOLA permet de poursuivre
une théorie générale. La difficulté qu'elle présente face aux non-
linéarités géométriques, se situe typiquement au niveau de 1'équilibre
de rotation des corps déformés., '
La théorie géométriquement linéarisée de 1'Elasticité constitue par
elle-némne un corps de doctrine aux applications nombreuses et impor-
tantes, justifiant pleinement la place qui lui sera consacrée.
Dans son cadre, le caractére infinitésimal des distortions de volume
et de surface rend toutes les définitions de 1'état de tension prati-
quement superposables. On pourra en particulier y confondre les ten-
sions de PIOLA avec les tensions vraies et les tensions purement
Lagrangiennes de Kirchhoff-Trefftz, dont 1'utilité apparaitra lors

de 1'établissement des équations constitutives.,

2,3, Les équations d'équilibre de translation

La force de contact €lémentaire d; sur un é&lément de surface,
telle qu'elle se présente réellement dans la configuration finale,
n'a pas été modifiée mais simplement exprimée 3 1'aide des tensions
de fiola dans la géométrie de la configuration initiale; ses compo-

santes cartésiennes sont données par .

dFy =n e, ds (2.5)

Pour ‘les forces massiques, on fait usage de la conservation de la

masse d'un élément

p»dﬂ'é Po dv



et p  est la masse volumique locale du milieu dans sa configuration

de référence. En €gard i (l.5), cette &quation de conservation est

-~

d'ailleurs équivalente a
p det J = o : (2.6)
L'équilibre mécanique d'une partie de volume V, contenue dans la

surface 3V en configuration initiale est exprimé par 1l'annulation

de la somme vectorielle des forces extérieures :

P 8 dv'+I n, t,, dS =0 j=1,2,3 (2.7)
JV o °j oy & ij
Appliquant au second terme le théoréme de la divergence
n, t, dSsj D, t,, dV ’
LV i71j v i "ij
il vient pour un volume infinitésimal, le systdme d'&quations

D, t

: j=1,2,3 (2.8)

+
13 © Po 8
Les tensions de Piola présentent donc l'avantage de satisfaire dans

les coordonnées matérielles des équations d'équilibre de translation

linéaires. - ‘ . .

2,4. Les équations d'éqpilibré de rotation

En exprimant 1'équilibre de rotation d'une portion de volume du
uilieu continu par I‘annulatiph du noment par rapport a l'origine
des forces extérieures agissant sur elle, il est important de prendre
en considération le fait que les forces sont abpliquées aux points

matériels dans leur configuration réelle, c'est-d-dire finale.

41.
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Pour une force de contact &lémentaire, le moment réel par rapport

3 1'origine sera par exemple
->
(§+-ﬁ)x dF

soit, en notations indicielles faisant appel au symbole de permuta-

tion,

(xn +,un) dFj

an (m‘ =1, 2, 3).

Nous aurons donc pour le volume V les &quations d'équilibre de

rotation

(x +u ) gj dv + J e (xn + un) n, tij ds =0

IV mnj 3V mnj

Appliquons 3 nouveau le théoréme de la divergence
+ =
f n, (xn un) tij ds I Di E(xn + un) tij:l dv
v v
et écrivons le résultat pour un volume infinitésimal :

e

anj { Po (x +u) gy + D, Lx, +up) tij] }=0 (m=1,2,3).

Tenant compte de la simp11f1cation apportée par les equations (2.8),

il ne subsiste finalement que le resultat

unj 1j Dy (x, +u ) =0 (m = 1,2,3) (2.9).

Une fagon équivalente de 1'exprimer est d'exiger la symétrie dans les

indices n et j de 1'expression_qué multiplie le symbole de permutation :

. :ij (8, * Dy u) =t ('51_1 + D, uj) (2.10).
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Pour j = n, cette relation est trivialement satisfaite, il n'y a donc
bien que trois &quations d'équilibre de rotation, correspondant aux
trois cas oi j # n. Contrairement aux &quations de translation, elles
sont essentiellement non linéaires, car les déplacements sont des
inconnues au méme titre que les tensions dans la résolution des pro-
blémes. '

Contrairement aussi au cas des matrices exprimant 1'état de déformation
du milieu, la matrice des tensions de Piola n'est pas symétrique.

On verra dans la section 2.6 qu'elle est fondamentalement conjuguée

a4 la matrice, également non-symétrique, des gradients de déplacement.

2.5, La statique par les travaux virtuels

Les appelations d'équations d'équilibre de translation et de
rotation sont une allusion directe au fait que ces &quations peuvent

étre obtenues par la Statique Analytique, c'est-d-dire par l'applica-

tion 3@ la statique du principe des travaux virtuels,

Rappelons 1'énoncé de ce principe : - La condition nécessaire et
suffisante pour qu'un syst@me matériel soit en &quilibre est que,

pour tout déplacement virtuel du systéme compatible avec les liaisons,

la somme des travaux des forces directement appliquées soit nulles

Dans son application au milieu continu, la. compatibilité avec les
liaisons intermoléculaires, au sens du principe,vimplique un champ de
déplacements virtuels respectant les distances entre points matériels.
Le fait que dans ces conditions aucun travail n'gst fourni par les
forces de liaison est un postulat général de la Mécanique des Milieux
Continus, justifié par une indifférence des ph&noménes physiques
vis=3-vis du choix du repére dans lequel ils sont décrits. De fait,
le déplacement comme un corps rigide d'un ensemble de points matériels

est,équvalent a un simple changement de repére. cartésien.
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Soit Guj(x) = ;j(x) - uj(x) - . | (2.11)

(g

un champbde déplacements virtuels infinitésimaux, que nous appelle-
rons parfois indifféremment "variation'" ou "perturbation" du champ
uj(x). Il donne lieu sur un ensemble de points matériels au travail
virtuel infinitésimal suivant des forces extérieures appliquées :

§ = IV 3N gj Guj av + Iav n, tij <5u:l ds (2.12)

soit, aprés application du théoréme de la divergence,
§ = Su, + D t Su } dv 2,13
[, Coq gy by ey (g su) ) (2.13)
Considérons maintenant les variations du type "translation"

Guj = dcj = constante : (G =1,2,3)
qui conservent les distances et sont équivalentes a de petites
translations en sens opposé du repére de l'observateur. Suivant le
principe des travaux virtuels, nous aurons § = O et comme Di Guj =0

dans ce cas particulier

dcj Iv'(po gj + Di tij) dv=0

Les constantes dc, &tant arbitraires et indépendantes, chaque inté-

grale est nulle. ie résultat final pour un volume infinitésimal
restitue les &quations d'équilibre de translation (2.8).

Des variations du type rotation infinitésimale autour de i'origine
des axes, équivalentes 3 une rdtation en sens opposé du repére, sont
exprimées analytiquement par

\

6“1 = 'ejmn dwm(xn + un) (2.14)
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oli les dmm sont les vecteurs de rotation infinitésimale autour de

chaque axe.
Ici

Di Guj = ejmn dmm (Gin +D

i un)
! .
Suivant le principe des travaux virtuels, nous aurons encore § = O,

soit
ejr.nn dw JV E(po g5 + D, 1:1.1)(xn + “n) + tij (<Sin + D, un)j DV = 0

Compte tenu des équations d'équilibre de translation et du caractére

arbitraire et indépendant des dqn, ceci se réduit a

(Gin + D un) dv = 0 (m=1,2,3).

®mn Iv i3 i

Comme ejmn = emnj' nous retrouverons pour un volume infinitésimal le

résultat (2.9) et par conséquent aussi (2.10).

2,6, Commutabilité des opérateurs § et D,

L'opérateur § consiste i former, pour les mémes valeurs des coor-
données matérielles, la différence entre deux cﬁamps de grandeurs
intensives trés voisins. On forme ainsi des variations matérielles 8u
Lagrangiennes. Les équations (2.11) en sont un exemple pour le champ
des déplacements. La considération d'une famille de configurations

dépendant de fagon continue d'un paramétre, telle qu'introduite par

-~

les équations (l.1') par exemple, conduit 3 représenter une variation

matérielle associée sous la forme

\

\ (x3t) =dt v : (2.15)

fu, = dt Dtu f

3 3
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Si, dans cette relation t est le temps dans une &volution réelle du
milieu, la variation Su, est une variation réelle. Il est clair que,
si les conditions d'interversion de l'ordre des dérivées partielles

sont réunies

D, Su

1 8uy = dt Di Dt uj(x;t) = dt Dt Di uj =6§ D, u (2.16)

173

Plus |généralement, le paramétre t pourrait représenter une &volution
virtuelle du milieu & partir d'une configuration finale conventionnel-
lement caractérisée par les déplacements uj (x;0). Dans ce cas, le ré-
gsultat de commutabilité pré&cédent subsiste mais la variation virtuelle
d partir de la configuration finale s'obtient en faisant t = O apres

avoir effectué les opérations de dérivation. Dans ce cas,la grandeur

vj de la formule (2.15) est une vitesse virtuelle. Il est alors clair
que toutes les conclusions établies 4 1'aide de déplacements virtuels
peuvent l'@tre 3 partir de vitesses virtuelles.

Reprenant alors la formule (1.61) en la multipliant par un accroisse-
ment infinit&€simal du paramétre

dt Dt f = dt at f + v, dt ai £

i

nous sommes en mesure de l'interpréter comme une relation

8f = dt 3 £+ 8u o f | ‘A (2417)

|

entre la variation matérielle (réelle ou virtuelle) de la grandeur
intensive f(£;t) et sa variation Eulérienne ou spatiale dt Btf,
caractérisant la perturbation de son champ en un point fixe de 1'es-

pace,

Prenons une dérivée spatiale du résultat (2.17) :

\

aj 6fv= dt 3j Btf f 6u1 aj aif + (Bif) aj 6“1_
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et, d'autre part, appliquons (2.17) 3 la grandeur ajf au lieu de £
elle-néme : '

§ 9,f = dt at 9,f + Gui 9 f

3 3 19

~

La comparaison montre que, d condition de pouvoir intervertir les

dérivées partielles de f(£;t),

aj §f =6 ajf + (aif) 3j Gui . | (2.18)
Si donc 1'opérateur de variation matérielle § commute avec les
opérateurs de dérivation partielle Di par rapport aux coordonnées
matérielles, on voit qu'il ne commute pas avec les opérateurs de
dérivation aj par rapport aux coordonnées spatiales.

Par contre, il y a comnutabilité entre les variations et les dériva-
tions spatiales :

dt at (ij)~= aj (dt atf) (2.19)

2.7. Le théoréme des travaux virtuels

"Reprenons, en la développant, 1'expression générale du travail
virtuel infinitésimal (2.13)

§ = Iv [ ¢, 8; .+‘ D; tij) Guj. +ey D 6uj] av

Elle se simplifie par la considération des &quations d'équilibre
de translation (2.8). Appliquant alors la commutabilité des opéra-

teurs § et D , elle prend la forme

i

8 - [& tij Gaji v . ' | , (2.20)
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ol 1'on a noté par

‘aji = Di uj A (2.21)
les &léments de la matrice des gradients de déplacement,
Ce résultat constitue, du moins en ce quil concerne la représentation
de 1'état de tension par les tensions de Piola, le théoréme des
travaux virtuels de la Mécanique des Milieux Continus.
Ce théoréme implique 1l'existence d'une densité (ici grandeur rapportée
au volume de la configuration initiale) de travail virtuel représentée
par un produit scalaire de matrices conjuguées, l'une représentative
de 1'état de tension, l'autre de 1'état de déformation.

Ce produit est dans le cas présent
tr (T.cA) | O (2.22)

oi ni A, ni T, ne sont des matrices symétriques. Comme la trace d'un
produit de deux matrices est invariante vis-d-vis de la commutation
des facteurs aussi bien que vis-d-vis de la transposition du produit,

on a les expressions équivalentes :
tr (To6A) = tr (SA.T) = tr (T +6A") = tr (sAT.T))

On observera, de par la fagon dont il a &té obtenu, que le théoréme,

des travaux virtuels sous-entend:

1. une condition cinématique : la compatibilit@ de 1'état de déforma-
tion; autrement dit 1fexistenée d'un champ univoque de déplacements,
tel que, dans le cas présent, les équations (2.21) soient satis-

faites; -

2. une condition statique : 1'&quilibre de translation des tensions et

des forces massiques &ventuelles.
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Par contre, le fhéoréme n'invoque aucune formulation particuliére
d'équatiohs constitutives reliant 1'état de déformation & 1'état
.de tension et décrivant la nature physique du milieu (solide &las~
tique ou fluide ou milieu rhéologique plus général), il est donc

d'application générale.

2,8, Statique et Puissance virtuelle pour les tensions vraies

l

Les remarques faites 3 propos de la coalescence entre les diverses
définitions de 1'état de tension, quand les rotations et déformations
matérielles sont infinitésimales, nous incite d &tablir 1la structure
exacte des équations d'équilibre satisfaits par les tensions vraies,
ce qui s'avdre &tre un exercice facile de statique analytique. Il est
relativement moins aisé d'établir la nature exacte de la mesure de
1'état de déformation conjuguée aux tensions vraies, au sens des
travaux virtuels. ‘ .

Les calculs se font ici sur la configuration finalec par suite de la

définition méme des tensions vraies

§ = I p g, Su, do + f v, T., 6u, dI
Q jj._ agiljj

et, aprés application du théoréme de la divergence,

5§ = Iﬂ [o gj <SuTi + 3, (T‘ij Guj):[ do : - (2.24)

La nullité du travail virtuel pour des u, constantes arbitraires,

3

livre comme &quations d'équilibre de translation
pgg* oy Ty =0 | (2.25)
Elles sogt encore linéaires mais pour une représentation en coordon-

nées spatiales; ce sont les &quations d'équilibre de la Mécanique

des Fluides.
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Elles permettent de réduire-(2.24) a la forme

§ = [9 Tij 31 Guj dn : »' | (2.26)

Pour les variations de déplacement de rotation (2.14) qui peuvent

aussi s'écrire

Su - e dw_ £

h] “jmn Tm °n

il vient un résultat trés simple

9, Su, = e dw & . = e

i3 jun ~m ni jmi duy, *

Son application @ (2.26) avec § = O fournit
In ejmi T4y dQ =0 (m =1,2,3)

Pour un volume infinitésimal, le résultat final exprime sﬁnplemeﬁt la

symétrie de la matrice des tensions vraies

45 = 54 (2.27)
Cette symétrie permet alors de transformer 1'expression du travail
virtuel; &changeant les indices sommatoires (indices muets) i et j,.
puis invoquant la symétrie des tensions vraies '

=1, 9, 6u

6u 1j % 1

Ty 3y 3 = i1 6j 691

et le travail virtuel prend la forme
| 6A a "bt l-(8 'Gu. + 9 .8u ) 4o (2.28)
Jo 137 1y Ty

ol .le facteur de'tij est maintehant_symétrique,lui aussi.
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On reconnait la parenté de ce facteur avec la matrice des vitesses

de déformation (1.65); il suffit pour cela d'interpréter les varia-

tions de déplacement en terme de vitesses virtuelles : Guj = dth ’

ce qui entraine
l-(a Su, + 3, Su,) =dt o '(2.29)
2 1 7) oo : 1) *

Une premiére interprétation du théordme des travaux virtuels est donc

fournie par 1'expression équivalente de la Puissance virtuelle
P = Iﬂ T4y 055 99 , . (2.30)

ol les vitesses de déformation.sont conjuguées aux tensions vraies
pour fournir la densité Eulérienne (par unité de volume spatial) de
puissance virtuelle, qui joue un rdle important en Mécanique des
Fluides. |

Une forme incrémentale blus adaptée 3 la théorie de 1'Elasticité

-

consiste 3 écrire (2.28) sous la forme

§t = IQ Tij A ¢ij dQ . (2.31)

oli, utilisant (2.29), on introduit une variation de Lie de la mesure
d'Almansi

| -.
A ¢1j =34 ¢1j + ¢1r aj Su_ + ¢rj 3, bu_ (2.32)

Tout comme la dérivée temporelle de Lie, cet opérateur est parfaitement
Eulérien et permet en définitive de considérer la mesure d'Almansi
comne conjuguée aux tensions vraies. La raison profonde pour laquelle
la variation & prendre en considération est la variation de Lie est
liée a 1a notion d'opérateur différentiel objectif, qui se pose &
propos deyl'utiiisatioh des coordonnées spatiales. En attendant de
préciser cette notion au chapitre 4, disons qu'elle est justifide par
la nécessité de calculer des taux d'accroissements qui ne soient pas
faussés par une rotation relative locale entre la matiére et le repére

de 1'observateur,
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2.9, Statique et Travaux virtuels dans les changements de configuration

infinitésimaux

L'hypothése | D, u, | << 1 qui caractérise les changements de

configuration infinitésimaux permet de simplifier (2.10) en

tnj = tjn | (2.33)
et de considérer les tensions de Piola comme symétriques en premiére
approximat ion; résultat naturel puisqu'en premiére dbproximation,
elles doivent aussi représenter les tensions vraies., Observons que
le résultat (2.33) est obtenu directement en négligeant le déplacement
: devant ; dans le calcul des moments des forces. Ceci met en &vidence
une des conséquences essentielles de 1'approximation consentie :
L'équilibre du milieu et de chacune de ses parties est exprimé 3 partir
de la configuration de référence au lieu de la configuration réelle.
On a vu que la m@me hypothése de linéarisation géométrique permettait
de mesurer 1'état de déformation par les grandeurs
1

€43 =% (Di uy + Dj ui) (2.34)
"La combinaison de (2.33) et (2.34) permet alors de donner au travail
virtuel (2.20) la forme

8t = JV tij ) eij dv | N (2.35).

La mesure lindarisée de 1'état de déformation se trouve ainsi &tre

conjuguée aux tensions de Piola“symmétriségs.
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CHAPITRE _3 CONSEKVATION DE _L'ENERGIE

3.1, Les &quations constitutives pour les tensions de Piola

On a vu qu'en coordonnées matérielles, la densité de travail ef-
fectuée par les forces extérieures dans un changement de configuration

infinit&simal pouvait s'exprimer par
o gj Guj + Di (tij Guj)

Nous admettrons que ces changements se font i vitesses négligeables,
de fagon'a pouvoir négliger 1'énergie cinétique, et a tempérapure
uniforme et constante, les échanges thermiques ayant le temps de
s'opérer. De plus, nous pourrons alors postuler 1l'existence d'un
équilibre thermodynamique local et &galer la densité du travail des
forces extérieures d@ l'accroissement d'une densité d'énergie W

su (3.1)‘

SW =p +Di(t

o 83 j ij Guj)

W s'appelle la densité d'énergie de déformation, du point de vue
thermodynamique c'est une énergie libre.

Si, au contraire,'les changements se font si rapidement que les
échanges tﬁermiques entre particules n'ont pas le temps de s'opérer,
1'équilibre thermodynamique local met en jeu la densité d'énergie A
interne U et le bilan énergétique doit aussi faire intervenir les

changements d'énergie cinétique

Po vj ij = - §U +'p° gj 6uj

+ Di (tij Guj)

‘ (3.2)

Cette‘%quation est conforme i 1'énoncé du principe de Mécanique
rationnelle selon lequel la variation de 1'énergie cinétique d'un

ensemble de particules est &€gal 3 la somme des travaux effectués
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tant par les forces extérieures que par les forces intérieures (= sU).
Elle forme la base de 1'Elastodynamique.

.Enfin, la prise en considération des échanges thermiques lors d'un
déséquilibre global fait 1'objet de la thermo-élasticité.

Nouszne développerons ici que les conséquences de 1'équation (3.1)

de 1

ment/s antérieurs concernant les tensions de Piola, puisqu'aussi bien

Elastostatique. Elle contient virtuellement tous les dévelobpe-

son/ membre de droite n'est autre que la densité de travail virtuel &
partir de laquelle la Statique Analytique nous a permis de retrouver
les &quations d‘'équilibre de translation (2.8) et celles de rotation
(2.10) . En fait, le théoréme des Travaux virtuels représenté par
(2.20) et (2.21) peut maintenant &tre transformé dans un théordme

de conservation de l'énergie par 1'égalité

ag=f 6W av
\Y
dont résulte alors .

8§ a o \ . (3.3)

GW'é tij 51

Cette équation doit €tre interprétée comme le développement d'une
différentielle exacte de la densité d'énergie de déformation.
Celle-ci est donc une fonction des neuf gradients du champ des
déplacements et les tensions de Piola en constituent les dérivées

.

partielles

oW
t,, =95 .. ‘ (3.4)
ij aaj1

Nous avons dans (3.4) la forme la plus générale des &quations cons-
titutives de la théorie de 1'Elasticité. Cette forme n'est pas par-
faite ca{ elle relie les tensions aux gradients de déplacement,
c'est-i-dire non Beulement aux déformations mais aussi aux rotations.
De fait, on a pu'remarquer qu'elle a été obtenue indépendamment de la

considération des équations d'équilibre de rotation.
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Celles~-ci vont introduire des contraintes responsables d'une certaine
structure de l'énergie W,
En effet, on peut mettre les équations d'équilibre de rotation (2.9)

‘'sous la forme

%m(%j+tﬁaﬁ)=o
soit encore
au .
unj Ga * %ni3a) " ° m=1,2,3)
jn ji

Ce sont trois équations aux dérivées partielles que doit vérifier

la fonction W des a, .. Leur solution générale s'obtient sans dif-

ji
ficulté en les intégrant par la méthode des caractéristiques.
Pour m = 1, les équations des caractéristiques de 1'@quation aux

dérivées partielles

oW W W W
cee=— 4 3, Geeew = temes =g ceem— =0
3a32 2i aaai 3323 3i 3aZi
sont
da;, day, _dag day day,  day,
-(l+agy) ay,  -ag)  l+a,, 0
a»da11 ) da22 _ da33 ) Qﬂ" .
+0 “ajy; 33 O

Elles montrent que W doit Etrebune fonction des intégrales premiéres
des équations différentielles liant.les.aij.

Des intégrales premiéres immédiates sont

an 32 343
2 2 12 2 1,2 2
31 * a3 3y, + 5 (ay; + a3)) ajgy + 5 (ag3 + 259)
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et ay, 1+ a22) + §32 (L + 333)

a3p (L + ag9) +a,5 a3y,

ayp (L +ay,) + a5, ay

En d'autres termes, ces grandeurs sont des constantes arbitraires
pour les liaisons différentielles des caractéristiques.

On constate que les six grandeurs

31 ta. amj) = eji (3.5)
sont précisément des combinaisons de ces intégrales premiéres et
que dés lors, de par leur symétrie, elles sont également intégrales
prémiéres des équations différentielles aux caractéristiques des deux
autres équations aux dérivées partielles pout m=2etm= 3,

Ce sont en fait les seules intégrales premiéres indépendantes communes
aux trois systémes. En égard aux définitions (2.21) et (1.19), les eij
ne sont autres que les déformations de la mesure de Green; et, nous

obtenons le théoréme suivant

La densité Lagrangienne d'énergie de déformation est une fonction
des neuf gradients du champ des déplacements i travers les six
€léments qui composent la matrice symétrique de déformation de

Green.

3,2. Les tensions de Kirchhoff-Trefftz

. Le résultat précédent permet de formuler une définition énergé-
tique naturelle de nouvelles tensions, de nature purement Lagrangienne,
) - . ) -
déja cansidérées par Piola et Kirchhoff mais dont Trefftz a montré

1'importance et 1l'utilité,
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Pour la généralité de la formulation indicielle W, qui est une fonction
des si: eij distincts, sera considérée comme une fonction de six argu-

ments -'2--(5ij + eji)’ ot 1'on maintiendra une distinction formelle entre
et ¢

€ Y
ij ji
Nous obtenons ainsi formellement neuf dérivées partielles

g =M _ (3.6)

ij aeij

mais la symmétrisation des arguments de la fonction fait en sorte que

3.7)

Les équations (3.6) sont alors consid&rées comme les équations consti-
tutives générales liant les déformations de Green aux tensions sij de
Kirchhoff-Trefftz qui sont symétriques elles aussi. La relation entre
ces nouvelles tensions et les tensions de Piola s'obtiennent directe-

ment par application de la régle de dérivation des fonctions de

fonction.
oW 2%y 945
oo " %a. " de.. da_ _ ®ij %a
Pq ij “'pq Pq

De la relation (3.5), on tire

oa ='§
Pq

il s o+ 5. +6 8 +5. 6 a
(ip iq jp iq mp “iq °mj jq mp mi)

et, par conséquent

t = e (8 + 8 + s + 8 a .
Pq. 2 ( Pq a -%qi %3 iq pi)

Utilisant encore la symétrie des 8" il vient finalement
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t s + s o= . (8 + D = D o
pa " Sqp ¥ %qy 3py T Bqj up) =8 tp (38

P h| qj 3

Il est aisé de vérifier que cette relation satisfait bien aux conditions
d'8quilibre de rotation (2.10) exigées des tensions de Piola.

Les mettant sous la forme équivalente

t D =t D
@ a0 fam Pq %

et substituant (3.8), elles deviennent

D =
Sq3 Pq 5 D5 Ep T 8q5 Py Ea g %y

Echangeant dans le membre de droite les indices muets q et j,

D D =
sqj. q tn h| ;p qu Dq tn Dj Ep

¢a$ équations apparaissent comme vérifiées par la symétrie des tensions
de Kirchhoff-Trefftz. On pourrait dés lors considérer les &quations

(3.8) comme fournissant une définition de ces tensions :

s =3 X _ t ' (3.9)
qr P ¥ qp

destinée a libérer les conditions d'équilibre de rotation par une

Simple symétrie. Elles donnent alors i la formule de conservation

d'énergie (3.3) la forme

L Pm £y 8Dy vy =8y Dy & 8D, &

Echangeant les indiqeé muets i et m et appliquant la symétrie S0i = Sim?

il vient aussi -

W =8:m Dy 5580, 8%
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soit encore

1 v
W = 8im E‘(Dm Ej § Di gj * Di Ej § Dm Ej)

1 -5.)

1
Sim 2 8 (Dm Ej Di j) $im 2 § (2 €im im

et finalement,

W =8, &e | | (3.10)

Cette formule étant équivalente 3 la définition (3.6) précédente.
Trefftz a donné des relations (3.8) une interprétation géométrique
€lagante. Rappelons que la force de contact sur. un €lément de surface
s'exprime en fonction des tensions de Piola par
b d ' <>
dF =dSn_t e
q9 9P P

La substitution de (3.8) fournit

g ->

dF =dSn s , D, e
q9 qj J Ep, P

mais, on a vu que

4 >
e

les vecteurs de la base locale du systéme de coordonnées curvilignes
naturelles engendrées par la convection des plans de coordonnées
cartésiennes de la configuration initiale.
L'équation '

.

dF =dS s §3 - o (3.11)
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montre que les tensions de Kirchhoff-Trefftz sont toujours définies
par unité de surface initiale mais résultent d'une décomposition de
la traction de surface dans la métrique naturelle induite par le

changement de configuration.

3.3. Les équations constitutives de 1'Elasticité géométriquement
linéaire
Le théoréme (2.35) des travaux virtuels pour les changements de
configuration infinitésimaux associé 3 la conservation de l'énergie

fournit directement le résultat

W = tij $ eij ‘ _ (3.1?)

Rappeions qué'les déformations sont ici mesurées par les approximations
linéaires (2.34). Par ailleurs, (3.8) montre que sous les mémes condi-
tions de lindarisation géométrique les tensions t1j ne se distinguent

pas des tensions de Kirchhoff-Trefftz.



CHAPITRE 4 . TENSEURS _CARTESIENS

4.1, Bases et'changements de base

. > . ~ - .
Soient e, les vecteurs unitaires du repére cartésien. Ils consti-

tuent une base orthonormée

- -

ei .4ej ." Gij (4.1)
dans laquelle tout vecteur posséde une représentation unique

U=u ¢ | (4.2)

On observera que les projections orthogonales du vecteur sur les axes

> ->
e =u e

R T S S

>
o 13 7%
sont ideniiques 3 ses composantes; tant que l'on se borne 3 des
repéres cartésiens, il n'y a pas lieu d'opérer une distinction entre
les composantes contravariantes, normalement définies par (4.2), et
covariantes, normalement définies par (4.3).

Soit Ea une autre base orthonormée, Elle est entiérement définie par

rapport 3 l'ancienne base par la connaissance des 9 nombres

-+ > = 2 -+ N

e, * ¢4 1‘0‘i ej + e, : . (4¢4)
Chaque Tai est le cosinus de lfangle formé par les vecteurs Za et Zi.
Si les Tai sont rangés dans une matrice T de telle sorte que o soit

1'indice des lignes et i celui des colonnes, une ligne de T rassemble
- S » R
les composantes d'un nouveau vecteur de base e, dans 1'ancien repére,
Par contre, une colonne de T rassembie les composantes d'un ancien
. . «
vecteur de base ey dans le nouveau repére.

Les 9 T
a

4 ne sont évidemment pas indépendants. Comme

61.

g, = u 6, = u (4.3)
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le fait que la nouvelle base est aussi orthornormée implique

-+ > -+ -> .
ea . eB T(!i TBj . ei . ej = T(!i TBi = GGB (406)0
Matriciellement, cette relation s'écrit

TT =1 | (4.7)
et, prenant le déterminant des deux cotés,

det T . det T' = (det T)2 = 1 | (4.3)
Multipliant (4.7) a droite par T, le résultat peut s'écrire

T T-1I) =0

et, la matrice T étant non-singuliére puisque son déterminant vaut

soit 1, soit -1, on a.encore la propriété

8 (4.9)

T
T T I ou Tai Taj ij

Associée a (4.5), elle fournit la formule de changement de base

inverse

> -> o . .
Taj e = ej. . . (4:10)

par ailleurs évidente d'apré@s 1l'interprétation déja donnée des

colonnes de T,
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4.2, Tenseurs

Rapportons 1l'espace euclidien i deux repéres (systémes de coordon-

nées) arbitraires mais fixes 1'un par rapport & l'autre; les formules

de changement de coordonnées

xg = X0y Yy = Yy 0xg)

sont indépendantes du temps. Une grandeur physique sera dite "tensorielle"

ou "tenseur" si on peut lui découvrir un caractére indépendant du repére
choisi, | ]
Cette 1ndépendancé se reconnalt 3 1'invariance d'un ou d'un ensemble de
ﬁombfes, lors d'un changement de repére. Comme on se borne ici i des
changeménts de repéres cartésiens, l'invariance en question ne qualifie
Une grandeur physique comme la masse volumique p én un ﬁoint et pour une
.configuration arbitrairement choisie du milieu continu, s'exprime par un
seul .nombre, qui ne dépend pas du repére choisi, Un tel écalaire'inyariant
est, par Aéfinition, un tenseur de rang zéxo. '
Une orientation fixe dans 1'espace euclidien, indiquée par un vecteur
(préférablement mais non nécéssairement'unitaire) a est un tenseur de
rang un., Dans un repdre cartésien de base 21, cette orientatioﬁ
->
L TR

est "représentée" par trois nombres n, les composantes cartésiennes

o (4.11)
de ce vecteur. Dans une autre base Za la méme orientation sera repré~.
‘sentée par trois autres nombres n, ‘ . '
R=n e | | O (4.12)
Une méthode pbur reconnaitre le-caractére'tgnsoriei d; la grandeur
représentée est de vérifier si ld loi selon laquelle les nombres de sa
representation devraient changer avec un changement de repére est
bien satisfaite; comme
> > - -er

n=n e =n T e, =n, e
a. o o ol 71 B S §

cette loi pour un tenseur de rang un ou vecteur polaire est

n; =, Tog (4.13)
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Inversément

ny Ty = ny Toi Ty =0y 8g = 1 (4.14)

Une autre méthode, dont la généralisation aux tenseurs de rang plus
élev% est simple, consiste d vérifier l1'invariance de scalaires formés
avec/une ou plusieurs orientations fixes mais arbitraires de 1'espace
euclidien. Soient ug les nombres représentant dans une base 31 une
grandeur dont le caractére de tenseur de rang un est a vérifier,

Considérons la forme linéaire

1) T Y My

formée avec ces nombres et ceux, .y représentant une orientation fixe

mais arbitraire de 1'espace. Dans une nouvelle base, nous aurons

=u, (T

Y "% Mg ny)

Bi

Si la valeur de la forme est invariante ¢(a) = ¢(1) nous obtiendrons

par comparaison et a cause du caractére arbitraire de l'orientation

choisie

i B "Bi

Dans ce cas, la loi de transformation du type (5.13).est satisfaite-
et nous pouvons reconnaitre aux nombres uy le caractére de composantes
d'un tenseur de rang un. Inversément, si u, sont les composantes d'un
tengseur de rang un, la forme linéaire est invariante. L'interprétation

de la forme linéaire invariante est claire :

est le produit scalaire de deux vecteurs polaires; il ne dépend que

du module des deux vecteurs et de 1l'angle qu'ils font entre-eux.
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Un tenseur cartésien de rang deux sera 1ié 3 1'invariance de la forme

bi~linéaire
¢ = tij n; mj

comportan; deux orientations arbitraires. S'il y a invariance

tij*ni mj = tij Tai TBj na mB

doit €tre égal a taB n, mB pour tout choix des orientations; et il en

résulte les lois de transformation tensorielles

et (4.15)

e = Tai Tpy Fij Ton Ten ®og = tun
La'généralisation aux tenseurs de rang supdrieur est évidente.
Si les tenseurs d'ordre z&ro ne nécessitent pas de symbole spécial et
si les vecteurs polaires, ou tenseurs de rang un, bénéficient d'un
symbole spécial tel que 3, une symbolisation des tenseurs de rang plus
€levé en tant que grandeurs physiques intrinséques et des opérations
intrinséques qui les unissent devient lourde.et peu transparente.

On préférera garder les notations indicielles quoiqu'elles fassent
usage d'un repére particulier. Un abus de langage naturel est alors
introduit qui cgqsiste 3 parler du tenseur tij’ alprs que l'ensemble
des nombres tij ne constitue en fait que la représentation du tenseur

-dans le repére considéré. Il en va de méme quand on définit un tenseur
comme une forme multilinéaire invariante de plusieurs orientations de
1'espace. La forme est caractérisée par ses coefficients, et ceux-ci

sont les composantes du tenseur dans un repére particulier.
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4.3, Quelques tenseurs particuliers

Revenons au produit scalaire de deux vecteurs polaires, et expli-
citons le comme une forme bi-linéaire dans les deux orientations des

facteurs

me.n i 4 ijminj

Les coefficients de cette forme sont les symboles de Kronecker

1 pour i = j
61j= )
0 pour i # j

La forme étant invariante, le symbole de Kronecker est un tenseur
cartésien de rang deux. Il jouit de la propriété remarquable d'€tre
isotrope; ceci veut dire que ses composantes ne changent pas de
valeur dans un autre repére. En effet, en tant que tenseur, on aura

dans une autre base

8se = Tai Tpj %15 ™ Tat Tpi

ce qui, selon (4.6), donne a 6; sa signification de symbole de

B

Kronecker dans les nouveaux indices.

On démontre que, 3 un module prés, §,, est le seul tenseur cartésien

ij
isotrope de rang deux.

Venons-en maintenant au symbole de permutatioﬁ iy défini de la

ij

fagon suivante

1 si la suite ijk est une permutation paire
de la suite naturelle 123
\ e, = {1 =1 si elle est une permutation impaire

0 dans tous les autres cas.
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|

En d'autres termes, les seules valeurs non nulles du symbole sont

= e = - 1 (4.16)

ey =l ey Te 132

€123 7 ¢ 312 €321

123 231 213

Dans tous les autres cas, deux au moins des indices ont la méme valeur.

Considérons alors la forme trilinéaire de .trois ofientations, dont les

coefficients seralent formés des valeurs du symbole de permutation

P1) T C1gk M1y Pk

On sait par la formule de Laplace du développement d'un déterminant que

™ o) T3
¢(1) = det n, n, n,
31 Py Py

Dans une nouvelle base, on trouve
¢(i) - eijk'Tai TBj TYP m, Dg pY
mais, toujours par la formule de Laplace,

e gk Tat Tos Tk " Cugy det T - (4417)

ot eaBY dénote le symbole de permutation dans le nouveau repére;
Or, au vu de (4.8), il y a lieu de distinguer deux cas :

1) det T = + 1. Dans ce cas, la formule (4.17) est celle de la transfor-

mation des composantes de eijk considéré comme un tenseur de rang trois’

et alors, comme il se doit, la forme trilinéaire est invariante

¢(i),-' €agy "o " Py T q>(d)
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Si donc on se limite aux changements de repére cartésien qul conser-
vent le sens du repére (dextrogjre ou-levogyre), c'est-i-dire qui
permettent de les superposer par une rotation, le symbole de permu-
tation peut €tre considéré comme un tenseur cartésien isotrope

complétement antisymétrique de rang 3.

2) det T = -~ 1., On est en présence d'un changemenﬁ de repére qui altére
'son sens. Pour superposer 1l'ancien et le nouveau, il faut en plus
d'une rotation une réflection par rapport 3 un plan.
Si on ne veut pas écarter ces cas, on est conduit 3 considérer la
formule de changement de composantes (4417) comme définissant un
pseudo-tenseur. On peut alors dire que le symbole de permutation
est un pseudo-tenseur cartésien isotrope de rang trois. Sa forme
trilinéaire associée prend un signe associé au sens du repére dans
lequel on se trouve,
Le symbole de permutation quoique possédant en principe 33 = 27
composantes, est, par suite de son antisymétrie par rapport a tous
sés indices, défini en réalité & partir d'une seule valeur. Celle-ci
‘est choisie conventionnellement comme €103 " 1 et s'appelle la |

composante stricte, Le symbole de permutation considéré comme un

pseudo-tenseur étant isotrope, sa composante stricte est invariante;
c'est le tenseur associé de rang zéro.

I1 est évident Que 1'on pourrait aussi bien définif‘un tenseur véri-
table complétement antisymétrique de rang trois, que nous not erons
eijk pour le distinguer du symbole de permutatioq. Sa composante
stricte €193 Sera prise égale da + 1 pour un repére de sens gyratoire
convent ionnellement choisi. C'est alors ce tenseur associé de rang
zéro qui devient un pseudo-scélaire, son signe changeant avec le

-

sens du repére.

Parmi les tenseurs isotropes de rang 4, le plus important est celui

obtenu par contraction

13 -
| > (4.18)

e = § § - -6 =
ek Spak T °1p %5q 7 P1q Sp (p .
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Pour démontrer cette formule extrdmement utile, on peut faire ‘appel

a la formule évidente

814 $21 S34
L 53 " ey
1k S2k S

On en tire par application de deux régles : le déterminant dfune
matrice est égal au déterminant de la matrice transposée; le produit

des déterminants de deux matrices est &€gal au déterminant de leur

produit,
( S11 %21 S S S1g S
eijk equ = det 1 6ij 62j 63j : 62p qu 62k

i S S Sk 83p %3¢ O3k

S Siq  Six
= det 8 8, 6

jp iq Jjk -
8 § § o )

kp kq kk

Développant par rapport aux &léments de la derniére colonne et notant
que Gkk = 3 , la formule (4.18) en découle par réduction,

Pour q = j, elle se réduit a

Cugk g T PO @19



et pour ¢ = j et i = p , on trouve
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26, =6 (4420) .

€ijk 13k T © %ii

4,4,/ Le produit vectoriel

~ . . > ~
Le produit vectoriel de deux vecteurs u et 3, notd ici u x v »
est défini sitSt qu'on a défini celui des vecteurs de base
T oxt e, @
i h| ijk "k
Pour deux vecteurs quelconques'en appliquant des propriétés d'asso-
ciativité et distributivité
> > > > ->
u x v

=u, v, e, x e

X Y5 %07 % TtV %

En détail, les composantes sont donc données par

k=1 u, v3 - uz v,
k=2 u3 v1 u1 v3
k = 3 L

W V2" WV

A cause de la présence du symbole de permutation dans la définition,

le produit vectoriel de deux vecteurs polaires est un pseudo-vecteur.,

En effet, par défimition,

2t ee 2
o B aBy vy

Vo |

utilisant alors (4.16) et (4.10)

(4.21)

(4.22)
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-+ -> 1 >
e X e

: >
o X% Tdet T Tai T8y Tyk %ijk Sy T det T Toi T) Cijk %k

soit encore eu égard a (4.21)

oV

-> - >
Tai TBj i % ej = det T e, X eB - (4423).

Ceﬁpe loi de transformation pseudo-tensorielle pour les produits des

vectéurs de base entraine évidemment la méme loi pour le produit

vectoriel de deux vecteurs polaires quelconques.

4,5, Structure des tenseurs cartésiens symétriques de rang 2.

Axes principaux

La symétrie d'un tenseur cartésien par rapport 3 deux de ses
indices est une.propriété intrinséque. Si, en effet
tij = tji (4.24)

dans un repére donné,

g ™ Tat Tpy T15 7 Tay Toi 31 T Toj Tei F15 T Cpa

i
1

La premiére égalité résulte de la loi de transformation tensorielle,
la seconde implique seulement 1'&change des indices de sommation
(iﬂdices muets), la troisiéme fait usage de la symétrie reconnue
dans la base primitive, la derniire résulte 3 nouveau de la loi de
transformation tensorielle.

Le tenseur symétrique &étant une grandeur physique indépendante du
repdre, on peut se demander s8'il est possible de lui associer des
directions privilégiées de 1l'espace. Considérons le tenseur comme
un opérateur établissant une correspondance entre vecteurs (tenseur

opérateur).
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Soit

la correspondance UV représentée dans la base des 31
Existe~t-il une direction privilégiée de 1' espace, invariante dans la

correapondance, c'est-a-dire telle que

¥
v

ey

=1

ol T est un scalaire, appelé& valeur propre du tenseur?

Comme nous admettons pour 1 des valeurs réelles aussi bien négatives
!

que positives, nous convenons de parler d'invariance de direction;

1'invariance d'orientation n'admettant que des T positifs.

-

La question posée revient & examiner 1'existence de solutions au

probiéme algébrique

t,, u, = ¢ uy ou A ( 1) ~Té j) u.1 = 0 (4.25)

Ce systéme linéaire et homogéne dans les inconnues u, n'admet de

solution autre que triviale (ui = 0) que si

det (t T 6 )'= 0 | (4.26)'

15 = ij

C'est 1'équation aux valeurs propres du tenseur. Les valeurs propres

sont indépendantes du repére utilisé, car dans un autre repére
-

.dgt (?as'— T GaB)AB det (Tai TBj tij -1 Tai TBj Gij)

= det Tai det TBJ det (tij -1 j) det (t 15 ~ T Gij)
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La premiére égalité fait usage du caractére tensoriel de tij e; de 615 ’
la seconde fait usage du théoréme sur les déterminants de produits

de matrices, la troisiéme fait usage de (4.8).

Il n'est pas exclu a priori QU’une valeur propre, racine de (4.20)
soit’un nombre complexe. Dés lors, si elle rend le systéme algébrique

(4.25) compatible, la solution u,, qui n'est d'ailleurs définie qu'a

i'
un facteur réel ou complexe prés, peut €tre constituée de nombres

. % -
complexes. Soient alors u, les nombres complexes conjugués, nous avons

1'dgalité

e M

t..u, =1uruy, (4427)
ij ii

-~

% = . -
Or,‘ui u, est un nombre réel car il est identique a son conjugué;

i

X ~
il en est de méme pour uy ti u, car son conjugué

33

u, t?. u
i 71ij

se raméne successivement 3 1'expression initiale en &changeant d'abord
les indices muets, puis en observaﬁt que la symétrie (4.24) en nombres
réels est équivalente a t;i = tij' I1 résulte alors de (4.27) que T ,
quotient de deux nombres réels, dont le dénominateur ne s'annule que

si u, = 0 (i =1,2,3), est lui-méme un nombre réel. Ainsi la symétrie
du tenseur a pour conséquence importante que ses valeurs propres ne
beuventtétre que réelles. A toute valeur propre réelle correspond alors
au moins une solution réelle non triviale du systéme algébrique (4.25).
Comme elle n'est définie qu'd un facteur réel prés, elle n'identifie
qu'une direction, et pas une orientation, privilégiée de l'espace.

En principe, 1'équation aux valeurs propres qui est du troisiéme degré
admet trois racines. Montrons que si deux racines sont distinctes, les
orientations associées sont orthogonales.

Pour la\premiére racine Ty soit ui(l) une solution propre associée,

et Uy (2) Pour Ty
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On a par définition

TR TCO I I T4V

et, par conséquent,

tij “12) Y350 T 1Y) Yic2) (4.28)

De méme

ti5 %52 T "2 Yi(2)

et, par conséquent,
ti3 %5 i T 551 Y1) Y500 T 2 Y1) Y1)

Retranchant cette derniére relation membre 3 membre de 1'égalité
(4.28) et observant que la symétrie (4.24) annulera le premier

membre résultant :
0 =- -
Erl . TZJ ui(l) ui(2)

Comme, par hypothése, les deux valeurs propres. sont distinctes, nous

obtenons la relation d'orthogonalité annoncée ' .

Uy %@ T 0 si T, # T, (4.29).
Dans le cas ol les trois valeurs propres sont distinctes, il existe
doric un ensemble de trois directions privilégiées orthogonales entre-
elles, dites axes principaux du tenseur. Les vecteurs propres n'étant
définis qu'a un facteur réel prés, il nous est loisible de les normer

pour en faire des vecteurs unitaires



75.

Uim) Yi(m) = 1 (m = 1,2,3) .

Prenons ces trois vecteurs unitaires comme nouvelle base orthonormée.
Dans celle-ci, les composantes des vecteurs propres associés respec-
tivement a Ty s Ty et Tﬁ seront réduites 3 (1,0,0),(0,1,0) et (0,0,1).
De la sorte, le systéme algébrique (4.25) écrit pour la premidre solu-

tion propre dans la nouvelle base se réduit a

th="n t21 =0 t3 =0 (4.30)
Pour la seconde solution propre

t12 = 0 22 = Ty - 3= 0
et pour la troisiéme

t13 = 0 €3 =0 €33 = T3 y

I1 apparalt que la matrice représentant le tenseur dans une base
d'axes principaux est diagonale et ses &léments diagonaux sont les

valeurs propres

3 0 o
0 T, 0 _ (4.31)
0 o 4

-~

Il reste 3 examiner les cas de dégénérescence, c'est-3-dire ceux
coireSpondant 3 une racine multiple de 1'équation aux valeurs
propres. Dans le cas d'une racine double, soit.'r1 la racine simple
diétihcte. Adoptbns un repére dont le premier vecteur de base soit
un des vecteurs propres normés u(l) (il y en a évidemment deux pos-

sibles correspondant aux deux orientations sur le premier axe princi-

pal).



76,

Dans un tel repére (4.30) est valable, et, comne la symétrie est une
propriété intrinséque, la matrice représentant le tenseur dans la

nouvelle base aura la forme

Tl 0 0
0 ty2 t)3 tyy = tyg
0 ) t3g

Développant 1'équation aux valeurs propres dans la nouvelle‘base,
la solution connue A = X(l) se factorise et les deux autres solutions

deviennent racines de

22 23
det ='rz-'t(t +to.) +t.t -t2=0
‘ : _ 22 33 22 "33 23
t32 t33-‘r
Le discriminant de cette équation algébrique est
2 2, _ 2 2
(tgp *1E33)" =4 (ty) ty3 = t53) = (byy = t3)" + 4 t53 30

confirmant que les deux autres racines seront réelles.
La condition de racine double, c'est-d~dire 1'annulation du discriminant,

exige simult anément

t..=t.. =0

typ =ty (= 1y) 23 = t33

Dés lors, le tenseur apparait d emblee comne ramené d une Structure

diagonale



77.

11 (0] (0]
0 12 0
0 0 1'2

<> .
et tous les axes perpendiculaires a u( ) sont principaux.

Un 'tel ténseur est dit cylindrique. '
Ceci| implique que pour une racine double, le systéme algébrique
(4.25) admet deux solutions linéairement indépendantes, la solution
générale étant une combinaison linéaire arbitraire de celles-ci.
Finalement, si 1'équation aux valeurs propres admet une racine triple
Ty =T, = T3 =T, 0n pourra toujours déterminer une solution de (4.25)
et donc un axe principal. Dé&s lors, on aura, en vertu de ce qui précéde,

la structure

1 0 0
T 0 1 0 soit tij =T Gij (4.32).
4) 0 1

dans tout repére dont le premier vecteur de base est orienté& selon

cette direction. Mais, on a vu que aij est un tenseur isotrope et

ar conséquent, t n'en différant que par son module ¢t est lui-méme
P q » - que p ’

ij
un tenseur isotrope ou sphérique, il a la méme structure dans tous les
repéres cartésiens. Pour un tel tenseur, toutes les directions de

1'espace sont principales.ﬁ
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4,6, Invariants fondamentaux et déviateur

Les valeurs propres étant indépendantes du repére, il en est de
‘wéme des coefficients de 1'équation algébrique (4.26), qui sont des
fonctions symétriques des racines. Ces coefficients sont les 1nvariants

fondamentaux du tenseur. Développant (4 26) sous la forme

¢(t) - - 13 + 0112 - 6,7 + 63 = (?1-1)(}2-1)(13-1) = 0 (4.33)

Les invariants fondamentaux s'expriment ‘en fonction des valeurs

‘propres comme :

/

0, = + 1, + 1

1" T 2713
By = Ty Ty * T, T3+ T, Ty . | (4.34)
. 93 = 11 T, r3

Leur intérét est cependant de pouvoir &tre exprimés rationnellement en
fonction des composantes du tenseur dang un repére arbitraire. '
Nous pouvons de nouveau recourir pour cela 3@ la formule de Laplace; eu

égard 3 (4.20), on peut écrire

eigk Egp = 7 8 im) E4n ST, m T ) - € det (tij - T8
//
Aprés développement et réduction, on t rouve
o ‘ .
61' 'f'emnp einp tim - 6:lm tﬁn Fii (4.35)
1 ‘ 1 .
% = % ®mnp ®mjk nj pk 77 Cyj Fek T iy 5 (4.36)

2
t22t33+t33t +t +t

11%t11%22 (t23 31 12)



6. = & ) C (4.37)

3 6 emnp eijk tim tjn t;kp * det (ti

3

‘Proposons-nous de calculer les modifications subies par les invariants
fondamentaux quand le tenseur est modifié par soustraction d'un tenseur
sphérique. Nous allons donc évaluer les ‘invariants fondamentaux du

tenseur modifié

s

Eig ¥ Oy

‘Son Eéquation aux valeurs propres est évidemment obtenue en remplagant
v par t + u dans (4.33), soit,aprés avoir réordonné dans les puissances

de T

3 2 2
-1+ (e1 -3p) -1 (92 +3u -20, 1))

3 2
"’93‘11"’911-1 "\9211"0
Le nouveau second invariant fohdamental
6, =0 *3u2-ie o=~ ¢'(n)
2 2 1
. . N
est maximum pour la valeur op = 3-61

qui annule le nouveau premier invariant fondamental,

De plus, ce maximum

0. = L2 oy - R 3)
92 92 3 61 ¢.(3 61) < 0] o o (4.38)

Comme on le vérifie immédiatement sur les graphes de ¢(1) et de ¢'(7)

dont on sait que les racines sont réelles.
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[

w—
D

Y

I1 ne peut s'annuler que si les trois valeurs propres sont 1dentiques,

auquel cas le tenseur dont on est parti est déjd sphérique.

Ce résultat est confirmé par 1'expression de (4.38) dans les composantes

t... De (4.35) et (4.36), on tire

ij

~

] %-(t t -3¢t,t,)

Ji Tkk kj “Jk

soit encore, aprés développement,

~

1 2 2
2 2% [ (Emtyp) ™+ (tymts)7 + (Ey-t ) 2]+ ‘

(4.39)
2 2 .
+ t23 + t31 >0
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et on voit bien que 1'annulation de 62 entralne

t 0 t t 33 3 91

t12 " t23 "ty Tttt

12

Le tenseur l-el Gij est, par définition, la partie sphérique du tehseur

3
tij et son complément
g at, -~%e6 8 6. =f =0 0. =-Llz 2 4
13 43 371 "4 1 “kk 2 2 kj

est le tenseur déviateur'de tij'
.Son premier invariant fondamental est nul, son second invariant fonda-

mental est négatif et son annulation entraine la disparition compléte
du déviateur. On en conclut que 1'annulation des deux premiers inva-

riants 9, et 6, est une condition nécessaire et suffisante pour que le

1

tenseur t,, soit identiquement nul. Notons que ceci est confirmé par la

1)
relation, facile & établir dans les axes principaux,

2 2 2
(r1 tr, + 13) = 92 +2080

. ). (4.42) .

4.,7. Structure des tenseurs cartésiens de second rang avec symétrie

gauche

La relation de symétrie (4.24) est remplacée par celle de symétrie

gauche

kyg = - kij o o T (4a43)

Le nombre de composantes distinctes d'un tel tenseur n'est que de 3

et nous pouvons toujours lui associer un pseudo-vecteur

kg o 2 mnp knp (4.44)



82,

c'est-d-dire

k. = -k, =k | | (4.45)

Inversément

k (4.46)

1 77 %1gm Ka

I1 est aisé de vérifier a partir de (4.17) que si kij obéit aux lois
de transformations d'un vrai tenseur de second rang, km obéit i celles

d'un pseudo-tenseur :

k =T k detT ' (4.47)
m am o _
Tout tenseur symétrique gauche de second rang posséde une valeur

propre nulle. En gffet

u, =k

i 3

est une solution des &quations (4.25) pour 1t = O car

kij kj = - eijm kj km =0 : (4.48)
les termes s'annulant deux 3 deux. Nous verrons que c'est la seule
valeur propre réelle. Par conséquent, le tenseur n'a qu'une seule
direction principale, celle qui porte son pseudo-vecteur associé.

Pour des raison liées 3 une interprétation cinématique possible du

tenseur comme opérateur, nous l'appeierons 1'axe de rotation du tenseur.




Dans un repére dont le premier vecteur de base est aligné avec 1'axe

de rotation, la matrice du tenseur prend la forme

4] (0] 0
| 0 0 -k1
| 0] k1 0

Ce résultat peut 8tre basé sur le résultat (4.48) et le fait que la
symétrie gauche est elle aussi une propriété intrinséque.

L'équation aux valeurs propres, toujours invariante, se réduit a

.K (|<2 + k%) = 0

En plus de la racine nulle, le tenseur posséde une paire de valeurs
propres imaginaires conjuguies k = * ik, i=7v-1).

A un facteur prés, les vecteurs propres correspondants peuvent €tre

pris comme
w, =0 w, =1 w, = -1 pour «k = ik
w =.0 ' w, = 1 w, = -1 pour Kk = - ik1
Chacun est isotrope
wf + wg + w§ =0

et chacun d'eux est composé d'un vecteur partie réelle unitaire et

d'un vecteur partie imaginaire unitaire'perpendiculaites entre-eux.

83.

Remarquons enfin que, considéré comme opérateur, un tenseur symétrique

gauche de second rang se comporte comme un produit vectoriel.

\.\ -
Plus précisément, si le tenseur opére sur un vecteur rj

Uy =Ky Ty % T Cign Ka Ty T Cmyi K Ty

(4424)



On vérifie 4 1'aide de (4.22) que le résultat représente le produit
vectoriel du pseudo-vecteur associé * par le vecteur T.

On a vu que le produit vectoriel de deux vecteurs polaires est un
pseudo-vecteur; ici comme un des facteurs du produit est lui-méme

un pseudo-vecteur,le produit redevient un vecteur polaire.

Cette remarque fournit 1'interprétation cinématique justifiant le
nom d'axé de rotation pour la direction principale du tenseur et de
pseudo-vecteur de rotation pour ;. Si le vecteur r représente le
vecteur de position d'un point de I{espace par rapport a un point de
1'axe de rotation, le vecteur U est le moment du pseudo-vecteur E
par rapport a ce point. Le champ des moments de E ainsi eagendré
peut étre identifié au champ des déplacements d'un solide dans une

rotation finie autour de 1'axe. Ce point de vue sera développé lors

de 1'analyse cinématique des déplacements finis.,

4.,8. Représentation matricielle des opérations tensorielles

Jusqu'au rang deux inclus, les tenseurs peuvent €tre représentés
par des matrices et la transparence de la formulation matricielle
peut &tre un avanﬁage précieux pour orienter les manipulations néces-
saires dans la poursuite d'un but déterminé. Un scalaire reste repré-
senté par son unique symbole invariant, un vecteur u; par une matrice
unicolonne u, un tenseur du second rang aij par une matrice carrée A,
La matrice orthogonale de changement de repére T a déja &té introduite
dans la section 4.1,
Le terme "représentation", ici comme dans la notation tenéorielle,
implique 1'usage d'un repére déterminé.
Les- lois de transformation tensorielle (4.13) et (4.14) pour un vecteur
polaire ont pour traduction matricielle respectivement
: X

\
n= IT n et " n=Tn (4.25)
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On observera que, s8i dans la notation tensorielle il &tait possible de
distinguer les changements de reprégsentation par la nature 1atine ou
grecque de 1'indice, on est maintenant-obligé d'indiquer la nouvelle |
représentation par un signe particulier (ici un accent circonflexe).
Pour les lois de transformation tensorielle d'un tenseur de second rang,
on peut soit interpréter les formules (4.15), soit utiliser 1'invariance

d'une forme bilinéaire

) = mT'A n = mT Ans= (Tm)T ATn-= mT TT ATn
et trouver par conséquent
T N 1 ] -~ N T
A=T AT d'ol aussi A=TAT (4.26).

Si le tenseur isotrope de Kronecker posséde sa représentation par la
matrice identité I, le pseudo-tenseur eijk de.rang trois n'a pas
d'équivalent matriciel et doit @tre remplacé comme opérateur par un
formalisme approprié. Un tel formalisme peut €tre basé comme suit
sur le produit vectoriel. ‘

La matrice symétrique gauche construite i partir du pseudo-vecteur

associé k est notée

o T -y ky |
[k] = K, 0 -k f=-[x]T @
-k, k, 0
> >

Dé&s lors, le produit vectoriel k x r regoit la représentation

' [-k]-r=-[-_r:_|k,‘et.ona [_k]k=0 (4.28)
\ . ‘ .

On vérifie directement la relation importante
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[[x]r]=rkl-k«t C(4.29)
dont découle sans peine la formule du double produit vectoriel

[[k]r]u=Glwr-a"wk (4.30)

D'autre part, on peut aussi vérifier directement que

(k] [r]=-G" ) 1+rk" (4.31)
A titre d'exercice d'application de ces formules, étudions 3 nouveau
la structure d'un tenseur symétrique gauche [k ] .
Posant

o=/ KKk
nous pouvons ramener l'analyse 3@ celle d'un tenseur symétrique gauche

dont le pseudo-vecteur associé n est unitaire

T .
[k] =w [n] non=1 .
Soit u un autre vecteur unitaire perpendiculaire 3 n

'uT n= 0 . uT u=1

Opérant sur ce vecteur unitaire avec Ellj » on forme

ve [nle ' :

-~

Ce nouveau vecteur est aussi perpendiculaire @ n, car

-

nTv=- nT En]lu'=0
\
\

en vertu de (4.28); il est aussi perpendiculaire 3 u, car
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u?: v = .uT r_n] ‘u =0

i

pulsque le scalaire uT [nj .u est égal 4 son transposé

uT[n]Tu=~uT[n]u ' .-

Enfin, le nouveau vecteur est unitaire, car en utilisant la formule

(4.31),

VTV'*-uT!:n] ]:nj u--uT (-I+nnT)u=uTu'=1.

Effectuant une transformation tensorielle avec la matrice TT représentée

par ses colonnes
'I‘T = (n u v}
11 vient successivement
[T =0 (@ [u [w =w@© v -w
car |

[e]v= [n][nlo= (TenaDun-u

et enfin

o
c
<
1
[+
=
B
=4

T [k] T =u Ty T | o o -1
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C'est une des formes canoniques i laquelle le tenseur est réductible
par une transformation orthogonale réelle.

Pour la transformation unitaire

u¥1v v~iu

"= (n 72 72 )

™7 =1

(T* transposé conjugué de T), on obtient une forme diagonale

complexe :

T[] ™= 0 o 0 .
!

88.
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CHAPITRE 5 LES EQUATIONS DE L'ELASTICITE LINEAIRE

5.1. Compatibilité des déformations dans un domaine i connexion

linéaire simple

La linéarisation géométrique
|
i . u, | <<
IR | (5.1)
a permis d'exprimer le tenseur gradient des déplacements

D, u, =e,, tow,,. (5.2)

comme la somme d'un tenseur symétrique de déformations infinitésimales

1
== D. .t . . = . .
€55 7 2 ( i Y DJ ul) ejl (5.3)
et d'un tenseur de rotations -infinitésimales antisymétrique
by =2 (D, u, =D, u) = -uw,. (5.4)
ji 2 vij j i ij

Si ce dernier est remplacé au profit de son pseudo-vecteur associé

: 1
(um = i emqj D‘:l uj (505)
la décomposition du tenseur gradient prend une forme. ' .
= + ’ . .
Di'uj €55 * ©ijm Un (5.6)

sur laquelie nous allons examiner les conditions auxquelles doivent
satisfaire le champ des rotations et celui des déformations pour &tre
compatibles. . ’
LeS'éauations (5.6) sont au nombre de 9 et 1'élimination des trois
composantes de déplacement entre elles fournit d'abord un ensemble de

conditions 3 remplir par les rotations et déformations.
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L'élimination s'op@re formellement a partir des &égalités

e, D D, u, =0 our toute paire j 5.7

ipq Op Pi Yy . P te p (q,3) (5.7)
'qui expriment la comnutabilité dans l'ordre des dérivaticns partielles

des dérivées secondes des uj. Remplagant (5.6) dans ces égalités, il vient

e, =D ¢g,, + e, e,, D w
“ipq  p T1ij ipq ijm p m

mais, d'une part
D ; .
®ipq “ijm p “m Dpon T 05 % 7 %5 P Un
et, d'autre part, (5.5) montre que

—l i +=
Dm w. =7 élV rot u =0 i | (5.8)

si bien que le résultat peut se mettre sous la forme

D, w_ = (5.9)

5 “q " ®piq Op Cij
Ce sont les équations de BELTRAMI; elles expriment'les gradients des
composantes de la rotation en fonction des dérivées premiéreé du champ
des déformations. On observera en faisant j= q'qu}ellesvcontienneﬁt la
-propriété (5.8) en vertu de la symétrie du tenseur des déformat ions.
"Les composantes de la rotation peuvent maintenant &tre elles-mé&nes

éliminées entre les &quations (5.9) par le méme procédé

erjm Dr Dj mq =0 pour toute paire (m,q)

conduigant aux equations

\

T = O ' - ' (5.10)



91.

avec
T =-¢e . e, DpD €,, =T (5.11)

La symétrie du tenseur Tqm’ dit tenseur d'incompatibilité des déforma-
tions, apparait clairement par &change des indices muets i et j d'une
party p et r d'autre part. On observera également que ce tenseur vérifie

les /équations différentielles

Dq Iqm =0 ' ’ (5.12)
La nullité en tous points du domaine du tenseur d'incompatibilité
apparait donc comme une condition nécessaire pour 1l'existence d'un champ
de rotations et d'un champ de déplacanents.

Nous allons montrer que cette condition est aussi suffisante quand le
domaine est a4 connexion lin€aire simple.

Faisons appel'pour le démontrer au théoréme de Stokes :

f a.dk=/ n.rot ads

. S
Le premier membre est la circulation d'un champ de vecteurs 2 sur un
contour fermé du domaine, le second est le flux du rotationnel de ce
vecteur 3 travers une surface du domaine s'appuyant sur le contour. Si
2 est un vecteur polaire, rot 3 est un pseudo-vecteur et le sens positif
de la normale n est établi par la convention du pas droitier si le
triddre de référence est déxtrogyre, du pas gaucher dans le cas levogyre.

En notations tensorielles

'jlaj dxj =/ n

D a, dS ) . (5013)
S J ‘

e_ .
r rmj m

~

Si nous cherchons ‘4 intégrer un champ de rotations d partir d'un champ
de défoghatiohs donné en nous servant des &quations (5.9) de Beltrami,
il faut, pour qu'en chaque point il n'y ait qu'un seul vecteur rotation,

vérifier sur tout circuit fermé la condition

f dwq =.} Dj Wy dxj =0 (q=1, 2, 3) (5.14)
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Or, si le domaine est 3 connexion linéaire simple, tout circuit fermé
est, par définition, réductible 5 un point par déformation continue,
sans quitter le domaine. Lors de ce processus de réduction, il engendre
.une surface d'appui dont tous les points appartiennent au domaine.
Appliquant alors le théoréme de Stokes, les conditions (5.14),pfennent

.la forme équivalente

S n e . D D, w d3 =0
] g r rjm m j ¢

soit, aprés substitution des équations de Beltranmi,

/ n_T_ dS=0 (5.15).

Par conséquent, si le tenseur d'incompatibilité est nul dans tout le
domaine, les conditions pourAque le champ des rotations soit univoque
sont satisfaites. Observons que le champ.univoque des rotations ainsi

intégré n'est défini qu'd un vecteur de rotation

) = B = constante
q9 q

prés, solution des équations de Beltrami sans second inembre.
La seconde étape consiste 3d construire le champ des déplacements par
intégration des équations (5.6). Ici les conditions pour un champ uni-

voque sont que pour tout circuit fermé

§ du, = f D, u, dx, =0
J 13 1
Aprés application du théoréme de Stokes, elles deviennent

‘n_ e _.D D, u
d p i ]

e s s = 0
S TP :

et sont précisément satisfaites par les équations (5.7) dont les équations
de Beltrami ont €té déduites. Le champ de déplacements ainsi construit

est donc univoque mais n'est défini qu'd un champ 3 six paramétres

(aj ’ Bm) prés’
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u, = a, +te.,. Xx.P8 .
A B ijm i "m
En supposant que l'origine O des axes cartésiens ait ét&é choisi dans le

domaine, les paramdtres a, et %n peuvent étre considérés comme les valeurs

]
initiales des déplacements et des rotations en O pour les chemins d'inté-
gration partant de ce point.
Naus,pouvons donc énoncer le théordme suivant :
Dans un domaine i connexion linéaire simple, 1'annulation en tout
point, frontiére comprise, des six composantes du tenseur d'incompa~
tibilité des déformations est une coudition nécessaire et suffisante
pour l'existence d'un champ univoque de rotations et déplacements.
L'intégration d'un champ compatible de déformations ne détermine les

déplacements qu'd un déplacement infinité&simal arbitraire de corps

rigide prés.

I1 est clair que la complexité des conditions de compatibilité (5.10)
pemet difficilement de les utiliser pour la construction de champs de
déformation compatibles, alors qu'on les dérive trés facilement & partir
de champs de déplacement.

Notons cependant les deux Lemmes suivants, dont le point de départ est
constitué de données partielles sur le champ des déformations.

Subdivisons les composantes du tenseur d'incompatibilité en deux groupes :

"le groupe diagonal

Tn= 52 Dy €33 ¥ D3 Dy €5 = 2Dy Dy €553 | .
Typ = D3 Dy gy * ?1VD1 €33 =2 D3 Dy €3 (5.16)
' T33 =Dy Dyt ?2 Dz~?1; -2 %1 P2 f12
et le groupe énpi-diagonal : |
Ty3 = =2 D3 et Dy =Dy g3+ Dy €3 + Dy )
551 = =Dy D) ey + D, (- Dy €31 * Dy egp * Dy epy)  (5.17)
T.12 =-D Dy €33 + Dy (= Dy ey * D) €y +.Dz €3q)
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Lemme 1

Un champ suffisamment différentiabie mais par ailleurs arbitraire de
glissements (2 €93 » 2 €31 » 2 612) peut @tre complété pa? un champ
d'allongements spécifiques (811 » €99 s 533) de fagon i €tre compatible.
En d'autres termes, il est possible de construire un champ de déplacements
tel que '

i

DzAu u

3 Uy = g € D + D, u, =2c¢ D, u, + D, u, = 2c¢

Db 23 34 D)y 31 1

3

(5.18)

oli les seconds membres sont donnés.
Procédons directement 3 1'intégration du champ des déplacements 3 partir
des données de glissement. Puisqu'on déterminera par apr@s les allonge-

ments spécifiques complémentaires par les équations

€11 = D1 ¥ g2 =Dy u; £33 =Dy ug (5.19)
nous Insérons celles-ci dans les conditions de compatibilité
T = 0 T =0 T =0 ’

23 31 12

supprimons. 1'opérateur de dérivation comnun 3 tous les termes et obtenons'

des équations séparées pour chaque composante du déplacement

Dy Dy up = =Dy gy *+ D) €q) +Dyeyy
Dy Dy uy = =D, €31 * Dy g1y + Dy €4 (5.20)
D, D, u, = =D +D +D, ¢

2 %237 P2 ®31

Ce sont d'ailleurs les équations obtenues en &liminant deux des déplacements
entre ies équations (5.18). '

Toute solution particulidre de ces équations vérifie les propriétés
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by [2e,=Dpu-0pu]=o0

[
o

Dl [2 €93 -’D3 u, = D2 u3.]

]
o

Dy [ 263 =Dy ug =Dy 0]

obtePues par simple addition deux 4 deux des équations (5.20); on a

par jconséquent pour cette solution particuliére les relations
2 €1 Dy up ¥ DUy By Gy %))

2 €3 = D3 u, + D2 ug + E23 (x2 , x3) (5.21)

- + .
2 €31 =Dy ug ¥ D3y + By (x5, %)

qui ne différent des €quations (5.18) demandées que par la présence des

fonctions arbitraire Eij'

Cependant, les &quations (5.20) elles-ménes montrent qu'd toute solution

particulidre on peut retrancher
up = Frp G ) + Fry (g xg)
2 = Fa1 (% 0 x) * Foz (%) 5 %3)

3= T3y (g0 %)+ Fyy (535 %))
! :
et il est manifestement toujours possible de choisir les fonctions

arbitraires E,, de telle sorte que

ij

D, Fip * Dy Fyy = Epy
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En d'autres termes, on ne nuit pas 3 la généralité en faisant les Eij =0
dans les équations (5.21). Celles-ci et (5.19) établissent bien alors la

preuve du Lemme.

Lemme 2

Un champ suffisamment différentiable mais par ailleurs arbitraire d'allon-

gemgnts spécifiques (e ) peut €tre complété par un champ de

. , 11 * F22 » €33
gli'ssements de fagon a Etre compatible.
11 syffit ici d'intégrer les déplacements par les équations (5.19) et de

définir le champ compiémentaire par les &quations (5.18).

Les lemmes 1 et 2, appliqués dans un contexte différent et associés aux
propriétés (5.12) permettent de retrouver les résultats suivants dus &

WASHIZU,

Théoréme 1

Si les conditions de compatibilité T11 =0, T22 = 0 et T33 = 0 sont satis-
faites dans le domaine V et sur sa frontiére 9V, il suffit que les conditions
complémentairés T23 =0, T31 =0 et le = 0 soient satisfaites sur 93V pour

1'8tre aussi dans V.

Suivant le lemmne 1, quels que soient T s T et T dans V, on peut trouver
- 23 31 12 .

un champ de vecteurs U tel que

T23=D2- U3+D3 U2‘ T31;=D3U1+D1 U3 T12=D1U2+D2U1'

Alors »

f(T2+T2 +T2)dV=f{'l‘ (D U, + D,U.)+T.. (D, U, + D U )+T.. (D,U,+D,U,)}dv
V23 31 12 V23 2°3 3727 °731Y371 1737 712172 7271

= fav[phfn2T21 + n'3T31)+U2(n3T32+n1T12)+U3(n1T13 + nZTZB)JdS

= Sy LU 0,7, #D,T5 )40, (D3 Ty 4D T, ) +U3 (D Ty 3+D,T, ) | dV
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mais par les propriétés (5.12) et les hypothéses

D Tyy + D3T3y = = DyTyy =0

D3T3y * DyTyp = = DpTpp =0

D1T13'; D)y = = DyTyy = O
t is que i'intégrale de frontiére est aussi nulle en vertu des hypothéses.
Pgr onséquent

Ty (Tyy + T3 ¥ T3 V=0

et le résultat annoncé en dcécoule.

Théoréme 2

Si les conditions de compat ibilité T23 =0, T31 =0, le = 0 sont satis-
faites dans le domaine V et sur sa frontiére 3V, il suffit que les conditions
complémentaires T11 =0 , T22 =0, T33 = 0 soient satisfaites sur 3V pour
1'étre aussi dans V.

La démonstration est semblable en partant du Lemme 2 qui permet de poser

Ty = DYy Ty2 = D0y Ty3 = D304 .

Définition l

!

Nous appellerons régulier le champ des déformat ions induit par un changeQ
ment de configuration. Celui-ci ayant lieu & 1'intervention d'un champ uni-
voque de déplacements, un champ régulier de déformations pbsséde les propri-

étés suivantes :

1) Les ?cformatlons sont continues ainsi que leurs dérivées partielles pre-

miéres et secondes. C'est la condition de régularité de Ve VOLTERRA;

2) Le tenseur d'incompatibilité formé i partir des dériv@es secondes est

nul en tout point du champ.
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Le premiére propriété peut Eventuellement €tre violée pour la continuite
des dérivies secondes sur certaines surfaces singuliéres.

Quant a la seconde propriété, il est clair qu'elle s'applique quel que
soit le degré de connexité du domaine; 1'élimination des déplacements

et des rotations ne faisant pas intervenir de telles considérations.
Nous|pouvons alors résumer le résultat principal de la présente section
de la fagon suivante ¢’ ‘

Dans un domaine d connexion lin8aire simple, tout champ de déformations

' |régulier peut 8tre induit par un changement de configuration.

Nous |verrons dans la section suivante que cette proposition, pour €tre
vrai¢ dans un domaine d connexion linéaire multiple, requiert du champ des

déformations des propriétés supplémentaires.

5.2, Compatibilité des déformations dans un domaine i connexion linéaire

nultiple

Considérons un domaine homéomorphe 3 un tore et examinons la nature

des circuits fermés qui peuvent y €tre tracés.




Nous appelerons réconciliables deux circuits fermés qui peuvent &tre

ramenés 1'un 3 1'autre par déformation continue sans quitter le domaine.
Tous les circuits réductibles sont réconciliables et appartiennent ainsi

d une classe d'équivalence, Mais, le domaine considéré comporte aussi

des circuits irréductibles tels que AA'A ou BB'B; ils ne sont pas récon-
ciliables avec les circuits réductibles mais sont réconciliables entre=-eux;
ils forment une secorde classe d'équivalence.

Un tel domaine, qui contient deux classes d'équivalence de circuits fermés,
est, par définition, & connexion linéaire double,

Le domaine suivant, homéomorphe i un double tore, est 3 connexion lin&aire

triple.
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Ses classes d'@quivalences sont par exemple constitudes des circuits
fermés réductibles, dont un représentant est le circuit (1), des

circuits irréductibles de type (2) et des circuits irréductibles de
type (3). Le circuit de type (4) en traits interrompus est réconci-

-~

liable i 1l'enseuble constitué d'un circuit (2) et d'un circuit (3)

et n'est pas considéré comme un élé&ment d'une nouvelle classe d'é-

quivalence.

Revenons au cas du domaine 3 connexion linéaire double ct joignons les

deux circuits irréductibles AA'A et BB'B par un "pont" constitué de deux
arcs AA' et BB' que nous ferons tendre d la limite 1'un vers 1'autre.

Le circuit composé AA'L'BA est réductible; il possé@de une surface d'appui
entidrement contenue dans le domaine., Par conséquent, appliquant le
théoréme de STOKES comne dans la section précédente, on peut en déduire que
tout champ régulier de déformations, intégré par les &quations (5.9) puis

(5.6), engendre un champ de rotations et déplacements avec les propridtés

IAA' dwq+ IA'B' dwq + IB'B dl.Uq + fBA d(ﬂq =9 ) (5,22)
JAA' duj EINEY duj + o duj * I duj =0 (5.23)
Examinons la premiére de ces propriétés d'ynicité dans le cas limite

‘ol A'B' = AB., La premidre intégrale devient.celle sur un circuit irréduc-
O

tible passant par A

et est €gale au saut subi par wq quand on parcourt une fois le circuit

dans le sens indiqué. De méme pour la troisime intégrale

ey dog = = gy dug = - bg ug

puisque le circuit irréductible passant par B est parcouru en sens Opposé.
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Quant aux inté&grales sur le pont

! de =/,.D dx, = f, e . D, e,, dx,
A'B' "Pq  YaB "3 %q %5 T 7aB piq "3 S5 Ny

fay do ==/ D w dx =-f, e . D e dx,
/ BA "q AB "3 Tq 7] AB “piq Tj "ij j
elles se détruisent parce que parcourues sur le méme arc en sens Opposés
avéZ par définition d'un champ régulier, continuité des dérivées pre-
midres des déformations. L'équation (5.22) est donc équivalente 3

} A, w = AB w =Auw _ (5.24)

Le saut subi par le vecteur rotation est le méme pour tous les circuits
irréductibles d'une m@me classe d'équivalence parcourus une fois dans le

mémne sens. Nous dirons que les composantes wq sont polydromes; elles pos-

‘sédent des constantes cvcliques A wq .

La propriété d'univalence (5.23) dans le méme cas limite donne lieu & une
propriété un peu plus compliquée du champ des déplacements.

On a encore

J du, = §A duj.= A, u,

AA' h|

]
1
Lo

&
£
]
!
o
£

fB'B duj =

Mais les intégrales sur lezpont ne se détruisent plus complétement

Sprpr Dy vy 9%y * Jpy Dy vy dxy

= Legy * eggm Gy * dug) ] dx; - Fap(egy * Cyjm Yn) 9%
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car, si les déformations sont continues ce qui rend leur contribution
nulle, les rotations sont différentes en vertu du résultat (5.24) le long
de A'B' et le long de AB. Nous obtenons .comme résultat final

A u, =A, u, +e Aw (5.25).

B Y5 T8 Y Gy dun (Ryp T Xgy)
Dans| 1'ensemble, on peut constater que la polydromie du champ des dépla-
cemg¢nts pour une déformation réguliére peut €tre définie par six paramd-

tres (Aw& , A uj), la formule (5.25) permettant alors de calculer les

A
constantes cycliques du déplacement au niveau d'un autre point B.

Dans jun domaine d connexion linéaire multiple toute classe d'équivalence
de circuits irréductibles posséde ainsi son systéme propre de paramétres

de polydromie. Enongons quelques-unes des conclusions de cette analyse :

1. Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un champ de déforma-
tions dans un domaine 3 connexion linéaire.multiple résulte d'un chan-~
gement de configuration sont :

- que le champ soit régulier,

- que les conditions d'univalence

dx, = 0 (5026)

A e . D .. .
“p fgplq-qelJ i

. |
Au, §(€ij ®ijm “n

) dxi =0 (5.27)
soient satisfaites pour un circuit type irféductible pris dans-chaque
classe d'équivalence. ' '

Tout changement de configuration étant nécessairement 1ié 3 un champ

univoque (monodrome) de rotations et de déplacements, les conditions

sont nécessaires. Elles seront suffisantes si elles entrainent (5.26)

et (5.27) sur n'importe quel circuit fermé du doﬁaine. On a vu dans la

section ptécédente que la réguiarité du champ avait pour conséquence la
satisfaction de (5.26) et (5.27) pour tout circuit réductible.

D'autfe part,'le résultat (5.2&)'montre que si la condition (5.26) est

satisfaite pour un circuit, elle 1'est aussi pour tous les autres circuits
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appartenant 3 la méme classe d'équivalence; dans ce cas (5.25) se

réduit i

et la méme conclusion peut &tre tirée en ce qui concerne la condition

(5.27).

Par opposition aux conditions de compatibilité (5.10) qui peuvent

_étre qualifiées de "locales", les conditions additionnelles (5.26) et

(5.27) sont des conditions de compatibilité '"globales".

Une interprétation possible pour la formation de champs réguliers qui
ne vérifient pas les conditions de compatibilité globale est fournie

par le concept de dislocation d3 & WLINGARTEN et VOLTERRA.
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Tout domaine a connexion linCaire multiple peut €tre ramené 3 la -
connexion simple en introduisant, pour chaque classe d'équivalence de
circuits irréductibles, une surface de coupure que l'on s'interdit de
franchir. La figure montre deux coupures susceptibles d'emp&cher la fer-
meture de tout circuit irréductible dans le domaine 3 connexion double
précédemment considéré.

Chaque céupure posséde deux faces et un segment dans une coupure peut

~

étre assimilé 3 un pont entre deux circuits irréductibles de la méme

classe, la branche A'B' appartenant 3 une face notée (+), la branche AB

3 la face opposée notée (-).

Supposons maintenant l'existence d'un champ de déformation régulier
dans le domaine. Méme s'il ne satisfait pas aux conditions de compatibi-
lité globales, il définit (3 un petit déplacement rigide prés) un champ
de ‘déplacement univoque pour le domaine coupuré, qui est simplement connexe.
Il correspond donc i un changement de configuration de ce domaine. '
I1 est donc possible d'annuler toutes les déformations en revenant 3 une
certaine configuration antérieure, c'est-i-dire en appliquant aux diffé-
rents points les vecteurs déplacements changés de signe. On peut mainte-
nant interpréter les formules (5.24) et (5.25) comme une séparation qui
peut se proguire entre les deux faces de chaque coupure. Si A dénote un
"centre de réduction" choisi sur la coupure et B un point courant de la
méme cdupufe, la formule (5.25) démontre que le déplacement relatif entre
les deux faces est du type petit déplacement comme un corps rigide.

V. VOLTERRA lui a donné le nom de "distorsion'" mais dans la terminologie

actuelle, c'est une "dislocation",

Partant d'un domaine initialement disloqué, il est donc possible en
refermant les coupures d'engendrer un champ de déformations régulier mais
violant les conditions de compatibilité globales. On notera qu'a la suite
de cette opération, aucune singularité du champ des déformations ne per-
mettré\d'identifier les surfaces de coupure primitives.,

Nous sommes en présence d'un des mécanismes poséibles par lesquels un
milieu élastique peut &tre le sidge de tensions initiales qui ne peuvent

étre relaxées par un changement de configuration.
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On voit qu'il a son origine dans l'existence de circuits fermés irréduc-
tibles et correspond trés exactement 3 la notion d'hyperstaticité cinéma-

tique de la Théorie des Structures.

3. Allongements principaux et invariants fondamentaux de la déformation

Le tenseur des déformations infinitésimales étant symptrlque posséde

en chaque point des directions principales associes aux valeurs propres

qui sont ici les "allongements principaux" notés € (i=1, 2, 3)
nvarlants fondament aux correspondants seront notés :
=e. =€, *e,*e, =D, u =divu
TEjf T Fp T EpTE3T R Yy T AV
(5.28)

: 1
2 7 ®ijk Sunk %im Sjn T 2 [ €1i%35 T ®13 ejiJ
= €1 € + €) €3 + €3 €

3 = det { €4 }=e; e,y e,

=
(]

On notera que, en ne gardant que les termes petits du premier ordre,

det J

(s

. + ~
eijr B1g ¥ eqd 8y * e

* ey

e + ¢ + € =1+1 _ : (5:29)

123 11
et que le premier invariant fondamental représente en cons&quence 1'accrois-
sement spécifique de volume. Enfin, toujours selon la théorie générale, le
second invariant T, du tenseur déviateur

AR S A (5.30)
ij 371 "ij

a pour valeur
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{ (e ) +6(e

23 31 )

-1 . § . 2
Ty =-7¢84; 84 7 11 " €22) +(epy-eg3) +(€33 11

'—l
.
[

(=

(oY Kl

(5.31)

S5.4./Tensions principales et invariants fondamentaux de 1'état de tension

-~

Comme on 1'a déja observé, il n'y a pas de distinction 3 opérer en
prdtique entre les tensions de Piola et les tensions vraies, quand les
chanpements de configuration sont infinitésimaux. On adoptera dés lors 1la
notation Tij’pour le tenseur des tensions qui sera symétrique.

En chaque point, ce tenseur posséde au moins un systéme de directions
principales associfes aux valeurs propres '"tensions principales'" qui
seront notées o (i=1, 2, 3).

Les invariants fondamentaux seront notés

Jyp =14 =03 Yoy tog
21 -1 -
92 7 %45k ook Tin Tyn T 2 [t T35 T Ti Tji.]
=0y0, ¥0;03%0530,
J3 = det { ?ij } = 0) 0y Oq

i
Le second invariant fondamental du tenseur déviateur

~ . 1 . ‘
Tij Tij -3 Jl Gij | (5.33)

sera noté’

.

)26 (<2 )}

SR O 1 -t )2 . )2
2 3 Tay Tyi = T8 U () (TgymTag) H (rgymyy 23" 31 12

(5.34).
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5.5. Tensions et déformations octafdrales

Reprenons les formules de Cauchy (2.3) qui fournissent les composantes
du vecteur traction de surface en fonction du tenseur des tensions et de
1l'orientation de la normale 3 la surface. Comme la configuration est celle

de référence et les tensions de Piola sont assimilées aux tensions vraies

tj =n, Tij (5.34)

Supposons maintenant le repére orienté selon un systéme de directions

prinjcipales, de sorte que le tenseur des tensions ait une matrice diagonale

01 0 0
0 02 0
0] 0 03

t, =10, 0y t2 =1, 0, t3 = n, 04 (5.35)
La tension normale 3 une fécette s'exprime par

t =n,t, = n2 o]

2 2 , :
n_ Mty MOty 0y ¥ ngog (5.36)

de sorte que, sur chacune des 8 facettes d'un octaddre, également

inclinées sur les axes principaux (ni =+ 1//3),

la tension normale prend la méme valeur

(5.37)

2 1

=1
ton - 3'(01 o

. _1
+ 03) =3 J

dite "tension octaédrale normale".
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On peut €valuer la tension tangentielle totale sur une facette inclinée

quelconque par le théoréme de Pythagore

2 _ 2,2 .2_2_22, 2 22 2 2,
tt = t1 + t2 + t3 tn n 0, 031 02) + n, n, (02 03) + ny n1(03-o1
(5.38)
Pour les facettes de 1'octaddre, ceci donne
£2 2, 2 2
3 tot) = GJI - 02) + (02 03) + (03 - cl) =-6 z,
(5.39)

Les tensions octaédrales normale et tangentielle se trouvent ainsi €tre
reliées respectivement au premier invariant de 1'état de tension et au
second invariant de son déviateur.

Un calcul similaire peut Gvidemment &€tre fait pour le tenseur des défor-

mations. Il conduit 3 définir un allongement octaédral

=1 =1
€on = 3 (el te,t 53) =31 v (5.40)

et un glissement octaédral

.Yot =2 eot

tel que

2 2

B e ) = (g -‘ez) + (e, -~g3)2 t(eg-e) =-6T,

(5.41)

Notons qu'en général les directions principales de l'état de déformation
et de 1'état de tension en un méme point ne colincident que fortuitement.
Ils d?incident cependant toujours quand les équations constitutives sont

celles d'un milieu isotrope.
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5.6, Cercles de MOHR

Si les grahdeurs octaédrales fournissent une illustration de certains
invariants fondamentaux, leé cercles de MOHR sont une illustration graphique
du caractlre tensoriel des tenseurs symétriques de second rang dans l'espace
euc/idien tri-dimensionnel.

Eliminons né et n§ entre la relation (5.36), réécrite ici sous la forme

la relation (5.38), sous la forme

2240242
29 713 %

et la relation entre cosinus directeurs

1 - ni = ni + n§
I1 vient
t - ni oy oy O3
det ti + ti - ni oi o% o§ =0
1 - ni' 1 1 .

ou, aprés réduction,

2 2 : '
et g s = ) ] (0 -0 - 0y)

(5.42)

\

Dans un graphe (tn » tt) c'est 1'équation d'un lieu dépendant encore du

. - 2
paramétre n,.
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. 2 P ;
Si on maintient ny constant on réalise de fait une exploration conique
des facettes dont la normale fait un angle constant avec la premiére
direction principale (dans les deux sens d'orientation). Pour les besoins

de la discussion, il est nécessaire d'introduire 1'hypothése
(5.43)

a laquelle il est toujours possible de se ramener en modifiant 1l'orde
de numération des directions principales.
Le lieu (5.42) est une circonférence dont le centre a pour coordonnées
+
92 7 %5

[ N——
2

» 0)

et dont le carré du rayon figure au second membre.
Pour n, = 0, c'est-d~dire en explorant les facettes paralldles 3 la

premiére direction principale, on a le Cercle de Mohr n, = 0.

On observera que, en vertu de (5.43), la circonférence associée 3 une

2 e -
valeur de n; différente de zéro est de rayon plus grand; c'est, par exemple,
celle passant par le point P de la figure.

At
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Elle est alors limitée 3 un arc aux extrémités duquel soit n, soit ng

. - 2 .
sont nuls avant de devenir imaginaires. Quand n, atteint son maximum = 1,
1'arc se réduit au seul point tn'= oy st = 0.

Une élimination similaire de nZ et n? conduit i la formule analogue

3 1

+ g, 2 o -012 2
) *+ny (@, -05)(0, ~0y)

qﬁi dérive directement de (5.42) par permutation cyclique des indices.
Elle correspond i une exploration conique autour de la seconde direction
principale. Cette fois, pour n§ > 0, le rayon de la circonférence est

plus petit que celui du cercle de :lohr n, = 0 et le point limite pour n§=1
est (02,0).

Enfin, pour l'exploration conique autour de la troisiéme direction princi-

pale

3 (03 - 01) (03 - 02)

et le rayon pour n§ > 0 est 3 nouveau plus grand que celui du cercle de
Mohr n, = 0. Le point limite pour ng = 1 est (03 » 0).

La représentation graphique de Mohr montre (aire hachurée) quelles sont
les combinaisons possibles de tensions norimales et tangentielles.

Elle montre aussi l'existence de trois maxima relatifs de la tension

tangentielle

dont le dernier est le maximum absolu. Ils correspondent aux orientations

respectives
n, =0 .;2 = n? ;-li
1 » 2 3 2
L
ng = 0 ni = ng = %



5.7. Statique et travaux virtuels

La symétrie
T =1, ' o (5.44)

du tenseur des tensions est, comme on 1'a vu, 1'expression (exacte pour
les tensions vraies, approximative pour les tensions de Piola) de 1l'équi-
libre de rotation &lémentaire. Les &quations d'équilibre de translation

L (t )=-D,r1 G =1,2,3) (5.45)

j  mn i ij Po gj
mettent en &vidence au premier membre les opérateurs différentiels agissant
sur les tensions pour équilibrer les forces massiques. La dualité existant
entre statique et cinématique découle du caractére "adjoint" des opérateurs
différentiels agissant sur les variables adjointes uj pour exprimer les

déformat ions

Y P

=€

Mij (um) = (Di uj + Dj ui) ij

En effet, l'expression

1,. M ) —=u, L, (z ==171,, D,,u, +D, u,) +u, D, 1
ij ~ J J(mn) (1 J J i) J

ij (Lﬁn ij i ij

se transforme, eu égard & (5.44), en une divergence ' S,
.) .

+ =
T,. D, u, u, D, 1., Di (u5 TiJ

ij i 7] j i ij

Par intégration sur le volume, application du théoréme de la divergence

et par 1'équation de Cauchy pour les tractions de surface

on retrouve le théoréme des travaux virtuels
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gy 4 1 1] sy 4 J
On peut dire par conséquent que

uj et iy sont des variables adjointes

'Tij et eij sont des variables conjuguées,

5.8. Développement Taylorien de 1'énergie de déformation
Y 8

L'énergie de déformation spécifique est une fonction des &l&ments du
tenseur des déformations, telle que dans un accroissement local arbitraire

des déformations

sW f Tij 6£ij : (5.47)

Sous forme développée, groupant les termes symétriques en Tij’

§W = 1), Seq7 * Ty Beyy + 135 Seg3

* T3 Svy3 +i‘31 Sv31 * T2 812
oli, pour rappel, les glissements sont définis par
€23 Y31 =2e33 0 Yz TZep -

Les équations constitutives sont donc exprimables de fagon trés générale

sous la\formé énergétique

S o =3 I L
11 Bey 22 e, 33 e,

(5448)
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oM 1 SR
23 3Y 53 31 3Y31 12 aylz

Rappelons aussi que, a condition de considérer W comme une fonction de

€11 [» €92 » €33 et de

f€23+€

+ €

32 Y31 T €31 7 f13 Y12 = %12 T 801

la distinction formelle ainsi introduite entre eij et eji pour i # j

permet de rassembler les 6 formules (5.48) dans 1'unique

W
T,.=
1 ‘s
J BelJ
avec, de plus, inclusion autoaatique de la symétrie Tt =T .

, 317 T
Supposons maintenant que W soit une fonction suffisamment réguliére de
ses argumenté pour etre développée en série de Taylor. Comme les Eij
sont extrémement petits, il est assez naturel de limiter le développement

aux termes du second degré inclusivement :

) (5.50)

'Wo est la valeur de l'énergie dans 1'état de référence (sij = 0) et peut
d'ailleurs, sans nuire 3 la géncéralité, €tre annulée par convention sur
le niveau de référence de 1l'énergie.

L'indice zéro affectant les dérivées partielles indique qu'elles sont
prises aussi dans 1'état de référence. D'autré part, en vertu de (5.49),

on peut &crire

V@, oo . (5.51)
g, N )
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Ce sont les tensions initiales qui peuvent exister dans 1l'état de réfé-
rence et dont la connaissance expérimentale détaillée pose d'ailleurs un
probléme difficile.

Finalement, avec Wo = 0 et la notation

AW _ P4 | |
;(ae_" =) Cy | ‘ (5.52),

on peut présenter le développement Taylorien sous la forme

Ww=1% e, +=cPle ¢ : (5.53),
ij i3 2 "ij "ij “pq _

tandis que l'application des relations (5.49) fournit les équations

constitutives explicites

_ .0 _ ~Pq .
Tij - Ty T Cij €0q. (5.54) .

La limitation du développement aux termes du second degré correspond
donc 3 postuler une linéarité de type constitutif entre tensions et
déformations; la théorie dite linéaire de 1'élasticité repose donc
simultanément sur la linéarisation de type géométrique et celle de type
constitutif. Il est alors permis, dans ce cadre, d'appliquer le principe

de superposition des solutions..

On observera que (5.53) peut aussi s'écrire ‘ ' .
W= . €., (1., = 12.) -+ e.. (t.. + 15.) (5.55).
ij "ij 2 "ij ij ij 2 7ij ij ij

Ce résultat, conséquence de la linéarité 'des &quations constitutives,

est’ le Théordme de Clapeyron intdrieur. Il est le plus souvent présenté

dans le cas particulier oi 1'on fait 1l'hypoth&se d'un &tat de référence
dit "naturel" ol les tensions initiales seraient nulles.

Les coefficients‘(S.SZ) sont appelés modules d'élasticité. Ils forment

un tenseur cartésien de rang quatre, dont le nombre de composantes est en

principe égal a 34 = 81,
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Toutefois leur définition méme de dérivies partielles secondes par

rapport aux composantes d'un tenseur symétrique leur confére les

propriétés de symétrie suivantes

C?? = C?? symétrie par rapport aux indices inférieurs
| Pq qp 2 : é
;Cij = Cij symétriec par rapport aux indices supérieurs
Pq _ 1] S Vo
Cij Cpq symétrie par rapport aux groupes d'indices.
Le nombre de composantes distinctes est alors réduit d 21, ce qui est

directement confirmé par la formule (5.53), oili ils jouent le rdle de
coefficients d'une forme quadratique 3 6 variables distinctes.

Dans 1'étude des propriétés d'isotropie de divers milieux élastiques,
nous serons, pour la commodité, amends 3 caractériser le milieu par la
matrice du systéme linéaire (5.54). Si nous développons les sommations

en tenant compte des symétries

o _ 11 22 33 23
iy T Tyy " Oy f11 * Ciy €22 ¥ Oy e33 * Oy (a3 % €32)
.31 12
+ 05y (egy *egy) F Oy (egp *eyy) ,

de sorte que, sous forme matricielle et dans un ordre conventionnel

.

1 €11 -
T22 €22
T €
33 =C 33 (5.57)
123 Y23
. 131 Y31

T12 Y12

\

\

la matrice (symétrique) en question . est
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11 22 33 23 31 12
11 11 11 11 11 11

11 .22 33 23 31 .12
22 "22 22 22 “22 Y22

11 .22 33 .23 31 12
33 "33 733 "33 "33 733
C = : (5.58)
11 .22 33 .23 31 .12
23 723 723 23 23 23

11 22 33 23 31 .12
31 31 "31 °"31 31 31

11 .22 33 .23 31 12
12 712 712 "12 12 12

La matrice de la forme quadratique de la densité d'énergie est la méme

d condition de prendre comme variables (611 VIR 533 » Y3 0 Y31 ’-Y12)'

5.9, Stabilité infinitésimale

Méme en présence de tensions initiales, nous ne considérerons
jamais, sauf mention explicite du contrairé, que des configurations
initiales stables. Il s'agit ici de stabilité& vis-i-vis de changements
infinitésimaux de configuration en 1'absence de toutes forces extérieures;
cette stabilité infinitisimale exige que l'énergie de déformation

o 1 _.pq '
= . ..t .. \Y 0 .
U IV (le €553 * 32 Cij- €4 epq) awv (5.59)
posséde ﬁn minimum (= O envfaiéon de la convention WO = 0) pour Eij =0

vis~3-vis de tous les changements infinitésimaux de configuration possibles,

c'est-i-dire tels qu'il existe un champ univoque de petits déplacements

| .
N

€44 o, u, + Dj u,) v . (5.60)
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respectant la continuité physique du milieu. L'égalité d zéro dans (5.59)

ne peut alors avoir lieu que si le chawmp des déplacements est celui (infi-
nitésimal) d'un corps rigide, auquel cas on sait que le champ des déforma-
tions est identiquement nul; Nous supposons qu'aucune contrainte de nature
cinématique n'est imposée sur la frontidre 3V, dont la présence limiterait

ou empécherait totalement 1l'existence de tels modes rigides de déplacement.

En fait, la frontiére sera considérée comme entiérement libre.

La condition (5.59) exige, pour &tre satisfaite, que la partie linéaire
soit| nulle et la partie quadratique définie positive dans les variables eij

contraintes par (5.60). La nullité de la partie linéaire

(o)
ij

1 o
— i + = i =
f > (D uj Dj ui)dV IV Tij Di qj dv = 0

v T

i
pour tout champ uj continu ainsi que ses dérivées premiéres, devient i la

suite d'une intégration par parties,

/

. o . o a
- (ni Tij)uj ds - fV uj(Di Tij) dv = 0

et, pour étre satisfaite, demande que le champ des tensions initiales soit

un champ auto-&quilibré; en chaque point intérieur, les tensions initiales

vérifient les équations d'équilibre de translation sans force massique

D, 1

o
i i

; =0 dans V ' (5.61)
| : :
|

et vérifient les &équations d'équilibre en surface sans traction appliquée

de 1'extérieur

n Tz =0 sur 3V ' (5.62)

173
Les teniions‘initiales d'une configuration initiale stable ne peuvent
étre relaxées (c'est-d~dire disparaitre compl3tement) par un changement

de configuration respectant la continuité physique du milieu.
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En effet, il faudrait pour cela trouver un champ de déplacements uz tel

que si nous faisions

o 1 o o
€ =€ == (D u +D u
Pq pq 2 ( P q q p)

0, c'est-a-dire tel que

dans (5.54) on puisse obtenir Tij

o _ PqQ o . ' :
Tee — T C.. . 5.63
Tij T T Y13 fpq (5.63)

Mais, pour un tel champ de déplacement, (5.59) deviendrait

u° = -1 r,cP1e% % avso

| 2°V "ij Tij g

et ceci serait en contradiction avec le caractére défini positif de la
partie quadratique de 1'énergie sauf pour le cas de 1l'&galité i zéro.

Mais, 1'égalité a zéro implique qu = 0 et les tensions initiales seraient’
déji nulles au départ.

Il faut en conclure qu'une relaxation des tensions initiales implique une
dislocation du milieu continu., Si le domaine est a connexion lindaire
multiple, nous avons déjd rencontré les dislocations du type Weingarten-
Volterra susceptibles d'expliquer la présence de champs qu qui, quoique
réguliers, ne peuéent étre relaxés par changement de configuration.

De fagon beaucoup plus générale, on peut imaginer, méne dans les domaines &
connexion simple, des champs egq 1iés aux tensions initiales par (5.63) et
qui ne peuvent &tre relaxés parce qu'ils ne satisfont pas aux conditions

de compatibilité locales (5.10). Les tensions initiales peuvent donc &tre
reliées 3 des valeurs non nulles des composantes du tenseur d'incompétibi—
1ité des déformations et mettre en jeu pour leur relaxation des dislocations

de nature beaucoup plus complexe que celles de Weingarten-Volterra.
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5.10, La condition de stabilité infinitésimale de Hadamard

Compte tenu des propriétés de symétrie (5.56), la seconde partie du
critére de stabilité infinitésimale peut &€tre mise sous la forme

€. . € dv;-;-fv cP4p, u.D.u dvz 0O (5.64)

ij “pq i3 13 3 ¢

-

e O
.0

~

et constitue une contrainte fondamentale d laquelle sont souais les
modules d'élasticitéd du milieu. Cette contrainte est facile 3 exploiter
pour les milieux &lastiques homogénes, c'est-d-dire. ceux caractérisés
par une matrice de modules qui est la mé@ne en tout point. Le théoréme

suivant est en effet de vérification immédiate :

Théoréme : Dans un milieu &lastique homogéne stable, sans condition
cinématique aux frontilres, la matrice des modules est

définie positive,

La condition est de toute Gvidence suffisante pour le crit@re (5.64).
Elle est aussi nécessaire car, en l'absence de condition cinématique

aux frontidres, on peut utiliser un champ de déplacements linéaire

pour lequel le champ des déformations

1
= - . + .
T (OLJ.1 alJ_) | '
est arbitraire et constant, de sorte que la condition de stabilité se

réduit dans ce cas particulier 3

1 .pq - Lo
=C,.  €,, € S, dVv définie positive.
2715 Fi3 ®pq : P
Quand le milieu n'est pas hounogéne, se pose le probl&me difficile de
trouver des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité portant
sur les matrices locales des modules. Une condition locale nécessaire

a été établie par Hadamard dans le cas oli la matrice varie de point en
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point d'une fagon suffisamment régulidre. Il considdre i cet effct une
perturbation de déplacement localisée dans un pavé au voisinage de 1l'ori-
gine (qui est en fait, moyennant une translation, un point intérieur

arbitraire du milieu)

u, = a, pYS
j JqB()
ol A, est un vecteur arbitraire et
_ 2 22,2 22 2 22
¢(g) (x1 el) (x2 - ez) (x3 53) pour = e, € x; € €

in
o

en dehors du pavé,

Le déplacement et ses gradients sont alors continus aux frontiéres du

pavé. On pose

cPla a =3sP
ij 3 9 i

qui est un tenseur cartésien de second rang et symétrique; on peut donc

toujours considérer les axes orientés selon un systéme de directions

principales dans lequel ce tenseur poss@de d l'origine une structure

diagonale. Alors, moyennant une régularité suffisante de SE a l'origine,

(5.64) tend 3 la limite des ey > 0 vers l'expression

1

1 2 2. 1 2
75, Iy (®;9) v + 58, [y (D,¢)"dv + 7 537y 040)7 av .,

Les intégrales ne doivent €tre &tendues qu'au pavé et sont élémentaires.
On .trouve
) 9
(e, €, €,)
2. 256 .3 "1 "2 "3
Ty 030)7dV =3 &555)° 7
: -

et on en conclut-que l'expression
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"doit &tre définie positive, ce qui implique

S1 >0 82 >0 S3 >0 .

Le tenseur Sg‘est donc défini positif puisque ses valeurs principales

sont| positives; en d'autres termes, la forme quadratique
sP b, b est définie positive.

Finalement, la condition nécessaire de stabilité infinitésimale de Hadamard

est que, en tout point, la forme biquadratique

C?. b, b a., a soit définie positive. (5.65)
i3 ¥ p J ¢

Comparée 3 la condition locale

Pq e s .
C.l e.. € définie positive (5.66)
ij “1j “pq P
qui est-elle, suffisante, la condition de Hadamard est plus faible.
On le voit aisément en la mettant, gr3ce aux propriétés (5.56), sous la
forme équivalente '

Pq S A o

ctd (b, a, +b, a)(b a +b a) définie positive

gy g2y * by aply ag % g8, P
qui n'est qu'un cas particulier de (5.66). En effet, le tenseur (biaj+bjai)
n'est pas un tenseur symétrique de type général.
En notations matricielles évidentes, ce temseur s'Ecrit

\ T=bal +ab"



i 123'

et son équation aux valeurs propres

a toujours une solution A = O pour une dlrectlon principale ¢ qu1 est
orthogonale & la fois au vecteur.a et au vecteur b : aTc =0, b c = 0.

I1 s'en suit que les inégalités auxquelles sont soumis les modules
d'élasticité pour satisfaire la condition de ladamard sont moins restric-
tives que celles assurant 3 leur matrice la définie positivité.

On a vu que la condition de Hadamard n'est pas suffisante pour la stabilité
infinitésimale dans le cas d'un milieu homogéne. L'étude des cas d'inhomo-

~

généité pour lesquels elle le serait éventuellement reste 3 faire.

5.11. Isotropie et anisotropie

Les équations (5.54), (5.61) et (5.62) permettent de simplifier un
peu 1l'élasticité linéaire en observant que la détermination des tensions
initiales et celle des tensions additionnelles dues aux changements de
configuration sont des problémes séparables.

Du fait qué les tensions initiales dans une configuration stable forment

un champ auto-équilibré, les tensions additionnelles satisfont aux mnes.
équations d'équilibre avec les forces extérieures que les tensions totales.
On ne modifie donc pas le proBléme de la détermination des tensidng addi-
tionnelles en faisant 1'hypoth3se que les tensions initiales sont nulles
(hypoth&se dite de 1'état naturel). Ceci revient d ne considérer dans la
densité d'énergie de déformation que la partie quadratique dépendant des
modules d'élasticité, ce que nous ferons dorénavant.

La détermination des tensions initiales est un probléme extrEémement complexe
de physique des matériaux, tant sur le plan théorique que sur le plan expé-
rimental. Dans les rares cas oli les tensions initiales sont considérées
comme connues, il suffit de les ajéuter aux tensions additionnelles pour
obten1¥ les tens1ons totales.

Nous allons maintenant envisager quelques hypothdses particuliéres, fré-

quemment utilisées pour simplifier le tenseur des modules d'Glasticité.
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IsotroEie

Un matériau élastique isotrope est celui qui ne présente aucune direction
préférentielle. Son énergie de déformation doit pouvoir s'exprimer en
fonction des invariants fondamentaux du tenseur des déformations de fagoﬁ
3 présenter la méme formulation, quelle que soit l'orientation choisie
pour le repére cartésien.

Coime nous nous bornons pour la densité d'énergie aux formes quadratiques
homogénes, il n'y aura que deux combinaisons d'invariants fondamentaux

distincts 3 considérer. A partir des combinaisons quadratiques homogénes

2 . L. . : <
I7 et T', on peut écrire pour un matériau isotrope la forme d deux modules

1 2
Ket G

1., -2 '
W= > K I1 2GT (5.67)

Rappelons que

I1 = ell + € + €

22 33

et que, selon (5.31), on peut écrire

2 1 2 1 2
t3 (eyy mE33)" + 3 (33~ €q)

1
- 2T, =3 () - ey,)

1,2 2 2
* 7 O3 v vgp *vpp)

de sorte que l'application des formules (5.43) conduit aux relations

constitutives explicites

: 4 '
T &30

2
n + (K =5 O)eyy + e5y) (5.68)

1
pour une tension normale

T3 7 6 Y23 (5.69)
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pour une tension tangentielle, les autres &léments du tenseur &tant
simplement obtenus par une permutation cyclique des indices.

La dernidre relation justifie que 1'on appelle G le module de glissement.

D'autre part, formant la moyenne arithmétique des tensions normales :

+ T + T

22
3

11 33

=K (e)) *eyy *egq) =KI) - (5.70)

et [se rappelant la signification du premier invariant comme changement
de volume spicifique, on obtient la justification de 1'appelation de K

comm¢ module de compressibilité,

Un matériau isotrope peut donc &tre caract@risé par ces deux modules.

S'ils sont tous deux positifs
G>0 K>0 (5.71)
on a une condition nécessaire et suffisante pour que la densité d'énergie

soit localement définie positive, La matrice des modules se présente

sous la forme

4 2 2

§-G K 3 G K - 3 G 0] 0 0

2 -, 4 . 2

3’G K + 3 G K - 3 G 0 0 0

2 2 .4 |

56  K=-3G K+3G6 0 0 0 .

(5.72)

0 0 G 0 0
0 0 0 G 0
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Le systéme de modules de LAME est 1ié au.précédént par
A =K-20 . w=c | (5.73)
et donne aux équations consﬁitutives la formelsﬁnple

i ;= A § + 24 ¢ (e = Il) (5.74)

©qq °1ij ij qq

équivalente i la présentation des modules généraux sous la forme

cPl=xs5..5 ) (5.75)

. +u s
i 1 Spg * ¥ ¢

. 6, +4, 6
ip "ja ip iq
qui s'accorde bien avec les propriétés de symétrie requises et le fait
qu'un tenseur isotrope de rang 4 doit &tre une combinaison linéaire

$ y O, et § S,

. $
, ij “pq ip "jq jp "igq
La densité d'énergie prend alors la forme

des tenseurs isotropes §

2
W= %-A (e )"+

€ € (5.76).
qq Pqd qP

La formule (5.75) permet un examnen rapide de la condition de stabilité

infinitésim?le de Hadamard (5.65), qui se réduit ici 3
A GBE v 2w GBHED 20

soit encore, si 6 est 1l'angle entre les deux vecteurs, i .
A cos2 8 +2u>0

Finalement, on obtient comme conditions, de Hadamard

u>0 et A+ 2pu>0 .
\ .

\

Revenant aux modules de compressibilité et de glissement, elles deviennent

c>0 . Kk>-2c ©(5477)
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Il suffit donc que les termes diagbnaux de la matrice (5.72) soient
positifs, On observera que, si les conditions de Hadamard autorisent

un module de compfessibilité négatif (mais borné inférieurement), clles
coincident exactement avec les conditions de vitesse de propagation

réelles pour les ondes S et P dans le milieu., Cette remarque sera amplifide
plus tard quand on verra le rSle joué paf la condition générale de Hadamard
pour le caractére elliptique des équations aux dérivées partielles de
'1'élasticité linéaire.

Le systéme de modules (G,K) est conceptuellement le plus simple pour un
matériau isotrope et donne un sens i la décompositien des états de défor-
mation et de tension en une partie isotrope (ou sphérique) et un déviateur,
car on déduit facilement de (5.63) et (5.69) que les invariants correspon-

dants sont deux 3 deux proportionnels

Jy=3KI | I, =4G"T, (5.78).
Dans un milieu isotrope, le mécanisme de changement de volume avec préser-
vation de la similitude sous tension sphérique et le mécanisme de distor-
sion sans changement de volume sous 1'action du déviateur de 1'état de
tension fonctionnent indépendamment. Les directions principales de 1l'@tat
de déformation coincident partout localement avec celles de 1l'état de
tension. Ceci n'est plus vrai en général dans les milieux anisotropes.
Dans les applications techniques, on n'utilise gudre le systéme de modules
(G,K) ou celui de Lamé, Ceci tient i la détermination expérimentale des
modules par l'essai de traction simple sur une éprouvette prismatigue.
Si 1'axe 1 est orienté selon 1'axe de l'éprouvette, l'application de
forces de traction F axiales sur les extrémités provoque un état de tension
dans la partie prismatique'qui se réduit a

T ==

11 s

ol S est, la section de 1l'éprouvette.



128,

Les autres composantes de 1'état de tension sont nulles et 1'on a donc

par les formules (5.69)

Ya3 ~

et par les formules (5.68)

i 17 i 2
Ty = K+ 306) ey + K =-306)(ey, * e5q)
0 = (K + é-G) €., + (K -2 G)(e,, + €,4)
3 22 3 33 ¥ €11
0 =®+20) e+ ®-206)(c.. +e.)
3 33 3 11t €2

Par soustraction 1l'une de l'autre, les deux dernilres montrent que

€22 T €33

et que dés lors on peut définir un coefficient v par

K -J§ G
avec V = ————— (5.79)
(L
2(K + 3 G)

= ¢ = =\ €

€22 33 11

Ce rapport s'appelle le coefficient de Poisson; c'est une mesure de la
réduct ion des dimensions transversales qui accompagne expérimentalement
1'allongement de l'éprouvette, Il est positif pour tous les corps connus,
2 G . sa linite supérieure quand K

3
tend vers 1'infini est 1/2; c est le coefficient de Poisson des milieux

ce qui indique que normalement K >

incompressibles. Enfin, la premidre relation devient

ty=Ee,  avec L= 3K = 20+v)6 (5.80)

, 1
K+ 3 g

ot E s'appelle le module de traction ou module de YOUNG..
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L'inversion des relations (5.79) et (5.80)

E E

K = ———— G = ———— (5.81)
3(1-2v) 2(1+v)

permet d'exprimer les &quations constitutives (5.68) et (5.69) & 1'aide

du module de Young et du coefficient de Poisson; ces &quations deviennent
singulidres pour le cas limite v = 0,5 de 1'incompressibilité.

Par contre, les &quations ré&solues par rapport aux déformations et connues

sous le nom de loi de HOOKE

1
ey "5 Ly = v (g #1539 ] -
(5.82)
_ 2(1+v)
Y23 7 T & T23 -

ne sont jamais singulidres.

Isotropie transversale

Dans un milieu non isotrope, 1'expression de la densité d'énergie ne

peut 8tre complitement indépendante de l'orientation du repdre.

Si cependant, les propriétés du milieu restent invariantes vis-d-vis de
certaines rotations du repére, il y a lieu de rechercher les combinaisons
invariantes du tenseur des déformations pour de telles rotations.

Cette recherche peut E@tre menée par un procédé généralisant celui qui
conduit aux invariants fondamentaux.

Soit E la matrice du tenseur des déformations; examinons la fagon dont
1'expression det (E-Q) varie avec un changciment d'orientation du repére

gouverné par la matrice de rotation R :

| dét (E - Q)v= det-(RT LR- Q) = det [ ﬁr(ﬁ - RQRT)RjJ

det (E - RQRT)
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I1 s'en suit que si la matrice Q est invariante
. T .
RQR =2Q »

le développement du déterminant conduira 3 un polyndme dans les &léments
de Q, /dont les coefficients seront des combinaisons des é€léments de E
inva 1antes,dans cette.rotation. Appliquons ceci au cas de 1'isotropie
tra 7versa1e.

Le 2

perpendiculaires d celle-ci étant &quivalentes du point de vue des propri-

ilieu poss@de une direction privilégiée ( fibre), toutes les directions

étés flastiques. Prenant le premier axe du repére selon la fibre, les ro-

tations premises pour l'invariance des propri&tés élastiques sont du type

1 (0] 0
R = -0 cos o sin a arbitraire.
Q - sin o cos o

La matrice Q la plus générale. qui soit invariante pour ce groupe de rota-

tions est
0
Q= 0 b c a,b,c arbitraires.
-c b
Par conséquent, l'expression ' .

_ 2 2 2
det(E—Q) = a(b +C ) + ab (522 + 533) + c 511

+ a(e ) + b(e

2
237%22%33 *e137e11(6p%e33) )
+ det E

est invariante, quels que soient les paramétres a,b,c.
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On découvre donc deux invariants du premier degri, les coefficients de
2 ' , . , . '

ab et de ¢~ (dont la somme restitue le premier invariant fondamental);

deux invariants du second degré, les coefficients de a et de b (dont la

somme restitue le second invariant fondamental) et l'invariant I. comme

3
terme indépendant.

La forme quadratique de la densité d'énergie sera du type

2 1

We g A ST I B0 ¥ € ey (o ¥ egy)
+20D (e§3 - €y, 633) + 2E (eiz + €i3)
et engendre une matrice de modules

C c 0 0 0
B B-2D 0 0 0

" B-2D B 0 0 0
0] 0 D 0 0
0 0 0 E 0
0] 0 0 0 E

Elle est définie positive si tous les déterminants principaux qu'on peut
en extraire sont positifs,

En pratique, on sait qu'il suffit pour cela de contrSler le caractére
positif d'une séquence emboitée de déterminants principaux.

On obtient ici, par exemple,.les conditions

\ A>0 ++ B>D>0 E>0 A@B-D) > 4 C2 .
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Orthotrogie

Les propriétés &lastiques sont symétriques par rapport a trois plans
orthogonaux, dont les intersections définissent le choix des axes du
repére. Une rotation de 180° autour du 3&me axe étant permise, on vé-

rifie que la rotation

-1 0 0
R = 0 - 0
0 0 1

a d
Q= e
0 0 c

Une rotation de 130° autour du premier axe &tant aussi permise, les
matrices invariantes précédentes sont réduites 3 celles pour lesquelles
les paramétres d = e = 0, auquel cas on vérifie qu'elles sont aussi
invariantes pour la rotation de 180° autour du second axe.

L'expression générale invariante est ici

det(EfQ) = - abc + oc‘ell

+ ca 522 + ab ;33
2 .

2 ' 2
*aleyg =gy e53) ¥ b (e5; —e33 ep )*cle],me ) €55)

+ det E

On voit apparaitre trois invariants du premier degré et trois du second,

entrainant une forme quadratique 3 neuf modules du type

\ - . .
1 2 2 2
=7 U el * Ay ehy Y Ajg eyt 2Ay ey, Eagt 2h3) €35 €17 ¥ 2A) €1 €y))

2 . 2 N v 2
* 26y3(ep3meyp833) ¥ 265 (e5) = eg5 €)' + 261, (€], - €7 €5))
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dont la matrice

Alz-Zblz A13-2G13_ 0 0 0
A22 A23-2G23 0 0 0
A32-—2G32 A23 0 0 0
0 0 G23 0 4]
0 0 0 G31 0
0 0 0 0 G 4
12

est- définie positive sous les conditions

G23 > 0 . G31 > 0 G12 > 0
A, >0 A A . > (A, - 2G )2
11 11 22 12 12

App Agp Ag3 t (83 = 26,0) (Ag) = 2G5)) (A, - 2G,) >

| 2 2 o2
A7 (By372G) )" + )y (A5)=263))" + Ag5(A1)=26G, )

Symétrie ternaire

Si 1'axe 1 coincide avec un axe de symétrie ternaire (symétrie par rapport
aux rotations de 120° autour de cet axe), on vérifie facilement que les

seules matrices Q invariantes vis-d-vis de 1l'opérateur

. 1 0 o\ -2 0 0
\ R= [ 0  cosl20° = sinl20° | = - -21- o 1 -3
0 -sinl20° cos120° o /3 1

sont celles invariantes vis-d-vis d'une rotation d'angle arbitraire autour

du mé&ne axe.



134.

Par conséquent, la symétrie ternaire est &quivalente i 1'isotropie trans-

versale par rapport i cet axe.

5.12, Critéres de limite &lastique

Pour la plupart des matériaux, mais tout spécialement les matériaux
métalliques, le comportement peut &tre considéré comme Elastique dans un
domaine de 1'état de tension suffisamment restreint et dont il importe de
connditre les limites. Nous ne développons ici que quelques critdres clas-

siquels relatifs aux matériaux isotropes.

l. Le critdre de TRESCA (1864) repris par GUEST (1900) selon lequel la

limite est constituée par une certaine valeur de la plus grande tension
tangentielle.

Dans un essai de traction simple, 1'état de tension est uniaxial; 1'axe
de l'éprouvette est principal et correspcnd d la tension 9 =-§ R
tandis que’ 0, =05 = O . La théorie des cercles de Mohr indique alors
comne plus grgnde tension tangentielle la valeur-% 9y

Si 1'analyse de 1'essai de traction conduit 3 limiter le domaine élasti-
que 3 o1 <’ce , valeur connue sous le nom de limite &lastique, le critére
de Tresca-Guest appliqué 3 un &tat de tension général demandera la véri-

fication en tout point de

L'application de ce critére en un poiht requiert la connaissance ‘des
tensions principales, laﬁuelle demande en général la solution d'une
€quation du troisidéme degré. Le critére est formulé, comme 1'exige 1'iso-
tropie du milieu, en terme d'invariants de 1'état de tension. Il peut
s'accorder avec 1l'explication de déformations permanentes par glissement
relatif de plans réticulaireé dans les micro-cristaux. Ce glissement
aurait lieu ad 1'intervention du passage d'une dislocation dont la propa-
gatioﬁ serait ‘assurée par l'application d'uné tension tangentielle minima,

caractéristique du plan réticulaire en question.
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2. Le critére de HUBER -HENCKY-VON MISES

La forme la plus générale d'un critére de matériau isotrope serait du
type '

£33y, 3 <0

Se basgnt sur le fait que, dans certaines limites, l'expérience indique
qu'un métal ne voit pas son comportement. élastique affecté par la super-—
-position d'un état de tension sphérique, Von Mises (1913) a proposé de
ne faire intervenir que les invariants du déviateur. Il a proposé en
fait le critére

) 2 2 ‘ 2 2 2 2
= 6Ly = (1177Tp) "+ (1pp7Tgq) " + (T337Tg) " + 6 (1y5%T), 4Ty ,)

2 2 2 2
= (cl-oz) + (02-03) + (03-01) < 20e | (5.84)

Hencky (1924) interpréte ce critére comme limitant dans (5.67) la partie

"distorsion" de 1l'énergie de déformation

1 1 2
T T3 R 5 e
Nadai (1937) 1'interpréte a 1'aide du concept de tension tangentielle
octaédrale défini par (5.39); il prend alors la fomne
L V2 . . '
| t,¢ | <=3 0, , | - (5.85)

Le critére de Hiiber-Hencky-Von fises est d'application simple car il
s'exprime rationnellement dans les &léments de l'état de tension pour
un repére quelconque.,

Pour la plupart des métaux, il est en meilleur accord avec 1l'expérience

que le critére de Tresca,
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/VON MISES

D
TRESCA
34/

La différence entre les deux crit@res peut €tre illustrée simplement
par une construction graphique appropriée. Considérons un systme
coplanaire de 3 vecteurs unitaires Ei faisant entre-eux des angles de
120°, de sorte que

1 sii=]

By o= A (5.86)

J cos 120° = - %- sii#j

Le point représentatif d'un &état de tension, dont les valeurs principales
sont (ol » Oy 03), sera défini par le vecteur de position
-
s

\

\

Les états de tension qui ne différent que par un &tat sphérique auront

> > > )

le méme point représentatif car les vecteurs de base sont liés par la

relation
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> > > .
g %8 *8y3=0 - (5.89)
Ceci est précisément sauns importance pour les deux critdres envisagés
qui ne dépendent que des diffdrences entre tensions principales.

On trouve 3 partir de (5.86) et (5.37) que

> > P2 2

2 1 2 2 2
S¢S = ?1 + 92 + 03 =00, T Oy 03 =030, —-5[(01—02) +(02-03) +(o3-01)]
et donc, eu &gard i (5.84), le critére

> > 2
Ses = = 3 I, <0
e
de sorte que le domaine ol la limite é€lastique selon Von Mises n'est pas
transgressé est un cercle de rayon Oge
Le théorcme de Pythagore permet de calculer la projection 56 d'un point

représentatif sur 1l'axe des gy

. Lo . g, =0 2
PQ2 = 5.5 - (g,gl)z =3 (—"—2——3-)

Pour que la tension tangentielle %-(02-03) ne dépasse pas la limite
de Tresca, il faut que

ce qui limite le domaine &lastique 3 la bande comprise entre les .droites
AB et ED. Comme %'(03-01) et % (01-02) peuvent i leur tour devenir les
tensions tangentielles maximum, le domaine est en définitive 1'hexagone
ABCDEF qui s'avdre €tre inscrit au cercle de Von Mises.

Visiblement, le critére de Tresca est iégérement plus sévére que celui
de Von Mises, tous deux ayantAEté formulés de maniére 3 coincider dans
un essai uniaxial, tel que représenﬁé par le point C.

On apservera qu'ils coincident aussi dans les états biaxiaux du type

(02 = 0, 03 = 0, = oé) tels que représentés par le point D,
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3. Crit8res plus généraux

Sfil est exact que les matériaux peuvent supporter une compression
hydrostatique (sphérique) apparemment illimitée sans présenter de
déformations perimanentes, il doit exister une limite rapprochée pour
I-Lr décohésion dans un état de traction sphérique. La réalisation
expérimentale d'un tel &tat est si difficile que, si la conmnaissance

de cette limite est importante sur le plan théorique, elle l'est sans

Aé ute moins sur le plan pratique.

On| peut concevoir que 1l'influence de 1'état de tension sphérique soit

prise en considération par un critére du genre

T, = £

2

équivalent dans l'interprétation de Nadai d une relation

= f(t . 8

ot ( on) : (5.89)
entre les tensions octaédrales normale et tangentielle, Les critéres
généraux dévce type reviennent d postuler la non-intervention du 3éme
invariant fondamental de 1'état de tension,

Un autre critére, di i Yohr, est celui dit "de la courbe intrinséque'.

i
&
:A
i
|
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Il émet l'hypothé@se que la limite &lastique est atteinte sur une

facette quand la tension tangentielle t, qui y rdgne dépasse une

) t
limite dépendant de la tension normale t qu'elle subit.

L'équation de la limite

,;tt = f(tn)
est la courbe intrinséque du matériau isotrope.

Dans un diagramme de MMohr (tn’tt) la courbe intrinséque constituant
par définition une limite supérieure doit &tre une enveloppe des
cercles de MMohr limites n, =0 des états de tension, ol l'on a rangé

les tensions principales selon la convention. (5.43). Nous disposons

donc de 1'équation

exprimant que le point de contact sur 1l'enveloppe appartient au cercle

de Mohr n, = 0 et de 1'équation

) = - f'(tn)

exprimant que la droite joignant le centre du cercle au point de contact
est perpendiculaire 3 la tangente i la courbe intrinséque.

Remplagant t_ par f(tn), cette équation prend la forme

t

(Jl"'o'3

—> =t + 1 ’ L (5.90)

et la précédente devient

\ Oy =0y - ’ .
\ 23 /14 g2 (5.91)

2
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" Les équations (5.90) et (5.91) peuvent &tre considérées comme les

équations paramétriques en t d'un lieu limite

(5.92)

qui généralise manifestement le critére de Tresca.

5,13, Les équations de NAVILR

Les équations de NAVIER de 1'élasticité linaire sont les &équations
aux dérivies partielles qui gouvernent le vecteur déplacement.
Ce sont les équations d'équilibre de translation en volume dans lesquelles
les tensions (additionnelles) ont &té remplacées au profit des déformations
par les équations constitutives et les déformations elles-mémes au profit

des déplacements

‘. pq + = I =
Di(Cij DP uq) Py gj 0 (& 1,2,3) (5.93)
Ces équations sont  accompagnées de conditions aux limites qui consistent

3 imposer soit les déplacements

=u sur 3.,V - 5.9
9T Y% 1 (5494)

sur une partie 31V de la frontiére, soit les tractions de surface

n,t.,=n,cp 4y =T, - ©(5.95)
£ T35 " "1 i3 p Y"q T T3 |

sur la partie complémentaire 3 ,Ve
Nous,al}ons commencer par établir le caractére elliptique de ces équafions
aux dérivées partielles, en montrant par la méthode de CAUCHY-KOWALEWSKA

que la donnée simultanée des valeurs uq et tj sur une portion de frontidre
permet toujours de calculer les dérivées partielles du déplacement jusqu'a

un ordre quelconque.
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Les déplacements ont alors sur cette portion de surface un développement
Taylorien complet et s'il est convergent la solution des équations de
Navier est analytique dans un voisinage de cette portion de surface.
Quelques notations spéciales seront avantageuses pour la démonstration.
Si ng dénote comme d'habitude les cos@nus directeurs de la normale i la

surface, nous introduisons

=n, D, .
A =n; D, (5.96)
pour la dérivée selon cette normale., Trois dirivées dans un plan tangent

i la surface peuvent &tre obtecnues par les opérateurs

9 =e n D
s smr m ¥

(5.97)
Elles ne sont évidemnent pas indépendantes ce qui s'exprime visiblement °

par 1'identité
n 3 =0 - . (5.98)

Chacune de ces dérivies se fait dans une direction perpendiculaire a la
fois 3 la normale et 4 un des axes cartésiens. Une dérivée partielle selon
.un axe cartésien est maintenant décomposable en

Dp = né A -e n_ 3 (5.99)

pts t s

comme on le vérifie facilement en substituant (5.96) et (5.97) et en se

rappelant que nn = 1.

Les valeurs de uq étant données sur la surface, les dérivées BS u dans
le plaﬁ tangent sont connues. Reaplagant alors (5.99) dans les données
(5.95) de.tj sur la surface, il vient en rejetant les termes connus au

second membre

pq..=-v ~Pq s .100
nianijAuq Lj+eptsntnicijasuq (3j=1,2,3) (5.100)
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Un systéme de trois &quations aux trois dérivies premidres encore.
inconnues des uq.

Or, selon la condition de stabilité infinitésimale de iladamard, la matrice

n, n C?? = g4
i'p 1ij J

!

de ce systéme est définie positive et par conséquent inversible.
Les trois dérivées restantes sont donc définies de fagon unique.

Les équations de Navier nous donnent maintenant

cPYp p.u =- p_ g, - D u D, C?g
ij p 1 ¢q o 7] P q9 1 '1]

ol le second membre est connu. Encore une fois, les dérivies Di uq
étant connues sur la surface, il en est de m@ne des dérivées secondes

as Di u_ et la substitution de Dp fournit alors

L Pq o - Pq
np Cij A i uq epts n Cij as Di uq p0 gj Dp uq Di Cij

avec un second inembre connu,
La connaissance des dérivées A Di uq encore inconnues se raméne finalement

d celle des-A A uq;comme le montre le calcul suivant :

A Dy ug = ny D D, u' =D, (n_D_ uq>.- Dymn_ D Yy
= DilA uq -‘Di n . Dr uq )
=, 8-e, . n, 93.) Auq -Dyn_. D uy
_ =ngAdu - (e om 2 Au *+D . DrbuQ).

ol seul le premier terme du second membre est inconnu. Par conséquent,
la substitution de ce résultat dans les équations de Navier donne un

résultat du type
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n, n C?q AAu = a

i'p 1] 9 ]
Ces équations, de second menbre connu, sont du méume type que (5.130)
et fournissent toujours une solution unique pour les dérivées secondes
encore inconnues. On a donc pu calculer sur la surface l'ensemble de toutes
les dérivées partielles secondes de uq. Le processus se répdte indéfiniment
en prenant les dérivées partielles successives des &quations de Navier.
I1 faut évidemment pour cela que le champ des modules d'@lasticité et le
tenseur de courbure de la surface aient sur la surface des dérivées de
tous ordres. ' ‘
En conclusion, la condition nécessaire de stabilité infinit&simale de
Hadamard est aussi une condition suffisante pour 1'ellipticité des &quations
de Navier.,
Par contre, l'unicité de la solution des &quations de Havier avec leurs
conditions aux limites coincide avec la vérification du crit&rc de stabi-
lité infinitésimale. Elle est donc assurée par tout systéme de conditions
suffisantes 1 cet effet, en particulier, le caractére défini positif local
de la densité d'Cnergie. In effet, les €quations étant linéaires, 1l'unicité

est assurée si le systéme homogéne

«cPd p = $ =
Di (Cij P Uq) 0 6] 1,2,3)
u, =0 ' . sur B'V
h] 1
n.cPp v =0 sur 3.V .
i ij

P q ~ 2

ne posséde que la solution triviale. Or, multipliant chaque &quation de
Navier homogéne par la composénte de déplacement correspondante et

intégrant

f.u, D, 9D .dV.Q d
vViioi ¢ ij p -q)

Aprés intégration par parties, ceci devient
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Pq . Pq 7
. C..; D - f ), u, =
uj(nl ij Op uq) ds IV Cij D, u, D u dv 0

J 1 J P 9

Y

La premilre int&grale est nulle en vertu des conditions aux limites
homogénes, et, si la condition de stabilité infinitésimale est satisfaite,

la selconde ne peut €tre nulle que si

<Di.uj + Dj ui)

]
NI
m
o

€4
Moyenpant une légére extension du sens habituel, nous considérons que ce
résulfat correspond & la solution triviale; ou bien les conditions cinéma-
tique's homogénes imposées sur 31V sont suffisantes pour emp@cher 1l'existence
de tout mode rigide de déplacement (c'est le cas de la plupart des probldes)
et ey5 = 0 entraine la solution triviale propreanent dite uj = 0, ou bien

ces conditions sont insuffisantes ou inexistantes et la solution du pro-
bléme initial n'est définie qu'3d un mode rigide de déplacement pris.

Dans le cas particulier du milieu isotrope, ol les modules sont fournis par
les &quations (5.75), et homogéne (les modules de Lam@ sont constants), les

€quations de Navier sans force massique prennent la forme simple

 + DJ. (@, u)) +u D, D, uy = 0 (G =1,2,3) (5.101)
ol
2 3
D, D, =2+ 24 2 .p2
ot 9x 3x2 9x )
1 2 *3

est 1'opérateur harmonique, Multipliant chaque équation par Dj et sommant,
il vient aprés simplification du facteur A + 2 u > 0 ,

2 S

v 11 =0 (5.102)

Le premier invariant est une fonction harmonigue.
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Ceci permet de voir, en prenant le Laplacien des équations de Navier, que
chacune des composantes du déplacement obéit 3 1'équation bi-harmonique

v? v? ag =0 (5.103).

Ces pésultats expliquent le rdle important joué par les opérateurs harmo-
niqu¢ et bi-harmonique dans tous les problémes d'élasticité oili le milieu
est /supposé &€tre isotrope et homogdne. Ils subsistent en présence de forces
masquues'quand celles-ci dépendent d'un potentiel harmonique, comme c'est

le cals dans un chamnp gravitationnel en dehors des masses attirantes :

g. ==D, ¢ avec VS 9 =0 .

5.14. Les équations de BELTRAMI-MICIELL

On peut en principe transformer les &quations de compatibilité locale
des déformations (5.11) en y substituant les tensions aux déformations par
inversion des équations constitutives. ' '

Ceci a été fait par Beltrami et Michell dans le cas du milieu isotrope et
homogéne pour lequel on dispose déja des équations inversées (5.82), que
1'on peut synthétiser sous la forme

Eegy= (1+v) Tij" Vo Ter 4 Ty =91

En vue de simplifier le résultat par utilisation des équations d'équilibre

(5.,104)

en volume, il y a lieu de modifier d'aboxrd la présentation des €quations

de compatibilité. On les multiplie par estq e um * applique la formule

(4.18), puis fait n = s pour trouver

" + . - - ' =
\ P31 Pg ey ¥ Pe Py By P Dy By TPy Dy By T O

Remplagant maintenant (5.104)



146,

D, D - T : +
(1+v)1i i T veé& - D,D, q D, D T

tu tu "1 i uu ii

- + T - + =
(1+v) Dt Di tia (1+v) Du Di Tie 0 .

Transformant les deux derniers termes par les équations d'équilibre

;
i
i

+A',D - } + : + + o 4 =
Sl v)Dl iTtu v Gtu DiDiTuu DtDuTii a v)po(Dtou Dugt) 0

Pour t = u, on obtient une équation permettant d'éliminer le second

terme., Divisant encore par (1+V), il vient finalement

v? ¢+ =D D T, +p [D g+ D ] =0
Ttu I+v t “u ii © Po t8u “ubt 1-v ‘tu ~ibi

(5.105)

Les tensions doivent .donc viérifier ces 6 Gquations aux dérivées partielles
du second ordre ainsi que les 3 &quations d'équilibre du'premier ordre.

I1 en ressort que pour des forces massiques dépendant d'un potentiel har-
monique, le premier invariant Jl est une fonction harmonique et chaque
conposante de la tension une fonction bi-harmonique.

Enfin, il ne faut pas oublier que si le domaine est 3 connexion lin8aire

-multiple, les conditions de compatibilité globales se transforment elles-

aussi en des conditions supplémentaires sur les.tensions.,
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CHAPITRE 6 "EXTENSION, FLEXION ET TORSION DES POUTRES PRI”V\TIQULo

Une poutre prlamathue est un domaine llmlte par une surface cylln-
drlque extérieure (le manteau), deux sections planes terminales perpen-
diculaires aux génératrices et, si la poutre est creuse, une ou plusieures
surfaces cylindriques intérieures. L'axe Oz d'un repdre cartésien droitier
-sera pris paralléle aux génératrices desACylindres: Dans une section per-
pendiculaire aux génératrices et rapporte aux axes 0x et Jy, le domaine
D est limité par la directrice extérieure c, et les directrices intérieures.

(i =1 ... n) des cavités.
L 1ntroduct10n de coupures, constltuant des ponts entre chaque directrice
de cavité et Cd’ permet de définir un contour coaplet, noté c, parcouru
dans le sens mathématique. positif pour ¢ et négatif pour les autres c,e
" I1 est tel que la nomaale n extcrieure au domaine, la tangente t dans
le sens>de parcours et le vecteur ua1ta1re_eZ forment un triddre de méme
sens que le repére cartésien..
Si 6 désigne 1'angle que fait la normale extérieure avec 1'axe Ox, on

aura pour le sens de parcours précité

. =2{-=ﬂ 1 ;ﬂ:_i’.{. . -
cos 0 - o 55 sin 0 m - 3s . o (6.1)
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6l1. Formules de Green et de Stokes

La théorie fait intervenir, pour un matdriau isotrope, comme les
équations générales de Navier et de Beltrami-Michell le font pressentir,
un certain nombre de fonctions harmoniques dans les variables (x,y).
Les\versionsvcorrespondantes des formules de Green et de Stokes sont
anr$ d'une grande»ufilité. Soit zkx,y) un champ de vecﬁeurs‘univoque

.

et différentiable dans D; parAapplication'du théoréme de la divergence,

-

il vient-

S (a.a)ds
Cc

[, div a dx dy = . (2.1)ds =

O M3

puisqﬁe les intégrales sur les branches de chaque pont ée détruisent.
Prenant ’ '

> ’ E

a = ¢(X’Y_) grad y(x,y)

nous obtenons la premiére formule de Green

-

: . : . n ;
fD (¢ V2 Y+ grad ¢ « grad v) dx dy =L J ¢ 2y ds  (6.2)
) - ' o : _ -

¢y an
oli )
2 2
V2=div grad=-a——-+ 3
: ‘" 2 2
ax qy

~

La deuxidme formule de Green s'obtient en soustrayant de la premiére

le résultat d'un échange entre ¢ et y : .

v 2 gs (6.3)

3y
/ . (¢ an

c an -

Iy 6 V2 = b 77 9)ax dy =
' 1

oMz

Dans ces formules, on peut changer le sens de parcours sur les contours

. N, “ PP
c; sans changer le signe du second meabre, tant que les dérivées normales
restent prises vers l'extérieur du domaine.

La formule de Stokes



fc. (;._E) ds

s 22 . rot a dx d} ='fc (-5..t*) ds =
: i

D

o M3z

appliquée aussi a a = ¢ grad v et a =y grad ¢ , livre
\ 36 2y 96 Y n no |
9% oV _ 29 ¥y yx = = - " 5
B ID (ax 3y " 3y ax) dx dy = Z fc. o dy I fc. v dé (6.4)
'\ . ) o 1 -0 1
e . 3y . 99 . Lo
mais ici il faut observer -que 5§'et'§; changent de signe avec un

changement de sens du parcours sur un circuit.

6.2. Le centroide

A partir d'un choix arbitraire pour l'origine 0 des axes, on peut
évaluer comme suit l'aire Q du domaine D et les coordonnées (%,§¥) de
son centre d'aire, ou centroide : prenant ¢ = x et ¥ = y dans la

formule de Stokes

. n n .
. Q = !D dx dy = I fc. xdy = - I fc. y dx . (6.5).
& (o) 1 o 1
. 1.2 , . 1.2
Ensuite pour ¢ = 5 X et y =y, puis ¢ = x et ¢ =3V
_ n 1 2 n
Q=S _xdxdy=2I/S <x"dy=-ILJ yxdx
D c, 2
o i o i
(6.6)
n ' nog
g = = ° = - —t7 [« ¢
Ry fD y dx dy = I fc xy dy pX fc.2 dx

o i . o i

Dans ces forﬁules,vles directrices sont parcourues dans le sens
engendré par le coﬁtour c complet, c'est-d-dire positif pour Cyo
rétrograde pour les s des cavités, -

Nous aurons également besoin de calculer les aires et centroides des
domaines enfermés par chacune des courbes directrices séparées; a
condition de parcourir les contours dans le sens mathématique positif,

_ceci nous donnera
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T = = - ’ i =({ ‘ '
a4 fc. xdy fc, y dx (i=0,1...n) (6.5)
N i i .
- _ 1 2 _
lel_fc.Zx dy = fc.yxdx
. . (i=0,1...n) (6.6)"
a i - 1l 2
Ql y; = fcl xy dy = - f . 5 Y dx

La translation des axes de référence au centroide du domaine D est
une opération élémentaire. Comme elle simplifie la présentation des
résultats, nous la supposerons réalisée et ferons usage par la suite

des propriétés correspondantes

Sy x dx dy = 0 - /. ydxdy=0 (6.7)

6.3. Les moments d'inertie

Les moments d'inertie d'une section droite de la poutre par

rapport aux axes Ox et Oy sont définis comae suit :

I =1/ x2 dx dy = l-g / x3 dy = —.2 S x" y dx
xx D Y3 A e, 4 MR
0 i o i ;

I =/ xy dx dy = -1 g I xy2 dx = l-g S x7 y dy (6.8)
Xy D 2 c, 2 c, .

o i o] i

n n Yy
1 ='fD y2 dx dy = --% TS y3 dx = J xy dy
7y . o ¢ o ¢

Ce sont les éléments d'un tenseur symétrique de rang deux 3 deux

dimensions :

X

Iy C ) (x y) dx dy .
y AN
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X
Le changement d'orientation d'axes
x b4 cosa sina
= R ou R =
3' y -sing coso.
donne lieu 3 la nouvelle matrice du tenseuf
T x .
[D( J(x y) dx dy = R { fD ( ) (x y)dxdy} R
'; y

c'est 3 dire aux formules explicites

I— =1 cosza + 2 I sing cosa + 1 sinza
XX XX Xy vy

' . 2 L2 .
Ixy = (Iyy - Ixx) sing cosa + Ixy (cos“a - sin“a) (6.9)

I— I sinza - 21 sina cosag + 1 cosza
yy XX Xy - yy

Quelle que soit l'origine O choisie, il existe au moins deux directions

principales perpendiculaires pour leéquelles le produit d'inertie L;; = 0,

Elles correspondent aux angles a définis par

21
tan 2 o :'-——XL_—

I -1
xx  yy



U encore

\

Si q? a déjal = O,,.ies angles sont ab= Oet a ==,
. Xy . 2
Si de plus Ixx = Iyy » toutes les directions sont principales et

les moments d'inertie sont les mémes par rapport d tout axe passant
par 0.

Pour un scalaire A arbitraire, on a
2
fD (x + X y) dxdy >0

Soit, en développant,

I +2xI +2%1 >0
XX xy vy

Ce trinOme en X ne pouvant avoir de racines réelles, on en conclut
que le second invariant du tenseur est positif

I, = I - IZ
2 XX ' yy Xy

= >0 (6.10)
Le premier invariant, ou moment d'inertie polaire, est &videmment

positif &galement

I +1I = fD (x2 + y2) dx dy > O

XX yy (6-;1)

o

¢

Supposons maintenant que le point O choisi soit le centroide et
calculons les moments d'inertie par rapport i des axes paralléles’
aux axes du repére mais centrés en x = a et y = b.

La matrice du tenseur sera donnée par

X = a -

(x - a y - b) dx dy
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zy

Les forces massiques sont négligées ce qui, eu égard aux hypothéses

(6.12), réduit les équations d'équilibre en volume aux suivantes

atleaz =0 arzy/az =0 (6.13)
9T 3T 1o} '
ZX s H .+ 2-0 ' (6.14)

EDS ay 9z

On suppose le manteau et les cavités libres de toute traction de

surface, ce qui correspond aux conditions

‘'m._og_+n T +n T =0
X X y ¥X z2 zX
n T +n o +n 1 =0
X Yy zy
n T +n_ T +n o =0 |
X Xz y yz z 2 |

)
Toute normale aux surfaces cylindriques &tant perpendiculaire a 1'axe Oz,
onan, = 0 et les deux premidres conditions sont trivialement satisfaites

par les hypoth&ses (6.12). La troisilme est réduite a

n Tt +n T = cos O 1 + sin 0 T =
X Xz Yy Yz Xz yz o

sur les c; (6;15)
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soit encore, cu égard 2 (6.1),

Txz 3s Tyz 9s o : ' (6.16)

Cette forme ne nécessite aucune spécification du sens de parcours

car elle est homogéne et 3y/ds et 3x/9s changent simultanément de
signe avec un changement de sens. A V

Enfin, 1'hypothé&se de 1'isotropie conduit aux relations constitutives,

telles que simplifies par (6.12)

du ' AV

E.ex=E5—x-=-\)0'z . Eey=h'a—y-=-vo'z (6.17)
E € =E—aﬂ=o (6.18)
z 9z -z S
ou _ 9w, _ ' _ oV 23.;
Gsz G(az ¥ 3% xz : Gy z ¢ (az * dy Tyz (6.20)

L'élimination des déplacements entre ces équations, suivie d'une
simplification par les équations d'équilibre; c'est 3 dire 1'ensemble

des équations de Beltrami-Michell livre ici

3202' , azcz 3202 3202 )
5 = 0 ~ =0 7 = Q 5 =0 (6.21)
9xX : 9xdy oy 9z '
' 2 32Uz
.(1 f'v) v Txz T 9x92z
9 (6.22)
N o2 8 %2
Q+v) Vit ===
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avec la notation

2 32 82
\vj =-—2-+—E
9x dy

pour l'opérateur de Laplace i deux dimensions.

6.5. Résultantes des tensions sur une section droite.

Loi d'équarissage

Les &quations (6.21) montrent que la tension normale o, dans les

fibres est distribuée selon une loi linéaire du type
o, = E (e + x Kx +y Ky)- o | (6.23)

dont les coefficients ¢ , Kx et Ky sont au plus des fonctions lindaires
de z. Ces coefficients peuvent &tre exprimés en fonction de 1l'effort
‘de traction total et des deux moments fiéchissants agissant dans une
section droite z = constante,

Nous supposérons que l'axe 0z est la fibre neutre de la poutre,

c'est-3-dire passe par le centroide de chaque section droite; nous

pouvons alors utiliser les propriétés (6.7) et obtenons

Tz = ID g, dx dy = E Q ¢
ﬂx = fD X0, dx dy = E (Ixx Kx + Ixy Ky) , (6.24)
M =7 g dx dy = E (I K +I K

y =/ 7 9, y ( xyyy)



157.

—> <
x

e

Dans le cas ol l'orientation des axes a &té choisie telle que le
produit d'inertie soit nul, les &équations sont dé&couplées et leur

solution est

T M o M

= 2 =X =J
€ " A T K T T (6.25)
: XX : yy

~

En pratique, les orientations principales ne sont effectivement
utilisées que si elles sont connues d'avance, en général par des
considérations de symétrie.

Pour des .orientations non prihcipales; on utilisera les formules

plus générales

' I M -1 b -I M +I M ’
K =L X X 5 K =—XL X XX ¥ (5.26)
2.3 2 y ! 2
E(I I -17) E(T_ I =1"))
xx Tyy | xy = yy  xy’,

La Eﬁbstitution de telles formules dans (6.23) exprime la tension
normale en fonction de l'effort de traction total et des moﬁents
fléchissants et constitue la loi d'équarissage. _
Un calcul formel_duvtaqx de variation des résultantes (6.24) avec la
position de la section droite peutbﬁtre méné a partir de 1'équation
d'équilibre longitudinal (6.14).

Par exemple



l | ' » 158.

At S ,
(=22 +-7;§£)dx dy =2 J (ux T__+n_ T__)ds
: o

Dan§’1'intégration,'on a tenu compte de la continuité
du champ des tensions tangentielles sur les ponts reliant les

direétrices. Il vient eu égard aux conditions aux limites (6.15)

de _ o
—_— =0 o (6.27)
dz -

On établit de méme les &quations

M oo -

T. =17

. b Txz dx dy | . T.=17[ T, dx dy (6.29)

Pour la premidre, par exemple,

d 90 9T 9T

R, -2 = - xz2 Y2
& " Ip ¥z Y [y x 55y ) &= dy

n
==-35/f x(m T
: c Yx X

I, + ny Tyz)ﬂs + ID Ty dx dy

z

et le résultat suit par application des conditions aux limites.
Il apparait immédiatement par (6.13) que les efforts tranchants sont
comne les tensions tangentielles elles-mémes, indépendants de la

coordonnée z @
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de : dT’. .
'd;_ = 0 _zdz = O . (6030)

Les moments fléchissants sont donc, comme Kx et Ky, des fonctions

linéaires de z.

Les dérivées de Kx et de Ky seront deux paramétres cssentiels dans

le développement de la théorie

dK I T -1 T
a=—X-0 X Xy ¥
dz 2
(1 I -I")
XX yy Xy

(6.31)

- dK -1I T +I T
Xy X v

)
Xy

EI__ I
XX yy

I1ls sont directement liés aux efforts tranchants.

La derniére résultante de section droite A envisager est le moment

de torsion

xt -y sz) dx.dy . (6.32)

Il est aussi indépendant de z



160,

ar . |
TZ- =0 ‘ . (6.33)

2.

Les &équations (6.28) et la constance des efforts tranchants, de
1'effort de traction et du moment de torsion sont par ailleurs
1'expression des &quations d'équilibre global d'une tranche dz

de la poutre.

6.6, Intégration des déplacements transversaux

Des &quations (6.17) et (6.19) découlent pour les déplacements

transversaux des équations de Cauchy-Riemann

bu _ av u . v :
ax oy dy 9x (6.34)

et la forme complexe u + i v est une fonction analytique de 1la

“variable complexe x + i y. Posant dohc
u+tiv=u +iv +‘(p +iw)+iy)+ (u,+iv)Ex+1 y)2
o o o 2 2 _

ol les coefficients ne sont plus fonctions que de z, il vient en

particulier
du _ 3V '
—=—=p+ -
% Y 2 u, x 2 vy ¥ |

\

P ~ . P
Ce résultat est inséré dans (6.17) ou oz,est aussl remplacé par son

expression (6.23) et produit par identification
= - = -2z =V
p Vv € u > Kx v2 "3 K o

2

I1 vient ainsi



u = UO(Z) -y wO(Z) -v{ex+

v=v (2) + xu (2) - vie ’Y +

\

Faisant x = O et y = O, on voit
dép1¥cements transversaux de la

rotation matérielle d'une fibre

-1 v _du _ - ¢
Wy 2 (ax By) wo(z) viy l\x

I1 ressort de cette formule que wo(z) est la
neutre. Les autres termes de (6.35) sont des
c'est-d-dire proviennent des contractions ou

des fibres dues d leur état de tension ou de

~

Xy Kx(z) --%(xz-yz)ﬁy(z) }

lol.

%(.x2~y2)l<x(2) * xy K),(Z) }

(6.35)

que uo(z) et vo(z) représentent les
fibre neutre. Formons maintenant 1la

autour de son axe

(z) - x Ky(z) } (6.36)

rotation de la fibre
effets de Poisson,
expansions transversales

compression longitudinale.

Dérivant par rapport 3 z les équations (6.20) et faisant usage de

N

‘(6.13) et (6.18), on trouve

32u azw 1 acz .
5= - =-2—2=-& (2)
9z 9x3z 9x
32v 32w 1 acz
2 = - = - T = - K (2)
9z dyoz ay y

N

(6.37)

¢

ce qui permet d'interpréter Kx et Ky comne les courbures (linéarisées)

des fibres, en particulier celles de la fibre neutre

K (6.37)"
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En dérivant encore ces formules, on trouve une interprétation

cinématique des paramétres a et b comme dérivées des courbures :

0=y (6.38)

-

En dérivant deux fois par rapport 3 z les formules_ (6.35), les effets
de Poisson, qui ne sont que linéaires en z, disparaissent.

Identifiant alors le résultat avec’(6.37), on en conclut que

Le paramdtre (constante)

o = —2  (6.39)

ou torsion de la fibre neutre joue, avec a et b, un rdle essentiel
dans le calcul des tensions tangentielles. Tandis que a et b sont
1liés de fagon simple aux efforts tranchants par les relations de

raideur, inverses de (6.31)

T =E1 a+EI b
XX Xy
. (6.40)
T =ET1I a+EI b
y xy yy ,
la relation de raideur entre § et les résultantes de tensions tangentielles

ne pourra Eﬁre établie que plus tard dans la section 6.13.

Remarquons enfin. que la torsion des fibres

—~—= =0 + v (bx - ay) (6.41)
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comporte, en plus de celle accompagnant la fibre neutre, un effet de
Poisson di aux efforts tranchants et dont la répartition est linéaire.
Pour faciliter 1'évaluation des intégrales portant sur les déplacements

transversaux, il sera utile de mettre ces derniers sous la forme

\

- -3 _ 3 | = -3, 3
u uo(z») 3% 3y v vo(z) 3y + P (6.42)
avec
22 3 3
$ =V (e:——:’:-2 * 3K+ 3 Ky)
(6.43)
L2t (z) -2 (P +3y2) K+ 2 3+ 3 xy9) K
v 2 Y 6 yx x 6 xy y
En dérivant ces relations par rapport 3 z, il viendra de méme
au Yo o av_ Mo o, 6.42%)
3z dz 3x 3y 3z  dz dy  ax el

avec

lséiég-(axa-l-by:i)

M ,--g% =2 >X -z &> + 3y:d) a s (3 + 3 xyH)b (6.43")
|
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6.7. Equations gouvernant le champ des tensions tangentielles

- 51 les hypothéses de de Saint-Venant conduisent i des résultats
trés simples pour la tension longitudinale dans les‘fibres et leur
déplacement transversal, la détermination des tensions tangentielles
et du déplacement longitudinal dépend de la solution de problémes
faisant intervenir 1l'opérateur de Laplace 3 deux dimensions.

I1 est avantageﬁx de considérer la paire (sz’Tyz) comme les composantes
d'un vecteur t a définir en tout point du domaine D d'une section
droite; on sait déja par (6.13) que ce vecteur est indépendant de la
section droite choisie. Exprimons la divergence et le rotationnel

du champ de ce vecteur en fonction des paramétres (a,b,0) :

- asz Biyz, acz
¢ 1 = + = - = = L .
.dlv T ™ 3y 5z E (ax + by) (6.44)
rot -F = aT Z - a—i}ﬁi
z 3x 3y

et selon'(6.20) et (6.41)

dw_
> _gd_ v _3y _ —Z . - a
rot_ 1 = Gaz (Bx ay) 2 Gaz 2G6{ 6 +v (bx - ay) } (6.45)

Ces équations définissent le champ de maniére univoque moyennant

1'application des conditions aux limites (6.16)

3y . 3x ‘ =
Tyz 5s Tyz 3s 0 sur ¢ (i =0,1,...n)

et de conditions circuitales (chaque circuit est décrit dans le sens
mathémat ique posiﬁif)

/ T.ds=2G 2, {6 +v (%, -a7,) }  (i=1,2...n) (6.46)

¢
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our chacune des directrices de cavité. .
Ces conditions proviennent d'une interprétation des conditions de
compatibilité globales nécessairesvpour 1'univalence du déplacement
longitudinal et seront démontrées dans la section suivante.
Les conditions de compatibilité locales correspondantes sont assurées
paf;le respect des équations d'équilibre et des équations de Beltrami-
Michell, qui leur sont alors équivalentes. Or, les équations (6.21)
ont été utilisées pour la construction du champ o, et, comme on le
vérifie facilement, les équations (6.22) sont satisfaites par (6.44)
et (6.45). On peut donc considérer que toutes les conditions d'inté-
grabilité pour le déplacement w restant sont satisfaites.
Nous ramenons finalement la détermination des tensions tangentielles
a des problémes de Poisson, avec conditions aux limites du type de

Dirichlet ou de Neumann, en posant

9o Y
Txz © E 9x * G'By
(6.47)
3d Y
Tyz E ay ¢ 9x
Les équations (6.44), (6.45), (6.16) et (6.46) deviennent ainsi
2 ) ad
V é¢==-(ax+by) avec reaie 0 sur les ¢y (6.48)
2 . '
VyYy==-20-2v (bx-ay) P
avec _ d¥ =0 sur 1es1c1  : (6.49)
S A4 ds =2Q.8+2vQ (b § - a¥y.)
c, on - e i i i

i
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Comme 1'addition d'une constante 3 ¥ ne modifie ni le champ des tensionms,

-

ni les équations a satisfaire, il est loisible de poser
¥ =0  sur <, y = wi sur les cy (i=1,2...n) "(6.49")
et les n valeurs constantes prises par la fonction sur les directrices

de cavité sont précisément a déterminer par les n conditions circuitales.

6}8. Intégration du déplacement longitudinal

Intégrons'(6.37)' sous la forme

duo : 4 dvo z i
dz =A - Io l(x(C)d; dz ==P- ‘Jo KY(C)dC (6.50)

faisant apparaitre les pentes (p,q) de la fibre neutre dans la section
de référence z = 0.

L'intégration de

ow _ 1 - . ,
2 E% "€ + x Kx(z) +y ky(z) (6.51)

peht alors €tre mise sous la forme
z z ‘ N .
we=ez+ xS K (@)dg+y /[ Ky(c)d; +wo* Py - qx + g(x,y) (6.52) |

Les trois premiérs termes constituent une intégrale particuliére,

nulle dans la section de référence z = O, De 1l'intégrale générale

dell'équation sans second membre, qui est une fonction arbitraire

de (x,y),'dn a extrait une forme linéaire telle que les paramétres
(p,q)'apparaissent maintenant comme des petites rotations de la

poutre autour deé axes Ox et Oy.
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Avec le pafamétre LA qui est une trénslation longitudinale, on a
ainsi mis en évidence trois des degrés de liberté comme corps

rigide qui accompagnent toujours 1'intégration des déplacements &
partir des déformations. Les troils autres proviennent des éonstantes
d'intégration des équations (6.39) (rotation autour de 0z) et (6.50)
(translations latérales).

Il reste i déterminer la fonction g(x,y), dite gauchissement de la

section droite parce que, la barre et le tube circulaires mis a
part, elle n'est‘pas, comme les autres termes de w, linéaire dans
les variables x et y et ne cbnserve donc pas la planéité de la
section, }

On verra que g(x,y) n'est définie qu'd une constante additive prés,
qui ne serait d'ailleurs autre que LR si on rendait g(x,y) unique

par la condition supplémentaire
Jp8dxdy =0 . . (6.53)
‘Le gauchissemeht de 1la section de référence est alors dgnné par
ﬁ(#,y.o) = py - gx + Qo + g(x,y) : v(6.54)

et on peut choisir les paramétres de la forme linéaire de telle

fagon que w(x,y,o) soit un gauchiésement'vrai, c'est-d-dire soit

doué des propriétés

ID w(x,y,0)dxdy=0 fD w(x,y,0)xdxdy=0 |
| * (6.55)

ID w(x,y,0)ydxdy=0
En effet, eu égard 3 (6.7) et (6.8) on obtient (6.55) avec

- w_ =0
o



I q - Ix

xx P = ID g x dx Qy

y
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(6.56)

q - Iy P=/,8ydxdy

IXY y
On observera que les propriétés (6.7) du centroide n'exigent pas
pour le calcul des seconds membres que g satisfasse nécessairement
3 (6.53). '

L'équation (6.54) montre 1'impossibilité d'assigner 3 la poutre

~dans la section z = O des conditions de support cinématique w(x,y,0)
arbitraires. En particulier, exception faite a nouveau pour la barre
ou le tube circulaires, il n'est pas possible d'exiger 1l'encastrement
parfait w = O, sans introduire une solution correctrice d la théorie
de de Saint-Venant. L’adoption du gauchissement vrai est alors la
meilleure solution au sens des moindres carrés; on remplace 1l'exi-

gence w = O impossible 3 satisfaire par la condition moins sévére

!D wz(x,y;o)dx dy min imum
‘ Pyqr¥,

On vérifie facilement qu'elle conduit aux &quations (6.56).
Ce point de vue est di 3@ WEINSTEIN., Une autre justification consiste
i postuler que la solution correctrice induit des tensions longitudi-

nales proportionnelies au gauchissement a éliminer

~

o, = f(z) (py - qx + w + g)

Comme ces tensions additionnelles doivent étre statiquement gquiva-

-

lentes 3 zéro, elles satisfont aux conditions

ID g, dx dy = Q a ID o, % dx dy = O

fD o, dx dy =0

qui sont de nouveau &quivalentes aux &équations (6.56).



169,

Calculons maintenant les glissements A partir des équations (6.35)
et (6.42)' avec (6.50) et (6.52); il vient

B_?_l__@_g.,,?_& Y =__3_k_+_3_u_+
9x Jdy 9x yz y 9x

2k

Y., (6.57)

On voit, les dérivées des fonctions A et p étant nulles pour x = O
et y = 0, que, sans gauchissement les glissements sont nuls au
niveau de la fibre neutre; les sections resteraient alors planes

et perpendiculaires 3 cette fibre.

On a vu que toutes les conditions de compatibilité locales
étaient assurées pour l'intégration de w et donc de g.
De fait, 1'élimination de g entre les équations (6.57) restitue
(6.45). Les conditions de compatibilité globales

pdg = 6 s dx + 3y,dy 0

ou conditions d'univalence de g, ne doivent &tre vérifiées, selon
la théorie générale, que pour un membre de chacune des classes
d'équivalence de circuits irréductibles.

Choisissant les directrices mémes des cavités, il vient

: -a—"'| _a—u = ’
!ci Yxz dx + sz dy + fci oy dx 9x dy =0
car
X A . ¢
— + — = = °
fci ™ dx 3y dy = / . dx 0

Avec les équations constitutives (6.20), ceci devient

. . | | N )
l'f T .8 =9 S xdy - ydx - 2y (Xz*yz)dx+2xy dy - v S 2xydx-(x -yz)dy
G <4 . <y 2 4 2 cy
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On peut alors utiliser au second membres les formules (6.,5)' et (6.6)'
pour chaque circuit supposé décrit dans le sens direct. On obtient ainsi

la justification annoncée pour les conditions circuitales (6.,46).

Une autre expression des glissements découle des formules (6.47)

= 30 , 3y - 3% _
Vg = 20) 5o+ 5t Yyp = 201v) 35 - 22 (6.58)

En la comparant 3 (6.57) on constate l'existence de relations de

Cauchy-Riemann
) GYA oH 3z ' .
ax 9y 3y  9x (6.59)

pour les fonctions

H=g=2 (1+v) & = A ' (6.60)
fet

Z=y +y | (6.61)

La fonction harmonique Z est soumise & des conditions aux limites
de Dirichlet

dz = &u sur les c¢

i
soit Z=1q  sur c° f
{ ‘ v (6.62)
Z=y+ wi _ | _ sur les 4 (i=1,2...n)

Par ailleurs comme la structure de Cauchy-Riemann donne aux

frontiéres les relations
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-a—Hn-a—Z ) — T es
on 9s 9s van

les conditions circuitales sont homogénes pour Z

) Q-Z- = - -a-}-l. = = \ '
IC 3n ds‘ ICi 38 ds 0 (i. 1,2.0.“) (6.62)

i

De méme, les données de Neumann de la fonction harmonique conjuguée
H sont fournies directement par les dérivées des données de
Dirichlet de Z : '

-a—uaﬁl- ] =
n S sur les g (i=0,1..en). (6.,63).

On déduit en particulier de (6.60) que le gauchissement est solution

du probléme 3 données de Neumann

V2 g = - 2(axt+by)

o (6.64)
2 .3, -

n n + s sur les c1

et n'est déterminé qu'3 une constante additive prés.
Si ce probléme est résoiu, les tensions tangentielles peuvent en
étre déduites en multipliant par G les &quations (6.57).
De fagon équivalente, on peut poser ;
! ‘

g=k + 2

et résoudre le probléme

V2 k_i = 2(1+v) (ax+by)

ok _ du |
>n s sur les ci
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les tensions étant alors données par’

so @k sc @k,
Tz G (ax ay) _ Tyz G (ay + ax)

Examinons par exemple les conditions sous lesquelles la section
droite peut rester plane,
Compte tenu de (6.52) ceci demande

~

g(x,y) =a x + 8y

Le Laplacien de cette fonction &tant nul, on en conclut déja qu'il
faut a = 0 et b = 0 : la présence d'un effort tranchant détruit
nécessairement la planéité d'une section droite., Il reste la possibilité

8 # 0, Il faut alors pouvoir vérifier les conditions aux limites

ax y .,y _g3x_3 - 8 2.2
o an v 8 an @ 9s 8 9s 9s (ay Bx) 98 { 2 (x+y9)}

L'équation d'une directrice doit €tre de la forme

Loy may-sxey,  (10,lem)

Les directrices sont des circonférences concentriques, ce qui
implique qu'il ne peut exister plus d'une cavité; de plus,
pour que les axes aient leur origine au controide? il faudra
prendre a = 0, 8 = O et donc g = O, %
Pour une circonférence unique, on a le cas de la barre circdlaire
en torsion; pour deux circonférences concentriques, le cas du tube

circulaire.
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6.9. Séparation des solutions

Nous avons formulé la solution générale du probléme des poutres
prismatiques dans le cadre des hypothéses de de Saint-Venant. Elle
est naturellement décomposable en solutions pértielles, que la
linéarité des équations permet de superposer, Les solutions partielles
les plus simples sont celles pour lesquelles il n'y a pas de tensions
tangentielles, c'est-i-dire celles correspondant 3 des paramétres 6 ,

a et b nuls; ce sont :
(i) L'extension

Toutes les fibres sont soumises 3 la méme tension normale

g, = TZ/Q

et subissent le méme allongement spécifique ¢ . La poutre est en

état de tension uniaxial et la relation de raideur globale est
T =EQce
z

Il y'a une contraction transversale par effet de Poisson

u=-vex : v==-vey

(ii) La flexion pure \

[4

‘Les efforts tranchants &tant nuls, la poutre est soumise 3 des
couples fléchissants constants et la tension normale dans les

fibres est répartie selon une loi d'@quarissage

= +
0, = X Kx y Ky
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ol les courbures constantes sont liées aux couples fléchissants par les

équations de raideur

M =EI K +EI K
x XX X Xy y

M =EI K +EI K
y Xy X oy

L'absence de tensions tangentielles entraine les relations

u_ _ 3w v v
9z 9x oz oy

montrant que les fibres restent perpendiculaires aux sections droites.
Mais, comme dans le cas de 1l'extension, celles-ci subissent une distor-

tion dans leur plan par effet de Poisson

1,2 2
u=-v3 x -y Kx - Vv Xy Ky

V==V Xy Kx + v-% (x2 --yz) Ky

Quoique les sections restent planes, cette distortion ne permet pas
d'envisager un support cinématidue de la poutre par un encastrement
parfait sans introduire une correction 3 la solution de de Saint-Venant.
Les solutions partielles de l'extension et de la flexion pure sont
caractérisées par l'indépendance des fibres longitudinales, qui n'exer-
cent aucun effort les unes sur les autres. Au contraire, 1'interaction
tangentielle entre fibres joue un rdle fondamental dans la torsion et

la flexion composée (flexion accompagnée d'efforts tranchants).

L4
Nous allons chercher 3 séparer la contribution de la torsion pure de

celle de la flexion composée.

6,10, La torsion pure

La torsion pure peut &tre définie sans ambiguité comme la solution

partielle pour laquelle

- o, = o
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ce qui entralne 1'absence de moments fléchissants et d'efforts
tranchants.

Par conséquent, du point de vue cinématique

K =0 K =0 a=0 b=0 €e=0
Nous remplacerons ici 6 par 6 &tant donné qu'une autre partie de
0 proviendra, comme on le verra,de la flexion sans torsion.
Le champ des tensions tangentielles obéit ici aux &quations simpli-

fiées
divi=0 | (6.44)"
-> -~
rotz 1t=2G69 (6.45)"

et sa résultante sur une section droite doit &tre un couple de
torsion C. Le champ obéit sur les directrices aux conditions
homogénes (6.16) et aux conditions circuitales simplifiées

->

/. T.ds=2Goeaq (i=1,2...n) (6.46)
¢y i .
La condition (6.44)', énalogue ad la condition d'incompressibilité
de 1'hydrodynamique bi-dimensionnelle, est satisfaite en introdui-

sant la fonction de torsion 0 (x,y) de PRANDTL, analogue 3 une

fonction de courant, telle que

T -GB

xz (6.47)"

g|$
-y
]
!
(]
D
I

yz 9x ‘

Ceci revien; 3 faire dans la théorie générale $ =0 et ¥ = 6 0 (x,y).

Il en résulte que la fonction de torsion est solution du probléme
e=-2

doe = 0 sur les ¢ (6.49)'

i
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soif encore
=0 , , sur ¢
0 =a. sur les ¢y (ial,z...n)

les constantes ay étant 3 déterminer par les conditions circuitales

PR ] | (6
fc 3n ds | 2 ﬂi (1 1.200.“) ) (6.49)

Pour calculer le couple de torsion C, on peut prendre le moment par
rapport i l'axe Oz (les efforts tranchants sont nuls) selon la

formule (6.32); on obtient la formule de raideur
c=6Je¢ : ) - (6.65)

_oli le coefficient de raideur de torsion

o ,

J=-y k32

y ay) dx dy | (6.66)

Une transformation de Green avec ¢ = O et V¥ -<% (x2 + yz)

fournit

n

20 - o, o3y
f (20 +x— % +y ay) dx dy i J e 0 (x TR 8n) ds
4
n n
=fa, S xdy-ydx=-25La, Q
] ey RN e

en tenant compte du fait que les directrices de cavité sont parcourues

dans le sens rétrograde. Il vient donc encore
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n

= ‘ ‘ V ' v
J =2 ID 60 dx dy + 2 i ay Qi o ‘ ) (6.66)

Cette formule suggére la définition d'une fonction de torsion ©
dont les valeurs sont étendues i 1'intérieur des cavités par

la convention \

~ . -~

© =0 dans D e = oy dans Qi (i=1,2...n)
Moyennant cette convention, on a aussi
J=2/, 0dxdy | | (6.66)"

(o]

Les déplacements de torsion pure se réduisent a
u= uo(z) - uo(z) y avec uo(z) = qgz *+ ud(O)

v = vo‘z)_+ w (z) x avec v (z)=- PgZ * ?O(O)

~

W= Py = qgx *+ ge(x,y) avec wo(z) =6z +r

.Définissbns un point (xF,yF) de la section droite par les relationms
94 = © Vg Pp = 6 Xp

Les déplacements transversaux prennent alors la forme

|
u=u(0) -y T, - 6z (y-yg)

~

v = vo(O) +xr + 0z(x-x

Les deux premie:§ termes sont des pétitsAdéplacements de corps
rigide; les derniers sont des déplacements de torsion par lesquels
chaque section tourne sans déformation dans son plan autour du

point (x ) qui devient ainsi un centre de torsion.

FYF
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La position du centre de torsion dépend ainsi des valeurs des
paramétres de rotation (pe R qe) définis par le support cinémét'ique
de la poutre. '

Le gauchissement de torsion étant t_nanifestement proportionnel 3 la

torsion, introduisons le gauchissement unitaire He (x,y) par
ge(X.y)~ =6 Hy (x,y)

La notation est cdhéren‘te, car dans l'équation (6.60') les fonctions
¢ et A sont 1dentiquemeht nulles avec a et b. Le gauchissement unitaire
de torsion obéit donc aux équations
2
v He (4] |
(6.68)

oH
sn—e' = %-g;- (x2 + y2) sur les ¢

Si ce probléme de Neumann est résolu, on peut en déduire &galement

les tensions. par les équations

oH 9H

a o A ) '
T, G o (5x— -y) 'ryz G 6 (ay +.x) A A(6.69)._
Enfin, la fonction harmonique conjuguée de He
2 =0+L G2+ yd) | (6.70)
] 2 '

dont les données aux limites sont du type de Dirichlet

Ze 8-% (x2 + yz) sur ¢ |
(6.70)'

1,2, 2 '
=3 (& +y7) +ay sur les c, (i=1,2,...n)
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avec
9z

fc '5'0—' ds 0 ‘ (1’1.2.0011)

détermine aussi les tensions par les formules (6.68) i 1'intervention

des équations de Cauchy-Riemann

-8 =_8 o___9
9x y ay 9x
De la comparaison entre (6.47)' et (6.69) on conclut a
N T Y- _ M 20
753 ay

dy 9x

Calculons alors le moment d'inertie polaire de la sectionj il vient

1= 1y (eyPraxdy = I (aH 24 (:—:g)z}dxdy + 1 (D% G haxy
(6.71)
car, par une transformation de Stokes,
8He 90 ane 30 n
I (ay 'a—x-ﬁ--a—)dxdyﬂ -L/, Hydo=0

o i

D'autre part, par la premiéré formule de Green appliquée a © grad ©
|
f ¢

n

f ‘grad 0 ., grad 0 dx dy = - f 2] V2 ©dx dy + I f °] %Q ds
o i
n .
Q = J (6072)

=2 ID Qldx dy + 2 L a; 9

1
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La substitution de ce résultat dans (6.71)

9H

oH ‘
0,2 6.2
J 3 IP - va { ('a;—) + (-a—y—) } dx d}' (6.73)

met en évidence la contribution du gauchissemeni au coefficient de
raideur de torsion. Elle est toujours négative et par cons&quent

le coefficient de raideur de torsion de la théorie de de Saint-Venant
est toujours inférieur au moment d'inertie polaire,

I1 lui est &gal pour la barre et pour le tube circulaires.

6.11. Le centre de torsion pour un pseudo-encastrement

_ Utilisant la condition approchée de pseudo-encastrement de
WEINSTEIN

fD wz(x,y,o) dx dy | minimun

on trouve ici, comme cas particulier des équations (6.,56) avec

1'interprétation (6.67)

Ixx Yg - Ixy Xp B_ID He x dx dy
(6.74)

Ixy Yp = Iyy X = fD He y dx dy

Cette définition du centre de torsion avait déja été proposée
antérieurement 3 WEINSTEIN par KAPPUS.
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f.lZ. La flexion sans torsion

I1 s'agit ici d'une flexion avec efforts tranchants.
‘Au départ, la définition d'une flexion sans torsion semble devoir
contenir une part inévitable de convention. En effet, d'un point
de\yue cinématique, 1'équation (6.41) démontre 1'impossibilité
d'annuler la torsion de toutes les fibres par suite de l'effet de
Poisson., La convention 6 =0 annﬁle la torsion de la fibre neutre
ou encore,-ce qui est plus significatif, la torsion moyenne des

fibres réelles

amz
fD—dx dy = 0
9Z

Une telle définition de la flexion sans torsion a été proposée par
TIMOSHENKO et suivie par plusieurs autres auteurs, dont SOKOLNIKOFF,
MINDLIN et SALVADORI. Son défaut majeur est de ne pas séparer les
énergies de déformation en flexion et torsion pure.

Une autre fagon d'établir une convention est de choisir le centre

de flexion, c'est-a-dire le point par ol passent dans une section
droite les lignes d'action des efforts tranchants résultants; c'est
un point de vue de statique. BARRE de SAINT-VENANT avait lui-mé€me
choisi d'étudier le cas oii les résultantes passent par le centroide
(ici 1l'origine des axes), mais on pourrait, plus logiquement, choisir
le cas oli le centre coincide avec le centre de torsion au sens de
KAPPUS et WEINSTEIN., Il se fait que cette derniére définition de la
flexion sans torsion coincide avec la définition proposée par TREFFTZ,
basée sur la condition que les énergies de déformation en tgrsion
pure et en flexion sans torsion soient découplées. Il en résulte
certaines simplifications par rapport 3@ la définition de TIMOSHENKO;
le centre de flexion-torsion a des coordonnées indépendantes du
coefficient de Poisson et le champ des tensions tangentielles induit
par effet de Poisson devient statiquement équivalent a zéro.

Enfin, cette définition est réconciliable avec le point de vue
cinématique; ellé annule une moyenne pondérée de la torsion des fibres,
la fonction de pondération n'étant autre que la fonction de torsion

~@étendue,
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-

‘Comme la torsion des fibres est due ici uniquement a un effet de

Poisson, nous posons 6 = v c dans (6.41)

amz

3z -V (bx=-ay+c). (6.75)

et chercherons plus tard i déterminer le paramétre c de fagon 3
découpler les énergies de torsion pure et de flexion sans torsion.

Les équations gouvernant le champ des tensions tangentielles sont ici
->
divt=-E (ax+by)
>
rotz tT=2vG6(bx=-ay+c)

Avec 1'introduction, due i WEBER, d'une solution du type (6.47), oii,
pour faire la distinction avec le cas de la torsion pure, nous

remplagons ¥ par K, nous obtenons le probléme (6.48), c'est-a-dire

v o == (ax+by) avee -0 surlesc (6.48)

et 1'équivalent particulier de (6.49)

VZ_K - - 2 v (bx - ay + ¢)

dK=0 sur les c;

soit encore | ' 4 (6.76)
K=20 ' sur ¢
K=28 sur les ¢y (i=1,2.44n)
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Les constantes Bi étant 3 déterminer par les conditions circuitales

ST : -2 | :
éi ™n ds =2y Q, (b X, -ay ¢+ c) (6.76)

Le champ engendré par le potentiel ¢ s'appelerazle champ principalj;

celui engendré par la fonction de courant K, qui tient compte des

effets de Poisson, sera le champ secondaire.

Pour achever la définition du champ secondaire, il y a lieu de
déterminer le paramétre c. Calculons 3 cet effet la densité d'énergie
de déformation qui, selon le théoréme de Clapeyron intérieur, vaut
W= l-(e o_te o +te o_+T Y _tT Y _+T_ Y 5
2 "x x Yy z z yz 'yz zZX ' ZX Xy Xy

et que les hypothéses de la méthode semi-inverse réduisent déji a

1
W 2 (ez o, * Tyz sz Y Tax sz)

Par application des lois constitutives (6.18) et (6,20) du milieu
isotrope, nous en obtenons une expression dépendant uniquement des
tensions ¢

1 2.1 2 2

W= T + 3G (rxz + Tyz) (6.77)

Comme o, = 0 en torsion pure, le premier terme ne donnera lieu 3

aucun couplage. Par contre, superposant les états de tension
¢

tangentielle,
99 9K 2 30
Txz E X ¢ oy Go ay

39 3K 4 36
Tyz E Jdy 6 9x 6o 9x
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4ous obtenons les termes suivants pour le couplage énergétique entre

flexion sans torsion et flexion pure :

4 306 30 3% 30 A 3K 30 , 3K 30
'B T G G CE—— —— —— e— — e—
Wh=Ee Gy3y Tayax T % Gxax t 3y oy

\

La ﬁfrmule de Stokes-

3¢ 30 _ 3¢ 36 = =
In G 3y 5y ax) 9x ¥ i_fci ¢ do = 0

montre que la contribution du premier terme est nulle quand elle
est intégrée sur la section droite. La contribution du second

peut s'écrire au facteur GO prés

: n
J grad K, grad © dx dy = - J_ K V2 ©@dxdy +J K gg-ds
D D o c1 9n
Eu égard aux équations (6.49)', (6.49)" et (6.76), elle devient
nulle si ‘ :
n
fp K dx dy + i B @y =0 | (6.78)

C'est la condition obtenue par TREFFTZ; elle ne détermine le paramétre
c et ne définit donc la flexion sans torsion qu'implicitement.
Si, par contre, on l'écritsous la forme
| 2 n K '
J grad K . grad 0 dxdy =-f OV Kdxdy +I /S ©—ds
D = D o ©i on
et fait usage de (6.76) et (6.76)', il vient (aprés division par 2 v)

la condition de découplage équivalente
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n
ID © (bx = ay + c) dx dy -'-‘I]I. ay Qi (bxi - ay, + c)

Q © (bx - ay + ¢c) dxdy =0 (6.79)
o

=/

Elle fournit non seulement la valeur explicite de ¢

cJ=2af, 0ydxdy=-2b/, 0 xdxdy (6 .80)
0 (o]

mais aussi 1'interprétation cinématique de la flexion sans torsion.

En effet, la torsion des fibres, donnée par (6.75), se trouve &étre

annulée en moyenne pondérée

IQ 3;% 5 dx dy = 0 (6.81)
o

Comme la fonction poids est la fonction de torsion étendue; la
pondération est appliquée 3 la torsion des fibres virtuelles situées
dans les cavités. Au contraire, dans la définition de Timoshenko,
i1l s'agit de la moyenne ordinaire et des seules fibres réelles.
En dehors de sa propriété la'plus importante, qui est de rendre
les énergies de flexion et de torsion additives, la définition de
TREFFTZ de la flegion sans torsion posséde encore deux caractéris-

tiques intéressantes par leur simplicité.

~

i) L'équivalence statique 3 zéro du champ secondaire

¢

Quel que soit le paramétre c, les efforts tranchants du champ

secondaire sont nuls, car par des formules de Stokes

n
£J xdK=0
c .

GID%E-dxdy=G
y. . 0 i
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K n :
-G ID e dx dy = G I f ydK=0
o ¢ o

Par contre,>1e couple de torsion du champ secondaire dépend du

paramétre

2 2 n

-6/ (x3 ax y'§5) dx dy = G [ K V2 EF) dx dy - G I S K (xdy-ydx)
y D ° 0 ci
n
=2 G { S K dx dy + i Bi a, }

Il est bien nul quand la condition (6.78) de Trefftz est satisfaite.

ii) L'identité entre centre de flexion et centre de torsion

‘Le centre de flexion (x ) est le point de la section droite

134
par ou passent les lignes dFaciion des efforts tranchants afin de
former un systéme statiquement équivalent au champ des tensions
tangéntielles. En vertu du résultat précédent, il suffit d'examiner
1'équivalence avec le champ principal. L'égalité des moments par

rapport au centroide livre
99 a0 :
Elp gy ~ Va0 &y =-yp Tt T

Transformant le premier membre'par la formule de Stokes et substituant

(6.40) au second, il vient, aprés simplification par E,

. ) . : ) ¢
Jci ) (x dx + y dy) = a (- Vg Ixx + % Ixy) +.b (- g Ixy + Xg Iyy)

om™Mm3

Il y a donc lieu de décomposer ¢ dans ses parties dues aux paramétres

aetb

¢ =a Qa + b .@b

gouvernées, selon (6.48), par les équations
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2 , a | o
v Qa # . A ey 0 sur les g (6.82)

2 .
v Qb -y predie 0 su? les.ci (6f83)

et 1'identification des coefficients de a et dekb fournit les

équat ions suivantes pour le calcul du centre de flexion

oMz

Vp Ixx = %F Iy = fci o, (3 dx +y dy) |
(6.84)
fci ¢, (x dx f y dy)

oMz .

Vplay = % Lyy T

En montrant que les seconds membres sont équivalents a.ceux des
équations (6;74), on établit l'identité entre le centre de flexion
et le centre de torsion de WEINSTEIN-KAPPUS. A cet effet, multiplions
la premiére des équations (6,82) par le gauchissement unitaire en
torsion ' '

-2

He v Qa.é - X He

et intégrons avec application de la seconde formule de Green

| | 2 n ) ~ )
fD Hy x dx dy = - Ipe, v Hy dx dy + I fc (®a-55 Hy -.HB'EE'Qa) ds

0 i

Finalement, eu égard 3 (6.67) et 3 la deuxiéme des équatibng (6.82)

n
xdxdy =If ¢ (xdx+ydy)

S H
D 6 0 i

On établirait de fagon analogue 1'équivalence entre les deux autres

seconds membres dé (6.74) et (6.84).
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Les équivalendes en question ont &té découvertes par CICALA qﬁi,
adoptant la définition de Timoshenko, considére notre (xF,yF).
comme constituant seulement les valeurs principales des coordonnées
&u centre'debflexion; une partie secondaire dépendant encore du
coefficient de Poisson. C'est un autre avantage de la définition
de Trefftz que de rendre le centre de flexiothorsion indépendant

des effets de Poisson.

L'intégration du gauchissement de flexion peut €tre envisagée
de plusieurs fagons. Si le potentiel du champ principal des tensions

tangentielles a été déterminé, on a
g§=2(1L+v) o +H+)

et il suffit d'encore déterminer la fonction hammonique H avec les

données de Neumann

2. 2
BH _ 3 x+y° a3 2, . b 3.2
= =V 33 { > ¢~ 3 (y7 + 3yx") + A (x +3§y ) } sur les i

qui apporte ﬁn’effet de Poisson supplémentaire.

Si une solution formelle suffisamment simple existe, on peut préférer
le'passage par la fonction harmonique conjuguée Z dont les données
sont de Dirichlet.

On peut aussi chercher d'emblée le gauchissement global par son
€quation de Poisson et ses données de Neumann aux limites (6.64),
auquel cas on sait qu'on peut en déduire simultanément les tensions

!

tangentielles. ‘ ' l ‘

6.13. La relation de raideur pour la torsion

On a vu que les paramétres (a,b) avaient une interprétation
cinémat ique comme dérivées de courbures (6.38) eﬁ une 1nterpréta;ibn
en terme d'efforts tranchants lides par des €quations de raideur
(6.40). ‘
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Nous sommes maintenant en mesure d'etendre ce point de vue au parametre
0 , déja défini du point de vue cinématique par (6.39) comme torsion
de la fibre neutre. Superposant la torsion pure et la flexion sans

torsion, on a

oi la partie § , due & la torsion pure, est liée par (6.15) au couple

de réduction en (x ) de la résultante des tensions tangentielles,

F*YF:

c'est-3d-dire au moment MF par rapport 3 l'axe de flexion-torsion :

GJo =M=/ C (x-xF)-ryz - (y-yF)tsz dx dy (6.85)
Le paramétre c dépend des paramétres a et suivant (6.,80) qué.
nous réécrirons sous la forme

c=ay - b X : (6.86)

en définissant le point (xo,yo) par les formules

J Yo = 2 fgo 0 y dx dy J X, = 2 fgo © x dx dy (6.87)

Nous pouvons maintenant réécrire la torsion des fibres comme

a(ﬂz -~ .
5z - 6 +v (bx - ay + ¢) .
4

et, tablant sur l'interprétation (6.79) de la flexion sans torsion,

redef1n1r 9 par la moyenne ponderee

Aau)

-~ - -_z '
Jo =2 {90 Q 72 dx dy . (6.87)

Nous complétons alors les relations de raideur par



—=0+v (b X

GJ - a yo)

ce qui permet en définitive d'interpréter les 3 paramétres en
fonction des résultantes des tensions tangentielles au centre

de réduction (x?,yF).

6.14. L'énergie totale en fonction des déformations des fibres

Exprimons la densité d'énergie en fonction des déformations

1 2 1 2 2
W E'E €2 * 2 ¢ (sz * sz)

et remplagons-y 1'allongement spécifique par (6.51)

€

g S E*TX Kx(Z) +y Ky(z)

'et les glissements par leurs expressions
9 , 9K 90
= + ——e —— —
Yz 2 (1+v) =t 3y + 9 3y
oy 32 3K 2 30
= + ——— .- emm—- —
Yyz 2 @ “)‘ay ax 0 9x

résultant d'une superposition de la torsion et de la flexion sans
torsion. Il a déja été vérifié comment, par intégration sur la
section droite, la contribution de © &tait découplée de celle de

et pouQait 1'@tre de celle de K par un choix judicieux du paramét

190,

(6.88).

o

Ire Ce

En fait les contributions de ¢ et de K sont elles-mémes découplées,

comme le montre la formule de Stokes

. : n
aQ aK _Ag-a—K- = =
ID (ax 3y )4 ax) dx dy g fai ¢dK=0
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Il vient ainsi pour l'énergie par unité de longueur

L = fD~W dx dy = %-E (9] €2 + Ixx Ki + 2 Ixy Kx Ky + Iyy K;)

+ ZG(1+v)2fD gradd.gradd dx dy +-% G'fD gradK.gradK dx dy

+'% G 92 ID grad 0 . grad 0 dx dy

L'interprétation de cette formule en terme de déformations de fibres
fait appel 3 la décomposition de ¢ dans ses parties gouvernées par

les équations (6.82) et (6.83) et la décomposition analogue de K

K=aK +bKkK
- Ta

b
avec
2 2
v Ka =YY, v Kb = - x + X, dans D
d Ka =0 d Kb =0 sur les s (6.89)

aKa 3Kb
fcivsg_ ds = Qi(yo-yi) fci T 98 = Qi(-xo*xi) (1=1,2...n)

Toutes les fonctions de tension ont alors regu des définitions de -
nature purement géométrique. ) o ‘

Eu 8gard au résultat (6.72) et aux nouvelles définitioms

2 )
Sxx 4(1+v) ngraan.gradéadx dy + fDAg?ad Ka.grad Ka dx dy

wn
n

. .90
4 (1+v) ngraan.grad¢bdx dy + fD grad Ka grad Kb dx dy (6.90)

" _
Syy 4(1+v) IDgraﬁéb.grad¢bdx dy + fD grad Kb.grad Ky dx dy



dont plusieurs variantes sont d'ailleurs possibles par transformations

de Green, il vient pour 1l'énergie par unité de longueur

E 2 w2 _— o y2
L=g [ee"+1 @ +21 &9 + LA ]

~
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G v \ 2 o \2 2
+5 [s @)+ 25 W S (F)7+ e ] (6.91)

XX O

Le premier terme est l'énergie d'extension oi € est 1'allongement
spécifique de la fibre neutre, les trois suivants représentent une
énergie de flexion engendrée par les courbures de cette fibre;
nous trouvons ensuite un groupe de trois termes dus aux variations

de ces courbures et, enfin, le terme d'énergie de torsion.

6.15. L'énergie totale en fonction des sollicitations

Les déformations peuvent €étre remplacées au profit des solli-

citations, telles que l'effort de traction, les moments fléchissants,

efforts tranchants et moment de torsion 3 1'aide de formules telles
que (6.25) ou (6.26) et (6.31).
Pour le moment de torsion nous utiliserons (6.85) ot MF est le

-~

moment de torsion pris par rapport 3 1'axe de flexion-torsion.

Pour ne pas alourdir le résultat, on prendra le cas ol les axes ont-
€té orientés de fagon 3 annuler le produit d'inertie I .

Il vient alors la forme, dite complémentaire, de 1'énergie par
¢

unité de longueur

_ 1 1.2 1.2
A=zeq Tt Mt Y
X yy
T T T
1l X y2 X 'y 2 2
+ZG[Sxx (I ) +styI I +Syy (_Z_) '-MF:l
xx yy yy



4.16. Les équations constitutives généralisées de la flexion-torsion

des poutres

Un développement de l'énergie conduisant 3 une interprétation
plus fondamentale a pour point de départ le théoréme de Clapeyron
dans lequel on substitue aux déformations leurs expressions comme

dériyées des déplacements; pour le cas présent

\
v

1 v L Ju , 3w v, 3w
= = —+ —_—+ — —+ —
Lc 2 fD I:dz 3z 'xz (az ax) * Tyz (az ay)] dx dy

Supposant toujours Ixy = 0 pour simplifier la présentation des

calculs, exprimons les tensions en fonction des sollicitations :
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T, M ESL_
o, =g tT X*tT—Y - (6.93)
XX yy
X ) Tx (BOa . 1 aKa) . Ty (3¢b . 1 3Kb) +'E£.ES
Xz Ixx X 2(1+v) 3y Iyy ax . 2(1+v) By J dy
(6.94)
. Tx (3¢a _ 1 axa) . Iy (3¢b ) 1 BKb) ) Ez.ig
Tyz I 9 2(1+v) 9x Iyy ox 2(1+v) ox J 93x

et effectuons les intégrations. Un certain nombre de termes dispa-

raissent en vertu de formules de Stokes telles que la suivante
¢

S (_3_0_3‘_'___?2211) dx dy = fc wdo =0

D 9y 9x 9x 9dy 1

o™y

et celles ol O est remplacé par Ka ou par Kb’ D'aptres termes.

donnent lieu 3 des définitions de déplacements généralisés, dont

il importe de recomnaitre d'équivalence.
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e développement du terme en o, 3w/9z, par exemple, suggére les

définitions suivantes :

Q W(z) = JD w dx dy o B A (6.95)

\

pour un déplacement longitudinal moyen W(z),

Ixx a(z) = ID w x dx dy
(6.96)

Iyy B(z) = fp Wy dx dy

pour des rotations moyennes a(z) et B(z) des sections droites.

Ces définitions se réduisent 3 des identités quand la section

reste plane :
w=W+xa +yB .

A 1'aide des équations (6.82) et (6.83), on obtient pour les

rotat ions moyennes des définitions &quivalentes

. R | .
Ixx a(z) = - ID wvte dx dy = fD grad w . grad ¢_ dx dy

(6.96)"

2 ' .
Iyy g(z) - fD wV Qb dx dy = fD grad w . grad Qb dx dy .

Elles se présentent cette fois comme moyennes pondérées du vecteur
rotation locale grad w et sont précisément celles qui convié;nent
au développement des termes Tez ow/3x et Tyz dw/3y. o

Enfin, le développgment des termes en t__ du/dz et Tyz ov/dz
suggére 1'introduction de moyennes pondérées U(z) , V(z), des

déplacements transversaux :
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3¢a 1 axa _ 3¢a 1 aKa
= (- - .
V@ =i LG *samy i) vt G5 ~zmmy 35 ) Y = @y
(6.97)
99 K 1) 9
o 1 % b _ 1 %
Iyy V(Z) ID |_ \ax + 2(1+\’) 8y ) u + (ay 2(1'."\)) ax ) V] dx dy
Les propriétés
9o od d
a a b
ID = dx dy Ixx ID 5y dx dy = ID e dx dy = Ixy
a¢b '
f — dx dy = I 6098
D 3y y = Ly ( )

qui découlent naturellement de 1'application de la premiére formule

de Green aux paires de fonctions (x,@a),(y,éa),(x,ob) et (y,¢b),

ainsi que
_ BKa axa 3
fD e dx dy = 0 ID Iy dx dy = O ID‘S;- dx dy = O
3Kb A , (6.98)"
fD-—-dxdy=0 :
y

qui découlent des formules de Stokes appliquées aux paires analogues
(%K), (7,K)), (x,K ) et (y,K ) et sont d'ailleurs implicitement '
contenues dans l'équivalence 3 zéro du champ secondaire des tensions
tangentielles, font en sorte que les définitions (6.97) se rgduisent
bien 3 des identités si u et v étaient indépendants de x et y.

Il }este 3 interpréter le déplacement généralisé w(z) associé au

moment de torsion MF
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@ =1, Gru-feV dxdy=s 0 @G- ax oy
+§f o (Wil -vi% g5
o i on on
n ' b -
=2 fD 0w, dx dy - § ay fci udx + vdy =2 fQo 0 w, dx dy‘

(6.98)

Ce déplacement fait intervenir la méme pondération pour la rotation
"des fibres que celle déja rencontrée pour pondérer leur torsion.
Encdre une fois cette définition se réduit 3 une identité pour un w,
indépendant de x et de y. -

L'énergie par unité de longueur prend ainsi la forme

dw da dg dw 5

1 . _ 4v. dw
I'c 2 l:Tz fd_z"+ Mx dz MyAdz * T (o * ) * Ty (8 + dz)* MF dzJ
(6.99)

Elle est sous une forme canonique, comportant une somme de produits

de variables conjuguées. Comparons la 3 la forme complémentaire

'(6.92) qui, étant quadratique et homogéne dans les variables
sollicitation (ou forces généralisées) peut, en vertu du théoréme

d'Euler, revétir la forme

1 3A oA aA .
AR AR R RN ya:r MFBMFJ
z X y x

I1 vient, par idemtification avec (6.99), les équations const itutives

généralisées de la théorie des poutres

aw _3A 1

dz T 9T, T Ea T, - . (100)
da BA '—1"‘—M —d—Bbaa—A—=-L—M (100)!

dz 3Mx EIxx X dz BMy EIyy y
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LAdu o STk 39 Ty av _an _SxyTx Sy Ty
— = - B b — = +.
dz 3T G .2 G .2 dz JT G .2 G .2
X I 1 . y . I : I
XX yy : ' XX yy
(100)"
d 3[\ = . y ‘ 1
az GJ MF : (100)

Les premiers membres sont les déformations généralisées, conjuguées

aux forces généralisées correspondantes. En particulier

o+l et : dv

dz € B"dz

sont les déformations généralisées dues aux efforts tranchants; par

construction méme, ce sont des moyennes pondérdes de glissements :

¢ 1 BKa (a¢a 1 BKa

(a + ——9 =/ [ ( 2(1+v) 3y ’ ) Yxz * 3y 2(1*v) ax ) sz ] dx dy

(101)

»~ o d 3¢, . &K
LAV, b, 1. % b1 b .
L, B+ =/ LGz s ) et G ~ 2@y o) Yyzd &

Il est par exemple intéressant de vérifier qu'elles sont nulles
quand les glissements proﬁiennent seulement d'un état de torsion

pure; 3 l'aide des Equations (6.89) on. peut effectivement les

ramener 3 des expressions proportionnelles 3

fﬂé 0-(y-yo) dx dy et fg 0 (x-xo) dx dy
, - Yo

qui sont bien nulles en vertu de (6.87),
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6.17. Formulation unidimensionnelle de la flexion-torsion des'poutres

En introduisant les déplacements moyens U(z), V(z), W(z) et les
rotations moyénnes a(z), B(z), w(z), les équations constitutives et
les équations d'équilibre prennent la forme d'équatibns différentielles
ordinaires pour la variable z, Cette présentatibn de la théorie de
Barré de Saint-Venant ne doit pas faire oublier qu'elle n'est solution
exacte des équations de l'élasticité que si les efforts tranchants
et le moment de torsion sont constants. De plus, les efforts doi?ent
étre appliqués dans les sections terminales comme le prescrivent la
loi d'équarissage et les solutions des problémes.gouvernant la dis-
tribution des tensions tangentielles., Enfin, les sections doivent »
étre libres de se contracter dans leur plan et de gauchir,.

Ces limitations sont sévéres pour les applications techniques qui
requiérent des mises en charge par tractions de surfaces appliquées
éu manteau et dés contraintes cinémétiques~ou_statiques terminales
moins restrictives. Il est possible de donner i la théorie de de

- Saint-Venant les extensions nécessaires pour rendre les efforts
tranchants et moment de torsion variables tout en conservant une
solution exacte. Comme 1'a montré MICHELL, une telle extension met
en jeu un couplage entre les probléﬁes de fonctions harmoniques

de la torsion et de la flexion, tels que rencontrés dans ce chapitre
et les problémes de fonctions bi~harmoniques des états de tension
plans. Elle sera donc préférablement abordée aprés l'étude de ces
-derniers., Cette théorig plus générale ne permet pas encore, malgré .
sa complexité, de libéraliser les contraintes terminales. Ici, il

est d'usage de faire appel au principe de de Saint-Venant selon

. ¢
lequel toute perturbation & la distribution des tensions sur une
section terminale, étant nécessairement réalisée par 1'addition
d'une distribution statiquement.&quivalente 3 zéro, tend i dispa-

raltre 3 une distance de 1'extrémité du méme ordre de grandeur que

les dimensions transversales.'
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Les équations constitutives généralisées, associ€es aux &quations

d'éduilibre plus générales

de dM de

Z - dz Ty - dz =.0
de dT dMF

dz * Py © 0 dz * py =0 dz tm=0

qui comportent des charges transversales px(z), py(z) et m(z),
fournissent une approximation d'usage courant. Leur justification
peut étre rattachée aux applications des principes variationnels
de la théorie de 1'Elasticité et sera donc différée jusqu'iprés
1'étude de ces derniers. Une telle formulation uni-dimensionnelle
présente surtout l'avantage de conditions aux limites simples.

-Un encastrement dans la section z = 0, par exemple, est feprésenté

par les conditions
u(@) = 0 V(@) =0 W) =0 a(O) =0 B(@) =0 - w(@) =0

On y reconnalt un pseudo-encastrement, dans le sens qui a été

donné 3 ce terme lors de la définition d'un gauchissement vrai.
L'énergie de déformation par unité de longueur dans cette formulatioen
a déja ete préséntée sous sa forme "complémentaire" (6.92) et de
Clapeyron (6.99). Elle posséde €videmment une forme directement

. ¢
exprimée dans les déformations gémnéralisées

1. w2 1 day2 | 1 g2, 1
L=3Ea (dz) Yo By G YRR, Pt ¢ G )

AN
J

- G AU 2 2 av.2 ,.2 2 du
* 2 [ I S (@ z) yysx (8 + dz) (Ixx+1yy)sxy(° a2
2(S S _=-S7)
XX yy XY ,

¢+ 3] (10D
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Dans certaines conditions, que nous allons analyser, elle peut encore
étre simplifiée en supprimant la partie relative aux déformations
‘dues aux efforts tranchants, Examinons le cas d'une poutre encastrée

dans la section z = 0 et soumise 3 un effort tranchant '1'x 3 1'extrémité

z =4 , Il vient par intégration de 1'équilibre

Mx = '1'x (z - 2)

puis, par intégration des déformations

T N
X 1 2
a(z) =5 65 z" - Lz)
XX
Tx£3 x?xl
u(R) = +
3EI GIZ

"La poutre sera dite.longue si le second terme est petit devant le
premier, c'est-d-dire si le déplacement transversal est di en
ordre principal & la courbure des fibres et non & la déformation

due aux efforts tranchants, Ceci suppose que le paramétre sans

dimensions
65 (1+v) f65__(1+v)
. S 5 << 1 ou g << J XX
I L 1
xx XX

(4
Dans une poutre longue par rapport aux deux directions transversales,

on peut donc négliger les déformations dues aux efforts tranchants

et poser

du ‘ o\
dz dz



&e qui revient 3 exprimer une perpendicularité en moyenne des

sections droites par rapport aux fibres. L'énergie simplifiée

est alors fonction des courbures moyennes

201,

L1 dW2 . 1 ddu2 1 av2 1. de2 .
L 2 EQ (E;) 3 EIxx,(dZZ) t3 EIyy (;;5) + i»GJ (E; (101)°'.

|

6.18, Applications

La détermination pratique des fonctions de la torsion et de la
flexion se faméne, comme on 1'a vu, 3 la résolution de problémes
elliptiques du type de Poisson ou de Laplace avec des données aux

frontiéres du type de Dirichlet ou de Neumann. La tendance actuelle

est de plus en plus 3 la résolution par voie purement numérique, soit

i partir d'un schéma de différences finies ou d'un assemblage
~d'éléments finis, Les principes variationnels qui gouvernent les
fonct ions cherchées sont alors d'une grande importance ét seront
présentés comme cas particuliers des principes variationnels
généraux de l'élasticité linéaire.

I1 faut cependant mentionner l'existence de nombreuses analogies
avec d'autres phénoménes physiques, tels que la déflexion d'une
membrane ou d'une interface fluide libre ou chargée, le champ du
potentiel 3 la surface d'une cuve rhéoélectrique, qui permettent

une résolution par voie expérimentale. On consultera avec profit

3 ce sujet, le chapitre sur les analogies de MINDLIN et SALYADORI
dans le livre de HETENYI, ' '

Dans les exemples qui vont suivre, la méthode suivie sera strictement
"inverse"; on partira de solutions analytiques simples de 1'équation
de Laplace et on eiaminera les formes géométriques qui permettent

d'en faire la solution du probléme posé.
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A, Fonctions de torsion de la barre elliptique

Pour les fonctions de la torsion, nous partons du fait que le
gauchissement unitaire Héx,y) est conjugué harmonique de Z (x,y)
=0 (x,y) + —(x +y %.

Des solutions simples sont donc fournies par des polyndmes de la

variable complexe x +iy, dont un terme typique sera

.. yM.
Hy + 12, = (p, + 1q ) (x + iy)

soit

(xm _m m-1) m-2 2

He=Pm 2 ooo) -qm(mx- + ooo)

_ m(m—l) xy-Z 2

Ze = pm(mx m-1 ooo)"‘ qﬂl( y 'Ol)

Rassemblant par exemple les contributions de 9, et 9ys la fonction

de torsion
2 2 1 2 2
9=qo"'q2(x -y)-i(x +y)

prend la valeur zéro sur 1l'ellipse

a +b



La fonction

a bz' x2 2
05— 1-5 -5
a +b X b

réguliére 3 1'intérieur de 1'ellipse, nulle sur son pourtour,
vérifie automatiquement (6.49)' de par sa construction; c'est la
fonction de Prandtl pour la torsion d'une barre de section elliptique.

Le gauchissement unitaire associé est, 3 une constante prés

‘2 2
H =-.3.2._-_b-i.xy
a +b

Les tensions tangentielles s'obtiennent par dérivations partielles

de 1'une ou 1l'autre

Ty a0 o Mo 2a%y
Go dy  9x az+b2
. .
.‘[—}CZS--?-G-=-a—e+x=+2b2x
' Go on 93y : a2+b2

La plus grande tension est en valeur absolue (a > b) L +b.
La raideur de torsion demande, par exemple, 1'évaluation de

1'intégrale double de la fonction de Prandtl sur la section.
[

Posant ‘
: ¢
X = a cos® y =p b sind ‘ QSE;Xl = abp
P | . D(p,6)
on trouve
2. 1. - 3.3 1 3.3
J=2 I. de J 0 abp dp = 2; bz 27 J (l—pz)pdp = “; b2
(o} 0 a +b (4] a +b

203,
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Le centre de toréion est, par raison de symétrie, situé 3 l'origine.
La fonction de gauchissement est régulidre 3 valeur unique dans
tout 1'intérieur de 1'ellipse; par conséquent pour transformer
la barre elliptique en tube elliptique, il suffit de retrancher
la matiére contenue dans la courbe d'équation © = a , constante

positive 3 choisir, Cette courbe est une autre ellipse

m
avec
2.2
m_n 2, a_ b
—=T=u<l a = (1-u") 55 .
a b . a2+b2

~

Dés lors, la fonction de Praudtl étendue O est celle qui vaut

a2 b2 2
5% (1-p7) dans la région u

a +b

"
i)
I
-

et y dans la cavité, Il vient aisément pour le coefficient de

raideur de torsion du tube elliptique

- 3.3

J=217 @dxdy=.1i_b_-(l—u4)
Q 2.2
o a +b

Ce résultat montre clairement qu'une portion importante de la région
centrale peut €tre enlevée sans diminuer notablement la raideur de

torsion, ' ' E '

B. Fonctions de torsion de la barre et du tube circulaires

I1 suffit de faire b = a dans les résultats précédents,
Les "trajectoires" de tension sont les ¢irconférences centrées a
1'origine, La particularité la plus marquante est la disparition

du gauchissement.
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Comme démontré précédemment, la barre et le tube circulaires sont
les seules piéces prismatiques dont 1'état de torsion est compatible

avec un encastrement parfait,

C. Fonctions de torsion avec pdles

La présence de puissances négatives de (x+iy) ou, plus généralement,

de (x-xo)+i(y-yo) dans l'expression de H,Z + i Z9 est possible

]
pour autant qu'un tel pdle en X=X, Y=y, ne fasse pas partie du
domaine élastique, soit qu'il soit localisé & l'extérieur de la
directrice cys OU 3 1'intérieur d'une cavité. La contribution typique

d'un pdle simple 3 1l'origine est

Py tia, (p_j*iq))(x-iy)
He vi Ze - = 2, 2
(x+1iy) X +y

Discutons par exemple le cas d'une fonction de torsion comportant
la contribution d'un pdle simple en x=a,y=0 et d'un autre en x=b,
7y=0 :

o= p(x-a% 5+ q(x-b% . _.% (x2+y2) + hx + Kk
(x-a)“+y (x=b) “+y .
Normalisons les pramétres a,b,p,q,h et k 3 notre disposition par la

condition que cette fonction soit nulle sur une circonférence de base

Remplagant yz par r2 - xz, la fonction

pG=a) L 4Geb) 1.2,y

r2+a2-2ax r2+b -be

doit &tre identiquement nulle,
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Ceci implique notamment la condition
abh = 0

résultant de 1'annulation du terme en x3 du numérateur apréds réduction
au méme dénominateur, Il est indifférent de prendre a = O ou b =0
(échange du rdle des pdles); par contre l'alternative h = O est en .

principe 3 prendre aussi en considération,
Cas b =0

On obtient pour autres conditions (annulation des coefficients de xz,x

et du terme indépendant), apfés réduction,
P= a(2k-r2) q=-nh r2 (Zk-rz)(az-rz) =0

C.l. : on fait le choix

2

— k= L. qui entralne p=0 .

: 2
I1 n'existe donc plus que le pole 3 1l'origine., La fonction de torsion

2
“hrlx 1,2
0=——7 -7
x“4y" f

+h2) + hx + %- rz.

est encore nulle sur la circonférence

xz + y2 -2hx=0

¢

et représente celle d'un arbre de rayon h pourvu d'une entaille

-

circulaire de rayon r centrée sur son pourtour (arbre i clavette).

-~

Le gauchissement unitaire est, 3 une constante prés,

- 2
. r
H=(Q=-——73) hy
x+y .
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C.2, : oOn fait le choix
a=r

La fonction de torsion devient

2 2
r(2k-r") (x~r) - hr_x - .]'. (xzfyz)v + hx + k

2,22

e=
' (x-r)2 + YZ X +y

2

_ k—r2+xr - l-(x +y2) h x
= (x2+y2-r2) { 2 + }
. . , 2 2 202
. (x—l) + y . b 4 +y )

Elle s'annule encore sur la courbe d'é&quation

1 v .k-r2/2 + h x 0
-2 2 2 2 2
! (x=-r)"+y". X +y

Pour h = 0, on perd le pdle i 1l'origine et le lieu d'annulation

xn?+y?=2k-1?



est une circonférence centrée au pSle restant., Elle forme une éncoche
de clavette pour l'arbre de rayon r centré i 1l'origine et la solution
n'est donc pas essentiellement nouvelle.
Par contre, en prenant

2

k=1 - %-h r

on ne perd aucun pSle et la fonction est encore nulle sur les deux

circonférences
2 2 - a
X +y =-2rx=0 centrée au pole x=r et passant par
le pSle 3 l'origine
2 2 .
(x~h)” + y~ = h(h-r) centrée en x=h

y A

Y Y

208,
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Comme domaines dont les pdles sont exclus, on trouve soit un cercle

avec encoche de clavette centrée en un point intérieur, soit un

'3

e— N5
V

triangle curviligne

soit encore une portion d'anneau excentré,
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’«3., ¢ examinons maintenant le cas ol 1'on fait d'emblée h = O,

|
Les conditions pour que la fonction

p(x-a) q(x=b) 1,2 2 :
0= + - (x"+y7) + k
(x-a)2+y2 (x—b)2+y2 2

\

SOit;nulle sur la circonférence x2 + y2 = r2

-

se raménent 3 un systéme linéaire et homogéne dans les inconnues

Py,qet A=k --% r2

-2bp-2 agq +4ab)r=0
(r2 + b2 + 2 ab)p + (r2 + a2 + 2ab)q - [.Zb(r2+a2)+23(r2+b2) ]-A =.O
- a(rP+pd)p - b(riead)q + (rP+al) (r24p?) A = 0 |
Le déterminant est, aprés réduction,
A = 2 (a-b) (a%~r?) (b2-r?) (r2-ab)

Pour ne pas retomber dans les cas précédents et obtenir des pdles qui
ne sont pas situés sur le cercle de base, rendons les équations com-

patibles par le choix
r =ab

On trouve alors

p=aX  q=ba k=124

Il reste 3 voir sur quels autres lieux la fonction



! 6=A[1+a(x-a; 2"_,b(x--b) 2J+%(r2-x2-y2)

C(x=a) Py’ (x-b) ey

s'annule encore ou prend une valeur constante a .

-

Ceci revient 3 étudier 1'équation

" 2 2 |
2. 2 2) I A(x"+y")+ab-(atb)x) _;_] - a

(x"+y"-r
" [ ®+y) [eb) %y

On voudrait, par exemple, que cette équation soit approximativement
vérifiée sur une petite circonférence (x-::l)z-t'yzr-e2 excluant le pdle
de fagon 3 obtenir la fonction de torsion d'un arbre percé d'un
petit trou excentré.

-

Substituant 3 nouveau y

x2+y2-r2=ez-a2-r2+2ax
x2+,y2+ ab - (a+b)'x=t-:2- a2.+ 2ax + ab - (a+b)x
'(x-b)2+y2= ez -‘a2+ Zax+b2 - 2 bx

Si ¢ est petit devant (b-a), on peut négliger les termes en ez et

ces expressions deviennent respectivement
- a (a+b-2x) (b-a) (a-x) (b-a) (a+b-2x%)

Il faut alors vérifier 1'équation

-a(afb-Zi) E-A—é—a—‘i— - -1-] = - .a_; (a-x) +-g- (a+b=2x) = a
e (a+b-2x)
ce qui a lieu pour
2 - a(b-a)

A =c¢ a=—

211.
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-Au bord x = a + ¢ du trou, la tension tangentlielle est, négligeant

‘ 2
les termes en ¢,

Go a(2+ &)
Tyz- 6 a( P’

alors que, sans trou, elle y prendrait la valeur

A .
Tyz = GO (a"'a)o

D. Fonction de torsion de la barre triangulaire )
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%oit

T cos ¢ =r cos (0 -0,) = xcos® {

i + y sin 9 = a

-~

1'équation d'un c6té situé i la distance a de l'origine et dont la
\ :
normale extérieure fait l'angle 6, avec 1'axe des x.

S$i les trois cdtés sont i la méme distance, la fonction
) \ .

3
A 1 (x cos ei + ysing, - a)
i=1 . i

est nulle sur la frontiére; nous allons examiner dans quelles
conditions elle peut devenir la fonction de torsion de cette barre,

Prenant ¢, = 0, le produit développé s'écrit

3 2 | 2 . 2 .
A [:x c0s0,c0s04 + x ysin(92+e3) + xy sin6251ne3- ax (cos92+cose3+cosezcose3)

2

+sinb

- ay2 sin6,_sin6, - axy(sine2

. 2
2 3 +51n(62+63)) + a Y(sine +sin63)

3 2

+ azx (l+cosH +cosej) - a3 ]

2

Pour &tre fonction de torsion, cette expression doit &tre du type
. 1,2 2 N .
Le(x,y) -3 (x" +y7°) ou Ze(x,y) est harmonique.

11 faut donc y retrouver les combinaisons harmoniques

¢
2 -3 x? -3y

ce qui exige respectivement

sind = = 3 cosf cose3 ou tané tan03 = =3

sin? 2 2

2 3

sin(e1 + 92) =0
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4: impose les angles 92 = 120° 93 = 240°
Par conséquent, la section sera un triangle équilatéral. Il vient
alors ' '

\ %—A > - 3xy9) + -,3; a2 %+ y%) - add

Voo

'\ .
La forme désirée demande encore A = - %; .

La fonction de torsion est en définitive

.1 3 _ .20 1.2 2 22
0=-gz (x -397) -5 +y)+3§

Comme
' N 3 -2 . 2 3
(x+iy)” = x" =3 xy" + i 3xy” -y)

le gauchissement wunitaire est, 3 une constante prés,

H =% (3xy2 - y3)

/3 4

Le coefficient de raideur de torsion vaut J=9 - .

E. Fonction de torsion de la barre rectangulaire

La section a pour frontiéres x = + aet y=+b .,
Pour traiter ce probléme par une méthode de développement en série
de fonctions propres, nous allons chercher i le formuler de felle
fagon que 1'équation aux dérivées partielles soit homogéne a variables
séparables et qu'une paire de conditions aux limites soit homogéne,
Par exemple, si

6=M +_a2 - x?

la fonction M doit satisfaire 1'équation de Laplace



a2M . 3%
—f+—i=‘0
ax dy

215.

et doit €tre nulle pour x = +a, Par contre, elle doit prendre les valeurs

M= x2 - az pour y=+b»D .\

La solution de 1l'équation de Laplace du type M = ka)g(y) se raméne

d celle des équations différentielles

_1dk _1d%_ 2
fax> 8 ay?

Le probléme étant invariant vis-i-vis du changement de x en -x,
aussi bien que du changement de y en -y, la solution doit présenter
les mémes caractéristiques et, par'cbnséqﬁént, les solutions 3
retenir pour les équations différentielles sont respectivement

~ cosax et coshay. )

Le choix du signe de la constante de séparation az est maintenant
justifié du fait qu'il permet de satisfaire aux conditions aux

limites pour.x = + a en prenant

aaBn-;' n=1’3,5.oo

La solution du probléme est donc du type

: nm nn
M 4 g A cos 75 X cosh 227 ¢
[} ee

Les coefficients An sont 3 déterminer par les conditions aux limites

pour y = + b

2 2 anb nmTx
X =-a = z (An cosh 7a ) cos 2a

1.3.60
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Ijes fonctions cos n u (n impair) é&tant orthogonales dans 1'intervalle

L - 32- » % | les coefficients se déterminent 3 la Fourier en multipli-
ant la relation par cos %‘f— et intégrant de -a 3 +a.
I1 vient ' '

\

_ ' n+1 2
\: A cos h nrb = (-1) - 32 a
n 2a , 3
\4 (am)
d'olu la fonction de t:orsioh
n+l ‘
2 2 2 33,2 coshmy
O=a -x + I (-1 3 cos 7= X
' .1,30.. (n") n7mb
cosh ——
2a

On obtient un développement similaire en échangeant dans la formule
les rdoles de x et y, a et b,

. 2, .
Si nous ajoutons —;- (x2 + y°) a cette formule, nous obtenons la

"fonction harmonique conjuguée du gauchissement unitaires
Celui-ci vaut donc

nrl -
2 2 sinh 5— vy
He =xy + I (-1) 32 a3 2a sin -r-zl-;i X
1.3.00 (nﬂ) n7b '

cosh 5==

La tension tangentielle est maximum au point milieu d'un grand cGté.

Donc, si b >a, en x=aet y=20 '

T
(-a%'ﬁ) "—'23"' T 16a 1

max 1,3... (mr)2 cosh n7b

Le coefficient de raideur de torsion vaut
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_8. 3 _1024 _ 1 nmb
J—3vba 5 z —S-tanh-i-a——

7w 1,340 m

F. Les fonctions de flexion pour une barre circulaire
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o _ ETAT DE TORSION DOUBLE
CHAMP PRINCIPAL DU CHAMP SECONDAIRE

Par symétrie, on‘a\'I-xy =0 et ¢ = 0, quelle que soiﬁ 1'orientation des
akes issus de l'origine du cercle de rayoh R. Il suffit de considérer
le cas d'un effort tranchant selon Oy, auquel cas b =va/Iyy et a = 0,

La fonction de flexion du champ principal est solution du probléme

26, vee B . -r
v 3 T by avec o 0O pourr=R
' ¢
, 1 3
Pospns $=- g-b y  +M avec alors
VM=0 et ~%§ =-% b yz‘sine = -%'b'R2 sin> 0 pour r=R

Comme

4 sin36 =3 sin 0 -.sin3e

' o . A . ie
nous avons une indication sur les puissances de x + iy = r e



3 choisir pour la fonction harmonique M; prenons

M ='Im (preie + q r3 e3ie) " p et q réels, soit -

M=prx sing + q r3 sin 36

%ﬁ = p sing + 3 q rz sin 36

Il en découle par identification 3 la limite r = R

3 2 ' 1
P ‘é‘bR q=--2—4b

La fonction de flexion du champ principal est alors aprés réduction

¢ = %-b (3 R2 - r2) r sind ='%-b (3 R2 - x2 - yz) y

Les trajectoires des tensions, c'est-d-dire les courbes partout
-tangentes aux tensions du champ principal satisfont a 1'équation

différentielle

—i dy --—i dx =0
qui est ici

2 xy dy + (3 R2 - xz -3 yz) dx = 0 j

\,
. ’ - 4 : ¢
Un facteur intégrant est x et on trouve pour trajectoires les

courbes

x2 + Y2 -r*+ k x3 =0 o k est une constante

Elles passent toutes par les sommets x = 0, y = + R ol elles ont

une tangente horizontale,

218,



our la fonctionde flexion ¥ du champ secondaire, nous disposons

es relations entre fonctions harmoniques conjuguées

Z=Y +yp=Y +lvb(x3+3xy2)

6
.\\ H avec -g% =%% pour r = R
Ce‘ci.\"';donne
-g% =’-};v b Ré (- sin® + sin 30)

et nous prendrons en conséquence une fonction harmonique du méme

type qbe M. Aprés les calculs d'identification, il vient

ll=%i-vb (—3R2rsine +r3 sin 36)

et, par conséquent,

Z =,%\, b (3 R2 r cosf - r3 cos 36)

w=-21'-vb (Rz-rz) rcose=%-vb (Rzexz-yz) X

Les trajectoires de tensions Y = constante mettent en évidence
R

un état de torsion double avec des points limites y = 0, x = :_73 .

Le probléme du gauchissement est alors résolu avec

3 2

1 1 2 2 2 1
ga_l-l+2(1+v)§+§-vby -l;-b(3R-x-y)y+:—z-vb’Ry

219,
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G. Les fonctions de flexion du tube circulaire

Les conditions aux limites pour la fonction M sont maintenant

oM 1 2

i b R sin3e pour r = R circonférence extérieure
1 2 3 . ey =
E'b p sin™ 6 pour r = p circonférence intérieure .,

Un pGle i l'origine &tant permis puisque ne faisant pas partie du

domaine D, on prendra

-i0 -3ie
e

ie6 3 c319 +m e +n 5 )
r

= +
M Im (pre qr

avec p, q, m et n réels, soit

M=prsingd + q r3 sin36 - %-sine -~3§ sin36
. r

Une fois, les paramétres identifiés par les conditions aux limites :

3b o2, 2 b __3 2.2
p=g (R" +p7) qQ=-3z m=-32-p "R n=0
il vient
=2 o@%p?)rsi detnzo + 9 LR ine - 4rsin6 ]
g =37 L (R"+p“)rsing - r’sin3eg — sin r’sin
4
2.2
b 2 2 2 R
=-§[3(R+92)-x-y+302 2])7
X +y

Procédant d'une fagon analogue pour la fonction H, il vient
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b 2, 2 1.3 22 si
H=3 [ - R+ )rsing + 3 rosindp - Rp” 22
r%2

LN R e zszY

et pour la fonction conjuguée

Z= -—- [ R +p +y --% X

2 2 R
‘l’=-—(R tolmx =y - 5—) x
X +y

et g'annule sur chacune des circonférences limites,

Le gauchissement vaut

2.2 2.2
2 2 2 2 2
g:%(3R ‘|'3p -x-y2+3pR) b(R"'p +pR2)y
X +y
H. Les fonctions de flexion de la barre rectangulaire
Les bonditions de symétrie sont les mémes que pour la barre
circulaire., La fonction du champ principal est simplement
1 3 2 : ' |

§=—6-b(-y +3hy) . ' ‘'
Qui vérifie bien les conditions

V2¢ = = by 4. o pour x = + a 2 0 pour y=+ h .

9x oy



l:'In fait %g = 0 et on a pour champ principal

1 2

‘ o o "
Tz o Tyz -Z-Eb(h -y

)

\

Pour le champ secondaire, il faut, par exemple, trouver la fonction

harm\qnique H telle que

oH o

— R e—t— = b = +

3% 3y v»xy pour X _a

H _ _aw__1 2.2 -

y % 7V Db (x +y) poury=2h

Cherchons 3 rendre une des deux conditions aux limites homogéne et

1'autre bien conditionnée du point de vue du développement en série

de fonctions propres, en ajoutant i H une fonction harmonique parti-

culiére, Posant

'H=f%—vb(y3—3yx2+6a2_y)+M

la fonction harmoniﬁue M doit alors satisfaire aux conditions

-g—l)-:-=v‘b (az-xz) pour y = + h

¢
La solution de ce probléme est semblable 3 celle de la fonction de

torsion, M doit €tre paire en x, Impaire én y; une solution a

variables séparées est donc du type cosax sinhay.La premiére condition

exige

sinqa = 0 d'od a = ‘11'1 —:- (m=0,1,2,..)

222,
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et nous considérons le développement

© :
-3—M=A +L A coshE"-ycosMx
oy (o] 1 m a a

Les coefficients correspondent au développement de Fourier pour y = +h

A +% A cosh——-ﬂhcos—m x=vb(a-x2)
o 7 m a a
2 2 ~_ mmh 2 (-n)™1
A ==y ba A cosh—=4vba
o 3 m S a (mﬂ)z

(m = 1’ 2 ooo)

-

Intégrant le développement par rapport 3 y et tenant compte de 1'autre

-

condition aux limites, il vient 3 une constante prés

m7
: m+l sinh — y
M=-§-vba y+4vba 2(1) a cos‘:—"-x
: 1 (nm) mrh
cosh —.

: m+1 sinh—y
H=-—l-vb(y'-3yx2+23y)+4vba 2(1) 2 _cos 20 x
6 1 @n’ mth 2
cosh —
a
I
Pour la fonction Z, on peut procéder de la méme maniére. ¢

Onpose
Z=%'-vb(2a2x-x3+3xy2)+N

de sorte que la fonction N reste harmonique.
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| |
éur le pourtour du rectangle Z doit &tre égal 3 u , car ¥ s'y annule.

On trouve ainsi que

N=0 sur X=+a

\

\

|

N est impaire en x, paire en y, de sorte que -

N=%va(x2-a2) | sur y

i
+
=

(-] .
N=ILA costhsininlx
1 O a a

pour y = + h ceci doit correspondre au développement de Fourier de

%va(xz-az) ' .

Aprés détermination des coefficients, il vient

-~

. mw
_ ®© ,_,\m cosh —y
’Z=-]-‘-vb(2a2x-x3+3xy2)+4vba32(1) a
6 3
1 (mmw) c mnh
a

. mm
sin — X
a

osh

I1 est aisé de vérifier que les fonctions H et Z ainsi trouvées
satisfont aux équations de Cauchy-Riemann,

La fonction de courant secondaire est

© mcosh'My
Yez-u=gvbx (@) +bvba 12 a__ oin BT x
’ ' 1 (mn)° mwh a
cosh —

Elle confére toujours aux trajectoires ‘une configuration de torsion
double, symétrique par rapport au plan x = O sur lequel elle est

€galement nulle,
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CHAPITRE 7 TENSIONS ET DEFORMATIONS PLANES

Les problémes plans de la théorie de 1'E€lasticité sont
abordés comme solutions exactes des problémes tridimensionnels.
Pour les matériaux isotropes, ces solutions s'expriment par des
fonctions bi-harmoniques de deux variables. Le recours aux fonc-
tions de la variable complexe correspondante est particuliérement
indiqué, en raison de la facilité avec laquelle les solutions sont

construites et manipulées pour transformation de coordonnées.

7.1. Lemmes pour l'intégration d'équations aux dérivées partielles
P g q P

sous forme complexe

Soit

) . 9 ‘
9 % 1 3;. A . (7.1)

un opérateur complexe aux dérivées partielles et
(7.2)

- P .
9 = + 1

l'opérateur complexe conjugué; on aura pour l'opérateur de

Laplace

Ve S S5 = 0% = B0 o (7.3).

Soit maintenant
_

£(z) = £(x + iy) = p(x,y) + i q (x,y)

une fonction analytique de la variable complexe g .
On sait que ses parties réelle p(x,y) et imaginaire q(x,y) sont

harmoniques et obéissent aux équations de Cauchy-Riemann
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3P . 29 3p . - 24 O (7.6)
Nous aurons aussi d@ considérer la fonction analytique conjuguée

£(r) = plx,y) - i q(x,y)

En vertu des équations de Cauchy-Riemann la dérivée de la fonction

analytique peut avoir l'une ou l'autre des formes suivantes

O L Al B R
=24 _ ;23
oy ay
Il en résulte que
£1(2) = 9p =134
et par conséquent
of = 3(p + iq) = 2 £'(g)- ' (7.5)
2T = a(p - iq) = O | (7.6)

De fagon plus générale, si f et g sont deux fonctions analytiques,

3(gf) = 2 g £ _ : (7.7).

¥

RN

Examinons le probléme inverse : trouver 1'intégrale'générale de
3h = 2 gf' ' : (7.8)

ol le second membre est donné; on trouve
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h%Ef + k ' ' (7.9

ol k est une fonction analytique arbitraire. En effet, le premier
terme est une solution particuliére en vertu de (7.7) et le se-
cond est la solution générale sans second membre en vertu de

(7.6). Remarquons que, puisque

Jda

2a 3b _ 2a
9X

5% 3y

oh = a(a + ib) = (22 + 2By 4
oy

le probléme posé consistait 38 donner la divergence et le rota-

tionnel d'un champ de vecteurs. La solution générale sans second

membre correspond alors bien aux équations de Cauchy-Riemann

8b _ 23a 3 _ _ 22
ox y oy ox

exprimant que b et a sont harmoniques conjugués, b + ia une
fonction analytique de ¢, et a + ib = i(b - ia) la conjuguée
d'une fonction analytique. Quant au second membre du probléme
(7.8), il est en fait assez général. Il suppose seulement que
les données pour la divergence et le rotationnel soient analyti-
ques; ces données peuvent alors &tre dévelbppées en séries de
Taylor convergentes (éventuellement dans un dqmaine restreint)

et le remplacement de
x =2+ y=-2G@-D
2 2

met le second membre sous la forme d'une somme de termes du type
indiqueé. ‘ '

Une difficulté est a4 signaler quand l'inconnue h est réelle.
Dans ce cas, le probléme posé consiste & déterminer h & partir
des données de ses deux dérivées partielles dh/dx et 3h/dy.

Le choix de la fonction k ne permettra de mettre h sous forme
réelle que si les données vérifient au préalable la condition

d'intégrabilité
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Im 3(25f') = - Im 3(2gE') = - 4 Im(g'E') = 0

Céci demande g' = f' si bien, qu'ad une constante prés, l'inté-

grale particuliére est ff et est réelle.

7.2. La structure d'une fonction biharmonique

Soit h une fonction biharmonique réelle de x et y
vV Vv h=33303h=0 - (7.10)

Intégrons cette équation par la méthode précédente; il vient

successivement
22 9h=4TFE" |,

le facteur numérique et la double dérivation de la fonction
analytique arbitraire n'étant 13 que pour faciliter les intégra-
tions ultérieures sans que la généralité du résultat en soit

affectée; prenant la conjuguée du résultat

299 h=4 " >v?h =93 h=2£"+2F |,

car le résultat doit €tre réel; ensuite
3 h=f+gf'+g' ou 9h = T + £+ g'

~

et finalement

h = % (zf + ¢f) + % (g +g)=Re { T £+ g} (7.11)

Une fonction biharmonique générale est donc construite a partir

de deux fonctions analytiques. En termes réels
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h = xp(x,y) + ya(x,y) + r(x,y) | (7.11)"

oli p et q sont harmoniques conjugués et r harmonique.

Prenant pour r la partie réelle de 1a'fonction analytique
(x+iy) (p+iq), on voit que l'expreséion xp(x,y) - yq(x,y) est
aussi biharmonique (et méme harmonique); par conséquent, par
combinaison avec le résultat précédent, xp(x,y) et yq(x,y)
sont des fonctions biharmoniques.

Posant f = rk, on obtient une autre représentation générale en

termes réels
2 2. .
h = (x7 + y7) p(x,y) + r(x,y) (7.11)

qui ne fait plus intervenir que deux fonctions harmoniques et

indépendantes. ;

7.3. Structure de la solution des problémes de déformation plane

Les problémes de déformation plane sont strictement bi-di-
mensionnels du point de vue des déplacements. Ils correspondent

d une situation ol
w =0 Au = u(x,y) v = v(x,y) (7.12)

Les déformations correspondantes sont réduites a un tenseur

bi-dimensionnel

~ du ‘ v 3 v
€ = E B — Y B e o ———

X ax y oy Xy Qy. X

indépendant de la coordonnée z, tandis que

aw _‘ | Ju oW - OV oW _
€z 3z ° © Txz 2zt =0 Yyz 3z oy 0.
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Pour un milieu isotrope, il en découle d'une part

LI =0 Tyz =0 (7.13)

T et ¢g_ indépendant
y Xy z
de la coordonnée z et 1ié aux déformations par les équations

d'autre part, un champ de tensions Tes T

constitutives

u

Eg =0, - v(oy +0,) E 3y - % ~ v(o, *+ 0,)
(7.14)
Ju v
o, = v(ox + oy) (de €, 0) (7.16)

Eliminant g, 3 1l'aide de cette derniére relation, les &quations

(7.14) prennent la forme

™ O voy E 3y oy v ox. (7.17)

moyennant les définitions suivantes d'un module de Young et
d'un coefficient de Poisson équivalents (au sens des tensions

planes)

v = (7.18)

Dans ces conditions, on trouve que le module de glissement est

inchangé
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Résolvons maintenant les équations' (7.17) pour les tensions :

- du ~ - - oV A
Ox ZG(‘a—x"'VE) .Uy .2G(ay+\)€) (7.19)

oll on a posé

~ 1 du _ 3v, _ 1 '
€ = —=x (- + +=) == (0, + 0 ) (7.20).
1-v oX ay E X y ‘

Cette définition appelle un commentaire relatif au cas du
milieu incompressible, caractérisé par v = 0.5 et, par consé-

quent v = 1., La premiére expression de ¢ devient indéterminée

car
divan.a_u.-i-ilao o
X y

P

Par contre, la seconde expression reste déterminée; on pourrait

1'écrire

™

]

]
=N
©

o

[=t

o

n

]

N =
~~

Q

&+

Q

A

est une pression qui ne dépend pas d'une lbi constitutive

(sauf comme on le voit par un passage a4 la limite) mais cons-
titue une réaction contre la condition géométrique d'incompressi-
Bilité. En substituant (7.19) et (7.15) dans les &quations d'é-

quilibre sans forces de volume, ici réduites a

90, arxy arxy 3?1“
ax oy ° ey 0 ° (7.21)

on obtient les équations de Navier du probléme. Elles peuvent

€tre présentées ous forme d'équations de Cauchy-Riemann

o€ Jw o€ ow
ax oy y X (7.22)
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1 .3v qu

dénote la rotation matérielle des fibres paralléles a 0,.

On pourra donc poser

e +iw=2F(p) (7.24)
G

On en déduit

~

U LBV 0y S L lmveny LT
ax+ay (1-v) € E(F + F')
I

av—.@&n =——-——2 "‘_‘

Y y 2 w — (F F')

iG

Ces deux équations peuvent €tre rassemblées sous la forme

complexe

~ ~

3(u + iv) = (1=v) € + 2iw = & { (3=9)F' = (1+v)F' }

Q)=

L'application du lemme d'intégration fournit alors

u + iv =

N rd
[2B)

{(3—3)F - (1+§) tF'+ H' } (7.25)

et le champ des déplacements est exprimé en fonction de deux
fonctions analytiques F(r) et H(;)} Le champ des tensions suit
sans difficulté. De (7.24) et (7.20), on déduit

~

"6+ g+ 1 Ew=4 (14v) F' (7.26)"

Ensuite, combihant (7.19) et (7.15)

o, = °y - 2i Txy = 2 Q a(u~1v)
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qui devient aprés utilisation de (7.25)
- - 93 & - Sy Ten " ;- s
o oy 21 Txy 2(1l+v) gF" + 2 H (7.27)

Enfin, o, découle directement de (7.16).

7.4. Structure de la solution du probléme des tensions planes

On considére ig¢i une plaque, dont le feuillet moyen est
repéré par les coordonnées cartésiennes x et y, limitée par
des faces z = + h supposées libres de tractions de surface.

‘Puisque 0,» T et sz sont alors nuls sur les faces, on cher-

zx
chera une solution correspondant 3 un état de tension plan,

c'est-3a-dire telle que

o, =0 Teg =0 : Tyz 0 (7.28)
Les équations d'équilibre sans forces de volume sont identiques
& celles (7.21) de 1'état plan de déformation, et trois des re-

-~

lations constitutives sont similaires, a savoir : (7.15) et

‘ﬁ: - ) — = - '
E - Oy v oy E 3y oy v oo (7.1?)

qui demandent seulement les modifications appropriées de module
et de coefficient de Poisson. Cette derniére différence mise i
part, il en existe plus fondamentale : si on-veut une solution
exacte dans le cadre de 1'élasticité tri-dimensionnelle, il y
aura lieu de considérer les champs de déplacement (u,v,w) et de
tensions (ox, Txy? oy) comme fonctions de la coordonnée z.

Ceci nous oblige & prendre également en considération les rela-

tions
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Txz _ 3u 3w _ o Tyz v, aw
G z P -9 G az oy 0 (7.29)

qui se trouvaient étre identiquement satisfaites dans la

section 7.3., ainsi que

ow

Soustrayant cette derniére équation de chacune des équations

(7.17)', il vient

du aw v ow
Ox 2G (-a—x- '5—2-) O'Y 2G‘(-a—y- ‘a—z) (7.31)

que l'on rapprochera de (7.19). Substituant ce résultat et
(7.15) dans les équations d'équilibre (7.21), ces équations de

Navier prennent 3 nouveau une forme de Cauchy-Riemann

2e _ 3o LI —
9x oy y 9x

avec, cette fois, la définition

ou v _ 3w

La fonction analytique € + iw de la variable f = x+iy contiendra
encore la coordonnée z comme paramétre. Toutefois, €liminant w

—

entre les équations (7.29), il vient

5

€

[-%4

2

Si la partie imaginaire w ne dépend donc pas de z, la partie
réelle ne peut &tre que la somme d'une fonction de z seul et
d'une fonction harmonique indépendante de z; par conséquent,

on posera
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e+ iw =2 (a(z)+F() ) O (7.34)

ou a(z) est une fonction réelle de z.

Additionnant les équations (7.175"

Q ?—E .a_v = -
E(x + ay) (1-v) (o + qy)
puis soustrayant (7.30)
E e = ot oy | . (7.35).

Nous en déduisons

v l—v(0

+ — = e

y E

2z -

x } oy) = (1-v)¢
et par conséquent
: P 2 1=V o5 1
3(utiv) = (l-v)e + 2 iw = A { (1-v)a + ~f_(F +F')+F'-F'}
dont 1l'intégrale générale sera

u + iv = ;—G { 2(1=-v)ag + (3-v)F-(1+v)F'+K(g;2) )}
La structure de la solution dans la variable z s'obtient par
1'examen des conditions d'intégrabilité du déplacement w;
1'équation (7.33) en est une, déji satisfaite. Les deux autres

découlent de l'élimination de w entre 1'€quation

‘ .g!z! = -y € ’ ’ . ; (7.36)

qui est une conséquence de (7.30) et (7.35), et chacune des
équatiqns (7.29). Elles peuvent &tre mises sous la forme

complexe
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5
= (u - iv) = v 3 e
90z

Aprés remplacement des solutions trouvées pour (u,v) et ¢ ,

il vient la condition

2 2
2(1-v) ¢ d ; + 2Ky v F"
. : dz 9z
qui se sépare en
2 . 2
d ; = 0 3—% = 4 v F".
dz 9z

Nous en prenons des intégrales qui respectent les conditions

de symétrie
u(x:}': - z) = u (‘xyy’ + z)
v(x,y, - 2z) = v (x,y, + 2)

caractérisant une extension de la plaque, écartant ainsi déli-
bérément une solution représentant une flexion de la plaque
par couples fléchissants.

Pour K, nous aurons par exemple
K=2v (z* - 10d) 5"+ n

oli H est une fonction analytique de [ seulement. La fonction
réelle a(z), qui doit &@tre paire, ne peut étre qu'une constante
et il n'y a pas de restriction a8 la supposer absorbée dans H'.

Donc

wtiv o= 3p { (B-WEF - (L+)gF'+ 20 (22 - L eHF 4 T )

(7.37)
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Intégrons maintenant le déplacement transversal en mettant les

équations. (7.29) sous la forme complexe

N

\Y

=—;a._ -1 =____‘"
ow o (u-iv) G 2 F

dont l'intégrale satisfaisant (7.36) est

woa =22 (F' +F') = - 222 pe p! (7.38).
G G
Pour les tensions :
oy + oy + 1 Ew=E (¢ + iw) = & (l+v) F' (7.39)
2 1.2

- - 3 = _ = - T 4 . " "
g oy 2 i Txy 2 G 3(u~iv) 2(1+v)CF" + 4v(z 3h YF"'+ 2H

(7.40)

7.5. L'état de tension plan au sens restreint

Le probléme traité dans la section précédente est, dans la
terminologie de LOVE, le probléme des tensions planes généralisé.
On y a cherché la forme d'une solution exacte de l'élasticité
tridimensionnelle, dont les propriétés (7.28) réduisent le tenseur
des tensions & une structure bi-dimensionnelle qui toutefois
dépend encore partiellement de la troisiéme coordonnée. L'état
de tension plan au sens restreint n'est en général pas une solu-
tion exacte de.l'@lasticité tridimensionnelle; il correspond &

1'état plan généralisé par substitution aux grandeurs (u,v) et
P g P

(ox, T

Comme

xy’ qy) de leur moyenne sur l'épaisseur de la plaque.
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il suffit de supprimer dans les résultats de la section 7.4.
les termes en (z2 -1/3 hz); La solution du probléme de 1'état

plan au sens restreint se présente sous la forme

w ot v = 32 { (3-W)F - (1+v) ¢F'+ B} (7.41)
ox‘+ oy + 1E w = 4(1+y) F' (7.42).
C - . = - TN ] 4
Oy oy 2i Txy 2(1fv);F + 2H (7.43)

L'analogie avec la structure de la solution du probléme de 1l'état
plan de déformation est maintenant évidente; il suffit de compa-

rer les équations (7.41) a (7.43) avec (7.25) a (7.27) pour voir

que les résultats se déduisent 1'un de l'autre moyennant les cor-
respondances E <+ E et v <> ;.Il ne faut cependant pas perdre

de vue que si g, = 0 dans 1'état plan de tension, tandis que

€, # O, cette situation est inversée dans 1'état plan de déforma-
tion. Les résultats (7.37) a (7.40) généralisent ceux obtenus par
"KOLOSOV et MUSHKELISHVILI; les termes en (22 - % h2) qu'ils con-

tiennent sont proportionnels au coefficient de Poisson et peuvent
donner des effets importants dans les régions 3 gradients élevés

de F' pour les déplacements, ou F" pour les tensions.
. P P P

La détermination des fonctions F et H est évidemment liée
aux conditions aux limites du probléme. On distingue en” général
le cas ol les tractions de surface sont spécifiées sur les fron-
tiéres, ou premier probléme fondamental, du cas ol les déplacements
sont spécifiés, appelé second probléme fondamental.

Quand le domaine s'étend 3 1l'infini, il est indispensable de spé-
cifier le comportement du tenseur des tensions & 1'infini et éven-
tuellement la rotation matérielle et la résultante des forces

extérieures appliquées.
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7.6. La fonction d'Airy

Soit O i'origine et P(x,y) un point quelconque de la
surface moyenne d'une plaque. Un phemin ¢y tracé de O vers P
dans la surface moyenne découpe un ruban cylindrique; de géné-
ratrices paralléles a l'axe 0z, dont nous considérons une des
faces, par exemple celle dont la normale extérieure est située

i . droite par rapport au sens du parcours.

| -
y P(x,y)
¢
AT xy
/ // —_—
/
—lf————————
Cl ITyx -
%
0 +°y

Avec 0 comme centre de réduction, la résultante des trac-
tions de surface sur cette face de ruban comporte : les compo-

santes d'une somme vectorielle par unité d'épaisseur

X = [ o_ dy - T dx Y = [ T dy - o_ dx
1 c; X yx ¢y Tey XY y

(7.44)

et un moment par rapport 3 l'axe Oz L

~M°1 = fc1 (x Txy f y ox)dy - (x °y -y Tyx) dx.

(7.45)
Si 1la plaque est 3 connexion linéaire simple, tout autre chemin

¢, tracé de O vers P dans le milieu est réconciliable avec le

premier (section 5.2) ou, ce qui revient au méme, l'ensemble des
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deux chemins. forme un circuit fermé réductible. En 1'absence
de forces de volume et de tractions de surface sur les faces
z = + h 1'équilibre de la portion de plaque intérieure au

circuit fermé se traduira par

car la normale extérieure subit un changement d'orientation
par rapport au sens du parcours de O vers P quand on passe
d'un chemin a2 1'autre. Ces relations expriment que les gran-
deurs (7.44) et (7.45) sont indépendantes du chemin parcouru
de 0 vers P(x,y). Les intégrands sont donc des différentielles
exactes de fonctions a valeur unique (monodromes).

Ainsi pour (7.44)

o dy - Tyx dx = dX Txy dy - oy dx = dY (7.46)

ou, de fagon équivalente,
X X Y 2Y

Ty 3y ° Tyx 9x ’ 'xy 3y °? oy aIx (7.47)
En ce qui concerne (7.45)

(x Txy -y ox)dy - (x oy -y tyx)dx = dM
et, si nous y substituons les formules (7.47),

. y
oY Y X X '

X (ay dy + % dx) y (3; dy + % dx) x dY - y dX dM

¢=M-xY +yX (7.48)
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ceci s'écrit encore
d¢ = d(M - xY + yX) = X dy - Y dx (7.49)

et est équivalent aux relations

3 ? ' | g
X = 33 Y = - 33 (7.50)

Elles transforment les formules (7.47) comme suit

2 S 2 2
o = 2.8 L 9 ¢ o, = 24 (7.51)
3y y y X3y Y oax

La fonction ¢(x,y) est connue sous le nom de fonction d'AIRY;
de par sa construction elle doit assurer le respect des équations

d'équilibre sans force de volume

aox 9T . arx o0

yx _ Yy J = .
ox * oy 0 ox * 9y 0 (7'52),

ce qui est de vérification immédiate. De plus, la méthode
suivie fournit une interprétation physique de cette fonction
et de ses dérivées partielles.

Intégrant les formules (7.46) de O 3 P, il vient d'abord pour

la somme vectorielle des tractions de surfaces

= - na'— M
X, = X(x,y) - X(0,0) gf N

-

(7.53)

Xp = Y(x,y) - ¥ (6’0);2 - %f + (%%);

Ensuite l'intégration de (7.49) donne pour le moment par rapport

d l'origine Mo'
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$(x,y) - #0,0) = M_ - xY(x,y) + yX(x,y)

) 3
ou M, = ) - (0,00 - x T -y o4 (7.54)

soit encore pour le moment par rapport au point P

MP = Mo - x YP + y XP = #(x,y) - ¢0,0) - x (%ﬁbo -y (%%)o

(7.54)"

Les &quations (7.51) montrent que le champ des tensions n'est
pas altéré quand on ajoute d la fonction d'Airy une forme liné-

aire arbitraire

o + Bx + yy
dont les coefficients peuvent &tre ajustés de fagon 3 donner
4 la fonction d'Airy et 4 ses dérivées partielles des valeurs
arbitrairement choisies en un point arbitrairement choisi.
Il est donc loisible de prendre ¢ et ses dérivées partielles

nulles 3 1'origine, auquel cas on aura plus simplement

= 3¢ = - 99 =
XP 5y YP ™ _MP ¢ (7.55)
Nous appelerons parfois a, B et y ou leurs équivalents en

coordonnées polaires les paramétres: improductifs de la fonction
d'Airy.

Quand la plaque contient des cavités, c'est-d-dire quand
elle représente un domaine & connexion linéaire multiple, la
fonction d'Airy et ses dérivées partielles premiéres peuvent

€tre polydromes;
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L'équilibre d'une portion de plaque délimitée par un circuit

fermé irréductible exige
6 dX + X =0 $ dY + Y = O 6 dM + M, =0

oli les intégrales sont les éléments de réduction & l'origine
de la résultante des tractions de surface appliquées le long
du circuit fermé et (i, §, ﬁ,) ceux des charges appliquées le
long des bords des cavités entourées. Il vient alors par (7.50)
pbur le saut que subissent les dérivées partielles de la fonc-

tion d'Airy en parcourant une fois le circuit fermé

A‘%f -9 d %f - -3 A %f>= ¢ d %f = ¥ (7.56)

La formule (7.49) permet le méme calcul pour la polydromie de

la fonction d'Airy elle-méme

%
Ap=¢ d¢= ¢ dM + ¢ d (yX - xY) = - ﬁ°'+ A(yX - xY)
soit finalement

Ag=<-M -y X+xY=-M(x,y) ' (7.57)

ol (x,y) est un point arbitrairement choisi du contour et
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ﬁ(x,y) le moment des forces de cavité par rapport a ce point..

La fonction d'Airy et ses dérivées premiéres restent donc mono-
dromes si les cavités ne sont pas chargées ou, plus généralement,
si les charges appliquées sont, pour chaque caﬁité, statiquement

-~

équivalentes a zéro.

7.7. Représentation complexe de la fonctiorn d'Airy

La fonction d'Airy a les dimensions d'un moment de force
par unité ‘d'épaisseur. Elle doit également pouvoir €tre exprimée
da partir des fonctions F(z) et H(Z) quand le milieu est isotrope.

Nous obtenons en comparant (7.51) avec (7.42) et (7.43)

o * o, = VE¢ = 03¢ = 2(1+v)(F' + T") (7.58)
2 2 2

o, -0, - 2i1T = 3—% - 3—% v 2i 20

x y Y oay® ax Ixdy

= - aa(b = - 2(1"'\’)-?.;- F" + 2 H"
(7.59)

Intégrons une premiére fois cette derniére équation

3¢ = (l+v) T F' - H' + K

oi K(z) est une nouvelle foh;tion éhalytique inconnue.

Prenons la relation complexe conjuguée
3¢ = (1+v) ¢ F' - H' + K

et appliquons-lui l'opérateur 3
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a}"‘; = 2(1+v) F' + 2 K'
C?mparant avec (7.58) on voit que K' = (l+v) F' et par conséquent
9¢ = (l+v) [F' + (1+v).F - n' (7.60)

et une derniére intégration livre

+ — — —
b= 2 @TF + ) - 3 () (7.61)
Cette expressibn ne dépend en fait que des deux fonctions ana-
lytiques (1+v) F(r) et H(r); pour les cas des tensions planes
generallselle méme procédé d'intégration donne un terme supp1e~
mentaire d' effet tridimensionnel
1+

¢ -.—53 (ZF + ¢F) - v (z2 - % n2) (' + F') - % (H + H) (7.62)

Pour le cas des déformations planes il conduit de nouveau i

(7.61) avec ; au lieu de v .

Par référence 4 (7.11) on en conclut que la fonction d'Airy

est toujours biharmonique. Ceci est d'ailleurs une conséquencé
directe des équations de Beltrami-Michell. En effet, on sait que
le premier invariant o, * Gy + o, est une fonction harmonique en
(x,y,z). D'autre part, dans le probléme de 1'état plan de déforma-
tion, on obtient de (7.16) et du fait que les tensions sont indé-

pendantes de z

2 2 :
(3—5 + i—f)(ox + g ) = Vz(ox + 0. ) = V2 V2 ¢ =0
ax dy y T yoo

La méme conclusion découle, dans le cas des tensions planes
généralisé, du fait que o, = 0 et que
2
9
0z

(ox + oy) = 0 .
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7.8, Coordonnées polaires

La représentation complexe permet un passage aisé des
coordonnées cartésiennes (x,y) aux coordonnées polaires.(r,é).
Avant d'effectuer ce passage, il parait utile de formuler au
préalable les équations fondamentales : cinématiques, statiques

et constitutives a partir des principes de base.
o :

r
, Trz
Tre
Ur T
wA "ez
“e/\\r | /"e
\

Ecrivons pour un é€lément dont les coordonnées sont comprises
entre r et r + dr, 6 et 6 + d06 , z et z + dz, le travail
virtuel effectué par les tensions. Conformément au principe

de linéarisation géométrique, ce calcul est effectué a partir

de la configuration de référence; il vient ainsi

) | .
5T { r do dz (o 6ur + LI Gue + Ty sw) } dr
]

5o { dr d=z (1 ur + o, Gue * Te, Sw) } de

) _

Y { rde dr (T ur + T8 6u6 + o, dw } dz

Ce calcul tridimensionnel, basé en fait sur un systéme de
coordonnées cylindriques (r,6,z), se réduit a un calcul en
coordonnées polaires aussi bien dans le cas des déformations

planes d'un milieu isotrope oi, selon (7.12) et (7.13),
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dw = O T = cos80 T + sin® T
rz Xz yz

t
o

m
o

T = - ginf T + cos0 T
0z XZ yz

que dans le cas de 1'état de tension plan ol l'on dispose

de (7.28). Dans les deux cas ne subsistent que les termes

su’) + 2—('r du  + ¢

["‘(r°5“r+rrre 6 20 Tor °Yr 6

ue)]dr de dz
d | VR y 3 s . }
Re [ 5T { r(or i 'tre)é(ur + 1 ue)} + ae{‘Ter 100)6(ur+1ue)]4r§edu

Divisant cette expression par le volume rd® dr dz de 1'élément

et ajoutant le travail virtuel des forces de masse, l'accroisse-

ment d'énergie par unité de volume initial devient

W = Re [ ey F? { r(o -i L )6(u +iu ) }+ ; 33{(1 r—ioe)é(ur+iue)}

* oo (g, — igg)é(u +iug) ] (7.63)

Les équations d'équilibre s'obtiennent, comme dans le cas gémnéral,
en exprimant la nullité de l'accroissement d'énergie dans un
changement de configuration compatible avec un élément rigide.
Une translation de 1'élément s'exprimera par exemple sous la
forme

. -ie6 .. ,

6(ur + 1ue) = e §(u +71iv) _

ol 6u et 8v sont deux constantes arbitraires. Annuler 1l'accrois-
sement d'énergie revient dans ces conditions 3 annuler la partie

réelle de
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g -17

-10 Y r ro 9 . . . i .
e §(u+iv) [ ——— *+ 37 (o ltre) T (tq, icy)
1 8 . .
* 1 e (Tormivg) + o (g migg) ]

(7.64)

Cependant, comme le facteur devant le crochet est une grandeur
complexe arbitraire, la partie réelle et la partie imaginaire
du crochet doivent @tre nulles séparément. Ceci fournit les

équations d'équilibre de translation

90 g _ -0 ot
r r 6 1 6r
ar T r YT 0 Yt P8 =0
(7.65)
®Tre , Tro * Tor 1 %% o
or r r 90 po ge

Dans le développement de 1'expression (7.63) un certain nombre
de termes disparaissent maintenant en vertu de la nullité du

crochet de (7.64); il reste

9

' i . . . .
W Re [ < (Ter 106)6(ur+1ue)+(or—lrre) g;(éur + 16ue)
+ (t,_=-io,) 1 i—(&u +ifu,) ] | "(7.66)
er 07 r 96 r 0 :

Considérons alors le mode de rotation infinitésimale de

1'élément rigide, caractérisé par
g ’ P

du_ =0 ' . 8u, =r 8a
r 0

Comme l'accroissement d'énergie est encore nul, il vient en

-~

égalant & zéro le coefficient de la constante arbitraire éda
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—x o+t =0 ‘ ' (7.67)

qui est l'équation d'équilibre de rotation.

Mettons maintenant (7.66) sous la forme canonique

W = 0. GGr + Tro SYre + 9 660 | (7.68)

il vient par identification dee coefficients de 0.5 T.g €t Oy

les relations cinématiques

ou
€ T 3r
u Ju Ju
- -0, 84+ 1
Yro r T aT r 26 (7.69)
ur 1 aue
€ B e o — —
0 r r o

Si la densité d'énergie W est connue en fonction des déformations
(er > Ypg ° ee), 1'expression (7.68) est équivalente aux équations

constitutives générales

L3

W ' oW oW
= T = o,= — (7.70).
r o€ rQ ayre 6 aee

Les équations constitutives linéarisées et sans tension initiale

dépendent des formes quadratiques suivantes :

NN
()
[

) 1, 2 2,2 2
i) W= 7 K (er+ee) +G{-§(er + €

- +
0 eree)

Yro
pour 1'état de déformation plane en milieu isotrope.
Elle dérive de la forme générale (5.67) par calcul des

invariants I, et - T,, compte tenu du fait que-le tenseur

des déformations peut étre présenté sous la forme



1
€r 2 Yre 0
1 .
2 Yre ©o 9
0 0 0

- -+ > >
dans le systéme d'axes localement orthogonaux, e_, e e .
. * Tr 0’ "z

Avec les modules de Lamé, on obtient des formules simples

o, = A (er + ee) + 2p €

0y = A (er + ee) + 2y e
/
Tro = ¥ Yro

0

On observera que la relation

+

o, = \ (or oe)
ne peut pas €tre obtenue par voie énergétique, cette
tension n'effectuant aucun travail virtuel tant que 1l'on
maintient w = O,

.. 1 2 2 2 1 2

- + + : + = G

ii) W=35E (e €q 2ve €g) 7 C Yo
pour le probléme des tensions planes. Ceci s'obtient le
plus facilement en particularisant les équations de Hooke

—

selon les hypothéses (7.28)

Gy = Tre

rb

Quand ces équations sont résolues par rapport aux tensions

et substituées dans la formule de Clapeyron
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€ )

!
We=3 (o e +o0g €9+ T 4 Yy

r r )
il en résulte 1l'expression donnée.
C'est ici le résultat

~

= - +
€, \ (er ee)
qui ne peut &étre obtenu par voie énergétique. Il est une

conséquence directe de la loi de Hooke

E e, =-v (or'+ oe).
!

Les éduations d'équilibre (7.65), sans les forces de volume,
peuvent &étre, comme dans le cas de coordonnées cartésiennes, sa-
tisfaites par l'usage d'une fonction d'Airy. Calculons le travail
virtuel des tractions de surface sur un contour fermé (&paisseur

unité)

) (o, Su + Tro fu  + o

Gpe)rdea- (

Gue)dr

Tor 8

= Re } rdo (or - i'rre)&(ur + iue) - dr ('rer - ioe)G(ur+iue)

En 1'absence de forces de volume et si le contour n'entoure
aucune cavité chargée, ce travail virtuel doit €tre nul quand
les déplacemeﬁts représentent un déplacement de translation de

1'élément.
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Donc pour
v . ~i0 .
du_ + ifu_ = e (6u + 16v)
r 0
on doit avoir

—i-e - - - . =
§ e { (Or_ltre)rde (Ter 1oe)dr } 0

L'intégrale doit €tre celle de 1la différentielle exacte d'une

fonction monodrome. Posons donc
e"10 { (6 -it_)rde - (1. -ic,)dr } = d{e 19(a+iB)}
r ro . or 0

f
Il en résulte

ulé. ' :——a_l}.
ro, "% * B TTro 50 T A
. = - 24 . s = 2B
or or 0 or

L'équation d'équilibre (7.67) demande alors

A, 2A _13B_ o o o 3 (ray = 2B
r P or Tt 0 soit 5 (TA) 0
et cette é&quation est satisfaite en prenant
- 29 - 29
rh = 30 - BTy
: _ .
I1 vient finalement
. . ) .
U»:————-M +—-a-i
r 2 2 r dr
r 26
2 |
o, = 2% - (7.71)
0 2
or
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L'état de tension dans la base localement orthogonale
-+ >
e

-+ ~
er » €9 ez se présente sous la forme

0r Tre 0
Ter oe 0
0 (4] o,

o, tant nulle mais les autres tensions étant éventuellement
fonctions de z dans le probléme des tensions planes généralisé.
!
Dans le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées
polaires (cylindriques) les transformations tensorielles
2

2 . . . '
o, cos @ oy + sin 0 oy + g sin6 cosH Txy

2 2 .
o. = 8in 0 04 + cos 6 °y 2 sin® cosod Txy (7.72)

2 . 2 o
T (cos”® sin e)-rx + (0y ox)31ne cos®

ro y

peuvent €tre résumées comme Suit

o +'oe =g+ o0 : (7.73)
. . 10, .

o. -0, - 2i1_, =e (ox-oy-Zl T..) (7.74)

Par ailleurs

uo+iug = e (uiv) | (7.75)
Ces relations permettent de transformer immédiatement les
structures cartésiennes des solutions des problémes plans

dans leur structure polaire :
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""i.e ~ ~
i) u o+ iu, = S { (3=v)F-(1+v)gF' + H'}
r 0 2 ¢ ”

. - = -~ ]
0. + % + 1 E w 4(1+v2 F

(7.76)

e219 { -2(1"'\))—{;-1?" + 2H"}

o, ~ oe - 211're =

pour le probléme des déformations planes; la fonction
d'Airy restant donnée par l'expression (7.61) avec v

remplacé par v .
/

e”i6 = 2 1.2.=, =
i1 u, + dug = =e—{(3-v)F~(1+v)gF'+ 2v(z" - h")F" + H'}
o, + 0y + i E u = 4(1+v) F'
- - 1 ™ 21{6 - FE" 2.. _]; 2 A1R] "
Oy T %% 217:9 e {~2(1+v)gF"+4v (2"~ Fh)F""+20"}
W= - -2—2’;—?- Re F'

pour le probléme des tensions planes généralisé; la

fonction d'Airy restant donnée par (7.62).

Dans ces solutions, il y a lieu de mettre la variable complexe

elle-méme sous la forme polaire ' S

= x + iy = re*® - (7.78).
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7.9. Applications en coordonnées cartésiennes

Nous nous référons a 1'étroite parenté entre les divers
états plans pour ne considérer ici que le cas des tensions
planes, au sens restreint, et examinons les contributions aux
tensions et déplacements de fonction polynomiales de la variable
x + iy. Prenons d'abord les solutiens polynomiales engendrées

par la fonction F et soit

. o m
(1+v)F 2.(am + ib ) (x + iy)

Comme l'indique le résultat général (7.39), ces solutions mettent

en jeu un champ de changements de volume

Ju v 1-v
T ay - E (Ox *9y)

et un champ de rotations matérielles w des particules; l'ensemble
étant encore 3 combiner avec des glissements pour satisfaire &
l'existence d'un champ“de déplacements.

dn trouve

. ' 2
o, = 2a1 + 2a2x - 6b2y + Re_g [ m(am + 1bm) {_(3-m)x

- (1+m)y2 + 4ixy } (x+iy)® 73 ]

: . 2
oy = 231 + 6a2x - 2b2y + Re g [ m(am + me) { (1+m)x

_

¥ (m=3)y2 + 4ixy } (x+iy)™ 2] (7.78)

y + 2b,x + Im £ [ m(m-1) (a_ + ibm)(~x2+y2)(x+iy)m-3 ]

T = - 2a
. ‘ 3

Xy 2 2

' . 2, 2 . -1
¢$ = a x + by + Re f [ (am + 1bm)(x +y )(x+1y)m ]

al(x+iy) + L bl(—y + ix)

2G(u+iv) = %{% (a_+ib )+2 T+v

1+v

~ i : AT 2. 2., . -2
+, §[§+:(am+1bm)(x+1y)m_m(am-1bm)(x +y2) (x=iy)™ % ]
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Les coeffj.cients'ao et bo ne font intervenir que des déplace-
ments de translation et font aussi partie des termes improductifs
de la fonction d'Airy. Le coefficient b1 est responsable du-

petit déplacement rigide de rotation.

—— e e mmm bam e e mee e e’ e eee o o

I1 est représenté paf les termes associés au coefficient aj.
Toutes les directions du plan scnt principales pour les états
de déformation et de tension. Cette situation se présente
(pour un rayon de courbure tendant vers l'infini) dans un réser-

voir sphérique & paroi mince soumis 3 pression interne.

Le gradient dans la direction Ox est associé aux termes en aq,
dans la direction Oy aux termes en b2. Le champ des déplacements

devient déja relativement complexe.

Les solutions engendrées par la fonction H sont plus simples.
Elles sont caractérisées par la nullité du premier invariant

de 1'état de tension et de la rotation

et ne comportent que des mécanismes de distortion par glissement.

Pour

' = . . m 2
H ﬁ (pm + 1qm)(x + 1y}

on trouve

. _ . .. m-1
p T Aty T I My ¢ da) (x4 i)
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- |-
y y
U s
L T |
- S i 'i ™ x
: _ | |
I B
LI oy = a, Ty = 0 Eu = 2(1—v)a1x
Ev = 2(1~v)a1y
. .
v
| v \
, ' \ v = 1/3 \
— \ \
—
— |
‘ . -
L X :
\[\l\l 0 _=2a,x Eu = a2(1—3v)x2—a2(5+v)y2
o =6a,x Ev = 2(3-v)a2xy
N Txy--2a2y
| |
y )
| y I
- - . e e —— " -
. N X
' / ' _ v = 1/3 \
N \
o A
/A _———o\ —— —
pal > o= T
v]:lj_J—I—LJ—J-LL Eu = -2(3 v)b 2 XY
o, = ~6b, oy = -2b .y Ev = b,(5¢+ v)x2 b (1-3v)y?
Txy ='2b2x



258,

. ' Pptidy. . m+l
¢ = - Re H = - p_i'— Re ¥ [ _ETT_E (x+1y)m ]
o

2G(u+iv) = g (pm—iqm)(x-iy)m
o A

Les solutions dues & un coefficient q, sont étroitement appa-
rentées 3 celles d'un coefficient Ppe
Si u(x,y), v(x,y), o_(x,y), 1. _(x,y) dénotent les champs

©° [J oX oxy ’

associés 3 un coefficient P,» Ceux associés au coefficient q,

leur sont 1iés par

u v o | Txy
m=0,4,8... X(y,-x) —B(y,-x) gx(y,*x} 3xy(y,‘x)
m=1,5,9... ~3(y,-x) —X(y,-x)' Exy(y’-x) -gx(y,-X)
m=2,6,10... -Z(y,-x) : E(y,-x) -gx(y,—X) | —Exy(y’—x)
m=3,f,11... E(y,-x) X(y,-f) -Ixy(y’—x) gx(y,'x)

Les termes associés & P, et q  sont de simples translations;
avec p_, ils forment la partie improductive de la fonction

d'Airy.

La solution associée & P, est un cisaillement pur uniforme
tel que vu dans un repére aligné sur les directions principales.
Celle associée 2 qq présente le méme cas dans un repére analogue,
pour le cas plan, au repére octaédral; c'est-id-dire tourné de

45° par rapport au premier.
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D. Accroissement linéaire d'une tension normale

— emn emm e et e n e e e e e e e b e e ovem G emen e

Les cas associés a P, et q, montrent l'effet d'un flux de
cisaillement constant sur 1° accro1ssement linéaire d'une des
tensions normales, combiné a une flexion transversale.

Des solutions simples sont obtenues par combinaison des solutions
dues 3 F et H. Ainsi, on peut se proposer de rechercher celles
pour lesqueiles 0. = 0. On voit facielement que cette hypothése

est réalisée pour

et que tous, les autres coefficients doivent &tre nuls. La solu-
tion de cisaillement pur due 3 4 fait partie de cette catégorie,

ainsi que :

E. Extension simple

Q
n
IS
4]
Q
m
o
A
m

0 Eu=4a1x Ev=-4va1y

F. Flexion pure

' . - - L ; oL 2_.2
Oy 8b2y. oy =0 Txy =0 Eu = 8b2xy Ev = 2(1 v)bz(x y7)
G. Shear Lag : . o

o, = 8a2x ‘ Txyj= - 8a2y . oy =0

2 2
Eu = 4a2[x =(2+v)y“] Ev = - 8va2xy
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I1 s'agit d'une mise en charge longitudinale par tensions
tangentielles appliquées sur les bords d'une -plaque rectangulaire.
La solution trouvée donne une tension normale uniforme dans une
section x = constante mais un gauchissement important de la sec~
tion droite. Quand le gauchissement est empécﬁé, comme au voisi-
nage d'un encastrement parfait, c'est la distribution des tensions
normales qui comporte une déficience parabolique, phénoméne connu
dans la littérature anglo-saxonne sous le.vocable de shear-lag.

I1 sera analysé plus tard a l'aide d'approximations variationnelles.

Combinant les termes en q, et b3 par la relation q1=12b3h2,
de telle fagon que la tension tangentielle s'annule pour y=+ h,

on trouve la flexion par effort tranchant

2)' c. =0

- = 2_
o 24 b3xy T -12b3(y h y

X Xy
a8 laquelle on peut faire correspondre (toujours a un mode rigide

prés) les déplacements -

: 2 2 2
Eu = 4 b3y [ (2+v)y” - 3 h ] - 12 b3x y

2"'3\))'2]

) .
Ev = 4 b3x [ x* - 3 h
On observera de nouveau le gauchissement des sections x = cons-
tante. Cette solution coincide évidemment avec celle du champ
principal de. flexion de la barre de section rectangulaire

discutée en 6.18.H. -

e e e S e T e T N —_— w— — —

iegelles

La répartition des tensions normales en flexion montre
l'efficacité des fibres extrémes dans leur contribution au
moment  fléchissant. Une poutre de flexion efficiente est donc
constituée de deux concentrations de fibres extrémes, les se-

melles, tenues a distance par une ame d'épaissecur relativement
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faible, dont une autre fonction trés importante est de transmettre
les efforts tranchants. Une analyse de premiére approximation de
ce type de poutre consiste 3 la considérer comme une tdle en état
pltan de tension (1'd@me) soumise & des conditions aux limites par-
ticuliéres en y = + h. On admettra qu'une semelle, de section A,
est en état de tensionm ou compression uniaxiale uniforme. Si N

est l'effort total dans la semelle, positif en cas de traction

2 2
N . = - =9 ¢ _ 39 =
A E €y Oy Y oy 2 v y h

La seconde &égalité exprime 1'égalité entre l'allongement de la
semelle et celui du bord de 1'dme auquel elle est rattachée;
c'est une cgndition de compatibilité des déformations.

Il y a d'autre part une condition d'équilibre longitudinal de

la semelle

N ™ ri AJ N+dN
T xy
B dx
| bl }
dN 82
___—.:t-l- =—t.__.L.
dx Xy IxXay

oii t est 1'épaisseur de 1'dme.
L'élimination de l'effort normal fournit la condition aux limites

pour la fonction d'Airy
q 02y 824 - 52
= [ a (;;% - v ;;%) 1 + ¢ 3;%§ =0 pour y =onh

Cette condition peut &tre intégrée une fois en x et devient



263.

2 2
A(.u— v ?—i) + t .'ai= 0 . y. = h
3y2 ax2 ‘ oy

cé qui fixe le terme en yy de la ‘partie indéterminée de la
fonction d'Airy. Dans une poutre symétrique en flexion la
fonction d'Airy est impaire en y et il en est alors de méme
du terme en A de la condition aux limites. On observera que
pbur 1'équilibre de la semelle infétieure~(yl= -h) le second
terme doit maintenant @tre retranché.ce qui assure aussi le
caractére impair du second terme.

Nous inspirant du cas sans semelles, nous essayons pour la
flexion de de Saint-Venant de la poutre une fonction d'Airy

du type |

2

¢ = y(g(x) + Lz £(x))
h

Cette fonction doit &tre biharmonique pour assurer la compati-

bilité des déplacements

4 4 - 4

3
Cgr2 33—+ 2=yl LTV, 22 yem -0
ox 9y 9x oy h h
Introduisant l'opérateur D = h %;
ceci se traduit par les deux conditions
(a) p% = o D4g + 12 p%¢ = 0 (b)
. ’/'
La condition aux limites en y = h
A(% f-vhg" -vhi£") +tg+3¢tf=0
devient, par introduction du paramétre 3Ame-semelle m = %h s

3(2fm)f -V sz + mg - v ng =0 (c)
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~

Appliquant & cette relation l'opérateur D2 et tenant compte des

conditions précédentes (a) et  (b)
2 2
3(2+m+4v)D"f + m D"g = O (d)

Une nouvelle application de D2 donne alors successivement

4 . - .
D'g = 0 a4 cause de (a), puis sz = 0 3 cause de (b), puis
ng = 0 3 cause‘de (d). Finalement, f et g sont toutes deux

des fonctions linéaires, liées par (c), c'est-a-dire
3(2+m)f = - mg _ (e)

et g = 2—1 = 0
y 9xX '

-~

ce qui correspond 3 la condition de de Saint-Venant.

La fonction linéaire f(x) est liée au moment fléchissant; de
o = .a_% = .6_1 f N = A(o’x) = .g_A f
ay’ h™ y=h

on trouve pour moment fléchissant

h
M = 2Nh + t I oxydy = 4A(3+m)f
-h

La distribution de la tension tangentielle est

et 1'effort tranchant

: h
= = .-3_ L LI Q.M_
T t I- T ydy 4th(1+m)f 4A(3+m)f Ix

h X
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— oo e e o w—— — eme ey e e men e e m— — — e e e e em— e e

I1 suffit d'ajouter 3 la fonction d'Airy un terme en y5 pour
développer une solution ol la poutre peut recevoir une charge
transversale distribuée, susceptible de varier linéairement.
Les calculs seront conduits comme précédemment.

2 4

¢ =y [ g(x) + fi £(x) + iz p(x) ]

Conditions pour que ¢ soit biharmonique

120 p + 12 D2f + D4g = 0 (a)
40 sz + s =0 : (b)
D4p = 0 ‘ (c)
dont on tire les conclusions temporaires D6£ =0 D8g =0 .

Condition aux limites due a4 la présence de la semelle :

2

3(2+4m)£ + 5(4+m)p + mg - v(d’g + D’ + D7p) = 0 (d)

En lui appliquant l'opérateur D6, on trouve D6g = 0,

Appliquant alors D2 a (a)

10 p%p + %t = 0

qui, eu égard a3 (b), donne maintenant

'sz =0 : Daf = 0
. . 4 ‘ ‘ 4
Ceci permet en appliquant D & (d) de trouver D'g =0 .
Les équations (a) et (b) sont trivialement satisfaites et (a)
se réduit a

10 p + D2E = 0 . (e).
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Par application de D2, (d) se transforme en

3(2+m) D’f + m ng = 0 (£).

Le remplacement de p et de ng au profit de‘sz dans (d) permet

finalement d'exprimer g en fonction de f et de sa dérivée seconde,

f étant un polynOme général du troisiéme degré :

=3 (24 1, 2(-v) _ 6y, ;2
g = -3 (m + 1)f + (2 = mz) D°E (g).

Le calcul des tensions livre notamment

2 3 3
o =-§——%=Z—2-D2g+—3’7;D2f=[ZT-B(I%-H)X—Z-]DZf
Y oax h h h h

et la charge appliquée transversalement 4 la semelle supérieure
(y = h) est

Py t(oy) _ h(2+m)Df .

y=h
La méme charge est évidemment éppliquée sur la semelle inférieure
(y = - h). Cette charge peut 8tre lindairement variable avec x et

sa donnée définit les coefficients du polynOme du premier degré

sz. Si, par exemple, cette charge était nulle, on serait ramené

au cas 7.9.1. Ensuite

"oy h h h h

-
-

et la charge répartie induit une distribution des tensions nor-

males qui n'est plus proportionnelle & la distance a la fibre

neutre. Avec

: : 2A 3 2
N = Ao, voy)y=h=-ﬁ—-|—_3f {1-v(@+2) )} ]

il est possible d'exprimer le moment fléchissant
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¢ h
M = 2Nh + t I . ydy = 4ht(f -
d - h X

1

§D2f) + 48 [ 3f- { 1- (1+%) } pls ]

= 4aGm)f - 44 [ 1+ 2 - vasd) T %
Si donc D2f est connu de par les charges appliquées, la connais-

sance du moment fléchissant détermine entiérement la fonction f.

Il vient encore

2 2 4
T =—a_¢_=-g'—3y_‘f'-5LP'
Xy 0xX0y 2 4
h™. h
3 2 y2 1 b(1-v)  12v _ y 3
=4 Latt -5 1ot - x4 7 " g ]
| h m h
T = ¢t " t. dy = 4eC+1)DE - 4e(E + L - Ya+dyp3e - 48
-n XY v m 7 ) m m m dx
Enfin, .
dT 4t .3 N a2
= . (E + 1) D°f = 2 py

~

Ce calcul est un contrdle destiné & vérifier 1'exactitude des
équations d'équilibre global de la poutre qui sont une consé-
quence obligatoire de 1'équilibre détaillé de chaque élément.

Le cas oll la charge transversale est appliquée a une seule
semelle peut &tre traité en superposant 4 la solution précédente
une solution comportant des charges qui s'opposent et qui dépend

d'une fonction d'Airy développée en puissances paires de y.
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7.10. Applications en coordonnées polaires

Nous nous réservons un champ d'application trés étendu en
étudiant la solution générale du, probléme de l'&tat plan pour un
domaine contenant un anneau circulaire centré & l'origine. Nous
demandons que les tensions y prennent une valeur unique, ce qui
implique que les fonction H", F" et ReF' soient analytiques dans
l'anneau. Le théoré&me de Laurent nous assure alors de l'existence

de développements convergents dans 1l'anneau du type

+o , n
L(p, + iq) ¢

- CO
pour H" et F". Aprés une double intégration, nous &crirons
00

Ho= (y+i6)g(ang-1)+(a+ip) g + I (o +iB )g"

- 00

(L+Vv)F = ng(&ng-1)+(A+ip)eng + I (Am+ium)cm

- 00

Le coefficient n est réel pour que ReF' ne soit pas multiforme.
Avec
i6 .
T = r e fng = 4n r + 1i6

nous obtenons alors les développements en coordonnées polaires

des déplacements et des tensions

2Gur = -ecose‘ﬁ + %E% u>+esine(-y { %E% A) |
+ nr(2 %%% fnr - %5%) +_2.%5% Alf + %_
+ coso [ al—l+y£nr - :;1 + i:ivxzrz + %E%(Ao+kznr) ]
. : : }
f siue.['-Bl-u-Blnr - ;1 - i:ivu2r2+ %%%(po+p£nr) ]
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L) ' A o
2-m-v(2+m) m+1 m-1,_ 2+m-v(2-m) "l-m _ -m
+ I cosmf [. 17 Am+1r .+mamr + Ty o m ——) ]
2 r r
. _ 2=-m=v(2+m) m+1_ m~-1, 2+m-v(2-m) “1-m -m
* L sinmé E 1+v um+1r mer + l+v m-1 tm m+1 ]
2 r r
' . 4 _ 3-v . 3-v ,, 4 _B
ZGue 1+\’n‘er+ecose( y+ 1+vA)+631ne(6+ 1+vu)-l- vy M1t =

Bol 56y 2 3-y

+cos9 E'-Bl+u-6£nr + 5 + TIU"Zr + 1+v(u°+u£nr) ]
r

! 5+v 2 3-v

. a —
+sine‘[.-al-k-y2nr - —§l + ==X, r° - (A *+rtnr) ]
' r

1+v™2 l+v°
© .
4+m+vym m+1 "m-1, 3-v "1-m B_
*peosmo [T una T w4 0 5o ¢ w iy ]
r : r
00
. b+m+vm m+1 m-1 3-v "1-m _ ~m
+ g s1nmo [~——T:;—Am+lr ma ¥ T+v m=1 )
¢ = BO + 6cos0(S-p)r + 6sin@(A+y)r
2, 2
+ n r (nr-1) + llr - oafnr - @,
_ 3 d-l
+ coso E Argnr + ) r + Azr. - yr(znr-l).- 5 T 9T j
. (7.79)

+ sine [ pranr + - 3+ s (enr-1) - E:l + B,r ]

s Hran "o? My r — 1
+ ; cosm@ [:A rm+2 - ‘rm + Al-m - a-m.]

: m+1 ™ . m-2 m

2 _ r r
‘+ ; { nmo E _ rm+2+ oo ul;m _ B ]

2 31§m Yo+l Bm rm-2 U
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- ' - o
o, n(2&nr-1) + 2A1 5
r
Iaty 2oy
+ cos#® (———l + 2\, ¢ + )
r 2 3
r
28
. 3u=§ _ -1
+ s5in6 (——?— 2u2r + r3 ) (7.80}
R . _ ) A
+ I cosmb [ -(m=-2) (m+1) A rmfm(m-l)a " -(m-1) (m+2) L
2 m+1 m r

o
+ m(m+1) -—E% ]
r

- ‘
. m m-2 ul-m
sinm6 [ (m-2)(m+1)um+1r -m(m-l)er -(m-1) (m+2) —:E—

N ™M

B-m
.4+m(m+1) YY) :I
r

B .
- B - - -1 . A-y
T :5 + cose(2u2r 2 r3 )+31ne(212r + - +2 -

%1

§+n
3)

A B u
m -m l1-m m-2
+ g cosmo [ m(m+l) (u . r'- —5)+m(n-1) (——= -_r" °) ]
r . r .
-(7.81)
- - Lo —2 Mo
+ g sinmé [:m(m+1)(Am+1r + —E%i)-m(m-l)(amrm + - mm) ]
./' r
P e )
9 n(22nr+l) + 2A1 + r2 o (7.82)
o ' B
) A=y -1 . +6 -1
+ cose(6A2r+ FI -2 r3 )+s1ne(—6u2r+ E?- -2 ;3—0
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© ‘ A
+ £ cosme [ (m+l) (m+2)A__ r™-m(m-1)a r™ 2+ (m-1) (n-2) —L10

2 m+1 . m -

. a—m
- m@m+l) -0 ]
r

> -2 Yi-
+ L sinme [ -(m+1l) (m+2)p__ r +m(m-1)B " “+(m-1)(m-2) =
.2 m+1° -oom : r

5.
- m(n+l) 55 ]
N . r

La premiére ligne des expressions trouvées pour les déplacements
met en éviance les termes polydromes. Ils sont conformes & la
théorie de Volterra car les différences entre les valeurs pour

0+271 et 0 éont
26Au_ = - 21co80(8 + 2= ) + 2msine (-y + 322 2)
r l1+v -y 1+v

8
1+v

(o 3-v . 3-v
2GAue nr + 2ncose( Yt Ty A) + 27sin® (§ + 1 W)

Or, selon la théorie générale, il faut pour un centre de réduc-

tion pris a8 l'origine

Au = Ap = yhuw ' Av = Aq + XAuw

\

c'est-a-dire

Aur = Ap cos6 + Aq sin@

J

Aug = - Apsin® + Aqcos6 + rAw

Par comparaison, il vient :
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n Ap = = %3'[(1+v)6+(3~v‘)u]

g = ZI[-(1+v)y+(3-v)1]

Les modes rigides de déplacement sont représentés par les
coefficients (al,el,ul). La polydrgmie de la fonction d'Airy
est, comme on 1'a vu, liée 3 la résultante des temnsions appli-
quées 3 l'intérieur de la cavité.

Si elle est nulle, on aura
B=0 6::“ Y'=-)‘

Quant aux termes improductifs de la fonction d'Airy, ce sont
ceux liés aux coefficients (ao,Ao,uo).

La méthode qui a €té suivie et qui est basée essentiellement

sur la représentation complexe de MUSHKELISHVILI-KOLOSOV a
l'avantage de fournir les déplacements aussi bien que les
tensions. Si ces derniéres seules sont prises en considération,
leur développement en série de Fourier peut &étre obtenu rapide-
ment de la fagon suivante. Si a_ et a, dénotent les composantes
respectivement radiale et tangentielle du gradient de la fonc-

tion d'Airy

= 99 = 1 3¢
ar or ae r 96

le Laplacien de la fonction d'Airy -sera

oa

V2¢ = div grad ¢ = % [-%;(ra ) + _;Q.J

r a0

soit, pour l'opérateur de Laplace en coordonnées polaires,

2

2 013 (23, ,Ll 8
v ‘r ar (x ar) * r2 2 (7.83)

90

Une fonction harmonique du type



273.
cosmd f(r) ou sinm6 f(r)

a donc sa fonction f£(r) gouvernée par l'équation différentielle

Nous obtenons donc pour solution générale quand m # O

faA et +pe™ o pA Mg ™ (7.84)

Nous savons d'autre part par la section 7.2. que le produit
d'une fonction harmonique par x2+y2=r2 fournit une fonction

bi-harmonique. Par conséquent, une fonction bi-harmonique du

type

cosmOf (r) ou sinm6f (r)

correspond a

-m 2 m

f(r) = A " + Br + 1 (Cr + D'r—m)

(7.85)
C'est bien la solution gé&nérale 3 quatre constantes arbitraires,
sauf pour les cas m=0 et m=1 ol on peut faire f£(r) = O par un
choix approprié de valeurs, non toutes nulles, des constantes.

Pour m = 0, la solution générale du cas harmonique est
f =A+Bt=A+3B2nr (harmonique m=0) (7.86)

et une fonction biharmonique ne dépendant que de r a donc pour

expression générale
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¢ = £ =A+ B nr + rZ(C + D 2n r) (biharmonique m=0) (7.87)

Enfin, pour m=1, la solution harmonique (7.84) est générale.

On peut alors se rappeler que, tou}ours selon les résultats
obtenus dans la section (7.2), on peut construire une fonction
bi-harmonique en multipliant une fonction harmonique par

X =71r cosf ouy =r sinf . C'est pér cons?quent en multipliant
une fonction harmonique de r seulement, telle que donnée par
(7.86), par r lui-méme qu'on pourra compléter la solution géné-
rale &'une fonction biharmonique du type cos6f(r) ou sin6f(r).
Le terme en D de (7.85) qui, pour m=1 ne se distingue pas du

terme en A, sera donc remplacé par un terme en r £n r :
[

£f(r) = Ar + % + C r3 + Dr nr (biharmonique m=1) (7.88)

Ces ‘résultats confirment la structure obtenue pour la partie

monodrome de la fonction d'Airy en (7.79).

A. Ouverture circulaire libre de charges appliquées_dans une

Soit r = a le bord de l'ouverture sur laquelle les tensions
o. et Tro doivent s'annuler. On peut exprimer cette propriété
plus simplement & partir de la fonction d'Airy elle-méme.
En effet, on sait qu'il est toujours possible d'annuler cette
fonction et ses dérivées premiéres en un point quelconque par
un choix judicieux des pafamétres improductifs. Si on choisit
un point de la circonférence r = ﬁ; la fonction d'Airy et ses
dérivées premiéres resteront nulles en vertu des propriétés
(7.55) puisque, en l1'absence de tractions de surfaces sur le
bord de l'ouverture, on aura partoutvxp=0-, Yp=0 et Mp=0.

On peut donc remplacer les conditions
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0. = 0 Teg = 0 pour 'r = a

par les conditions équivalentes
¢ = O 2 . 0 pour r = a

or

Elles conduisent aux liaisons suivantes entre coefficients
B::O u=6 A:—Y

ce qui rend ¢ monodrome comme il fallait s'y attendre,

2a0 = -azn+(1-2£na)0 2A1 = 27 + (1-22na)n
a
2 ’ 2 4
oy 2a Ayt 2yf&na a_y a’y = 1,a
2 2 4
81 uo+23 u, 284na 8_1 = -a " § + H,a
2m+2 2m
a_ m a Ape1 ¥ (m-1)a o
2m 2m-2
Aoen (m+1l)a A+ T oma o
Y m > 2
2m+2 2m
B_, = ma Mpep~(m-1) a™7g
2m 2m-2
“1em (m+1)a Yo+l ma Bm
- p

Avec la notation p = r/a cela conduit & la fonction d'Airy

2 ' . 2
1-p _ l-p
3 ) —a (&np + 7 )

¢ = naz(pzlnp +

1 | | (p2-1)2 . .3
+ (p - > - 2p4&np) (ycos6-§sinb)a + ———;———(Azcose-uzs1ne)a
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+ g [ pm+2_(m+1)p2—m+mp-m ] (Am+1cosmefum+1sinm9)am+2
(7.89)
® m 2-m | -m . . m
+ I [_p -mp +(m-1)p ] (amcosme-Bms1nt)a
2

Supposons maintenant que la frontiére extérieure du domaine
soit située dans toutes les directions a des distances r
beaucoup plus grandes que a. Nous supprimerons alors dans la
fonction d'Airy les termes qui donneraient lieu 3 des tensions

qui tendraient vers 1l'infini avec p . Ceci conduit 3 ne retenir

que les coefficients (a,y,&,az,sz). On trouve pour les tensions

2 I

= 2—%=a(1+-—) 2(;+——)(ycose §sing) - 2(1+ )a (a co0s20- 8231n29)
9p P p

azo
0

2 a3 L3y, 1L : ' - 23 ,,2 ; ‘
a T o 3p p 6 2( 3 p)(Yslne+6cos_e) 2(1+p2 p4)a (a231n29+32c0826

2
a20 =1 93¢ ., 123¢ _ a(l - ——) 2(- - l—)(ycose §5in@)
2 ae2 P 9p p

+ 2(1- fi + 2z)az(a2c0820—8281n20)

-

Les termes en y et § ne contribuent pas a8 1'état de tension
régnant a3 grande distance mais ils ne s'éteignenﬁ que lentement,
en fait comme p-l . Ils sont de plus associés 3 des déplacements
polydromes et représentent par conséquent des @états d'auto-tension
réguliers qui peuvent provenir de la fermeture de dislocations du
type Weingarten-Volterra. L'auto-tension en provenance de la fer-
meture d'une dislocation en Aw (terme en 1) est absente; elle in-
duirait des o, et g, se comportant 3 grande distance comme fnp .
Les tensions dues aux.termes restants s'iﬁterprétent a grande
distance, soit en coordonnées polaires, soit en coordonnées carté-

-~

siennes., On dispose a cet effet des relations
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ii)

277.

. , 2
.Oe +Or .ox+oy' ';-2-0.

-2i¢0

o - ay - 211'xy = (cr-oe-21tre)e = 4(a2+162)

Cas hydrostatique a, 82 = 0
a ' 1 = ¢ = = .a_-=
_ & grande dlstanqe o oy 0. Og = az o,
tandis qu'a distance finie
- R | ]
Uy = om(l + —7) 0. om(l —5) Trg = 0]

P - P

La perturbation de 1'&tat de tension hydrostatique i

. .. P -2 . . .
1'infini s'éteint comme p “. La tension principale

maximale est atteinte au bord de l'ouverture oi ce = 26@.
Cas du cisaillement pur a =0 a, =0
‘@ grande dlstapce Txy = —282 =T, o, = oy =0
6. = -t_ (1 + 3) sin2e0
2] © 4
p
4 3 . '
o, T, (1 — * _Z) sin26
p p
: 2 3
Tro L (1 + ;f ;Z) cos26

La perturbation sur o, s'éteint plus rapidement que les

e
autres mais elle est responsable au bord de l'ouverture

d'une tension principale localement maximale
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iii) Traction pure & 1'infini

ii)

@ ® ¢ 0 0 8 00 0 0 0 0 00 00000 000 0

Pour avoir d grande distance o, = 0, oy = 0 Txy =0
‘ 2
on prend 62 = 0 o_ = 4a2 =5 o
a
gﬁ = 1 (1 + l—)- 1 (1 + 2—) cos26
o 2 2 2 4
© (o] P
:IE = -1 (1 +.3— - 2—)vsin26
o 2 2 4 ’
w P P
—o—r = -]; (1 - -1——) + -]-'- (1 - L + 3_..) cos26
o 2 2 2 2 4
w p p p

La tension principale maximale locale est Oy = 30eo (6=+ %).
La question se pose de savoir a quel point la présence de
l'ouverture cause un risque de dépassement local de la
limite élastique. En adoptant le crité&re de TRESCA on est
amené 3 comparer entre elles la tension tangentielle maxi-
mum locale et celle régnant & grande distance. Leur rapport

sera le facteur de surtension. Il faut observer que, dans

le sens perpendiculaire & la plaque, o, = 0O est une des trois

tensions principales.

Cas hydrostatique

®© 0 0 00 000 00 0 000 0o

J

A grande distance la tension tangentielle maximum est % o

Localement (p=1), on a dw. Le facteur de surtension est 2.

Cas du cisaillement pur

® 0 0 0 0 0 0 00 00000 0000 e

A grande distance, on a T, 5 localement 27 _ . Le facteur

de surtension est 2.
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iii) Traction pure

@ 0 0 0 0600 0 0.0 0 0 0

2 2 o»
Le facteur de surtension en ici égal a 3.

A grande distahce, on a L o3 localement 3 o .
Le critére de Huber-Hencky-Von Mises conduit & des résultats
légérement différents. Selon (5.58) le critére peut s'écrire
2 2
* sz) <2 %

2 02 2 2 2
(ox gy) +(oy oz) +(oz.ox) +6(Txy + Tyz

Dans 1'état plan de tension, ceci se réduit a

Ce résultat mis sous la forme

2
e

3 ' . ‘ . 1 2

= - - - + — +

4(Ux o, erxy)(ox °y+2}Txy). 4(ox oy) < g
permet d'en déduire immédiatement l'expression en coordonnées

polaires

ce qui n'est d'ailleurs qu'une confirmation du fait que le
premier membre est un invariant cartésien. On peut alors cal-
culer par voie analytique son maximum local. La racine carrée
de son rapport avec sa valeur & l1l'infini sera le facteur de
surtension. Les calculs conduisent en définifive aux mémes

localisations des maxima dans chacun des cas étudiés.

i) - Hydrostatique

® 60 0 00 e 0 00 0 00

.

A grande diétancé oi + oi - ¢ = oi , localement 4 oi

facteur de surtension 2.



280,

ii) Cisaillement

. 2 2
A grande distance 31oo » localement 161°° ; facteur de
surtension ‘ '

4 = 2.3094

Y3

iii) Traction pure

e 00 e 00000000

A grande distance ui » localement 9 0: s facteur 3.

B. Dislocation de Volterra de 1'anneau 01rculalre

e e mee emm e tee e G S G e mew e Gme  ew e mem e e e m—

Le domaine est un anneau circulaire d'épaisseur t bordé par
les circonférences r = a et r = b, libres de charges appliquées.
On peut utiliser la fonction d'Airy (7.89) qui assure déji la
nullité de o. et en r = a. Pour obtenir la méme nullité en

ro )
r = b, rajoutons la forme improductive

m+ p (n cos6 + p sind)

de facon d lui permettre & nouveau d'€@tre nulle ainsi que ses
dérivées premiéres pour r = b ou p = b/a = B (la confusion avec

1'ancien coefficient B n'est pas i craindre). Les conditions
¢ +m + p(n cos® + p sing) = 0

%% +.n cos6 + p sin6 = O -

oli ¢ est donné par (7.89)

fournissent de nouvelles relations entre les coefficients
restants. L'annulation du termeAindépendaht de 6 dans la premiére
€quation ne fait que déterminer le coefficient improductif m et

est sans intérét. Par contre, dans la seconde, elle donne
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2n a2l ns =01 - o

Pour les termes en sinf et cosf nous éliminons les coefficients
improductifs n et p entre les deux nouvelles conditions, obte-
nant

v = (+8?) a? 2, s = e’y 2y,

Les coefficients de sinm6 et cosmb disparaissent'pour m > 2

car ils obéissent 3 des conditions linéaires et homogénes de
déterminant non singulier. Il vient ainsi pour la fonction
d'Airy (7.89), débarassée des termes improductifs n'ayant servi

que d'auxiliaires de calcul

o = - naz P(p) - a(ycos® - &sin@) F(p) (7.90)
2 1, 2 28%em8 ,p%-1
ou P(p) = = p &np + -2-(0 -1) + = (p2 - 2np)
. a ...1
(7.91)
2 .2
F(p) = 2 - p +2p tnp - —— J271) (7.92)
e B +1 P

Le calcul des tensions par les formules (7.71) donne

2 2 2.2
b a 2 2a"b-
o, = 2n(l+n = - (1+ 25y en )+( -2 2207
0 a = 220 2 , az+b T T aZeply gl
"(ycos® - §sind)
Tro = 2(r ~a. )(r “b ) (ysin6 + Gcose)
(a +b )r
: r b2 2 b, 2(r -a )(r -b )
o, = 2n(&n Tt 2( 5 -1)&n Z)+ (ycos® - §sin@)

b -a (a2+b )r
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Enfin, la substitution des coefficients trouvés dans l'expres-

sion des déplacements fournit

Ew = 4no + 4(l + 2r )(ysinb + Scose)
r 2. .2
a +b .
26u_ = 2{1-v) [ran £+r(l - =2y E)] [ zazbz in B)l
T 1+v n a 2 2 2°".3 1+v 2 a’r
b -a b -a
2 )
Cxus 1-3v r _2(1-v) r _ab” 1
+(yeos0-8sin0) [I+ y35~ —— - S354n o - 53 3l
b"+a b"+a” «r
. ——(ys5in® + 8cosB)6 + o,cos® - B,s5inb
1+v 1 1
2.2 2
. b 2(1-v) r_ab l 5+v r
2Gue T+ nr0+(751n9+6cose)[1+ ——TT;—zn P 77 2t 1%y 32 2]
b +a r b +a

4 .
TeoM1’ (a131n0 + Blcose)

4 .
T:;(ycose §sin6)6 +
Les termes en (al,Bl,ul) ne représentent qhe des modes rigides.
Les paramétres (A,y,8) dont dépend le champ régulier des tensions
et déformations peuvent €tre liés aux dislocations dans une section
f=cte arbitrairement choisie. Entre 6=0 et 6=27 par exemple, il

vient
EAw = 8mn EAur = - 846§ EAue = - 8wy + EAwr

On peut aussi les lier aux éléments de la résultante des tensions
dans la section. Prenant le centre de courbure comme centre de
réduction, ce qui suppose les sections 6=0 et 6=2m prolongées
jusqu'au centre par un bras rigide, il viént par intégration di-

recte
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a
2 2
ot S = {-(zn : b2 2 (7.93)
b‘+a
2 2 2.2
et B = L(br-a _ 2a (en 2y2) (7.94)
: 4 2 b2_a2 a _

Aw négatif associé a Aur positif associé Aue négatif
couples négatifs a4 un cisaillement associé 3 un
. ' pur positif effort normal

négatif N

La figure montre les trois dislocations &lémentaires auxquelles

correspondent finalement les relations de raideur
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EB ES ES
! ﬂ' Aw Nr o Aur _ Ne ;—- Au.e . (7.95)

C. Les poutres de flexion 3 courbure constante

- o e Gt e e e e aem e e e e eem e Gme = —— e

On peut considérer que les résultats qui viennent d'@tre
obtenus sont ceux relatifs a4 la flexion d'ume poutre de section
rectangulaire t(b-a), de courbure constanée, dont les sections
extrémes se rejoignent. Mais ils sont évidemment d'application
au prbbléme de la sollicitation d'une poutre.courbe dont l'angle
d'ouverture est inférieur a 2m . Seules les sections d'extrémité

6=0, et 0=0, sont sollicitées ou supportées. La solution est exacte

poui autantfque les sections terminales soient libres de se défor-
mer dans leur plan et de gauchir et que les sollicitations termi-
nales soient appliquées comme la solution le prévoit. On est donc
en présence d'une théorie tré&s analogue a celle de Barré de Saint-~
Venant du moins en ce qui concerne la flexion (y compris l'effet
des efforts tranchants) et l'extension. La différence principale
avec la flexion des poutres a fibres rectilignes est l'apparition
de la tension radiale entre fibres, nécessaire pour assurer leur
équilibre. Nous allons en développer une présentation unidimen-
sionnelle susceptible d'@tre appliquée dans un contexte plus large.

Notre point de départ est la fonction d'Airy (7.90) dont les deux

fonctions P(p) et F(p) jouissent des propriétés suivantes :

posant
= -]; ' = " l '
Q(p) R (pP') P" + p.P |
—
432zn3 ‘ ' |
' . = 2 - 2 - 4 2n p . (7.96)
_ ;‘:I’“ ‘

on doit avoir (et on vérifie immédiatement)

(p Q"' =0 ‘ ' (7.97)
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du fait que P(p) est biharmonique..De plus, on a par construc-

tion
P(1) =0 P'(1) = O, P'(B) = O (7.98)

Posant de la méme fagon

1 ' __F__= "o £|
G(p) > (pF') p2 F" + (p)

%’%- 2 (7.99)

B +1

On doit avoir (et on vérifie tout aussi facilement)
1ye 1 .
(pG')"' - ’y G =0 (7.100)

du fait que cos6F(p) et sin6F(p) sont biharmoniques. De plus

F(1) = 0 F'(1) =0 F(B) = BF'(B)
car (F/p)' est nul pour p = 1 et p = B (7.101)
V4
Ve
N 7 \o
r
NB
m

ysin® + 6cosh F

.(;)'

De - Tvg =~ ~ a

nous calculons 1l'effort tranchant
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Nr = at I T dp = - t (ysin® + 6coso) Eéﬁl (7.102)

1 ro
= - w _ Ycosb - §sin® _,,
De oe nP 3 F
nous calculons l1'effort normal
B ' . :
Ne = at J 9q dp = - t(ycos® - &§sin6) F'(B) (7.103)
1 A

et le moment au niveau du centre de courbure

2 (B 2 B . B
= a't I pepdp = - a“tn(pP'-P) - at(ycos6-6sin0@) (pF'~-F)
1 1 1
soit en définitive
2 ' - .
u = a“tnP(B) . (7.104)

Par rapport 2 nos calculs de résultantes antérieurs, nous

trouvons

82-1 8

F'(B) = 22nB - 2 T = T S
B +1

2 2
| -1 2
p(p) = &L - 2B _(onpy? = -8
B -1 a’t

Exprimons maintenant les tensions en fonction de ces résultantes

=z
=z
@

Fll

Pll +

-
n
~
o™
A
Q
]
1
:1:
=
o
)
7]

(7.105)

=4

2~}
D

Q
H
[
'
J-\l'l".'
]
°
[o-]
-]
wn
~~
°|m
o’
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et calculons 1'énergie de déformation par unité d'angle d'ou-

verture de la poutre. Pour un matériau isotrope

b : .
t
Ly = 32 Ja (°eee to.e t TreYre)‘rdr
2 B. 2 B
L at 2 (l+v)a“t 2 _ A
7L Il (6g*o,) pdp + E J (1 979, 0g)PdP

1

Dans la premiére partie, la combinaison harmonique

=

0
as

L= = M
o * 0, iB Q(p) + G(p)

(<]

fait intervenir les intégrales

B, B B B
I pQ-dp = J (pQP"+QP')dp = pQP' + QP | - J (pQ'P'+(PQ)'")dp
1 1 1 1
B B
= pQP' -'pQ'P’| + J P(pQ')"' dp
1 1
= - BQ'(B)P(B) = 4P(B) (en vertu de (7.97) et (7.98))
B, B . B (B P
J pG dp = J pG[F"+(=)"']dp = pGF'+GF I - I (F'+ =) (pG)'dp
1 1 P 1 1 P

. ' B B -
pGF' + GF - F(pG)' I +.J F[(pc')' - g]dp
' 1 41

B [ 6(B)F'(B) - F(B)G'(B) ] = 8 F'(B)
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(en vertu de (7.100) et (7.101)). Et enfin

B
J pGQdp = 16 H
1

dont l'expression ne parait pas réductible comme les autres a

une forme simple

1 g(g-1) _ pang _ 28%ang

9 32+1 'B+1 3(32+1)(3+1)

| 11
H = T§(B‘1)+

Dans la seconde partie, le terme en rie fait intervenir

B 2 ' 2_
3= oy drrap = aanp (s 2y B
L (B°+1) B +1

Le terme en N2 du produit 0,0 fait intervenir une intégrale

0 ]
ayant la méme valeur que la précédente car la différence :

: 8 ' ' B -
Fou F ' _ " a - E [ E ' = - l E 112 =
jl(;) [b(;) pF"]dp Ilp(p) [p(p) Jdp z[p(p) ] R 0

2 ~ . - . .
Comme le terme en y~ du méme produit donne une contribution

nulle, du fait que

B B
I P'P"dp = %(P')2 | = 0
1 1

il ne reste que la contribution du produit uNe

s

B B pu
I [ F"P""p_P"(-F—‘-)Y :I dp = J [ (P'F")' - .F_?_.] dp
1 P ‘ 1 . P

' B B
= P'(F' - Ly l + I P'(E)rdp=32K
P 1 1 P
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pour Iaquelle‘on trouve

-1 _ png
9(g2+1)  3(g+1)

K =

Finalement, il vient

2 .
2 atuN N
_ M _ ) _ 0 (1+v)tJ 2 _ 2
Ly = 555 ~ 7555 L B 2(1+WK ] + 5p=+ 7 (N~ Ny

64ES

Cette structure de l'énergie suggére l'établissement d'un modéle

unidimensionnel de 1la poutre courbe basée sur un concept de fibre
neutre. Si la fibre neutre est caractérisée par r=R, on aura entre
le moment fléchissant M, calculé au niveau de la fibre neutre, et

M, calculé au niveau du centre de courbure, la relation

u=MS+R Ne

Le rayon de la fibre neutre est alors déterminé par la condition

que l'énergie soit une simple somme de celles dues respectivement

-~

au moment fléchissant, 4 1'effort tranchant et & l'effort normal .

Pour que le terme en MN, disparaisse, il faut que-

)

==}

4

- %5 H = H=H- 2(l+v) K (7.106)

® =
x

(B)

et l'énergie par unité d'arc de la fibre neutre prend la forme

2
L =11 = M2 + Ng + g : (7.107)
R 76 2EI = 2ES, = 26S_ - "
avec .
a3t R .
I = BR = — = P(B) (7.108)
4 a : .
2t . J (7.109)

r  4HF'(B)
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at 1 2 R ) at
—; 2(: FTET Z)« 2(1+v) g: (7.110)

Les valeurs numériques consignées,. dans- la table suivante montrent
que la fibre neutre a un rayon légérement inférieur 3 la moyenne
arithmétique des rayons extrémes, que la section résistant aux

efforts normaux est pratiquement &gale a la section transversale

réelle et la section résistant au cisaillement en est environ

les 5/6. Les calculs ont été faits .pour v = 0.3.

B R/a .a{t:/se .at/Sr a3t/I 12/((3-—1)3
1.1 1.04892 10.0145 12.0056 12 016.0 12 000

1.3 1.14090 3.35783 3.99777 449,123 444 . 444
1.5 1.22719 2.01065 2.40766 98.3154 96.000

Quant au moment d'inertie,

il est trés proche de celui de 1la

poutre droite de méme section comme le montrent les valeurs de

comparaison de la derniére colonne.

Il nous reste a

-~

découvrir quels sont les déplacements et les dé-

formations généralisés associés aux résultantes. A cet effet, nous

revenons au théoréme de Clapeyron intérieur ol les déformations

sont exprimées par les formules (7.69)

b .
2Le = tJ [oe(
a

u

r
—_— e — —
r r 96

du
0
)+Tr9

- — +

Ju
0 0 1 r r
or * T 9 )+°r or

Ju du

]rdr

Du fait que les frontiéres r=a et r=b ne. sont pas chargées,

cette expression est en fait réductible 3 la suivante

d
2L9 't EE‘J (oeue

b

a

+
,Treue) dr

dont l'interprétation physique est directe et qui découle d'ailleurs

de la précédente par des intégrations par parties. La substitution

des résultats (7.105) conduit ainsi &
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2L, = at L Jg [ - % pru, + ﬂﬁ—F" e G ] o4 (7.111)
48 © "¢ T Bas Yo T Bas'p’ “r P .

Cette expression sera comparée a celle résultant d'une théorie
unidimensionnelle pour une fibre de rayon R, dont les déplécej
ments radial et tangentiel seront notés respectivement par Ur

0
d'un segment Rd6 de fibre sera

et U, . Le travail virtuel des forces appliquées aux extrémités

\\Qafdng///Nr+dNr
' M+dMC
7

Iﬂa

(MSa + N SU, + N _§U ) de (7.112)

o

6

ol a est la rotation de la section droite; de sorte que l'expres-

-sion a8 comparer a (7.111) est

avec u =M+ RN

La comparaison fournit les définitions des déplacements de 1la
fibre neutre et de la rotation de section en tant que moyennes

pondérées des déplacements exacts

b r b2 aZ. b
g ) [iwmg - 50 Spen 2 ] ugdr
1 " a b " -a r
0 = - =1 _ [ pwy gp =
aP(B8) ), 0 2 2 2 .2
b™ - a a~ b

- =3 (n 2)2
4 b“-a
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b . 2 .2
(?-a®) (-0 L
] =.—Tl—— B(E)'u dp - -2 (b2+a2)r3 i
r F'(B) p r
1 2 2
: b"-a b
7.2 Mg
b +a
3r 1 a’b ]
[ - - - u,. dr
U R  1 B," Ia az+b2 r (b2+a2)r 0
g ~ Ra = T(8) ¥F'u dp =
1 2 2
b " -a b
7 2 ~ 37
b +a

Comme on le vérifie facilement, ces définitions se réduisent bien
84 des identités quand on fait u = Ur y Ug = Ue » Ug = ra .
Développons maintenant les conséquences de (7.112). Pour les

translations
GUr = §Ucos® + 6Vsind 6Ue = -§Usin® + &Vcoso 6o = O

(6U et 8V des constantes) le travail virtuel doit &tre nul, ce

qui confirme les équations d'équilibre des résultantes

dNr dNe
T N T ° Tw N7 (7.113)

que l'on peut obtenir & partir des équations (7.102) et (7.103).
Le travail virtuel doit aussi @tre nul pour la petite rotation

d'ensemble . , /

| §U_ =0 §U, = Ré&Q §a = 62 (une constante)

livrant ainsi la troisiéme &quation d'équilibre

(M + RN ) = d—g =0 (7.114)

ﬁ-'ﬁ-

6
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confirmée par le résultat antérieur (7.104). Le travail virtuel,

simplifié par les équations d'équilibre, -

d

d
Mo (Fg) *+ No8(U_ + 5

d
UglHN 8(~Ug + Ra + 55 U))

met en évidence les déformations généralisées

%% conjuguée au moment fléchissant M
d . - - ’ '
Ur + 10 Ue conjuguée a l'effort normal Ne
_ d ' . P
Ra Ue + a0 Ur conjuguée a l'effort tranchant Nr

! PR e s o .
de sorte que le théoréme de Clapeyron intérieur du modéle uni-
dimensionnel est aussi
d

p ¥ Ra + 35 U)

da d :
et, par comparaison avec (7.107) conduit aux équations consti-

tutives généralisées de la théorie des poutres courbes

da _ RM
5 ~ EI
du. RN
0 0 ,
Uy * 30 ES, - (7.115)
du_  RN_
Ra = U * 35 = Gs |
r .

Comme dans le cas des poutres droites, on peut examiner 1l'impor-
‘tance relative des déformations dues 3 1'effort tranchant et &
l'effort normal, que la courbure ne permet pas de dissocier.
Etudions le cas de la poutre courbe encastrée dans la section

6=0 et chargée dans la section 0=y
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Comme on a

+ Nr = 0
de

l'effort tranchant dans une section quelconque est du type

dN

= 1 "ot =—_r.=- 1
Nr Acos® + Bsin® d'ot Ne = T5 Asin6 + BcosH

Ajustant les constantes pour les charges terminales, il vient

~Tsin(6-y)+Ncos (6~-y)

N_ = Tcos(e-y) + Nsin(o-y) N

Ensuite, comme M + RNe = F + RN

M = F + RN ['1 - cos(e-ﬁ)-] + RTsin(6-y)

L'intégration de la rotation de section avec la condition aux

s

limites a(0) = 0 livre
EIa = FRO *‘RZN [ 6 - siny - sin(Q-w) ] + RZT [ cosy - cos(e-w)j

Intégrons les déplacements par .la méthode de variation des

constantes en prenant



295.

U, = Pcosé + Qsin®6 U = Psin® - Qcos®
Pour P et Q constants, c'est la solution générale des deux
derniéres équations (7.115) rendues homogénes en posant

N, = 0, Nr = 0 et a= 0. Considérant maintenant P et Q comme des

6
fonctions de 6 , on satisfait aux équations inhomogénes en

intégrant
RN ' RN RN RN
dp a’—e ' ___£ - 1 .qg = ..__e.. 1 - __l' -
T6 Ese cos0® + (GSr Ra)sind 30 Eseslne (GSr Ra)cos6

avec les conditions aux limites P(0) = 0 et Q(0) = 0.

Ceci conduit d écrire la solution sous la forme

) e . 3 e . ’ e .
U -iU_ = R N (w)el(w e)dw - iR N (w)el(m e)dm+i.R a(w)el(m 0)
0 r ES 6 GS r
6 ‘0 r ‘0 0
dw
La substitution des résultats trouvés pour Ne s Nr et o« et
l'intégration donne finalement |
2 ' 3 :
- R (F+RN) s R™ _ . .
Ue ' ki (6 31nQ) + EI(Tcosup Nsiny) (1-cos6)
R R2 1 1
- 7(ET + E§: - Eg;)(T51nw + Ncosy)sin®
+B-(-R—2-+-—1—-+——1—-)ETO'('-G)+NOCS.(—9)]
251 ' G5 &S sin(y os (¥
o - REGEERM) o -
r EI e
- R (Ei - L —l—)(Téosw~-~Nsinw)sine
2 'EI GSt ESe
R R2 -1 1 ' |
+ '2- (-E—I' + G—S: + ‘E—§'e—) [TeCOS(qJ'e)"'NQSln(q)-e) ]
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Ces expressions suggérent que si

—1_ + 2 .
GS ES

<<

il

r 0
. . b-a, 2
soit, en pratique, (—ﬁ_) << 3 ,

on peut négliger les déformations dues & l'gffoft tranchant

et 4 1'effort normal et simplifier les équations constitutives

en
' . du du
da RM - . 0 - r
0 T EL Uy * 3% 0. Ra = Uy *+ 33 o -

Une poutre courbe satisfaisant-a cette condition sera-dite
"mince". Pour une poutre mince, les déplacements et la rotation

d'extrémité (6=y) se réduisent a

)

2 2
R R . R
a F T V + N ET(¢-51nw) + T ET(°°3¢ 1)
0~ ¥ Eo(y-sin ) + N R (30550 fin20) 4 g R 3,000y COS20)
0 gL vosinv ELlz 2sinyt— EIl4te0osVT T
U =F Ei(cos.-l) + N 53(---:i+c - égﬁzi) +'T 53(1 - sinzw)
= ¥ Ericosy ETC 41C08VT T 7 ET'2 ~ 4

Les fonctions d'influence ¢orrespondantes sont représentées a
la figure suivante comme fonctions de l'ouverture angulaire ¥ .
Elles ne sont jamais nulles si ¢y > 0 3 1'exception de deux
d'entre-elles, pour lesquelles cette situation se produit quand

l'arguﬁent limite ¢y = 27 (anneau complet fendu).



10

2
5 2w
-1 4 6
-2 4
Les fonctions d'influence de la poutre circuléiré{mine.
1) EIUg - % - éin¢ + sx:Qw 1) EIUy, _ ¢-31g¢cosw
R3N R3T
2) SEL _ EIUg _ 0 oo sy EIVp . EIU. :‘~% + cosp
R2N  R2F R3T R3N
3) g;a =y 6) ElUr . Ela . cosy - 1

297.
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I1 en serait d'ailleurs de méme pour les fonctions d'influence
tenant compte des déformations dues aux efforts normaux et
tranchants, ce qui achéve deAjustifier le critére de "minceur"
au niveau des déplacements d'extrémité. . |

La théorie unidimensionnelle a déja permis.l'introduction de
conditions aux limites simplifiées, tel le pseudo-encastrement
dont on vient de faire usage dans le probléme précédent pour
étendre le domaine d'application de la solution exacte trouvée.
Elle permet aussi une analyse approchée de la déformation quand
les sollicitations sont de type plus général. Il est évident que
les formules générales de la section 7.10 permettent d'établir
des solutions exactes pour les pbutres courbes ou anneaux chargés
le long des frontiéres r = a et r = b, mais les déplacements
‘moyens a, U et U, , et dans certaing cas la distribution des

0
tensions oy seront obtenues avec une précision suffisante en
tenant compte uniquement de charges distribuées équivalentes,
radiale pr(e), tangentielle pe(e), couples c(6), sur la fibre

neutre :

b - a
P t -li Or(b) t 'ﬁ or(a)

b a
P = t ] TrplP) ~ t g 7 4(a)

2 2

b a
c + R Py t = tre(b) t . rro(a)

L'équivalence statique avec les charges réelles est obtenue en

égalant les travaux virtuels sur les déplacements cinématiques

d'un segment de poutre d6 , entraliné comme u; corps rigide avec
les déplacements et la rotation dé'sa fibre neutre.

Il suffit alors d'ajouter au travail virtuel (7.112) l'expression
(prGUr + pedUe + céa) R ©

pour obtenir la généralisation des équations d'équilibre
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dN_ dNg
d6 ~Ne* P, R=0 do * Nt Pg =0
(7.113)"
d - | '
g (M + R Ng) +c+R Pg 0 (7.114)

Comme pour les poutres droites, les solutions approchées

basée; sur ces équations d'équilibre'plus générales et sur

les équations constitutives (7.1155 sont susceptibles d'une
justification variationnelle.

Quand la poutre est mince, toutes les sollicitations conduisant
4 une mé@me répartition du moment fléchissant deviennent équi-
valentes et cette circonstance peut &tre mise .4 profit dans
certains problémes d'usinage.

Un segment de piston par exemple peut &tre assimilé 3 un

anneau rectangulaire fendu et doit prendre une forme circulaire
de diamétre égal 3 celui d'un cylindre quand il est soumis i
une pression radiale uﬂiforme Ot(b)‘

Soit p = - p_ la charge radiale de fibre neutre.

r

Le moment de flexion posséde alors 1la distribution

M ='p R2 (1 - cos 0)
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équivalente 3 celle engendrée par .une paire de forces normales
N=pR appliquée aux extrémités qui se font face. Lors de 1'usi-
nage du segment, les deux extrémités sont maintenues par un
joint articulé exergant les réactions N en question. L'&cart
entre les lévres de la fente dans la configuration sans tensions
est liée 4 la pression 3 exercer par la relation

4

R
AUg = 3m g7 P

L'anneau dynamométrique est un autre exemple d'application de

la théorie unidimensionnelle des poutres courbes

C'est un anneau complet soumis 3 deux forces radiales P concen-
trées et diamétralement opposées. Par symétrie, il est équivalent
au probléme d'un demi anneau (qrocbet), dont une extrémité serait
encastrée et l'autre soumise 3 l'effort tranchant P/2 accompagné
d'un moment de flexion F. Ce dernier est a déterminer de telle
fagon que la rotation de la section d'eitrémité soit nulle.
Avec les notations du probléme précédent, on peut poser § = 71 ,
N=0,T=P/2. Comme '

2

EIx = RFO + R"P % (cose - 1)
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l1'annulation de la rotation pour 6 = 7w fournit
1.
F - PR u

La distribution du moment fléchissant devient alors

M =F - RT sin(n-0) = PR.(% - 3%23)

tandis quell'effort tranchant et l'effort normal ont les répar-
titions

N = = 3 cos® N sinb

r 2 0

]

Ceci détermine entiérement les tensions dans la piéce.

Le déplacement radial d'extrémité vaut

3
R T 2 TPR
— G TPt (ESe * csr)

~

U =
r

1

c'est la relation de raideur de 1'anneau dynamométrigque.
Si, au lieu de mesurer l'extension de l'anneau, on mesure
sa contraction transversale, la théorie prévoit pour celle-ci

la valeur

PR® ,2 1 PR , 1 1
A T L B
r 0
On notera que, comme
X -2 . 0.14878 et 2 -1l _.0.13662
4 m n 2 R

la sensibilité de cette derniére mesure est légérement inférieure

& la premiére.
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D. L'anneau sollicité en torsion

Ce cas particulier de 1l'anneau sollicité le long de ses bords
r=a et r=b est remarquable par le fait que, si 1'état de tension
ne dépend que de r, la fonction d'Airy, elle, dépend de l'angle
polaire 6 . Elle doit méme €étre polydrome puisque la résultante
des tensions dans la cavité n'est pas nulle mais un couple dont
1'intensité sera notée C. La solution est fournie par le premier
terme de (7.79)

¢ = BO
auquel correspondent les résultats suivants

o 0 Og ) T 2 - u (o - 2Gu -
On en déduit
-

. 2w 2
C =4t I T r do6 = 27Bt
0 ro .

Le déplacement radial étant identiquement nul, on peut toujours
ajouter une rotation d'ensemble pour annuler le déplacemént tan-
gentiel, soit‘éu niveau r=b, ce qui correspond a4 l'anneau solli-
cité en torsion de l'intérieur et encastré a l'extérieur, soit
au niveau r=a ou il est alors sollicité de l1'extérieur et encas-

-~

tré a 1l'intérieur.
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La rotation relative entre les fibres en r=b et r=a est

ue(b) ue(a) b2 - az

b a 4wta262

(21 e}

c'est la relation de raideur associée & ce cas de sollicitation.
En appliquant la théorie unidimensionnelle généralisée, on trouve

les charges de fibre neutre équivalentes

_ . _ ..b-a. ¢+ pR=0
P, '0 peR tB 2D 0
et boqr solution des équations d'équilibre (7.113)' et (7.114)'

et des &quations constitutives (7.115)

' : _ b~a

Ne 0 M =20 Nr tB ab

U_ =0 U, = - 2 N + Ra ¢ = o
r 0 GSr r o o

Les résultats 0p™ 0 et o = 0]

qu'on peut en déduire pour le champ des temnsions sont corrects,
mais la distribution des tensions tangentielles est complétement
différente; ce qui n'a rien de surprenant puisque les conditions

aux limites 7 = 0 pour r=a et r=b sont essentiellement diffé-

roé
rentes des conditions réelles.




304.

Traitons d'abord ce probléme dans la catégorie des déformations
planes e, = 0. Quoique la Qayité solt sollicitée, la résultante
interne est nulle et la fonction d'Airy est monodrome; elle ne
dépend en fait que de la variable r et sera donc du typé (7.87).
On en déduit par les formulés (7.71)

1. =0 o. =2 4+ 2¢c+ D (1+22nr)

ro S 2

0, = - 25 +.2 C + D (3+2tnr)
L2
Par rapport i la solutiongénérale (7.79) de la fonction d'Airy

dans une couronne, nous avons la correspondance
A= - a, B=-a C= 2, = A D = A

Or, on a vu que le déplacement tangentiel ug associé a A est

polydrome :

Le fait qu'il faut donc prendré A = D = O peut d'ailleurs se
retrouver simplement en observant que la symétrie centrale du
0. Alors

probléme exige que up

d
I | .
T dr

e

= L
0 T

et, par conséquent : -~

d
€ = ar (F o)

O0r, selon (7.17),
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ce qui permet d'exprimer la relation précédente sous la forme

Quand on substitue la solution précédente dans cette équation,
les termes en B et C disparaissent et on ne peut la vérifier
qu'en prenant D = 0. .
Les conditions aux limites
- p, = 25+ 20 - p, = 5+ 2c
- a b

fournissent les valeurs des constantes B et C; il vient

2 2 2.2
a’p, - b'p, a"b (p_-py) 1
Or" - —
b2 - a2 b2 - a2 r2
2 2. 2.2
ap -b'p a’b"(p_-py) 1
G = a b + a "b” —
0 b2_a2 bz_az 2

Pour le déplacement radial, on aura directement

~ ~ ~

E u, =r E €g = T (oe -V °r)

soit, aprés substitution des tensions et usage de (7.18),

P
2 2 2.2

a“p,~b7p,.  a'b (p_-py) 1

2Gur = (1-2v) —5 5 — T + 73 -

: b -a b -a r

Enfin, dans le sens du tube, la tension de traction ou de com-

pression est uniforme .
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2 .2
, a pa-b pb
o, = v(or + ce) = 2y —
b"-a

Cette circonstance permet de traiter le méme probléme dans la
catégorie des tensions planes, quand le tube est libre de s'al-
longer ou de se contracter o, = 0. Le éhamp des tensions ra-
diale et tangentielle n'est pas modifié mais les équations cons-

titutives

qui sont maintenant d'application, conduisent .3 modifier le

déplacement radial en

2 2 2.2
a pa-b Py, a“b (pa-pb) 1
Eur = r(oe-vor) = (1=-v) —-—2——2——1""(14'\’) 5 -

b -a b -a r

\

Le tube subit éventuellement un allongement axial uniforme

2 2
2 pa-bApb
Eeg = 7y (optog) = = 2v —5——
b -a
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Nous supposons les tubes libres de se contracter ou de s'allon-
ger. Le tube intérieur soumis 3 une pression extérieure p subit
alors, selon les résultats de la section précédente, un dépla-
cement radial extérieur

2. 2
b“+a
Ei(ur)- (vi —7——7) pb
1 b -a

Le tube extérieur, soumis a4 la pression interne p subit un dépla-
cement radial interne

k2+h2

Be(up) = e * 93

) ph .
e Kk%-n?

/
Supposons la pression p telle que le tube intérieur puisse péné-

trer sans jeu dans le tube extérieur

b+ (u), =h+ (u) =c
r’; r'e
La premiére égalité fournit la relation qui existera entre la
différence primitive des rayons b-h (jeu négatif) et la pression
d'interface p qui s'établira
b2+a'2

' b
boh=p { g-(-vi+ 53 *
i b"-a

2. .2
h k“+h
(v, + ) }

Ee e k%+h

Cette relation se simplifie quand les matériaux sont les mémes :

: 2 .2 2. 2
b-h = £ { v(h-b)+h k+h , p bta_ }
E WZop?2 o 32,2

Comme h-b est négligeablevdevant b,'on'trouve finalement la

formule simple

3 kz'- a2'

(k2_h2)(b2;a2)

-h = 2B
b-h = ZE b
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Ce pfobléme‘illustre'une autre possibilité d'existence de ten-
sions internes qui ne peuvent &tre relaxées par uﬁ.changemént

de configuration. Le domaine peut'ici étre 3 connexion linéaire
simple (a=0). Il se distingue essentiellement du cas des tensions
dues a8 la fermeture de dislocations de Volterra par la violation
des conditions de régularité. Sur 1l'interface, la discontinuité

de oe entralne une discontinuité des valeurs de € et €g°

— e ewn e twan e G G m— - Seee  Gwm — e m. e = aew e - G wme e e e

De la solution générale présentée dans la section 7.10.,
retenons les termes qui donnent lieu 3 des tensions inversément -

proportionnelles 3 la distance r 4 l'origine. Ce sont

H = (y+id8)g(ang-1) (1+v)F = (X+ip)sng
Pour que le champ des déplacements reste monodrome, il sera

nécessaire de prendre
-,+ic--31—%(x-iu)

et, comme on le verra, les coefficients A et u seront, & un
facteur prés, les composantes de la somme vectorielle des

forces Px et Py agissant, par unité d'épaisseur, dans une cavité
contenant l'origine.

Par application de (7.41), nous obtenons le champ de déplacement

monodrome
y
26 (u+iv) = 2 %5% (A+ipg)enr - (A-iyu) ez;e'

tandis que les formules (7.77), limitées a3 l1'état plan au sens
restreint, donnent

e-le

o, * T + 1 Ew=24 (X + ip)
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. _ -i0 - 3-y eie
. or-oe-th = 2(%+1u) = + 2 TT;(A-lu) —~

ro
soit encore

(3+v) AcosO + u31ge

Q
La}
i
[
+iN
<
=

IN

1 _.y pcose® - Asin®
(1-v) K

-

[ ]
-
+
<

2 (1-v) AcosO + usinbd

g, m = =

0 1+v r

Pratiquant une petite cavité circulaire autour de l'origine,

il vient

2m 27
- P = Io (cosfo _-sinft  )rde - Py JO (sino +cosor o)rde

soit, aprés substitution des valeurs trouvées et calcul des

intégrales
o o 81 b o . 87
Px l+vy A . Py I+v ¥

Le moment par rapport a l'origine

27 9
»Mo = J Trg T de = 0
0
si bien qu'on peut considérer le champ comme celui d@ 3 une
force concentrée située 3 l'origine. Une autre fagon d'obtenir
ce résultat consiste 3 examiner la fonction d'Airy correspondante
3-v

¢ = Re { (1+v)TF-H } = Re [ (A+in)T { g - 35o(2nT-1) } ]

A+ip - 3~v — - . A-1 - 3-v .
‘= > [ gin - I+v z(&nzg-1) ] + —i—g [_;zn; - Iy z(ing-1) J
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Quand on parcourt un circuit fermé partant d'un point P
P P

d'affixe ¢ et entourant l'origine le saut de ¢ est.

- L 8n .. _
8¢ = Re [ (A+iw)z2ni(l+ 3300 1 = 75 (Ay-ux)

D'autre part, en appliquant l'opérateur 3 de la section 7.1.,

Cag = e D9y A0 et - 2 3% 4n ¢ ]

‘Quand on parcourt le'circuit fermé, ceci donne

_ . PR 3-v
A = 2wi (A ll.l)(l + m
goit
3¢ . _ 8m 3¢ _ 8r
A 9x 1+v " , 4 Yy l+v A_

Ces résultats confirment leaAprécédents quand on applique  au
circuit fermé l'interprétation de la fonction d'Airy et de ses
dérivées partielles, exposée 3 la section 7.6.

Revenant au probléme du déplacement di 3 cette mise en charge,
observons que le remplacement de r par :/ro comme argument du
}ogarithme ne fait qu'introduire une translation et rend la
contribution de ce terme nulle sur la circonférence de rayon r,

choisi. En ajoutant encore le champ di au terme
(L+W)F = (4, + iuy) g2 «
2 2 -
nous pouvons par le choix

3"\’ . 2 4 I3 = .
T+v ‘o (Ar +oiug) Ao+ iy
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annuler sur la méme circonférence le terme en e
et enfin annuler complétement u et v . pour r=fo en ajoutant
une nouvelle translation. Le résultat final est
9

2 210;2.1+v

aieY = 9 37V NP ST APPSR S - r_soy (I -
2G (u+iv) Z:T:;\(A+1u)2n T + (A+1u)(r2_ 1l)e .333(} 1.1.1).(1:2 1)
o« } v o

En fixant ainsi les conditions aux limites de telle fagon que
la plaque soit encastrée sur les bords d'une circonférence, .

dont .le rayon peut &tre pris aussi grand que lioh.veut,ﬁon,a.
introduit une correction au champ'des tensions sans toutefois
modifier la résultante des forces-agissantidans la cavité.

Nous bornant au cas d'une force Px'seule,viI'vieht
| ,

P N
e moe X3ty (A4v)T T T
of 4 [: T + 3-v =3 J cosb
.vro
™ X 1-\"_.(1*\’) ) S B ‘
0.

o,
rl=v 3(1+v) " r
[ - 3=y 4;7-]cose.

O"-

Q
]

&I'-u

AR

Les.réactions induites au‘niveau‘de l'encastrement :diminuent
de-fagon inversément proportionneilezé ro.‘ .

Il est &videmment illusoire de chercher:une expression des
déplacements correspondant 3 un.déplacement nul:d 1'infini.
La ‘présence du terme~Idgarithmique montre QQe,'du moment que
i'on est i une distance finie du boint:d‘dpplicafion.de la
force, ,le déplacement local tend vers‘liinfihi-Qdand'on’veub

le rendre.nul.a 1'infini (r; +> @),



