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Triangle de Pascal et triangle de Sierpiński

0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0
2 1 2 1 0 0 0 0 0
3 1 3 3 1 0 0 0 0
4 1 4 6 4 1 0 0 0
5 1 5 10 10 5 1 0 0
6 1 6 15 20 15 6 1 0
7 1 7 21 35 35 21 7 1

Coefficients binomiaux classiques :
(
m

k

)
=

m!

(m− k)! k!
Construction du triangle de Sierpiński :
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Coefficient binomial de mots finis

Coefficient binomial de mots finis

Le coefficient binomial
(
u
v

)
de deux mots finis u et v est le nombre

de fois que le mot v apparaît dans u en tant que sous-suite.

Exemple : u = 101001 = u1u2 · · ·u6 et v = 101

(
101001

101

)
= 6

car

u1u2u3 = u1u2u6 = u1u4u6 = u1u5u6 = u3u4u6 = u3u5u6 = 101
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Remarque : Généralisation des coefficients binomiaux d’entiers :
si l’alphabet contient une seule lettre {a}

(
am

ak

)
=

(
m

k

)
∀m, k ∈ N

Idée : S’intéresser au triangle de Pascal et au triangle de Sierpiński
en considérant les coefficients binomiaux de mots
 Sur quel alphabet ? Quels mots ?
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Définition :
• rep2(n) : représentation gloutonne de n ∈ N0 en base 2 qui

commence par 1
• rep2(0) := ε où ε est le mot vide
• Ln = ({ε} ∪ 1{0, 1}∗) ∩ {0, 1}≤n ∀n ≥ 0

#Ln = 2n ∀n ≥ 0

 Sur quel alphabet ? {0, 1}
 Quels mots ? Les représentations en base 2 triées selon l’ordre
généalogique (par longueur, puis selon l’ordre du dictionnaire)
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Premières valeurs du triangle de Pascal généralisé

v
ε 1 10 11 100 101 110 111

ε 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0

10 1 1 1 0 0 0 0 0
u 11 1 2 0 1 0 0 0 0

100 1 1 2 0 1 0 0 0
101 1 2 1 1 0 1 0 0
110 1 2 2 1 0 0 1 0
111 1 3 0 3 0 0 0 1

En orange : le triangle de Pascal classique
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• Grille : intersection de N2 avec la région [0, 2n]× [0, 2n]

N2 ∩ [0, 2n]2

0

1

· · ·

2n − 1

2n

0 1 · · · 2n − 1 2n

(
0
0

) (
0
1

) · · ·
(

0
2n−1

)

(
1
0

) (
1
1

) · · ·
(

1
2n−1

)

· · · · · · . . . · · ·

(
2n−1
0

) (
2n−1
1

) · · ·
(
2n−1
2n−1

)
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• Colorier la grille : les 2n premières lignes et colonnes du tri-
angle de Pascal classique

((
m

k

)
mod 2

)

0≤m,k<2n

• blanc si
(
m
k

)
≡ 0 mod 2

• noir si
(
m
k

)
≡ 1 mod 2

Renormaliser par une homothétie de rapport 1/2n

 une suite de [0, 1]× [0, 1]
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Les éléments 0 à 5 de la suite
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L’élément 9 de la suite
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F. von Haeseler, H. O. Peitgen, G. Skordev (1992)
Cette suite converge, selon la distance de Hausdorff, vers le tri-
angle de Sierpiński (lorsque n tend vers l’infini).

Définition :
• ε-épaissi d’un sous-ensemble S ⊂ R2

[S]ε :=
⋃

x∈S
B(x, ε)

• (H(R2), dh) espace des compacts non vides de R2 muni de la
distance de Hausdorff dh

dh(S, S
′) = min{ε ∈ R+ | S ⊂ [S′]ε et S′ ⊂ [S]ε}

Espace complet
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Questions :
• Après coloriage et renormalisation du triangle de Pascal gé-

néralisé, peut-on espérer avoir une convergence vers un objet
limite similaire au triangle de Sierpiński ?
• Peut-on décrire cet objet limite ?
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Représentations graphiques

Posons

L = {ε} ∪ 1{0, 1}∗ = {ε, 1, 10, 11, 100, 101, . . .}

• L est ordonné généalogiquement
• wn = rep2(n) le nème mot de L
• Grille : intersection de N2 avec la région [0, 2n]× [0, 2n]

• Colorier la grille : les 2n premières lignes et colonnes du tri-
angle de Pascal généralisé

((
wm
wk

)
mod 2

)

0≤m,k<2n

 Définition de (Tn)n≥0
Renormaliser par une homothétie de rapport 1/2n

 Définition de (Un)n≥0 dans [0, 1]× [0, 1]
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Définition : Q := [0, 1]× [0, 1]

• Pour tout n ≥ 0

Tn :=
⋃{

(val2(v), val2(u)) +Q | u, v ∈ Ln,
(
u

v

)
≡ 1 mod 2

}

⊂ [0, 2n]× [0, 2n]

 Tn compact (union finie de carrés unitaires)
• Pour tout n ≥ 0

Un :=
Tn
2n
⊂ [0, 1]× [0, 1]

 Un compact

Lemme : Pour tout n ≥ 0,

#

{
(u, v) ∈ Ln|

(
u

v

)
> 0

}
= 3n.
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Les ensembles U0 à U5
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L’ensemble U9

Observation : Segments de différentes pentes 1, 2, 4, 8, · · ·
Une généralisation du triangle de Pascal Quelques définitions 19 / 59



Convention : u = u1 · · ·un ∈ {0, 1}∗

0.u 
n∑

i=1

ui/2
i ∈ Q

n ∈ N
(u, v) ∈ Ln × Ln région carrée dans Un

avec
(
u
v

)
≡ 1 mod 2  (0.0n−|v|v, 0.0n−|u|u) +Q/2n ⊂ Un
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La condition (?)

La condition (?)

Soit (u, v) ∈ L× L.
Le couple (u, v) satisfait la condition (?) si (u, v) 6= (ε, ε),

(
u

v

)
≡ 1 mod 2,

(
u

v0

)
= 0 et

(
u

v1

)
= 0.

Lemme (Lothaire, 1997) : Soient u, v ∈ L et a, b ∈ {0, 1}.
Alors (

ua

vb

)
=

(
u

vb

)
+ δa,b

(
u

v

)
.

Lemme : Si (u, v) ∈ L× L satisfait (?),
alors (u0, v0) et (u1, v1) satisfont aussi (?).
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Preuve : Par le lemme précédent,
(
u0

v0

)
=

(
u

v0

)

︸ ︷︷ ︸
=0 par hyp.

+

(
u

v

)

︸︷︷︸
≡1 mod 2

≡ 1 mod 2.

Si
(
u0
v00

)
> 0 ou

(
u0
v01

)
> 0, alors v0 apparaît dans u, contredisant

la condition (?).
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Conséquence du lemme

Convergence vers la diagonale du premier carré :
• La région carrée de taille 1/8 noircie dans U3  (101, 11) qui

satisfait (?)
• Deux régions carrées de taille 1/16 dans U4

• Quatre régions carrée de taille 1/32 dans U5

Chaque couple satisfait (?) par le lemme précédent
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Définition : Soit (u, v) ∈ L × L tel que |u| ≥ |v| ≥ 1.
Segment Su,v ⊂ [1/2|u|−|v|+1, 1/2|u|−|v|]× [1/2, 1]

• de pente 1

• de longueur
√
2 · 2−|u|

• d’extrémités

Au,v := (0.0|u|−|v|v, 0.u) et Bu,v := (0.0|u|−|v|v+2−|u|, 0.u+2−|u|)

Proposition : Soient (u, v) et (s, t) satisfaisant (?).
Les segments Su,v et Ss,t
• soit l’un est inclus dans l’autre,
• soit d’intersection vide ou réduite à une extrémité

commune.
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Définition :

A0 :=
⋃

(u,v)
satisfaisant(?)

Su,v ⊂ [0, 1]× [1/2, 1]

 Compact (fermeture d’une union dénombrable de segments)
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Une estimation de A0 obtenue avec des mots de longueur
≤ 6

Point : couple (u, v) satisfaisant (?) avec |u| ≤ 6
Représentation de tous les segments Su,v correspondant
Proposition précédente : l’ensemble des segments est partielle-
ment ordonné pour l’inclusion
Segments maximaux : diagonales des carrés en pointillé
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Définition de la suite (An)n≥0

Définition :
• c homothétie de centre (0, 0) et de rapport 1/2
• h : (x, y) 7→ (x, 2y)

•
An :=

⋃

0≤i≤n
0≤j≤i

hj(ci(A0))

 An compact (modification de A0 via c et h)
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Deux applications de c et h à partir de A0

Propriété : Soient m,n avec m ≤ n. Alors
Am ∩ ([1/2m+1, 1]× [0, 1]) = An ∩ ([1/2m+1, 1]× [0, 1]).
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Un sous-ensemble de A2

• En noir : deux segments d’origine dans A0

• En rouge : une application de c éventuellement suivie d’une
application de h
• En bleu : deux applications de c suivies par au plus deux

applications de h
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Lemme : La suite (An)n≥0 est de Cauchy.
Preuve (idée) : Soit ε > 0. Soient n > m suffisamment grands.
(1) Am ⊂ [An]ε car Am ⊂ An
(2) An ⊂ [Am]ε car

• Propriété précédente :

An ∩ ([1/2m+1, 1]× [0, 1]) ⊂ [Am]ε

• [0, 1/2m+1)× [0, 1] ⊂ Am ⊂ [Am]ε car

hm/2(cm/2+j(S1,1)) ⊂ Am ∀j ∈ {0, . . . ,m/2}

et
(1/2m/2+j+1, 1/2j+1) et (1/2m/2+j , 1/2j)

donc Am contient le segment d’extrémités

(1/2m+1, 1/2m/2+1) et (1/2m/2, 1)
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Existence d’un objet limite L

Définition :

(An)n≥0 de Cauchy
(H(R2), dh) espace métrique complet︸ ︷︷ ︸
⇒ la limite de (An)n≥0 est un compact bien défini noté L
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Une approximation de l’objet limite L obtenue avec des
mots de longueur ≤ 8 et au maximum 4 applications des
fonctions c et h
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Convergence de (Un)n≥0 vers L

Théorème
La suite (Un)n≥0 converge vers L.

Lemme : Soit ε > 0.
Pour tout n ∈ N tel que 2−n+1 < ε

Un ⊂ [L]ε.

Lemme : Soit ε > 0.
Pour tout (x, y) ∈ L, il existe N tel que

d((x, y), Un) < ε ∀n ≥ N.
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Preuve du premier lemme

Lemme : Soit ε > 0.
Pour tout n ∈ N tel que 2−n+1 < ε

Un ⊂ [L]ε.

Preuve : Soit ε > 0. Prenons n tel que 2−n+1 < ε.
Soit (x, y) ∈ Un. Il existe (u, v) ∈ L × L tel que

(
u
v

)
≡ 1 mod 2,

|u| ≤ n et

(x, y) ∈ (0.0n−|v|v, 0.0n−|u|u) +Q/2n.

Supposons que (u, v) satisfait (?). Alors le segment Su,v de lon-
gueur

√
2 · 2−|u| d’origine Au,v = (0.0|u|−|v|v, 0.u) est dans A0.

Appliquons n − |u| fois c à ce segment. Le segment cn−|u|(Su,v)
de longueur

√
2 · 2−n et d’origine (0.0n−|v|v, 0.0n−|u|u) est dans

An−|u| et donc dans L.
Ainsi, d((x, y),L) ≤

√
2 · 2−n < ε.
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Supposons que (u, v) ne satisfait pas (?).
Par hypothèse, il y a un nombre impair r d’occurrences de v dans
u. Pour chaque occurrence de v dans u, on compte le nombre de
zéros après celle-ci. On définit une suite d’indices

|u| ≥ i1 ≥ i2 ≥ · · · ≥ ir ≥ 0

correspondant au nombre de zéros suivant la première, la deuxième,
..., la rème occurrence de v dans u.
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Soit k un entier tel que k > dlog2 |u|e. On a

(
u02

k
1

v02k1

)
=

r∑

`=1

(
2k + i`
2k

)
.

En effet, soit ` ∈ {1, . . . , r}. Considérons la `ème occurrence de v
dans u, notée v(`). On a une factorisation

u = pw

où la dernière lettre de p est la dernière lettre de v(`) et |w|0 = i`.
Avec v(`), on obtient des occurrences de v02k1 dans u02k1 en choi-
sissant 2k zéros parmi les 2k + i` zéros disponibles dans w02

k
1. À

cause du long bloc de 2k(> |u|) zéros, il n’est pas possible d’avoir
d’autres occurrences de v02k1 que celles obtenues à partir des
occurrences de v dans u.
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Théorème (E. Lucas, 1878)
Soient m et n deux naturels et p un nombre premier.
Si

m = mkp
k +mk−1p

k−1 + · · ·+m1p+m0

et
n = nkp

k + nk−1p
k−1 + · · ·+ n1p+ n0

avec mi, ni ∈ {0, . . . , p− 1} pour tout i,
alors (

m

n

)
≡

k∏

i=0

(
mi

ni

)
mod p,

avec la convention :
(
m
n

)
= 0 si m < n.

Pour chaque ` ∈ {1, . . . , r}, on a
(
2k + i`
2k

)
≡ 1 mod 2
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Comme r est impair,
(
u02

k
1

v02k1

)
=

r∑

`=1

(
2k + i`
2k

)
≡ 1 mod 2.

Pour tout k ∈ N tel que k > dlog2 |u|e, on vérifie que

(u02
k
1︸ ︷︷ ︸

:=uk

, v02
k
1︸ ︷︷ ︸

:=vk

)

satisfait (?).
Comme dans la première partie, le segment Suk,vk de longueur√
2 · 2−|u|−2k−1 et d’origine Auk,vk = (0.0|u|−|v|v02

k
1, 0.u02

k
1) est

dans A0. Appliquons n − |u| fois c à ce segment. Le segment
cn−|u|(Suk,vk) de longueur

√
2 · 2−n−2

k−1 et d’origine
(0.0n−|v|v02

k
1, 0.0n−|u|u02

k
1) est dans An−|u| et donc dans L.

Ainsi, d((x, y),L) ≤
√
2 · 2−n < ε.
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Idée de la preuve du deuxième lemme

Lemme : Soit ε > 0.
Pour tout (x, y) ∈ L, il existe N tel que

d((x, y), Un) < ε ∀n ≥ N.

Preuve (idée) : Soient ε > 0 et (x, y) ∈ L.
• (An)n≥0 converge vers L
 ∃N1 ∈ N, 0 ≤ j ≤ i ≤ N1, (u, v) satisfaisant (?) et
(x0, y0) ∈ Su,v tels que

d((x, y), hj(ci((x0, y0)))) < ε/2.

• Pour tout n suffisamment grand,

d(hj(ci((x0, y0))), Un) < ε/2.
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Rappel lemme : Si (u, v) ∈ L× L satisfait (?),
alors (u0, v0) et (u1, v1) satisfont aussi (?).

Par ce lemme,

(uw, vw) satisfait (?) ∀w ∈ {0, 1}∗ avec |w| = n
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Rappel lemme (Lothaire, 1997) : Soient u, v ∈ L et a, b ∈ {0, 1}.
Alors (

ua

vb

)
=

(
u

vb

)
+ δa,b

(
u

v

)
.

Par ce lemme, au moins un des deux coefficients
(
uw0

vw

)
,

(
uw1

vw

)

est impair.
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v v0 v1

u 0 0 0

u0 0 0
u1 0 0

v v0 v1

u 0 0 1

u0 0 1
u1 0 1

v v0 v1

u 0 1 0

u0 1 0
u1 1 0

v v0 v1

u 0 1 1

u0 1 1
u1 1 1

v v0 v1

u 1 0 0

u0 1 0
u1 0 1

v v0 v1

u 1 0 1

u0 1 1
u1 0 0

v v0 v1

u 1 1 0

u0 0 0
u1 1 1

v v0 v1

u 1 1 1

u0 0 1
u1 1 0

Sous chaque 1, il y au moins un 1.
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Itérer l’argument j fois : au moins un des 2j coefficients
(
uwz

vw

)
avec |z| = j

est impair.
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Chaque région grise : au moins une région noire
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Le segment hj(ci(Su,v)) intersecte chaque région carrée des ré-
gions grises.
Chaque point de hj(ci(Su,v)) est à distance au plus

2j/2n+i+|u|

de Un+i+|u|. Donc, pour tout n suffisamment grand,

d(hj(ci((x0, y0))), Un) < ε/2.

Au total, pour tout n suffisamment grand,

d((x, y), Un) < ε.
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Conséquence du deuxième lemme

Conséquence de la preuve du deuxième lemme :
Si (u, v) ∈ L× L vérifie (?) et si 0 ≤ j ≤ i

alors ∀(f, g) ∈ hj(ci(Su,v))

∃((fn, gn))n≥0 telle que
• ((fn, gn))n≥0 converge vers (f, g)
• (fn, gn) ∈ Un pour tout n ≥ 0

Dans un espace métrique, toute suite convergente est de Cauchy.
 ((fn, gn))n≥0 est de Cauchy
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Preuve du théorème
Théorème
La suite (Un)n≥0 converge vers L.
Preuve : Soit ε > 0. Par le premier lemme, on sait que Un ⊂ [L]ε
pour tout n ∈ N suffisamment grand.
⇒ Il suffit de montrer que L ⊂ [Un]ε pour tout n ∈ N suffisam-
ment grand.
Pour tout (x, y) ∈ L, (x, y) est “proche” d’un point d’un segment
h`

′
(c`(Su,v)). La preuve du deuxième lemme montre qu’il existe

une suite (de Cauchy) ((fi(x, y), gi(x, y))i≥0 telle que

(fi(x, y), gi(x, y)) ∈ Ui
pour tout i et qu’il existe N(x,y) tel que, pour tous i, j ≥ N(x,y),

d((fi(x, y), gi(x, y)), (fj(x, y), gj(x, y))) < ε/2

et
d((fi(x, y), gi(x, y)), (x, y)) < ε/2.
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Il est clair que

L ⊂
⋃

(x,y)∈L
B((fN(x,y)

(x, y), gN(x,y)
(x, y)), ε/2).

Puisque L est compact, on peut extraire un recouvrement fini de
ce recouvrement ouvert : il existe

(x1, y1), . . . , (xk, yk) ∈ L

tels que

L ⊂
k⋃

j=1

B((fN(xj,yj)
(xj , yj), gN(xj,yj)

(xj , yj)), ε/2).
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Posons N = maxj=1,...,kN(xj ,yj). Pour tout j ∈ {1, . . . , k} et tout
n ≥ N ,

B((fN(xj,yj)
(xj , yj), gN(xj,yj)

(xj , yj)), ε/2)

⊂ B((fn(xj , yj), gn(xj , yj), ε).

En effet, si

d((x′, y′), (fN(xj,yj)
(xj , yj), gN(xj,yj)

(xj , yj)) < ε/2,

alors

d((x′, y′), (fn(xj , yj), gn(xj , yj))

≤ d((x′, y′), (fN(xj,yj)
(xj , yj), gN(xj,yj)

(xj , yj)))
︸ ︷︷ ︸

<ε/2

+ d((fN(xj,yj)
(xj , yj), gN(xj,yj)

(xj , yj), (fn(xj , yj), gn(xj , yj)))
︸ ︷︷ ︸

<ε/2 car n,N(xj,yj)
≥N(xj,yj)

< ε
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Par conséquent, pour tout n ≥ N

L ⊂
k⋃

j=1

B((fn(xj , yj), gn(xj , yj)︸ ︷︷ ︸
∈Un

), ε)

︸ ︷︷ ︸
⊂[Un]ε

⊂ [Un]ε.
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Extension modulo p

Uniquement des coefficients binomiaux impairs

Extension à un contexte plus général :

p un nombre premier fixé
r ∈ {1, . . . , p− 1}

Tn  Tn,r :=
⋃{

(val2(v), val2(u)) +Q | u, v ∈ Ln,
(
u

v

)
≡ r mod p

}

⊂ [0, 2n]× [0, 2n]

Un  Un,r :=
Tn,r
2n

 Adaptation des raisonnements, constructions et résultats
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Exemple avec p = 3

À gauche : U7,2 (coefficients binomiaux congrus à 2 modulo 3)
À droite : une approximation de l’objet limite L correspondant
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