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01 2 3 4 5 67
0jr 0 0 0 0 0 00O
111 1.0 0 0 0 0O
2112 1.0 0 0 00
3)113 3 1.0 0 00
4114 6 4 1 0 00
5(1 5 10 10 5 1 0 0
611 6 15 20 15 6 1 0
717 21 35 35 21 71

Coefficients binomiaux classiques :

(0) =

Construction du triangle de Sierpinski :

A A
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Définition : Un mot fini est une suite finie de lettres appartenant
& un ensemble fini appelé alphabet.

Coefficient binomial de mots

Le coefficient binomial (Z) de deux mots finis u et v est le nombre
de fois que le mot v apparait dans u en tant que sous-suite.

Exemple : ©v = 101001 = uwjusg - - - ug et v = 101

101001\
101 )
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Définition : Un mot fini est une suite finie de lettres appartenant
& un ensemble fini appelé alphabet.

Coefficient binomial de mots

Le coefficient binomial (Z) de deux mots finis u et v est le nombre
de fois que le mot v apparait dans u en tant que sous-suite.

Exemple : ©v = 101001 = uwjusg - - - ug et v = 101
101001\ 6
01 )

UTU2UZ = UTUUG = UTULUG = U U5UE = UIU4LUG = U3UsUg = 101

car
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Remarque : Généralisation des coefficients binomiaux d’entiers :
si I'alphabet contient une lettre {a}

a™ m
(%)= (7 v e
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Remarque : Généralisation des coefficients binomiaux d’entiers :
si I'alphabet contient une lettre {a}

a™ m
()= () e

Idée : S’intéresser au triangle de Pascal et au triangle de Sierpinski
en considérant les coefficients binomiaux de mots
~» Sur quel alphabet 7 Quels mots?
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Définitions :

e repy(n) : représentation gloutonne de n € Ny en base 2 qui

commence par 1
e repy(0) := € o € est le mot vide

e L,=({e}u1{0,1}*)n{0,1}=" ¥n >0
#L,=2"Vn>0
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Définitions :
e repy(n) : représentation gloutonne de n € Ny en base 2 qui
commence par 1
e repy(0) := € o € est le mot vide
o L,=({e}u1{0,1}*)N{0,1}="Vn >0
4L, = 2" Yn >0

~» Sur quel alphabet ? {0,1}

~ Quels mots ? Les représentations en base 2 triées selon 'ordre
géneéalogique (par longueur, puis selon l'ordre du dictionnaire)
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e 1 10 11 100 101 110 111

0

0
1
0
1
1
3

1

2
1

0
0

e/l 0 O

1011 1

111 2 0
10011 1

u

1011 2

1101 2 2

111(1 3 0
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v
e 1 10 11 100 101 110 111

e/l 0 0 0 O 0 0 0

11 1.0 0 O 0 0 0
10/1 11 0 O 0 0 0

vw 111 2 0 1 0 0 0 0
1001 1 2 0 1 0 0 0
1011 2 1 1 O 1 0 0
1101 2 2 1 O 0 1 0
11171 3 0 3 0 0 0 1

En orange : le triangle de Pascal classique
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e Grille : intersection de N? avec la région [0,2"] x [0, 2"]

0

2" —1

on

2" —1 2"
(o) () ()
(o) () (1)
(G A Gt B B (1)
N’ (0,2
Introduction
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e Colorier la grille : les 2™ premiéres lignes et colonnes du tri-
angle de Pascal classique

((m) mod 2)
k 0<m,k<2m
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e Colorier la grille : les 2™ premiéres lignes et colonnes du tri-

angle de Pascal classique

((m) mod 2)
k 0<m,k<2m

e blanc si (7;) =0 mod 2
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e Colorier la grille : les 2™ premiéres lignes et colonnes du tri-
angle de Pascal classique

((m) mod 2)
k 0<m,k<2m

e blanc si (7;) =0 mod 2
e noir si (7:) =1 mod 2

' Une généralisation du triangle de Pascal Introduction 10/ 47



e Colorier la grille : les 2™ premiéres lignes et colonnes du tri-

angle de Pascal classique

<(m> mod 2)
k 0<m,k<2m

e blanc si (T,?) =0 mod 2
e noir si (7:) =1 mod 2

Renormaliser par une homothétie de rapport 1/2"
~> une suite de [0,1] x [0,1]
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Les éléments 0 & 5 de la suite

_
bk,

Une généralisation du triangle de Pascal

=
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F. von Haeseler, H. O. Peitgen, G. Skordev (1992)

Cette suite converge, selon la distance de Hausdorff, vers le tri-
angle de Sierpinski (lorsque n tend vers l'infini).
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F. von Haeseler, H. O. Peitgen, G. Skordev (1992)

Cette suite converge, selon la distance de Hausdorff, vers le tri-
angle de Sierpinski (lorsque n tend vers l'infini).

Définitions :
e e-épaissi d’un sous-ensemble S C R?

[S]e = U B(z,€)

€S

' Une généralisation du triangle de Pascal Introduction 18/ 47



F. von Haeseler, H. O. Peitgen, G. Skordev (1992)

Cette suite converge, selon la distance de Hausdorff, vers le tri-
angle de Sierpinski (lorsque n tend vers l'infini).

Définitions :

e e-épaissi d’un sous-ensemble S C R?

[S]e = U B(z,€)

€S

e (H(R?),dy) espace des compacts non vides de R? muni de la
distance de Hausdorff dy,

dp(S,8") =min{e e RT | S C [9. et S C[5]}

Espace complet
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Questions :

e Aprés coloriage et renormalisation du triangle de Pascal gé-
néralisé, peut-on espérer avoir une convergence vers un objet
limite similaire au triangle de Sierpinski ?

e Peut-on décrire cet objet limite?

' Une généralisation du triangle de Pascal Introduction 14/ 41
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Posons

L ={e}uU1{0,1}* = {¢, 1,10, 11,100,101, .. .}.

e [ est ordonné généalogiquement
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e Crille : intersection de N2 avec la région [0,2"] x [0,2"]

0 1 2" —1 on

0
(@) (O ()

1
(o) () ()

2 —1
(o) (Rt e GG)

211

N2 [0,2")2
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e Colorier la grille : les 2" premiéres lignes et colonnes du tri-
angle de Pascal généralisé

" Déﬁ.lll“l‘()]ﬂ (1(5 (17’1)71> ) :

T, C [0,2"] x [0,2"] : compact (union finie de carrés uni-
taires)
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e Colorier la grille : les 2" premiéres lignes et colonnes du tri-
angle de Pascal généralisé

((gﬁ)) med 2) S

~ Définition de (Ty,)n>0 :
T, C [0,2"] x [0,2"] : compact (union finie de carrés uni-
taires)

Renormaliser par une homothétie de rapport 1/2"

~» Définition de (Up)n>0 dans [0, 1] x [0, 1] :
U, = g—,’; compact
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Les ensembles Uy & Us

Une généralisation du triangle de Pascal

Quelques définitions
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Observation : Segments de différentes pentes 1,2,4,8,---
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La condition (x)

Soit (u,v) € L x L. Le couple (u,v) satisfait la condition (%) si

(u,v) # (&,¢),

(2) = () =0 () -
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La condition (x)

Soit (u,v) € L x L. Le couple (u,v) satisfait la condition (%) si

(u,v) # (&,¢),

u u U
<v) mod 2, (UO) 0 et <v1> 0

Lemme : Si (u,v) € L x L satisfait (x), alors (u0,v0) et (ul,vl)
satisfont aussi (x).
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| "u

Convergence vers la diagonale du premier carré :
e La région carrée de taille 1/8 noircie dans Us ~» (101, 11) qui
satisfait (*)
e Deux régions carrées de taille 1/16 dans Uy
e Quatre régions carrée de taille 1/32 dans Us

Chaque couple satisfait (x) par le lemme précédent.
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Définition : Soit (u,v) in L x L tel que |u] > |v|] > 1
Segment S, , C [0,1] x [1/2,1]

e de pente 1

e de longueur v/2 - 2714

o d’extrémités

Ay = (0.0 0.0) et By, = Ay, + (2714, 271
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Définition : Soit (u,v) in L x L tel que |u] > |v|] > 1
Segment S, , C [0,1] x [1/2,1]

e de pente 1

e de longueur v/2 - 2714

o d’extrémités

Ay = (0.0 0.u) et By, = Ay, + (2714 27100

Définition :

Ao= | SuwC[0,1] x[1/2,1]
(u,0)

satisfaisant ()

~» Compact (fermeture d’une union dénombrable de segments)
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Point : couple (u,v) satisfaisant (x) avec |u| < 6
Représentation de tous les segments .S, , correspondant
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Définitions :
e ¢ homothétie de centre (0,0) et de rapport 1/2
o h:(z,y) = (z,2y)
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Définitions :
e ¢ homothétie de centre (0,0) et de rapport 1/2
o h:(z,y) = (z,2y)

e U W)
0<i<n
0<j<i

~ A, compact (modification de Ay via c et h)
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e En noir : deux segments d’origine dans Ay

e En rouge : une application de ¢ éventuellement suivie d'une
application de h

e En bleu : deux applications de ¢ suivies par au plus deux
applications de h
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Lemme : La suite (Ap)p>0 est de Cauchy.
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Lemme : La suite (Ap)p>0 est de Cauchy.
Définition :

(Ap)n>0 de Cauchy
(H(R?),dy,) espace métrique complet

~ J/
-~

= la limite de (Ay)n>0 est un compact bien défini noté £
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Théoréme

La suite (Up)n>0 converge vers L.

Résultat principal 30 / 47
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Uniquement des coefficients binomiaux impairs

Extension & un contexte plus général :

p un nombre premier fixé
re{l,....,p—1}

Ty~ Ty = U {(valg(v),valz(u)) +Q | u,v € Ly, (Z) = r mod p}
C [0,2"] x [0,2"]
Thr

Uy~ Upy = 27;

~ Adaptation des raisonnements, constructions et résultats

' Une généralisation du triangle de Pascal Bxctension modulo p 32 / 47



A gauche : Uy o (coefficients binomiaux congrus & 2 modulo 3)
A droite : une approximation de I’objet limite £ correspondant

' Une généralisation du triangle de Pascal Bxtension modulo p 33 / 47
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Rappel : Triangle de Pascal généralisé

v
e 1 10 11 100 101 110 111

e/l 0 0 0 O 0 0 0

11 1.0 0 O 0 0 0
w0111 0 O 0 0 0

vw 111 2 0 1 0 0 0 0
00|11 2 0 1 0 0 0
1011 2 1 1 O 1 0 0
1101 2 2 1 O 0 1 0
1111 3 0 3 0 0 0 1



Définition : Pour tout n > 1

S(n) := nombre de naturels strictement positifs
dans la n®™¢ ligne du triangle de Pascal généralisé
S(0):=1



Définition : Pour tout n > 1

S(n) := nombre de naturels strictement positifs
dans la n®™¢ ligne du triangle de Pascal généralisé
S(0):=1

Premiers termes de (S(n))n>0 :

17 17 27 37 37 47 5? 5? 47 57 77 8’ 75 75 87 77 57
6,9,11,10,11,13,12,9,9,12, 13,11, 10, ...



Définition : Pour tout n > 1

S(n) := nombre de naturels strictement positifs
dans la n®™¢ ligne du triangle de Pascal généralisé
S(0):=1

Premiers termes de (S(n))n>0 :

17 17 27 37 37 47 5? 5? 47 57 77 8’ 75 75 87 77 57
6,9,11,10,11,13,12,9,9,12, 13,11, 10, ...

Pour tout n > 1,

S(n) = # {v cr| (rep?(z - ”) > o}



30[

Travail en cours...
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Proposition : Pour tout £ > 1et 1 <r < 2t
(S(n))n>o0 satistait

S(0)=S(1) =1
S(2) =2
et
‘ S )+ S(r), sil<r<2tt
52 +r)_{S(2€+1—r+1) si2fl 41 <r<2f

En particulier, (S(n)),>0 est la suite A007306 de I'Encyclopédie
en ligne des suites entiéres.


https://oeis.org/
https://oeis.org/

Définitions : s = (s(n))n>0 une suite
o Le 2-noyau de s est 'ensemble
Ka(s) = {(s(2'n+7))n>0li>0et 0<j <2}

(
= {(s(n))n>0, (8(21))n>0, (5(2n + 1))n>0, ((4n))n>0,
(S(47’L + 1))77,207 (5(47’11 + 2))77,207 (8(47’11 + 3))7120, .. }



Définitions : s = (s(n))n>0 une suite

o Le 2-noyau de s est 'ensemble

Ka(s) = {(s(2'n+j))nzoli>0et 0<j <2}
= {(s(n))n>0, (8(21))n>0, (5(2n + 1))n>0, ((4n))n>0,
(S(47’L + 1))77,207 (5(47’11 =+ 2))77,207 (8(47’11 + 3))7120, .. }

e 5 est 2-aqutomatique si son 2-noyau est fini



Définitions : s = (s(n))n>0 une suite

o Le 2-noyau de s est 'ensemble

Ka(s) = {(s(2'n+7))n>0li>0et 0<j <2}
= {(s(n))n>0, (8(21))n>0, (5(2n + 1))n>0, ((4n))n>0,
(S(47’L + 1))77,205 (5(47’11 =+ 2))7120, (8(47’11 + 3))7120, .. }

e 5 est 2-aqutomatique si son 2-noyau est fini

e s est 2-réguliére s’il existe un nombre fini de suites

(t1(n))n>0,-- -, (te(n))n>0 € Ka(s)

telles que toute suite de Ka(s) est une combinaison linéaire
a coefficients dans Z des suites t1,--- ,tp



Proposition : (S(n)),>o satisfait

SMAn)=-Sn+1)+52n)+S2n+1)
SAn+1)=—-S(n)+S(2n)+ S(2n+1)
S(An+2) =4S(n+1) — S(2n+ 2)
SMn+3) =4S(n+1) — S2n +1)

pour tout n € N
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Proposition : (S(n)),>o satisfait

SMAn)=-Sn+1)+52n)+S2n+1)
SAn+1)=—-S(n)+S(2n)+ S(2n+1)
S(An+2) =4S(n+1) — S(2n+ 2)
S(An+3)=4S(n+1)—S2n+1)

pour tout n € N

En particulier, (S(n)),>0 est 2-réguliére.
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Définition : s = (s(n))n>0 est 2-synchronisé si le langage

{repy(n, s(n)) | n € N}

est accepté par un automate fini, i.e. est régulier.



Définition : s = (s(n))n>0 est 2-synchronisé si le langage

{repy(n, s(n)) | n € N}

est accepté par un automate fini, i.e. est régulier.

A. Carpi, C. Maggi (2001)

e Une suite 2-automatique est 2-synchronisée.

e Une suite 2-synchronisée est 2-réguliére.




Définition : s = (s(n))n>0 est 2-synchronisé si le langage

{repy(n, s(n)) | n € N}

est accepté par un automate fini, i.e. est régulier.

A. Carpi, C. Maggi (2001)

e Une suite 2-automatique est 2-synchronisée.

e Une suite 2-synchronisée est 2-réguliére.

Proposition : La suite (S(n)),>0 n’est pas 2-synchronisée.
En particulier, elle n’est pas non plus 2-automatique.



Extension aux

e Langages des représentations dans une autre base que la base
2

Langage de Fibonacci (interdiction de deux 1 consécutifs)

Langage de Tribonacci (interdiction de trois 1 consécutifs)

Langage de m-bonacci (interdiction de m 1 consécutifs)
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Merci de votre attention !
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