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REMARQUES SUR LA MEME NOTE DE M. IBACH;
Pi«r M. E. CATALAN.

I. L’auteur considere les équations

dy ds
1) == +Piy+Q5=YV — +Poy+Q,3=1V,.
( I 1y =+ Q RN o ¥ +Q» 2
11 dit : « La méthode de d’Alembert conduit & démon-
trer que la résolution d’un parcil systéme dépend de
I'intégration d’une équation différenticlle de la forme

du

2 — +Au+Bu2=C
(2) dr ’
dans laquelle A, B, C sont des fonctions de x. Or Euler
a prouvé que l'on ne peut intégrer cette dernicre
équation que si l'on en connait A vriort une solution
particuliére. .. »

Ou Euler a-t-il énoncé une pareille proposition (*)?

(') La phrase de M. Ibach doit étre rectifi¢e de la manicre sui-
vante : « Euler a prouvé que I'on peut intégrer cette dernicre ¢qua-
tion si I'on cn connait « priori une solution particuli¢re; cn thése
générale, le probléme est donc insoluble. » Ch. B.
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Si V'on procédait par analogie, on conclurait que :

Pour résoudre l’équation f(x) = o, on doit en con-
naitre une racine.

Du reste, I'équation (2), immédiatement intégrable
quand elle se réduit a

du
3 — = X(a + bu + cu?),
(3) aIr ( )
comprend, comme cas particulicr, 'équation de Riccati.

La proposition dont il s’agit semble donc inexacte.

II. La méthode proposée par M. Ibach est une exten-
sion, fort compliquée, de celle que 'on doit a d’Alem-
bert. Le procédé suivant, bien connu, est beaucoup plus
simple.

De la premiére des équations données, on déduit

dry
dx

d , ds , ,
- Py %‘+P1.)'+Q1;E‘+Q s=Vi.

(4)
fye o ds > 2 . ..
Eliminant z et 70 on trouve 1 équation linéaire

[ d2y Q’ d
{ ._.‘2/_ - Qy — =1 ;):
dri <" Q@ Q,) dzr

(5) ¢ +<P',-—-Q1P2+ QZPI“"Q_‘l P1>}’
1

( ZV'A—QIV‘z—i—QzVi—%f\l;

ou, pour abréger,

dry dy
G== Hy = K.

(6) drr U dz +H K

Cette équation (6) donne lieu aux remarques suivantes :
1° Elle est intégrable, en premier lieu, quand les

coefficients Py, Q,, Po. Q. se réduisent a des constantes.
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2° Si le coefficient G est nul, et que l'on fasse abstrac-

tion du second membre, clle devient

d2y
(7) dxr?

—+ Xy =o.

Celle-ci a été étudiée, tout particuliérement, par Liou-
ville.
3¢ La condition G = o, ou

& =P+ Qs

est vérifiée si I'on prend

(8) Q= ef (P Qudr (1),

valeur d’ou résulte

(9) H =P, —QPy— P
4° Si, de plus,

P, — P} ., 3
(10) Po= L 1 = (P, —P})eJP:+Qidr

Q1
I'équation (6), devenant

dy
—= =K

dr? ’
a pour intégrale

y=C+ Cir+ fdr fKdx.
Etc.
III. M. Ibach appliqﬁe sa méthode aux équations ()

d
& +xy +x25 =0,
dr v

dz + a?x?y + x5 =0
dxr Y s

() Cette formule (R) a unc grande aﬁalogie avee la relation (A)
de M. Ibach.
(?) Page 15q.



1 trouve

lugl—-;—l—l—lj lugx———.+’”’

Ce 2 P ?
Y= 2ax ’
. logx— 3? o« ‘r‘ log1 — 1 aad
. _ Ce b —Cle 4 b
- 20T >

mais ces valeurs sont inexactes ().
A cause de €67 =x, on peut les écrire ainsi

2 .7“ ':+ x3
_n LIPS L
y=2A¢ 7 T B 0
)2 r 2 . Iz
—_—— —— —_—— o —
s—=ANe P — Be E

Par conséquent,

L(y —3)=L0OB) — (’_) _a£>,
dy +ds =—(y —3)(r+ax?)dr,

dy ~-ds =—(y —3) (o — azx?)dr;

dy L. ds _ . .
G T T T AatE, e = 2s —
ou
dy , ds ,
T Ty T ATis =0, o )y — 25 = 0.

Ce sont donc li les équations différenticlles qui doivent
¢tre substituées aux premiéres.,

IV. Comme troisi¢me application, autcur a pris le
PI ) I

Y L'erreur provient de ec¢ que M. lbach dit, »¢ ligne de la p. 17

) g %

que, st Pr=Q,, P, et Q, doivent ¢tre dans un rapport constant, ce
qui est une inadvertance manifeste, car on conclut de la condition

Py = Quda
Q.

que P,oet O donvent étee deaun Ch. B.



systeme
dv - et ds . e .
dr 7z JHE3=0 @y A4 s o(1).

11 en déduit :
27y = Ce4— Ce v, 205= Cev—Cev,

cn supposant

T 4 712 exr — 72
U=f ——dr, o= — dur.
. r . xZ

Ces intégrales ne sont pas plus exactes que les pre-
micres (). En effet, comme on peut aisément le véri-
fier, clles conduisent aux ¢quations

dy er—| ds ex

V=35 =0 —- T
dr r ’ o dr £

< VL = 0.
J

Ces résultats errvonés sont-ils fortuits’ Proviennent-ils
de la méthode immaginée par M. Ibach? Ce sont des ques-
tions que e n’ai pas le loisir de résoudre.

V. Comme suite a ces Remarques, j'indiquerai cei-
tains cas, trés simples, dans lesquels 'équation

(]")/ v}_P(’ZZ TQ}’ =0

(1n) o r? drx

est intégrable.
Supposons d’abord qu’elle aitla forme
(12) (z—a)(x—0)y'+ (fa+g)—+hy=o,

et cherchons si
yi=(xr—apr

en peut étre une intégrale particulicre.

(") Page 180.
(?) Il y a sumplement une faute d'tmpiession au denomnateur de
z, ou 1l taut Ine 2 au lieu de » 2 Ch B
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On wouve
(13) p(p—iNoe—b)+p(fr+g)+h(r—a)=o,
équation qui se décompose en

p(p—n)+pf+h=o0, —bp(p—1)+gp—ah=o,
ou bien

(a—b)p—n)+af+g=o0, p(bf+g)—(a—b)h=o0:
puis, en supposant @ — b différent de zéro :
(11) (a—=bPh~+(af+g)bf+g)=(a—b)(bf — g),

—b
(l-') p:(—Z/_;g.),h°

Quand la condition (14) est remplic, la formule (13) est
applicable.
Si l'on veut que
Yo=(x—0b)r

soit unc seconde intégrale particuliére, la relation (14)
ne doit pas étre altérée quand on y permute @ et b. Donc

of + g =— (af+g),
ou

(16) g=—3(a+0)f;

ct, par conséquent,

rcl\,

h
(l7) p=— 2'7. ——
I’intégrale générale de I'équation

(18) (.r——a)(m—b)}'"—*—f(\.r—~ Lﬂ)y’——"—f<x—'[>y: 0

2
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est done

4 )
(19) y=Mz—a) 4+Br—0>b) 7 (1)
Application. — Soit I'équation
(22— 3r+ 1)y +(Jo—2)y'+ iy =0 (2),

dans laquelle @ =1, & = 1. On trouve f = £. Donc I'in-
tégrale demandée est

+B(z—1%)

)
4

y=A(@—r
Autre application.

x2y" + Yy +y = o.
On obtient
ryr=A P Bz_‘/’__‘;

puis, par une transformation évidente,

¥ = Gsin(Lz)+4 D cos(Lz).
VI. Dans I'équation (12), posons
(20) ‘},zeﬁtd.x'
Elle devient, comme l'on sait (3),

(21) w+u'+Pu+Q=o.

Essayons dans quels cas u peut é&tre un poly néme
entier; par exemple, ax®+ 3x + 7.
La substitution donne

— Q= (a2x?+ Br+ )2+ 222 + § + P(ax2+ fz +y).

(*) Dans le cas ou les facteurs & — @, z — b deviennent ¢gaux,
cette formule doit étre remplacée par celle-ci :

p
y=(xr—a) z2(Cx-+D).

(%) Intégrée par M. Désiré André (Journal de Resal, p. 287 1881).
La Note de cet ingénieux géomctre a ¢t¢ Poccasion du petit pro-
bléme que nous venons de résoudre.

(*) Voir ci-dessus. ¢quation ()
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Done, prenant arbitrairement P, on a la valeur corres-
pondante de Q. Si, par exemple, P est un polynéme du
deuxicme degré, (Q scra un polynome du quatriéme
degré. Voila donc une infinit¢ de cas dans lesquels ’é-
quation (11) admet une intégrale de forme donnée (*).

P.-§. — Les valeurs de y et de z, relatives & appli-
cation 11 (p. 180), sont incxactes.

22 mai 188%.



