NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

CATALAN
Sur une question proposée par M. Bourguet

Nouvelles annales de mathématiques 2¢ série, tome 16
(1877), p. 416-421.

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1877_2_16__416_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1877, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales
de mathématiques » implique 1’accord avec les condi-
tions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.
php). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la pré-
sente mention de copyright.

) V UMDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1877_2_16__416_1
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR UNE QUESTION PROPOSEE PAR M. BOURG UET;
Par M. CATALAN.

La solution donnée par M. Muffat, dans le numéro
de juillet des Nouvelles Annales, a reporté mon at-
tention sur I’énoncé suivant :

Trouver les racines de l’équation

1 x z(x—1)
- — +
2 x41  (x+1)(r+2)

(1) (=
au sujet duquel je vais présenter quelques remarques.

I.
Quand on propose de résoudre une équation
(4 (.z‘) - 0,

il est sous-entendu que ¢(x) est une fonction, sinon
bien déterminée, au moins bien définie. En est-il
ainsi dans le cas actuel? Autrement dit, la série (1) est-
elle convergente pour toutes les waleurs positives de x?
C’est la une question préliminaire sur laquelle je ne me
prononce pas, faute de temps, mais que M. Bourguet
doit avoir examinée et résolue. Je me bornerai a cette
seule indication : si x croit indéfiniment, l’équation (1)
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devient & la limite

0= — I +I—1—4 ...,

N | -

ce qui est absurde.
1I.

Si I'on attribue & x une valeur n entiére et positive,
la série (1) se réduit a ses n + 1 premiers termes, sa-
voir :

n nfp—1) 4 nlr—a).. 0

1
;_ﬂ+l+(ﬂ+l)(ﬂ—i—2) T a)n+2).. .20

M. Muffat a prouvé que cette quantité est nulle. En
conséquence, n étant un nombre entier quelconque,
on a identiguement

n n(n—1) o n(n—1)...1

n+1 (n+1j\n+2) T (n4a)(n+2)...2n

SR

Cette proposition remarquable est comprise dans 'un
des théorémes de Stirling (¥).

IIL.

D’aprés la Note de M. Muffat, la question proposée
admet comme solutions r=1, x =12, =3, ....
Mais rien ne prouve que I'équation ¢ (x) = o (**) n’ait
pas de racines {ractionnaires, incommensurables, imagi-
naires, etc. Le probléme reste donc a résoudre ou peu
s’en faut.

— »

(*) Bixer, Journal de I’Ecole Polytechnique, XXVII¢ Cahier, p. 154.
Il suffit, pour retrouver I'égalité (2), de changer @ en —p dans la
formule de Stirling.

(**) Encore une fois, nous admettons l'existence de la fonction
g(x)-
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IV.

Aprés avoir rappelé que les racines de I’équation
sinr—osontxr=o,x=—==xn, xr==o2m, ..., Euler
déduit de cette simple remarque (*) la formule

[

En appliquant ce procédé (qui n’est nullement rigou-
reux ), pourrait-on transformer () en un produit in-
défini, admettant les facteurs

Jappelle sur ce point I'attention de M. Bourguet.

Note par le Rédacteur. — On a identiquement
== <——a,>—‘r—:’1,—a,)+...—i—(v.nv.—cc,.)+a,,,

de sorte que, si o, a pour limite zéro quand n augmente
indéfiniment, la série

1
sera (:onvergeme et aura pour somme — -
2

Posons
11—22—2 p—x

op == —
21 +x2+.x

p+x

(*) Introduction a l' Analyse, p. 119.
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il en résultera, pour V'expression du terme général
(2pos—ap),
r 1—=x p—1—x

I1+~x2—+x p+.r

Xp—t op =

Quel que soit x, soit £ un nombre enticr immédiate-
ment supérieur a sa valeur absolue; posons

11 —7r2—x A—1—2x

T o21-+z2-t+x

k=1 ax

le terme complémentaire «,, n dépassant k— 1, pourra
s’écrire
A—rk—+1—=zx n—ux

— A0 SLL DT
Gn At+xh+14+x n—+x

On voit immédiatement que, si x est négatif, chacunc

. A— x n-—ux , . T
des fractions 9 vy est superieure a 1 unite,
k+x n-+x

de sorte que ,, au lieu de tendre vers zéro, va en aug-
mentant : la série proposée est donc divergente.

Si x est positif, il est facile de montrer que o, a pour
limite zéro. En effet, de la formule connue

\ 3
1og(1+y)—log(x~y):_2<y+ 3_+‘,_>,

on conclut, y étant positif et plus petit que 1, .

1-+y Tty
log - 2 ou ———>>¢¥
og 1—*)’> Y ou T e,

. T4y o, , . e e,
puisque les nombres P et e’ sont supéricurs a 'unité.

. » ., . x
Remplacons dans cette inégalité ¥ successivement par =,
plag J parz
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x X
— —3y+e+-s —9y 1OUS AUroOns
A41 n
x
bz 23
k_“x/ 3
x
ket x 2y
k+~1—x ’
..... e,
n—+x 2=
RN

et, en multipliant membre 4 membre,

A2 h+14+2ox n+x

2 <1+J— !
>L,l Pteet +Z)‘

..

h—a h+1—x n—u

Orl'exposant de e admet en facteur la série harmonique:
donc le premier membre peut devenir supérieur a toute
quantité donnée, et par suite «, inférieur & toute quan-
tité donnée; la série est donc convergente et a pour
I . » ’ .
somme - d’ou il résulte que, pour x >0, 'équation

proposée par M. Bourguet est une identité.
Si I'on désigne, comme précédemment, par k un
nombre entier immédiatement supérieur a x(x > o).

par B le produit
, . x x
\l——I) l—; ”.<I—£’-—-l),
on pourra éerire, 12 dépassant A —1,
, \ x\ x
(1 — ] (I—— —) <I— —>
2 n
x x x\
—Bl(1—= — Y. (1=Z).
<l A) <I A +I) <I n)

Chacun des facteurs qui suit B est inférieur a I'unité, de
sorte qu’en passant d'un produit quelconque au suivant,
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I'expression considérée diminue; nous allons voir qu’elle
a pour limite zéro.

On a, en effet, pour 0 <y <1, d’aprés un développe-
ment connu,
I
T—y < o
On en conclut

x I
I‘—-‘—:<

z
%

ct, en multipliant membre & pembre,

L

1
it n

Or I’exposant de e admet en facteur la série harmonique;
donc le premier membre peut devenir inférieur a toute
quantité donnée, et I'on a le droit d’écrire

1 x z(xr—1)

2 x1 +(x—l—x)(x+2)—

e (-2) (-5

pour toute valeur positive de x.




