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PROPOSITIONS “LA’I‘IVES A LA THEORJE DES NOMBRES;
Par M. E. CATALAN.

1. Soit I’équation
(6r=1)*+ (6y 1)+ (6212 =3 (2 +1)7,

dans laquelle les inconnues ne peuvent recevoir que des
valeurs entiéres, nulles ou positives. L’excés du nombre
des wvaleurs paires sur le nombre des wvaleurs impaires
de x+ y + z égale (2n +1) (—1)".

2. Soit I'équation
(6 17+ (6y F1)'+ (62 p 1= 24N + 3,

dans laquelle les valeurs des inconnues sont encore as-
sujetties aux conditions précédentes. Si le second
membre n’est pas le triple d’un carré, la somme
x +y ~+ z admet autant de valeurs paires que de va-
leurs impaires. (Jacost.)

3. Le triple d’un carré impair est toujours décompo-
sable en trois carrés de la forme (6p 1)’ 8ile
rnombre donné est 3 (2n +1)*, il y a au moins autant
de décompositions que l'indique le plus grand entier
27 +1

contenu dans 5

4. Soit I'équation

(6= 1)+ (6y 1)+ 4 (627 1)'=6 (22 +1)? (7).

(*) Les conditions relatives aux valeurs gque peuvent recevoir les in-~
connues sont les mémes que précédemment.
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L’excés du nombre des valeurs paires de

3ri
r+y+z+ _;f—t,

surle nombre des valeurs impaires, égale (an 1) (—1)".
8. Soit I’équation
(6z 1)+ (6y 1)+ 4 (62 1)*= 24N + 6.

8i le second membre n’est pas le sextuple d’un carré,
la quantité
3y
X -+ Yy —+ 2z + Lﬂ
admet autant de valeurs paires que de waleurs im-
paires.

6. Le sextuple d’un carré impair est toujours décom-
posable en trois carrés. Les deux premiers ont la forme
(6p==1)?, et le troisiéme la forme 4 (6p 5= 1)*.

7. Soit I'équation

(2 +1)2+ (2 +1)*+ 162 = (27 +1)%
Soit, pour z =o0, ¢ Uexcés du nombre des waleurs

. L +1
paires sur le nombre des valeurs impaires deJ'(_);__).
Soit, semblablement, ¢’ I’excés du nombre des valeurs

(y +1 .
y_%__} ~+ z sur le nombre des valeurs im-

paires de
paires, z étant positif. On a
e+ 2¢ = (2n +1) (—1)~

8. L’excés du nombre des valeurs paires de x, satis-
Sfaisant & Uéquation

fa*+ fy*+ (22 +1)'= (27 +1)?,



( 520 )
sur le nombre des valeurs impaires, est

s:(zn +1) (—1)pP—1

A (*)-

9. 8i un nombre premier, P, n’est pas la somme
de deux carrés, P* est décomposable en trois carrés.

10. 8i un nombre premier, P, est égal a la somme
de trois carrés, P* est généralement égal aussi & la
somme de trois carrés.

11. L’équation
4=+ fy*+ (22 +1)'=8N +1,

dans laquelle le second membre n’est pas carré, est
wérifiée par un méme nombre de wvaleurs paires et de
valeurs impaires de x (*¥).

12. a étant le nombre des solutions de I’ équation
(22 +1)? 4 (2 +1)P=2(2anr +1)%,
Vexces du nombre des valeurs paires de z, qui vérifient
(22 +1)'+ (27 +1)*+ 822 =2 (2n +1),
sur le nombre des valeurs impaires, est

(2 4+1){—1)"—a
e—
2

13. 8ilon fait n = di, le nombre des solutions de
Uéquation
B4l i+ .. +i,=8n

(*) Dans I'application de ce théoréme, on peut faire y = 0, mais non
x = 0. En outre, a cause de la valeur de ¢, n doit étre pair. On peut
donc remplacer I'équation par fz*~+ 4y~ (27 4+1) = (fp—+1)’, et
alors la formule devient ¢ = u.

(**) On fait toujours abstraction de x = o.
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est égal & la somme des cubes des diviseurs d (¥).

14. 8i, de plus, 4n =1+ i", alors
(S X fi")=8za (*).

15. La somme des diviseurs d’un nombre impair, i,
est égale & la somme des produits deux & deux des excés
relatifs aux nombres impairs dont la somme est 21 (**¥).

II.

Les propositions précédentes sont extraites d’'un Mé-
moire intitulé : Recherches sur quelques produits indé-
JSinis. MM. Le Besgue et Chabanel ont fait voir que la
proposition 10, corollaire du théoréme 8, est tout sim-
plement la traduction de I'identité

(a*+ 0?4 )= (a® + b*— 2+ (2ac)* + (2 be)? (****).
Ce moyen de démonstration, basé sur de simples iden-

tités, est-il applicable a quelques—unes des propositions
énoncées ci-dessus? Cela est désirable. Quoiqu’il en soit,

(*) 4,4,y ¥y i;,. .. désignent des nombres impairs.

(**) La notation fp, employée par Euler, représente la somme des
diviseurs de p.

(***) Yappelle excés relatif a un nombre impair N Yexcés du nombre
des diviseurs de N, ayant la forme 4 -1, sur le nombre de ceux qui
ont la forme 4 p —1.

(****) En outre, comme le fait observer M. Chabanel : 1° il es¢ inutile
que le nombre a*~+ b*+ c* soit premier; 2° on peut permuter les lettres
a, b, c. Cette seconde remarque donne lieu, par exemple, aux trois dé-
compositions suivantes :

(§+ 3+ 2%) =24+ 16+ 32,
(4*+ 3+ 2* P = 2f> 4121+ 11,
(4*+ 3+ 2*)' = 212 +16°+12%
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voici quelques identités (¥) qui se rapportent ala dé-
composition, en quatre carrés, du carré d’une somme
de trois carrés :

(1) i (@*+ b2+ ) = (b + 2 )*+ (ab + ac)?
~+ (ab — ac)* + (a*)},

(2) % (a*+ b*+ ¢?)'=(c*+ a*)*+ (be + ba)?
‘ + (be — ba)*+ (b2)2,
(3 (@ + b*+ c* = (a*+ b*)'+ (ca + cb)?
+(ca'—cb)’+(c’)’,
4 (a?+ b+ )= (a*+ 2 be)*+ (ab —ac?
+ (ab — ac) + (b*— )3,
(5) | (@+ b4 c?pP=(b*+ 2ca) + (be — ba)
l +(bc_,ba)2+(c7_az)z’
(6) (a*+ 6>+ c*)*= (c*+ 2ab)* 4 (ca — cb)?
+ (ca — cb )+ (a*— b2)?,
(1) 3 (a*+ b+ c* )= (a*— 2bc)?'+ (ab + ac)?
7 + (ab + ac)+ (b — '),
(8) % (8*+ b+ e = (b’— 2.ca)? + (bc —+ ba)?
=+ (be + ba)* + (¢* — a?)?,
(o) (a?+ b2+ )= {c*— 2abd)’ + (ca + cb)?
9 + (ca + ¢b)* + (a*— b ),

(10) { (a2+ b’+¢’)’::(bt‘+t’a+ab)’+(a2—.bc)2
~+ (6'— ca)+ (c*— ab)?,

(*) Toutes ces relations sont des cas particuliers de I’égalité
(as+ b5 - d’) (als+ b’ d”): (aar+ b + ccl+ddl)l
~+ (ab'—ba'—cd'+dc')*+(ac'+bd'— ca' — db')*+ (ad+ cb'— bc'— da')?

trouvée par Euler. Jeferai remarquer, en passant, que le second membre
de celle-ci peut &tre éerit d’au moins wingt-quatre maniéres différentes.
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(@'~ 6+ )2 == (bc + ca — ab) s (at 4 be )
+ (6*4-ca)?+ (e*—ab),

(11)

(@4 b2+ ?)* = (ca + ab — bc)*+ (b*+ca )
+ (e?+ ab)*+ (a*— be)?,

(12)

(13) (a®+ b2+ ¢*)?= (ab + bc — ca)?*+ (c'+ ab)?
+ (@ + be )+ (b*— ca)’.

IIIL.

Puisque I'occasion s’en présente, je rappellerai ici les
énoncés de deux théorémes d’Arithmétique démontrés
dans des recueils peu répandus :

1° a, b étant deux nombres entiers, premiers entre
eux, la fraction

1.2.3...(a+b—1)
1.2.3...ax1.2.3...%

est réductible & un nombre entier.
2° a, b étant deux nombres entiers quelconques, la
Sraction

(a+1)(a+2)...2a<(b+1)(b+2)...20
1.2.3...(a+b)

est réductible & un nombre entier.



