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SUR LE PROBLEME DE LA SPHÈRE TANGENTE A QUATRE
PLANS DONNÉS;

PAR E. CATALAN.

^Extrait de la Geometrie descriptive de Laiïemoirc, 2e édition; 1849.)

1. Si Ton suppose que les quatre plans qui composent
les faces d'un tétraèdre soient indéfiniment prolongés,
on pourra se proposer de chercher toutes les sphères qui
touchent à la fois ces quatre plans.
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Afin de déterminer, en premier lieu, quel peut être le
nombre de ces sphères, observons que le plan de la base
ABC du tétraèdre, prolongé indéfiniment, forme, avec
les trois autres faces, six angles dièdres dont trois sont
intérieurs, et dont les trois autres sont extérieurs.

Pour qu'un point soitégalement distant des quatre faces
du tétraèdre, il faut qu'il soit situé sur trois des plans
bissecteurs de ces six angles dièdres. Si donc P, Q, R
sont les plans bissecteurs des angles intérieurs, et que
P', Q', R' soient les plans bissecteurs des angles extérieurs,
il y aura autant de sphères satisfaisant à la question, qu'il
y aura de points déterminés par les combinaisons suivantes
des plans bissecteurs :

P, Q, R, • P, Q, R', P, Q', R', P', Q', R'.
Q, R, P', Q, R', P',
R, P, Q', R, P', Q'.

Le nombre de ces points, et par conséquent le nombre
des sphères cherchées, est au plus égal à huit.

2. La sphère déterminée par les plans P, Q, R,
c'est-à-dire la sphère inscrite au tétraèdre , existe tou-
jours.

Il en est de même pour les quatre sphères déterminées
par les plans

P, Q, R',

R, P, Q',
P', Q', R',

que l'on appelle sphères ex-inscrites, et qui sont telles,
que chacune délies touche une des faces du tétraèdre et
les prolongements des trois autres faces.

Considérons, par exemple, les trois plans bissecteurs
P', Q', R'. Il est évident que chacun de ces plans fait,
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avec le prolongement de la face ABC, un angle dièdre
aigu; conséquemment, ces trois plans ne peuvent se cou-
per deux à deux suivant des droites parallèles, de ma-
nière à former les faces d'un prisme triangulaire ; donc
ils se coupent en un seul point, centre de la sphère ex-
inscrite suivant la face ABC. La même démonstration
s'appliquerait aux splières ex-inscrites suivant les trois
autres faces, et il est facile de reconnaître que leurs centres
seraient donnés par les combinaisons

P, Q, R',
Q, R, P',
R, P, Q',

des six plans bissecteurs.
3. Considérons maintenant le tétraèdre ABCD (Jîg. i),

et supposons que Ton prolonge ses différentes faces ainsi
que l'indique la figure} il est clair que l'on obtiendra
deux espaces indéfinis BCEFGH, ADIKLM, terminés
chacun par quatre plans, et s'appuyant sur les deux
arêtes opposées BC, AD. Ces espaces, dont la forme est
assez bien indiquée par celle d'un comble à quatre pentes,
ont été désignés sous le nom d'angles prismatiques et de
bi-angles. On comprend que, dans certains cas, une
sphère puisse être inscrite dans un angle prismatique. II
semblerait, d'après cette considération, que le nombre
des sphères inscrites dans les six angles prismatiques ob-
tenus en considérant ces trois couples d'arêtes opposées,
puisse s'élever à six ; mais il est aisé de démontrer que
si l'on peut inscrire une sphère dans l'angle prismatique
BCEFGH, on n'en pourra pas inscrire dans l'angle
prismatique opposé , et réciproquement.
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Fis i.

En effet, quelle que soit la position de la sphère cher-
chée, son centre doit se trouver sur les plans bissecteurs
des angles dièdres intérieurs dont les arêtes sont AD et
BC. Le premier plan bissecteur rencontre Tarête BC en
un point U situé entre B et C. De même, le second plan
bissecteur rencontre AD en un point V, situé entre A et
D. Le centre cherché doit donc se trouver sur la droite UV,
interjection des deux plans bissecteurs. Ce centre doit
aussi se trouver sur le plan B/, bissecteur de l'angle dièdre
extérieur ayant pour arête AB ; d'ailleurs une droite ne
peut rencontrerun plan qu'en un seul point5 donc, etc.

On peut observer encore que le plan B/ est extérieur
au tétraèdre, dans lequel est située la droite UV; donc

23.
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le centre de la sphère dont il s'agit sera sur le pro-
longement de UV, soit en O', dans l'angle prismatique
BCEFGH, soit en O", dans l'angle prismatique ADIKLM.

S'il arrive que le plan R' soit parallèle à la droite UV,
alors le centre de la sphère est transporté à l'infini, ou plu-
tôt cette sphère n'existe pas.

Au lieu de déterminer le centre O' ou le centre O" par
l'intersection du plan P passant suivant BC, du plan R
passant suivant AB et du plan bissecteur ADU, il est
clair qu'on pourrait l'obtenir au moyen de la combinaison
des plans P, R' et Q', en supposant que Q' soit le plan
bissecteur de l'angle dièdre extérieur dont l'arête est AC.
Nous retombons ainsi sur la combinaison P, R', Q', in-
diquée plus haut.

Nous voyons donc que les sphères déterminées par les
combinaisons

P, R', Q',
Q, P', R',
R, Q', P',

peuvent, en tout ou en partie, ne pas exister, c'est-à-dire
que le nombre des solutions du problème peut être réduit
à cinq. Mais peut-il s'élever à huit, à sept ou même à six?
C'est ce qu'il convient d'examiner. Il faut bien remarquer
en effet que, dans les développements qui précèdent, rien
ne prouve qu'en général la droite UV rencontrera le plan
R', ou, ce qui est la même chose, que les plans P, R', Q'
se couperont en un point unique.

4. Afin d'éclaircir cette partie de la question, nous
commencerons par démontrer la proposition suivante.

THÉORÈME I. Dans tout tétraèdre, le plan bissecteur
de chaque angle dièdre partage l'arête opposée en
deux segments proportionnels aux aires des faces ad-
jacentes.

Considérons, par exemple , le plan AUD, qui divise
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en deux parties égales l'angle dièdre intérieur dont Tarét*
est AD. Il s'agit de démontrer que

BU __ C
CÏÏ~~B'

en représentant l'aire d'une face par la lettre qui indique
le sommet opposé à cette face.

Projetons la figure sur un plan quelconque, perpen-
diculaire à AD. Cette droite aura pour projection un
point I {fig. 2); et les plans ABD, AUD, ACD, étant
perpendiculaires au plan de projection, auront pour
traces des droites IB', IU', IC' telles, que IU' sera la bis-
sectrice de V angle formé par IB' et IC'. Enfin la droite
BUC se projettera suivant une droite B'U'C'.

Cela posé, le théorème de géométrie plane donne

(Tu73""" c T
Mais il est clair que B'U', C'U' sont des droites pro-
portionnelles à BU, CU, et que B'I, C' I sont égales,
respectivement, aux perpendiculaires abaissées des points
B, C sur la base AD des triangles ABD, ACD. La pro-
portion précédente revient donc à celle qu'il s'agissait
dedémontrer.
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5. Supposons qu'après avoir mené la droite UV,
déterminée par les proportions

BU__C AV_D .
CÛ~"B' DV""~Â'

on mène, semblablement, la droite ST, qui rencontre
les arêtes opposées AB, CD, de manière que

AS __ B DT __ C
nb A Cl D

D'après ce qui précède, chacune de ces droites doit conte-
nir le centre de la sphère inscrite au tétraèdre; donc,
puisque ce centre existe toujours, les deux droites se
coupent. De là, ce théorème :

THÉORÈME IL Les droites qui partagent les arêtes
opposées d'un tétraèdre, chacune en deux segments
additifs proportionnels aux faces adjacentes à ses deux
extrémités, se coupent toutes les trois en un même point>
centre de la sphère inscrite au tétraèdre.

6. Du reste, on peut démontrer directement que
les droites UV, ST se coupent, en observant que les pro-
portions précédentes donnent

AV.DT.CU BS = AS.BU.BT.DV.

7. Au lieu de partager les arêtes en segments addi-
tifs, supposons qu'on les partage en segments soustrac-
tifs, de manière à satisfaire aux proportions

AX'_Ç DT__5 DT'_Ç 45_'_?
CX'~~A' BY'~~D' C T ^ D ' BS'~~A*

Comme ces proportions donnent

ÀS'.BY'.CX'.DT'rrAX'.BS' CT' DY',

on conclut encore que les droites S'T', X'Y' sont dans
un même plan. Donc, en général, elles se couperont en



un même point 0 ' , situé aussi sur la droite VU. Ce point
sera le centre de Tune des sphères inscrites dans les angles
prismatiques.
Fig. 3 .

8. Pour que cette sphère n existe pas, il faut que
les droites UV, X'Y' (fig. 3 ) , lesquelles sont toujours
flans un même plan, soient parallèles entre elles. Cher-
chons dans quel cas aura lieu ce parallélisme.

Les proportions

AX' CT

DT
D DV

ÂV

donnent
AX'.CT.DV = CX'.DT.AV;

donc les points X', T, "V sont en ligne droite, et AVX' est
un triangle. A cause de la transversale DTC, nous au-
rons donc

AC.TX'.DV == AD.VT.CX'.

De même, UTY' est une droite; et le triangle BUY',
coupé par la transversale DTC, donne

BC.UT.DY' — BD.TY'.CIJ.



( 36o )

Maintenant, les deux droites VU, X' Y' étant supposées
parallèles, on a

V T T X /
UT ~~ TY''

Si l'on multiplie membre à membre les deux premières
égalités, et qu'on ait égard à cette dernière, on obtient

AC BC.DV.DY'= AD.BD CU.CX',
ou

A£ BC __AD BD
CX7'CÜ""DV"DY/"

Mais, ainsi qu'il est aisé de le reconnaître,

AC C — A B C B - f - C
CX7" A "' CÛ~~ B '
AD _ A -f- D B D _ D " ~ B .
DV ~~ A ' DY7 ~~ ~ B :

donc
(C~A)(B- fC)=(A+D)(D-B) ,

ou
C — A _ A + D _ C + D
D —B ~~ B-f-C ~ C + D*

Cette proportion exige que A + D = B4-C.
Ainsi, pour que la sphère O' disparaisse, il faut et il

suffit que la somme des aires des f aces qui ont AD pour
arête commune, soit équivalente à la somme des deux
autres faces,

9. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède,
que l'on n'a pas, à la fois, C = A et D = B. Si ces deux
conditions étaient vérifiées, les points X' et Y' seraient
transportés à l'infini, aussi bien que la sphère O'. En
même temps, comme les sommes A -+- B et C 4-D seraient
égales, la sphère inscrite dans l'un des angles prisma-
tiques ayant pour arêtes AD ou CD, aurait un rayon
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infini. C'est-à-dire que le nombre des sphères tangentes
aux quatre plans serait réduit à six.

10. En résumé :
i°. Quand la somme des aires de deux des faces du

tétraèdre est égale à la somme des aires des deux autres
faces, les sphères de la troisième espèce se réduisent à
deux \ 'i

2°. Si les faces du tétraèdre sont équivalentes deux
à deux y il n'y a plus qu'une sphère de la troisième
espèce;

3°. Enfin y si les quatre faces du tétraèdre sont équi-
valentes entre elles, les sphères inscrites dans les angles
prismatiques se transportent toutes les trois à Vinfini.

On vérifie ces conclusions en cherchant les relations
qui existent entre les rayons des trois sphères, les aires
des faces, et le volume V du tétraèdre -, ces relations sont

± V = ^ R, ( A -h B — C— D ),

( Voir tome VI, page 253.)


