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SOLUTION DE LA QUESTION 46 (t. I, p. 517).

Théorème de géométrie sur les pyramides

X. CATALAN.

De toutes les pyramides ayant même angle polyèdre au
sommet et même hauteur, laplus petite en volume a pour cen-
tre de gravité de sa base le pied de sa hauteur.

La base est déterminée par un plan langent à une sphère
ayant pour centre le sommet de la pyramide, et pour rayon
la hauteur, que nous adoptons pour unité.

Prenons le sommet pour origine des coordonnées rectan-
gulaires ; chaque arête sera déterminée par les angles qu'elle
forme avec les trois axes.

Soient x, y, z les coordonnées du point où le plan de la
base touche la sphère, nous aurons :

J?+?+z*=\. (1)

Soient ensuite «fl (3O yx les angles que forme, avec les
axes, la première arête, et JCI9 yx, zs les coordonnées du
point où cette droite perce le plan tangent, nous aurons
encore :
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en posant :

lt = .r cos », -\-y cos & + z cosy,. (3)

x xi y fi zi sc>nt leà coordonhécs du premier sothmet de la

base, et il est facile de voir que lt représente la longueur de

l'arête qui répond à ce sommet.

On aurait des équations de même forme pour les autres

sommets.

Projetons, sur le plan des xy, la base de la pyramide, et

soit 2G l'aire de cette projection, nous aurons, par une for-

mule due à de Stainville :

^ j j . (4)

Menons, de l'origine des coordonnées, des rayons vecteurs

$t, rîa... aux différents sommets du polygone situé sur le plan

des xy ; soient 6O 0a... les angles formés par ces droites avec

la partie positive de Taxe des x, nous aurons :

j^zrr^cosO,, .ra=£2cos0a...

donc

et comme

la formule (4) devient :

2C = 2/,/, siny, sinya sin(ô, —. 6,). (5)

Actuellement l'angle que forme la base de la pyramide avec

le plan des xy, a pour cosinus z ; donc, en représentant par

2P Taire de cette base,

2P = - 2 / Zasin Vl sinya sin(6, — OJ. (6)
z

Dans cette dernière équàtton , ix, la, l3... sont des fonctions de
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x, y, z; les autres quantités sont indépendantes de ces va-
riables : d'ailleurs, comme le minimum du volume répond
évidemment au minimum de la base, la question est ramenée
à un problème de calcul différentiel.

Posons s/^sinv.siny, sin(Oa—©J = F(x9y, z); en différen-
ciant la formule (6), par rapport aux trois variables, et
égalant à zéro cette différentielle, nous aurons :

(&**+%& + lzdz) -
A cause de l'équation (1), on a xdx-\-ydy-\->zdzz=:{$; donc
l'équation précédente devient :

Actuellement x et y sont des variables indépendantes, donc

Je multiplie la première équation par y , la seconde para:,
et je retranche; ce qui me donne simplement :

dF dF
dx dy

Développons cette formule ; on a :

dJ^=ldJi + l ^ /.cosa.+Z.cos*, =

le premier membre de l'équation (7) équivaut donc à

Q2-— et) est le double du triangle ayant pour côtés
les deux rayons vecteurs ^ et £a; xx-\-x2 est le double
de l'abscisse du milieu de sa base; appelons/, l'aire de ce
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triangle élémentaire, ctgt l'abscisse de soa centre de gravité,
nous aurons :

2<Hsin(0a — ty.fo-fjO = 6 2 ^ = 12CX.

En désignant par X l'abscisse du centre de gravité de la
base, l'équation (7) devient donc :

oc *v

X = Y J (8 )

ainsi les coordonnées du point de contact cherché sont pro-
portionnelles à celles du centre de gravité de la base : ce qui
démontre le théorème. (Août 1840.)


