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SOLUTION DE LA QUESTION 46 (t. I, p. 517).

Théoréme de géomeétrie sur les pyramides.

PAR E. CATALAN.

De toutes les pyramides ayant méme angle polyédre au
sommel et méme hauteur, la plus petite en volume a pour cen-
tre de gravité de sa base le pied de sa hauteur.

La base cst déterminée par un plan (angent & une spheére
ayant pour centre le sommet de la pyramide, ct pour rayon
1a hauteur, que nous adoplons pour unité.

Prenons le sommet pour origine des coordonnées rectan-
gulaires ; chaque aréte scra déterminée par les angles qu’clle
forme avec les trois axes.

Soient x, y, z les coordonnées du point ou le plan de la
basc touche la sphére, nous aurons :

x4yt =1. 1

Soicnt ensuile «,, B, 7, les angles que forme, avce lcs
axes, la premiére aréle, ct z,, ., z les coordonnées du
point ot cette droite perce le plan tangent, nous aurons
encore :

X, . 2, 1
rxFyybm=1 oo . c;)}; 5. cusy, |, @
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en posant :
l,=xcos 2,y cos B, -} z €os,. (3)

X, Y., %, sont les coordonhées du premier sommet de la
base, et il est facile de voir que /, représente la longuear da
Iaréte qui répond a ce sommet.

On aurait des équations de méme forme pour les autres
sommets.

Projetons, sur le plan des xy, la base de la pyramide, et
soil 2C l'aire de cette projection, nous aurons, par une for-
mule due a de Stainville :

chzi‘rh},:- 1‘2.71)' (4)

Mencns, de Porigine des coordonnées, des rayons vecteurs
3., 0.... aux différents sommets du polygone situé sur le plan

des xy ; soient 4, 9,... les angles formés par ces droiles avec
la partie posilive de I'axe des x , nous aurons :
x,=9,c080,, x,=4,c0s0,...
¥.=9,sinb,, y,=2,sinb,...;
donc
Xy, =, ) =107,810(0,—0,),
et comme
o, =l siny,, 0,=/ siny,...,

la formule (4) devient :
2C =3/, siny, siny,sin(6, —9,). (5)

Actuellement I'angle que forme la base de la pyramide avec
le plan des xy, a pour cosinus z ; donc, en représentant par
2P l'aire de cetle base ,

1 . . .
2P = ;zlll,sm 7. siny, sin(9, —9,). 6)

Dans cett¢ derniére équation , ¥,,1,, /... sont desfonctions de
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x, ¥y, z; les autres quantités sont indépendantes de ces va-
riables : d’ailleurs, comme le minimum du volume répond
évidemment au minimum de la base, la question est ramenée
a un probléme de calcul différenticl.

Posons =/, sin v, siny, sin(0,—¢,) = F(x, v, 2); en différen-
ciant la formule (6), par rapport aux trois variables, et
égalant 2 z¢ro cette dificrentielle, nous aurons :

dF dF dF
il il —dz) — Y =0.
d.rdx -+ dydy + dzdz) 2dzF (x,y,2) =0

A cause de I'équation (1), on a xdz -} ydy -+~ 2dz=0; done
I’équation précédente devient :

(et o) + (PG etetran =

Actuellement x et » sont des variables indépendantes , donc
dFB AF dF
—*—x(r—z;d 0, oz"}—’—l—y(F—ajz)——o.

Je multiplie la premiére équation par y, la seconde par x,
et je retranche; ce qui me donne simplement ;

dF dF 7
Développons cette formule ; on a :

d.il, dr
T ,d +l,d =/,c082,-1,cos2, =+l (x,+4x);

le premier membre de I'équation (7) équivaut donc a
Yzl 1, siny,siny,sin{e,—0).(xx,) =333,sin(®0,—b6).(x,}-z,).

84,sin(0,—8,) est le donble da triangle ayant pour cOtés
les deux rayons vecteurs ¢, et d,; x, -, est le double
de Yabscisse du milieu de sa base; appelons ¢, Vaire de ce
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triangle élémentaire , et g, 'abscisse de son centre de gravité,
nous aurons :
23,9,5in(0, — 0,).(x,+ x,) = 62t g, = 12CX.
En désignant par X Pabscissc du centre de gravilé de la
base, I'équation (7) devient donc :
x _r ’

ainsi les coordonnées du point dc contact cherché sont pro-
portionnelles a celles du centre de gravité de la base : ce qui
démontre le théoréme. (Aout 1840.)




