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NOTE

Sur les sphéres tangentes & quatre plans donnés.

PARB E. CATALAN.

On sait que si quatre plans se coupent de maniére a former
un tétraédre, on peut généralement construire huit sphéres
tangentes a ces quatre plans (*). De ces huit sphéres, la pre-
miére . intérieureau télraédre, est appelée sphére inscrite ; les
quatresuivantes sont (angentes chacune & unc face du tétraé-
dre et aux prolongements des trois autres faces : clles sont
dites ex-inscrites; enfin chacune des trois derniéres, inscrite
dans I'angle dicdre formé par deux faces du tétraédre ou par
les prolongements de ces deux faces, touche aussi les plans
des deux autres faces. Ces trois derniéres sphéres se réduisent
a deux ou a une dans certains cas particuliers, dont on peut
voir la discussion dans Vouvrage de M. Olivier. Je me suis
proposé, dans cette note, d’'indiquer les relations qui cxis-
tent entre les rayons de toutes ces sphéres. Je donne aussi,
sous une forme assez simple, les valeurs absolues de ces
rayons, en fonction des éléments du tétraédre formé par les
plans donnés.

Soient :

A, B, C, D, les aires des quatre faces du tétracdre;
V le volume du tétraédre ;
r le rayon de la sphére inscrite ;

(*) Geometrie descriptive de M. Leroy; Developpements de Geométrie des-
eriptive par M. T. Olivier
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«, B, v, ¢, les rayons des quatre sphéres ex~inscrites ;
R,, R,, R, les rayons des trois derniéres sphéres.

Nous supposerons, pour fixer les idées, A>B > C>D.

Sil'on joint par des droites le centre d'une quelconque
des sphéres aux sommets dua tétraédre donné, on le décom-
posera cn quatre tétraédres, ayant pour bases les faces du
tétraédre donn¢, pour hautcur commune le rayon de la
sphére, ct pour sommet commun le centre de la sphére. I1
est facile de voir, en outre, que cetle construclion appliquée
a la sphére inscrite, donnera quatre tétraédres additifs. La
iéme construction, appliquée a unc sphére ex-inscrite,
donnera lieu a (rois tétraédres addilifs et & un tétraédre
soustraclif; enfin, clle donncra, pour chacunc des trois autres
sphéres, deux tétracdres additifs et deux tétraédres sous-
traclifs. Nous aurons donc, en appliquant a chacune de ces
décompositions I'expression ordinaire du volume d'une pyra-
mide, ces trois groupes d’équetions :

3V ,
= =A+B4C+D, )
§;Y=B+C+D_A,
%Y:_—C-}—D-l—A—B,

3V @)
Y _ptAatB—c,

7

21(;5=A-;-B-|-c--1),

3V

R=A+B—C—D,
%:A—}-C-—B—D, @)
3V

i—:A-{-D-—B-—-C,
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I1.
La somme des équations (2) donne :
1
B

d’ou, a cause de V’équation (1) -

3V (34+5+5+3) =2(A+B+C+ Dy,

1 v 1t 1 2
;+§+;+5—;' (&)

Ainsi la somme des inverses des rayons des sphéres ex-inscrites
est égale @ deux fois P'inverse du rayon de la sphére inscrite.

III.
Les équations (3) donnent :
1 1 1
—_t—4 —]=3A—B—-C—D.
W(&+R+m> 3 c
D’ailleurs, si dela somme des trois derniéres équations du
groupe (2), on retranche la premiére multipliée par 3, on
obtient :

1. 1 1 3
(55t

o

) =6a—2B—2C—3D;
donc
11 1 1 1 1 3
DY [ IS Hal gl It o 5
<R.+B,+n) ptyti—s @

c’est-a-dire que, st de la somme des inverses des rayons des
sphéres ex-inscrites opposées aux petites faces du tétraédre on
retranche trois fois l'inverse du rayon de la sphére ex-inscrite

opposée @ la grande face, on obtient pour résultat deux fois
la somme des inverses des rayons des sphéres de la troisiéme

espéce.
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IV.
D’autres combinaisons des équations (2) et (3) donneront
encore :

1 1 1 3 1 1 1
(R+B,__R_) iTaTgTy @

1 1 1 $ 1 1 1

2 ———— e e — - — - —
(R,+B, R,) 5. ;"5 O

1 1 1 3 1 1 1
(ptg-wm)=i—i e ©

Si de I’équation (5) on retranche successivement les équa-
tions (6), (7), (8), on obtient :

2 1 1 1 1
R
2 1 1 1 1
R—=;+§—B—;:,‘/ 9)
2 1 1 1 1
R=pT5 7 )

Ces derniéres équations prouvent que ’inverse du rayon
de la sphére inscrite dans I'angle diédre formé par le prolon-
gement de deux faces, est égal @ la demi-somme des inverses
des rayons des sphéres ex-inscrites oppose’és aux deux aulres
faces, moins la demi-somme des inverses des rayons des sphéres
ex-inscrites opposées aux deux premicres faces.

Parmi les équations que nous venons de trouver, il y en
a qui rentrent dans les autres; ainsi I’équation (5) est une
conséquence , soit des équations (6), (7), (8), soit des équa-~
tions (9).

Mais ces derniéres, jointes a I'équation (%), donnent qua-
tre équations distinctes.
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VI.

Si, dans les équations (3) on suppose A-+D=B-}-C, on
trouve R,=ow . Ainsi, quand la somme des aires de deux des
faces du tétraédre est égale a la somme des aires des deux au-
tres faces, les sphéres de la troisiéme espéce se réduisent a

deuzx.

Si, avec A4+D=B-|C, nous supposons D=G, d'ou
A = B, nous aurons en méme temps R,—wx, R,=w ; les
sphéres de la troisiéme espéce se réduisent @ une , si les faces
du tétraédre sont équivalentes deux a deux.

Enfin, si les quatre faces du tétraédre sont équivalentes
entreelles, R,=w, R,—=wo, R,=x, et lcs sphéres inscrites
dans les angles diédres opposés a ceux du tétraédre se
transportent toutes les trois a I'infini.

VIIL.

Proposons-nous maintenant de déterminer les rayons des
différentes sphéres. Afin d’avoir des valeurs simples, nous
prendrons pour éléments du tétraédre formé par les quatre
plans, les trois cotés @, b, c dela face D, et les inclinaisons
2, #, v de D sur les trois autres faces A, B, C.

D’aprés les équations (1), (2), (3), les rayons des différentes
sph:eres seront connus, si nous exprimons, en fonction des
données , les aires A, B, C, D et le volume V.

Du sommet opposé a la face D, menons la perpendiculaire
Hsur cette face, et 1s perpendiculaires p, ¢, r sur les colés
a,b, c. Enappclant p', ¢, ' les projections de ces perpen-
diculaires sur la face D, nous aurons é¢videmment :

p'=pcesh, g'=qcosp, r=rcosv,
H=psin)l=gsinp=rsinv;
puis, comme il est facile de s’en assurer :
2D=ap'+bg'+-cr,
2A=ap, 2B=lbq, 2C=cr.



p'=Hcot), g'=Hcotp, #=H catv,
2D=H(a cot X 4-bcot p+ccot v).
La quantité a cot) 4-bcoty--ccotv est une certaine lon-
gueur. Pour abréger, représentons-la par 2/ ; nous aurons :
D D a D b D ¢

H=7A=5a0 =3im @ T 9l siny
Actuellement, le volume V du tétraédre est représenté par
1
=DH; donc
3 onc

D?
3V= I

Transportons cctte valeur et celles de A, B, C dans les équa-
tions (1), (2), (3), nous obtiendrons :

D c )

s S R Y
r <sm) +s1ny sinv)+ ’
D 179 c a>
—= e ——— I,
« 2(sin Tsin» sin ,+

D 1/¢ a b

——= ____|_ — )+,
g 2\sinv sin) sinp

D 1/ a b c
= — —— !
v 2(5ink+ sing  sin v>+ ?
D 1/ a b c
3—‘5(51 )\+sm p+sin >_1’
D_l( « b c ) !
R, 2\sinz ' sing sin» ?
D 1( a c b

s ) —1,
R, 2\sin} ' sinv sinp
D 1/a b c
B,—2(siu > sinu  sin
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Si, dans la premiére équation, nous remplagons / par
sa valeur, il vient :

D 1 [a(i—}-cos)) + b(1+cos;¢)+c(1+c05v)'
r- 2 stn X sinp. siny ]’
ou
D 1 1 1 1
— == - beot - -y |;
- Q[acotgl-{- cotey-]—ccotgv],
puis
2D
r— .

1 1 1
t—-2--bcot— t=-
acot 5 + cotgy-{—cco 37

Ces valeurs pourraient se dédunire immeédiatement de la

formule
2D

H= .
acot)+0beotp—+-ccotv
Des simplifications analogues se rencontrent dans les au-
tres équations, et I'on trouve définitivement :

e 2D
B lan 1).—1-11 t1 ’cct‘l ’
—_a —_— — —
g5 colg € col g v
2D
P=— 1 T
acol;l—btang§y+ccot§v
_ 2D
" tj A0 t1 t 1’
acoty +bco 3 k—ctang o
. an
0= )
1 1 1
a tang -2+ b tang- i + ¢ tang-v
2 2 2
2
R = D ,
Ao, 1 1
atang 3 )b tang SE—¢ cot 37
R,— 2D ‘
t ! b 11 ctn1
atangz 1 — b co 29-{— angg v
2D
R,=

1 1 1
acot-é}—btang§y,—ctang§v
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Note. M. Aubert, de Christiania, en Norwége, démontre

les relations suivantes. (Crelle, t. V, p. 163, 1830.)
=0Ty R =0T R, =0T+ =R,
P — B — 7 — 3 R R =R, =0,
R e A S T N

Ceci se rapporte a la notation de M. Catalan; voici celle
de M. Aubert, qui me semble plus mnémonique : R, rayon
dela sphére inscrite; R,, R,, R,, R,, rayons des sphéres ex-
inscrites ct rangés par ordre de grandeur; R;, R, R,
rayons des spheres ex-inscrites dans les bi-angles et aussi
rangés par ordre de grandcur.



