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NOTE

Sur le problème de Malfatti.

PAB E. CATALAN.

PROBLÈME. Inscrire dans un triangle donné, trois cercles

tangents entre eux, et tangents aux côtés du triangle.

Ce problème a été l'objet des recherches d'un assez grand

nombre de géomètres. La solution qu'on va lire n'est que la

réduction de celle qui a été donnée par M. Lechmütz, dans

les Annales de Gergonpie (tome X).

ABC (Fig. 7) étant le triangle donné ; soient, O le centre

du cercle inscrit ; X, Y , Z les centres des cercles cherchés.

Nommons x, y, z les rayons de ces cercles ; prenons pour

unité le rayon O A' du cercle inscrit, et représentons par

«, p, 7 les angles AOB'=AOC', BOC' = BOAf, COA'=COB'

que forment, avec OA> OB, OC, les rayons menés aux points

de contact B', C', A'.

Soient ensuite D, F, G le point de contact mutuel des deux

cercles X, Y , et les points de contact de ces deux cercles avec

AB. En menant la tangente commune DE, nous aurons, ainsi

qu'il est facile de îe voir, à l'aide des droites EX , EY j

DE = \ZxJ-, FG =
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Si donc nous projetons AXYB sur AB, nous aurons aussi,
à cause de

AF = x tang a, BG = y tang 6, etc. :

x tang a + y tang p -f 2 V/xr = tang ex + tang p. (1)

Aûn d'éviter les radicaux, je prends pour inconnues auxi-
liaires

V xy = p, Vyz = m, j/jcz = n ;

ce qui donne :

np mp mn

L'équalion (1) devient par la substitution de ces valeurs :

p (n* sin a cos (3 + m* sin p cos a -f- 2mn cos a cos (S)

= w/isin(a-j-p). (3)

A cause de la quantité

n2 SÎn a COS P - ( - 2/71/î COS a COS p ,

laquelle forme, à un facteur près, les deux premiers termes

du carré de n sin a -|- m cos a, je transforme comme il suit

l'équation (3) :

p cos p (n* sin a -)- 2/w« cos a) = //msin (a+p)—m*p sin p cos x,

/? cos p (rc3 sin2a -f iî w« sin a cos a)=

m/î sin a sin (a + p)—w3/? sin « sin p cos a,

p COS (5 (/2 sin a-f- ru COS a)2 =

mn sin a sin (a+ P) —w*j» sin a sin p cos a + w*/? cos'a cos p.

= m«sinaSin(«e+P) + may9COSa COS

Mais
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donc

p cosp(rc sin a -f- m cos *y=mn sina siiiy— m*p cos» cos 7. (4)

Dans cette équation , changeons m en/?, a en 7 et vice versa ;

nous aurons :

/ttCOsp(/zsin7-}-/?eos7)a=/>7isin7sina—//i/?* cos 7 cos a.

Ces deux équations donnent :

/?2 [n sin a - j - w cos a)1 = m3 (n s i n 7 -f-/? cos 7)*.

Extrayons les racines des deux membres , et ne considérons

que les valeurs positives de m, w, /?, lesquelles répondent aux

cercles intérieurs ; nous aurons :

p {n sin *-\-m cos <z) = iw (n sin 7 -f-/? cos 7). (5)

Un calcul semblable au précédent nous donnerait évidemment

les deux autres équations suivantes, que Ton déduit de celle-

ci par une permutation tournante :

m (p sin p + n cos P) = n {p sin a -f w c o s a)> (6)
ra (ra sin 7 -\-p cos 7) = / ? (n sin p -f- rc cos (î). (7)

En ajoutant les équations (5) et (7), et supprimant le fac-

teur p , on a :

m (cos 7 -f- sin 6 — cos a) = n (cos 7 -f- sin a — cos P). (8)

Par une transformation bien connue, on obtient :

cos 7 + sin p — cos a = 4 cos - psin - (a -)- p—7) cos - (p + 7 — «)

= 4 cos - p cos (45e + - 7 ) sin (45° + ^ a),
-i z wi

COS7 +sina—cosp=4cos-acos (45°+ -7 j SIR (45°-f—ph

ce qui donne, au lieu de l'équation (8)
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m ^

« = — T - (9)

1 + tg-a

Observons actuellement que l'équation (3) peut être mise sous
la forme .-

Si donc on remplace, dans cette dernière , le rapport — par

sa valeur (9), on aura successivement.

+ l + t 4 a ) 0 - i 4

g^a i-tg'ip

(i-tgi.tgîp)'J

ou bien, en supprimant le facteur 1 — tg - a Ig - p, et rem-

plaçant tg-a-f-tg-ppar
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d'où enfin

On obtiendrait des valeurs analogues pour m et pour /i.

La valeur de p peut se construire facilement.

On a , en effet.

CO + OA'— C A ' = — + 1— tg7
COS7 ' b

2cos'-7—2sin-7COS-7 2 cos ^7

,1 . a l 1 , . 1 p

cos1- 7 — sina - 7 cos 2 7 + sm - 7

Ainsi :

pz=X- (CO+OA' — CA'),m = \ (AO+ OB — AB),
, l = = l (BO+OC — BC).

A

Note. Nous donnerons avec l'historique de ce célèbre pro-
blème, la solution géométrique de M. Steiner, qui s'applique
aussi au triangle sphérique. Tm.


