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SOR LES
FRACTIONS DLECIMALES PERIODIQUES,

PAR M. CATALAN (E).

La note suivante ne contient rien de neuf: si je me décide
a la publier, c’est parce que la maniére dont on présente
ordinairement la théorie des fractions périodiques n'est, si
je ne me trompe, ni trés-logique, ni trés-rigourcuse. En
outre, cette théorie s'appuic assez naturellement sur le théo-
réme de Fermat, et sur d'autres proprictés intéressantes .
qu’il serail peut-étre convenable de faire entrer dans les
¢léments (7).

Dans tout ce qui va saivre, on supposera que la fraction
ordinaire donnée est réduite a sa plus simple expression , et
que son numérateur n’est pas terminé par zéro.

1. Lorsque le dénominateur ne renferme que les facteurs
premiers 2 ou 5, la fraction est exactement réductible en dect
males, le nombre des chiffres décimaux est cgal au plus grand
des exposants de 2 et 5 dans le dénominateur.

13 13
Soit la fraction —— = —— E ipli aul et bas
it la fraction 3000 s nmultipliant haut et ba
. 13X 5% 13 X 5° .
par 5', clle devient 5%: o Donc la fraction

proposée cst ¢quivalenle a une fraction décimale contenant
six chiffres décimaux. On voit de plus, que I'on peuat obtemr
le nouvean numerateur sans cffectuer de division.

(*) En 1835, M. Midy, alors professeur au college de Nantes, « pubiie un petst
memoire que ma note reprodutt en grande partic  d'apies ce que Jar dit et
dessus, cette conformite etait inevitable.
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11. Dans tous les autres cas, la fraction donnée n'est pas
exactement réductible en décimales, et elle conduit @ une
fraction périodique.

23 763
Soit, §'il est possible — = ——. La premiére fraction
’ POSIDYE 36 = 1000 P
étant irréductible, les deux termes de la seconde doivent
étre des multiples de ceux de la premicre ; donc 1000 scrait
divisible par 30; ce qui est absarde , puisque 30 contient le
facteur 3, qui n’entre pas dans 1060.

. . 23 -
Si donc, on procedea la réduction de 30 en décimales , au-

cune division ne s¢ fera exactement ; et comme chaque reste
est moindre que 30, il arrivera qu’a la 30° division au plus,
on retombera sur un reste déja obtenu. Ce reste étant suivi
d’un zéro, donnera un dividende partiel , un quotient et un
reste déja obtenus, etc. Donc les quotients et les restes for—
meront deux suites périodiques: le nombre des termes de
chaque peériode sera moindre que le dénominateur.

1I1. 8 le dénominateur est premier avec 10, la période de-

cumale commence dés la virgule.
24

24 . -
T Pour la réduire en décimales, on

P

Soit 1a fraction

divisc 4024 par 21, ce qui donne la partie entiére de la frac-
tion périodique; puis on écrit 0 a la droite du reste, on di-
vise par 21; il résulte de 1a, que pour opérer celte réduc-
tion, on divise par 21 les quantités suivantes :

4024, 4024X10, 4024X 107, A02%x10%,... (A’

o k024 Lo -
La fraction e donne lien a une période, douc les restes

fournis par les dividendes de la suite (A) doivent pareille-
ment former une période. Supposons que 4024 X 10* et
4024 %< 10" seient deux dividendes donnant des restes égaux
leur différence devra étre divisible par 21, donc
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4024 10" —4024 %10 . 104(402% < 10"—4024)
5 =enlier, ou 31 = entier.

Et comme 21 est premier avec 10, il résulte d’un principe
4024 X 107 — 402%
21
le terme 4024 X 107, dc la suite (A), étant divisé par 21,
donne le méme reste que 4024, divis¢ par 21. Autrement

connu, que

= enlier. C'est-a-dire que

dit, la période des restes commence au premier dividende
4024, ct la période décimale commence immédiatement aprés
la virgule.

On pourrait se demander si cette derniére période ne peut
pas commencer avant la virgule, c’est-a-dire si le chiflre des
unités peut-étre égal au dernier chiffre de la premicre pé-
riode qui suit la virgule. Par exemple, peut-on avoir

4024 , . :
—5y = 191,619041619041...°

D’aprés ce qui précede, il est évident que non.

Effectivement , soient Q et Q' les quotients de 402% ct de
4024 x< 107, R ¢élant le reste. On a

5024 =Q x 21 + R
4024 X 16" =Q'x 21+ R :
d’ou
4024 (107—1)= (Q'—Q)x 21, ou 4024999999 = (Q'—Q) X 21.

Le premier membre n’est pas divisible par 10, donc le
second ne est pas non plus; donc Q'— Q n’est pas termin¢
par zéro; ou, ce qui est la méme chose, Q' et @ ne soul pas
terminés par le méme chiffre.

IV. Lorsque le dénominateur west pas premicr avee 10, la
période est précédée d’une partie décimale non perivdique ,
renfermant autant de chiffres que Uindique le plus grand des
exposants de 2 et 5 dans le dénominateur.
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. 17
10500 21 X 2X 5
17X 2° 17x2

deux termes par 2°, elle devient —————, = - —— - =
par=, ¢ 20X 2°X 3% 21 % 10°

Soit la fraction

Eu multipliant les

17 X 2° 1 . L . .
= 17Tx2 X —. Si l'on réduit en décimales la fraction
21 10}
17X 2 68 . sriod dés 1
TR YR on aura une période commencant dés la

virgule, et non avant. Ensuite, pour multiplier cette quan-
tité décimale par Tor il faudra reculer la virgule de trois

rangs vers la gauche.

V. Lemme. 1° SIN et A sont deux nombres premiers entre
euzx, les restes que 'on obtiendra en divisant par N les N—1
premiers multiples de A, seront tous différents ;

2° S parme ces multiples, on ne prend que ceur qui sont
premiers avec N, les restes seront tous les nombres moindres
que N et premiers avec N.

Soient les nombres 8 et 15, premiers entre cux  Prenons
les sept premiers multiples de 15; savoir
15 X1, 15 X2, 13X 3, 13X4, 13X, 15 X6, 15X 7

Aucune division par 8, ne sc¢ fera exactement. Car soit,

v 15X % . - .
s'il est possible, — = enticr ; le diviseur 8 premier avec

15, devrait diviser 4 qui est moindre que 8

En second licu, si deux de ces dividendes donnaient le
méme reste, leur différence devrait étre divisible par 8. Or
cette diffcrence o<t un de nos multiples.

Il résulte de cette observation, que ces restes dont il s’agit
seront les nombres 1, 2,3, 4, 5, 6, 7 dans un certain or-
dre. Et, en géncral, les restes seront les entiers 1, 2, 3,. .
N—1, dans un certain ordre.

Quant a la seconde partie du lemme, clle est ¢vidente .
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car si un dividende et un diviseur sont premicers entre cux,
le reste est premier avec le diviseur.
Dans I'exemple que nous avons choisi , les dividendes sont :
15, 30, W3, 60, 75, 90, 105,
et les restes correspondants :
7. 6, 5, 4, 3, 2, 1.
Si, parmi ces multiples de 15, on ne prend que ceux qui

sont premiers avee 8; savoir :

15, 45, 75, 105,
ices restes seront-

7. J5. 3, i,

¢t ces restes sonl, comme nous avons enonce. les nombres
inféricurs et pren:iers a 8

Soient encore les nombres 14 et 33 premiers entre eux.
Nous aurons -
dividendes . 3331, 332, 33x3, 33X %, 33XJ5, 33X6,
restes : 3, 10, i, 6, 1, 2,
33X7, 33x8, 33X9, 3310, 3311, 33X12, 33x13,

7, 12, 3, 8, 13, &, 9.

Observons en passant que, d’aprés un principe connu, les
termes de la scconde ligne sc forment par voie d’addition
¢t de soustraction. Ainsi le 1°" reste élant 5, on a

2¢ reste =5--5=10, 2¢ restc =104+5—1h=1,
4e reste =1 -4-5=6, elc.
Si, dans la premiére ligne, nous prenons ces dividendes
premiers avee 14 ; savoir
331, 33X 3, 33x5, 33X9, 3311, 33X13,
les restes seront
5, 1, 1, 3, 13. 9.

Ces restes sont inférieurs et premiers a 14.
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V1. St le dénominateur est premier, la période a un nom-
bre de chiffres qui divise le dénominateur moins un.

Soit le dénominateur 17, el supposons pour plus de sim
plicité, que le numérateur soit 1. Les quantités

10x1, 10x2, 10x3,.. 10X 16,
donneront , étant divisces par 17, des restes qui seront les
nombres

1, 2, 3. 16,
dans un certain ordre.
Multiplions entre cux, tous les termes de la premiére
ligne, et tous ceux de la seconde - les produits, divisés par
17, doivent donner des restes égaux ; donc leur différence
est divisible par 17. Ainpsi ,
10'.1.2.3...16—1.2.3...16 . 1.2.3...16(10°—1) .
=-entier, ou — =-enlier
17 17
17 ¢tant un nombre premier, doit diviser un des facteurs du
numeérateur. Les facteurs 1, 2, 3,... 16 sont moindres que

16

17; donc = enlicr

Si donc on divise par 17 les nombres
1, 10. 10°,... 10°, ...
le reste 1, provenant de la premicre division, se reproduira

. | -
ala 17¢. Avtrement dit, quand on reduira 77 0 décimales.

la période sera telle, que le premier chiffre décimal scra
égal au 17°, le deuxi¢me égal au 18°, ctc. Ceci exige ¢vi-
demment que le nombre des chiffres de la période soit un
diviseur de 16.

. 1 -
En rédunsaan en décimales, on trouve
i
0,0588235294117647058 ..

. 1
la période a16 chiffres. 3 donne 0.076923076 .. 1la période

a 6 chiffres, ete.
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VIL. Théoréme de Fermat. Si P est un nombre premier
qui nedivise pas N, la puissance P—1 de N, étant diminuée
de Vunité , donne un reste divisthle par P; ou

Nr—1—1¢
—

La démonstration employcée dans le paragraphe précédent

—-enticr.

est évidemment indépendante des nombres 17 et 10 que nous
avons considéreés ; elle suppose sealement le nombre 17 pre-
niier et non diviseur de 10. Remplacant donc 10 par N et 17
par P, on tombe sur le théoréme de Fermat.

VIII. Sile dénominateur de la fraction. au liew d’étre
premier absolu , est sculement premier relativement a 10, la
periode a un nombre de chiffresqui divise le nombre des entiers
moindres que le dénominateur , et premiers avec lui.

Soit le dénominateur 33 : divisons par ce nombre les mul-
tiples de 10, premiers avec 33, jusqu’a lordre 33— 1;
savoir :

101, 10X2, 10 X4, 10X 5, 10X 7, 10X 8, 10X 10,
10 < 13,... 10 32.
D’aprés le paragraphe V, les restes seront, dans un certain
ordre, les nombres
1, 2, 4, 5, 7, 8, 10,
13, 32
inférieurs et premicrs a 33.

Donc, par le méme raisonnement que ci-dessus, on aura,
k désignant combicn il y a de ces derniers nombres
13X 254 X5 X TX8X10X13 X... X 32(10'—1)

33
33 est premier avec tous les facteurs, sauf le dernier; donc¢
10— 1
33

=cnlicr.

= entier.
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Ainsi, dans la réduction de i décimales, le reste 1,

qui sc présente a la premicre division, se représentera a la
(k+1)*. On conclut de 12 que le nombre des chiffres de la
période décimale doit diviser 4.

1l sera démontré (X1) que«, 3, v,... désignant les fac-
teurs premiers inégaux du dénominateur, on a

o—1 Lf—1 5—1

A=D.

% £ 7
On pourra douc facilement, dans chaque cas particulier,

avoir unc limite du nombre des chiffres de la période.

. 7
Par exemple, pour la fraction qq * COmmE 33=3 X 11,

¥

2 10 .
k=33 % 3 X T =20. Le nombredes chiffres sera 20, ouun

{ .
diviseur de 20. Effeclivement 33 donne la fraction 0,2121. ..

1X. Généralisation duw théoréme de Fermat. Si D est un
nombre premicr par rapport @ N, ct st k indique le nombre
des entiers inferieurs et premiers ¢ D, on a
Nf—1

D= entier.

Ce theoréme, qui donne celui de Fermat, quand D =P,
s¢ démontre de la méme manicre.

X. ProsLeve. Revenir d'une fraction décimale périodique
a sa génératrice.

1° Une fraction périodique simple est équivalente a une
fraction ordinaire, qui a pour numérateur la période, et
pour dénominateur un nombre formé d’autant de 9 qu’il ya
de chiffres dans la période:

2 Une fraction périodique mixte est équivalente a une
fraction ordinaire, qui a pour numérateur Vensemble de la
partie non périodique et de la période , moinsla partlic non
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périodique, et dont le dénominateur cst un nombre formeé
d’autant de 9 qu’ily a de chiffres dans la période , suivis
d’autant de zéros qu’il y a de chiffres dans la partie non
periodique.

Soit la fraction périodique 0,619047619047... Cherchons
la fraction ordinaire qui, réduite en décimales conduirait a
celte période.

1 1

Observons que les fractions — 9’ 99 999°
décimales, conduiraient aux fractions périodiques 0,111. ..

1
0,010101... 0,001001001... ; donc la fraction ——
,01 y ion 999999 donne-

rait 0,000001000001..... Par suite, une fraction double,

..... réduites en

1
triple, d roduirait une périod
riple, de — 999999 , P irait une période double, triple,..

r 61 90 i 7 . . e d
(N” 5 l n ——— Iedulle en (l l
(lc (“0\" ), ct enti 9 ) ccimales 9 onne

rait la fraction périodique proposée.
. . N 1904
Nous dirons alors que la fraction ordinaire 619047 ost |
999999

génératrice de 0,619047619 ,... ct nous regarderons ces deux
quantités comme étant équivalentes (*).

Soit maintenant la fraction périodique mixte 0,%5652652
On peut la metlre sous la forme
45

0,45 -} 0,00652652...—= — - — X 0,652
/#540,0065265 100+100X o=
\ ‘s . T . L. . 652
Cetle dernicre fraction périodique simple ¢quivaut a 595"
, 45> 652 45X999+652
Donc la proposée = -— = =
prop 100 1 39900 99900
45000—%5-- 652 _ 45652145
- 99900 T 99900
(") Dans un cours d'arithmetique, ¢’est seulement o Paiticle des Progressions
par quotient, que I'on peut dementier ce gue rpous adinditons 1c1.

31
Aax, ve Moy L B
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X1. Prosrime. Trouver combien il y a, pour un nombre
donné , d’entiers moindres que ce nombre, et premiers avec luz.

Soit le nombre 360=23.3".5.

Supposons que 'on écrive la suite des nombres naturels,
de 1 2 360. Si, dans cette suite de termes, on efface tous
ceux qui ont des facteurs communs avec 360, les nombres
restanl , seront premiers a 360. Soit donc la suite

1,2, 3,4, 5,6, 7,8, 9,10, 11,..... 360. (A)

Commencant par la gauche, je marque d’un trait tous les
multiples de 2; savoir

360
2%X1, 2X2, 2xX3,.. .. 2><7.
La suite {A) devient ainsi
1, 2,3, 4 5, 5,7, 8,9, 18, 11,..... 350. (B)
11 est clair que les termes restant sont premiers avee 2 :

360 1
lear nombre est 360 — - = 360 <1 ——;). Actuellement

=

j’cfface de méme les multiples de 3: 3 X1, 32, 3x 3,
360 .
3X4,... 3% = Mais parmi ces multiples, ceux qui con-

ticnnent le facteur 2, ont déja été retranchés. Je ne dois
donc faire attention qu'a ceux danslesquels le multiplicateur
de 3 est premier avee 2. Ces multiplicateurs forment la suite

1, 2, 3. , (C)

donc , d’aprés ce qui vient d’étre dit, le nombre de ceux
360

<

. . 1
qui sont premiers avec 2, est (1 — E)' Ce nombre in-

dique celui des termes a cffacer dans la suite (B) ; en sorte
quc le nombre des termes non effacés sera

260 1 1 3€0 4 1 1 1Y
36 ( *g)“‘.«r( —3) =30 13 (’—:‘;)
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Lasuite (B) devient alors
1,2, 35 4 5, 6,17, 8, 9, 18 11, 12, 13,. ... 360. (D)

Effacons enfin les multiples de 5: il y en a en toat %‘:2

parmi lesquels on ne doit compter que ceux qui sont pre-
miers avec 2 et 3. Or, d’aprés ce que nous venons de voir

dans la suite
369
1,2, 3, b

. 360 1
le nombre des termes premiers avec 2 el 3 est 5 (t —5)

P

1 . . .
(1-—-7). C'est 13 anssi le nombre des termes qui restent a

etfacer dans la suite (D,. Les termes restant définitlivement
seront donc en nombre

360(1~—><1—— —3_%2 1-__) 1__)_
(=) (=)

Cette derniére quantité indique donc le nombre des entiers
inféricurs et premiers a 360. La démonstration est cvidem-
ment générale, et si N est un nombre entier, dont les fac-
teurs premiers inégaux svient «, 3, v,... ona

, 13 . .
XI1. Soit la fraction g I conduit @ cette période de restes:

13,32, 26,15, 3,30, 6,11, 2, 22,24, 44,48,39, 47,29,45, 9.41, 18,33,
36,17,23, 34, 46, 19, 43,38,37,27,25, 5, 1,10, 2,20, 4 40, 8,31,16.

Prenons dans cette suile un certain nombre de termes,
dont la somme soit un multiple de 49; par excmple 13, 11,
25. Je dis que les trois termes qui suivent respectivement
ceux-ci, ont pour somme un multiple de 49.
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En effel , les trois restes 13, 11, 25 donnent les dividendes
130, 110, 250, lesquels étant divisés par 49 conduisent &
des quotients ¢, ¢’, ¢” et a des restes r, ¥, r'. Par suite.

130 =49.q +4-r,
110=149.q + »,
250 = 49.¢4" 4 r".

Donc cn ajoutant - 49 X 10=49(q -+ q¢'+q")Fr4r +r".
n / o

ou 10=¢+¢'+4" —'r’—_‘—_—[%—i:'— : ce qui démontre la pro-

position ¢énoncce.

XIII. Ne considérons dans la période précédente, que deux
restes dont la somme soit 49: par eremple 13 et 36. D’apreés
ce qui vient d’étre démontré, la somme des deux restes suivants
doit étre un multiple de k9 , et comme ils sont chacun moindre
que ce diviseur , leur somme sera précisément 49. On observe
en effet, dans les deux lignes ci-dessus, que tous les termes
qui se correspondent verticalement ont 49 pour somme.

En général, s’il exisie deux termes dont la somme soit
égale au diviscur, la période enliére aura un nombre pair
de termes: chaque terme de la premiére demi-période
ajouté¢ au terme du méme rang dans l'autre demi-période,
donnera une somme égale au diviseur.

Cette circonstance sc présentera toutes les fois que la pe-
riode , provenant d’un dénominateur D, aura 4 termes (I1X)
car alors, comme on doit trouver pour restes tous les
nombres premiers avec D, il y en avra au moins deox, qui
ajoutés, donneront D.

. . . . 1
X1V. Réduisons en décimales la fraction 3 dont le déno-

minateur est premier: la période des restes est 1,10, 9,12, 3, 4.
Lcrivons cette période assez de fois pour obtenir 13— 1
fermes , NOUS aurons

1,40, 9012, 3. 4,1, 10, 9, 12, 3. 4.
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Actucliement , décomposons 13— 1 ou 12, en deux fac-
teurs , par exemple en 3.4 : je dis que si I'on prend dans la
suite ci-dessus, 4 termes de 3 en 3, ou 3 termes de 4 cn 4,
on cbtiendra pour somme, un multiple de 13.

Pour démontrer cette propriété, prenons les termes 10,
%, 12; et nommons R le reste de la division de 10* par 13,
nous aurons évidemment

10.R=M.134-4%,
4. R=M.13412,
12 R=M.13-410,
en désignant par M.13 un multiple de 13, et en observant
quaprés le reste 12, on doit nécessairement relomber sur
le premicr terme 10.
On déduit de ces equations

(104+4+12) R =M.13 (10 +-4-1+12),

ou (1044 12) (R—1)=M.13.

Mais R — 1 est moindre que 13 qui est premier; donc
10 4+ 4412
—IT§L = entier.

¥n général | si la fraction est S D est premier, ct si

D-—1=umn; la somme de n termes pris de m cn m, est
multiple de D.

Observation. 1.— 10 est une racine primitive a I'égard de
7, C'est-a-dire que les 6 premicres puissances de 10 divisées
silccessivement par 7, donnent pour restes les 6 nombres
qui précedent 7. Le théoréme de Fermat donne 10°=7+1.
Nous désignons par un point placé sur le nombre, un multiple
quelconque de ce nombre. On a donc aussi 10°7="741:
or 6.7 est le double d’'un nombre triangvlaire. Ainsi
6.7=2(14243-F+4-45-6), donc

10.107.10%.10°.10°.10°2==7-4 1
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Otant les multiples de 7 qui se trouvent dans le premier

membre, on obtient évidemment
(1.2.3.4.5.6) =71,
d’ou
(1.2.3.4.5.6) —1=1,
(1.2.3.4.5.6 1) (1.2.3.4 5.6— 1) =1.
Or au nombre 7, on peut substituer un nombre premier
quelconque, et au nombre 10, une racine primitive de ce
nombre. On a donc en général, P désignant un nombre
premier absolu
(1.2.3... P—1)) =P+1.
Le théoréme de Wilson (voir p. 178), consiste en ce que
1.2.3... (P—1)=P—1.
Si on pouvait donc directement demontrer que le produit
1.2.3... (P —1), n’est jamais de la forme P—}— 1, alors le
théoréme de Wilson serait unc conséquence immeédiate de
celui de Fermat (*).

II.— Le mémoire de M. Midy cité dans le travail de
M. Catalan porte pour titre- Dequelques propriétés des nombres
et des fractions peériodiques; par M. E. Midy, Paris 1835,
in-4° de 21 pages, chez Bachelier. Tm.



