MATH & MANIP POUR CONSTRUIRE LA NOTION DE VOLUME

Marie-France GUISSARD &l.!
CREM asbt

Nous proposons ici une séquence d'apprentissagasgua poser des bases solides pour la
compréhension du concept de volume chez les enfEnts) a 12 ans, en intégrant des
manipulations. L'étude du volume en amont des foesest en effet un parent pauvre de
I'enseignement, sans doute parce qu'il passe pegdiisation et I'analyse d’expériences
physiques. Pourtant c’est un enjeu fondamental alecevoir le volume comme une
grandeur et non seulement comme un nombre. Dasexjlzence proposée, de nombreuses
expériences, comme le remplissage de boites deefomariées et I'immersion de solides
de masses et formes diverses, visent I'appropmia#ola notion de volume, tant pour les
objets creux que pour les pleins. Ces manipulatcmmluisent & la création de diverses
images mentales dont la cohérence est progressinaenstallée.

Mots clés: manipulations, volume.

Introduction

Le contexte de la recherche

Le CREM s’est dernierement engagé dans une reaheishnt a favoriser l'introduction
de certains concepts mathématiques par des séguebamprentissage intégrant des
manipulations effectuées par les éleves (CREM, RINdus appelonslath & Manipsces
activités congcues pour mettre I'éleve en situatiten conflit cognitif. Les éleves sont
confrontés par le milieu a des phénomeénes intemisl| qui sont organisés en une suite
d’épisodes pour lesquels le recours a I'expérintemtavec divers matériels pédagogiques
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est propice a une meilleure compréhension. L'aétigkpérimentale a pour but d’ancrer un
nouveau concept dans la réalité.

Une Math & Manip doit pousser les éléves a se poser des questiopsue les plus ageés,
les amener a entrer dans des démarches de maddélidalle doit donner du sens aux
concepts qu’elle introduit et aux outils qu’elle iise et, par la méme, rendre un certain
plaisir d’apprendre aux éléves démotivés par l'espthéorique et abstrait des
mathématiques.

Dans l'esprit de précédents travaux du CREM, laeeche envisage la scolarité dans son
ensemble, depuis le début du primaire jusqu’analfi secondaire. Les activités proposees
ont été largement testées dans des classes durpriehalu secondaire (école, college et
lycée). Les réactions des é€léves et les avis dssiggrants qui nous ont accueillis dans
leurs classes ont alimenté les discussions en &dlep réflexions qui ont suivi ont donné
lieu aux remaniements successifs des activitésordotiue dedlath & Manipsont été
présentées en formation continuée, mais aussdedifférents colloques en Belgique et
en France. On en trouve des descriptions abrégies lds actes de ces colloques (par
exemple @ISSARD & al. 2013 ; HENRY & al. 2012) et dans la revue LosangesIESARD

& al. 2010, 2011 et 2012).

La publication (CREM 2014) a destination des ensmis décrivant I'ensemble des
activités est disponible sur le site du CREMv{v.crem.b@. La méthodologie permettant &
chaque enseignant de s’approprier les séquensestydétaillées, s’y trouve également la
description du matériel facile a se procurer dléser.

Cet article ne présente qu’une activité, destinéeéeves du cycle 3, a la charniére école-
college. Elle est assez fermée au départ de facengéie chacun puisse s’en emparer sans
crainte d’une gestion trop ouverte. Les expérieméaisées dans les classes nous ont en
effet incités a éliminer toute situation qui déboemait sur des questions impossibles a
gérer avec des éléves qui ne maitrisent pas emearetion de volume. Libre a chaque
enseignant d’adapter la séquence selon I'ageretéau de ses éléves.

La notion de volume a I'école primaire

C’est au cours de la mise au point d’'une séquela@prkntissage visant la construction de
la formule du volume du parallélépipéde rectangle gest posée la question du concept
méme du volume. Comment I'expliquer aux éleves|lgsieconceptions s’en forgent-ils
dans leur vie quotidienne et dans leur parcourased?

La séquence d’'apprentissage proposée ici est ntedite de réponse a ces questions, elle
nous semble de nature a donner aux éléves des snmagetales variées du concept, a
diversifier les approches et surtout a ne pas rédeivolume d’'un objet & une formule.

Pour trouver le volume d’un objet créuon peut le remplir par exemple de riz, de sable
ou d’eau. Si cet objet est de forme parallélépipéeli le remplir de cubes permet une
approche du calcul du volume qui, par la suite,rmrgeune formule.

Lorsque 'objet est plein, rechercher son volumerpaplissage est impossible. Dans ce
cas, on considére le volume comme la place gu'aedigbjet dans I'espace. Il est

% Le volume d'un objet creux est parfois nommé coatee ou capacité. Pour la suite de notre acilvitst
important d’introduire également le mot « volume ».



cependant plus facile de déterminer la place gardoun objet lorsqu’il est immergé dans
un liquide car, contrairement a I'air, le déplacetdu liquide est visible et mesurable.

Nous proposons ci-dessous une suite d’expériengeangenent a comparer les volumes
d’objets creux, que I'on peut remplir, et d’objgteins que I'on peut immerger. Notre
choix s’est porté sur des objets creux dont lesipasont suffisamment fines pour étre
négligeables car nous ne souhaitons pas travaijgicitement la distinction entre volume
intérieur et volume extérieur d’'un objet.

Ces activités sont menées avec la classe entiéntegaction avec I'enseignant, en général
c’est un éléeve qui expérimente face a ses condiscijiors des manipulations, il est
important d’aborder les problémes d’approximatiés hu processus expérimental.

L’objectif de cette suite d’expériences est de tiire peu a peu la notion de volume a
partir de ces différentes approches, pour ensissertdes liens entre elles et finalement
arriver a en faire la synthese.

Comparaison d’objets creux

On présente a la classe deux boites de formesliffésentes,

une boite de conserve de forme cylindrigue et uokeb
parallélépipédique (figure 1). La deuxieme boite é&

construite de méme volume que la premiére, a l'idss

éleves. Ceux-ci doivent indiquer quelle est la @i peut
Figure 1 contenir le plus de riz quand elle est rempliesdberd.

A

v
4
o

Une premiere étape d’estimation a vue, avant tmdaipulation, débouche sur des avis
partagés car la seule perception visuelle ne pepast d’affirmer qu’une boite peut
contenir plus ou moins de riz que l'autre. Certafesses se basent sur des propriétés de
I'objet telles la hauteur ou la largeur. L’estinoettia justement pour objectif de faire
emerger ces premieres conceptions.

Les éléves s’engagent ensuite dans une démarcbentgaraison, avec le riz mis a leur
disposition. La solution la plus évidente consgtemplir a ras bord un premier récipient
de riz et a transvaser ensuite son contenu dassctend. On constate que le second est
également rempli a ras bord. Il arrive cependastdps éléves remplissent les deux boites
puis réalisent que ces remplissages ne permetisrdgpcomparaison sans autre matériel.

On conclut que les deux boites contiennent la méuaatité de riz. On définit ainsi la
caractéristiquavoir méme volume

Cette expérience permet d’associer le volume dbjetocreux a la quantité de matiére
gu’il peut contenir et de montrer aux éleves dges objets de formes différentes peuvent
avoir le méme volume

Comparaison d’objets pleins

Cette séquence vise a multiplier les expériences aoalyser les liens entre la taille, la
forme et la masse d’un objet avec son volume.



Objets identiques

On présente aux éléves deux boules identfgeegate & modeler (figure 2). Comme ces
objets ne peuvent étre remplis, on comparera lelunwe en les immergeant, I'un aprés
l'autre, dans une quantité d’eau suffisante pourimmiser les erreurs expérimentales. On
demande aux éléves laquelle de ces deux boulescdé¢alle plus d’eau.

. Les boules étant identiques, les éléves pensegusta titre,
qu’elles déplacent la méme quantité d’eau. L’olifact est
surtout de mettre en place la procédure expérirteerai
exige de faire exactement la méme expérience dvacuoe
des deux boules, ce qui implique de retirer la peEegnavant

Figure 2 de plonger la seconde.

Sur la paroi d’'un récipient contenant de I'eau, &éve, chargé de mener I'expérience
devant la classe, colle un morceau d’adhésif tranesp sur lequel seront notés par un trait
les différents niveaux d’eau. Il note d’un traitniweau initial de I'eau, immerge ensuite la
premiere boule et note d’'un second trait le nivatieint par I'eau. La différence entre les
deux traits permet de se représenter la quantitguddéplacée. En effet si pour les deux
boules le niveau atteint par I'eau est le mémeplame d’eau déplacé par chaque boule
est le méme. La comparaison des niveaux permetodgarer les volumes des deux
boules, mais pas de les mesurer.

Figure 3 Figure 4

On constate, a l'issue de I'expérience, que ledagdéments d’eau provoqués par chaque
boule et les différences de niveau qu’ils engertddsemt identiques (figures 3 et 4).
L’expérience confirme donc que deux boules idemsgdéplacent la méme quantité d’eau.
L’enseignant dégage une premiere approche de ilenndé¢ volume d’un objet pleindeux
objetsqui, plongés dans I'eau, déplacent la méme quadtgau ont le méme volume

Certains éléves sont tentés de plonger la deuxiBoke sans retirer la premiére. Dans ce
cas, chaque boule déplace bien la méme quantitidiaais les différences de niveau
provoquées par ces déplacements dépendent denbe fdu récipient. Ce processus ne
permet la comparaison que lorsque le récipientiestction constante. Cette discussion
nous est apparue prématurée dans une phase deuctiostde la notion de volume avec
des éléves encore tres jeunes. C'est pourquoianarss imposé la procédure ou les boules
sont immergées successivement. Cette réductionadealt de liberté dans I'activité
dévolue aux €éléves nous a semblé inévitable, #ade sle la construction du concept chez
I'enfant, pour atteindre les objectifs que nousaétions fixés.

* Pour la suite de l'activité, il est impératif ques deux boules soient de méme volume que la lmile
pétanque choisie pour I'expérience « Objets de esadifférentes ».
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Objets de tailles différentes
On propose cette fois deux boules de pate a modeltilles
visiblement différentes (figure 5). Avant toute npaation,
! on demande aux éléves quelle boule déplaceradedigau.
\ . Généralement, les éleves voient qu'une boule ppas de
place que [lautre et prévoient spontanément que les

déplacements d’eau ne seront pas égaux, que la mplus
Figure 5 grosse déplacera le plus d’eau.

lIs confirment leurs observations en réalisant p&xence, sur le méme modele que la
précédente. Cette expérimentation montre que l&acd&ment d’eau varie bien quand le
volume varie. Elle compléete la premiére approchdadeotion de volume. Elle améne
I'enseignant a préciser qle quantité d’eau déplacée correspond au voluméaiiget et
gueplus le volume de I'objet est important, plus leqtité d’eau déplacée est importante

Objets de formes différentes

On reprend les deux boules identiques en pate &lerode la

figure 2 dont on a déja constaté qu'elles avaientméme

3 volume. On en garde une et, devant les élevessdignant

k . transforme l'autre en un objet de forme trés déifde, par
exemple un « donut » ou un « colombin » (figure l&s

éleves relevent les caractéristiques de I'objebraéé : il est

Figure 6 plus long (ou plus haut) mais plus fin, il contidatméme
guantité de pate a modeler, ...

lIs formulent ensuite, oralement ou par écrit, lprévision quant aux déplacements d’eau
provoqueés par I'immersion des deux objets.

Lors des expérimentations dans les classes, ortatengue les éléves qui pensent, au
préalable, que les déplacements d'eau seront elifferle justifient en expliquant par
exemple gqu’'un objet long et fin ou haut et mincengr davantage de place qu’'une boule.
Ceux qui pensent que le niveau de I'eau va restarfdme expliquent qu’'on n’a ni ajouté
ni enlevé de pate a modeler.

Ensuite, I'expérience est réalisée et on rappelle, dorsque les déplacements d’eau
provoqués par deux objets immergés tour a touridentiques, on dit que ces deux objets
ont le méme volume. Cette expérience montre deax objets de formes différentes
peuvent avoir le méme voluntgela se justifie et pouvait se prévoir par I¢ daie les deux
objets de formes différentes étaient cependant dsravec la méme quantité de méme
matiere.



Objets de masses différentes

Pour I'expérience suivante, on présente deux baldeméme

@ diamétre, mais de masses trés différéntd3ans notre
? \ exemple, nous avons choisi une boule de pétanqaeienet
une boule en pate a modeler (figure 7). On demande

Figure 7 éleves laguelle de ces deux boules déplace ledf#as.

Comme la boule en acier est bien plus lourde queolde en pate a modeler, certains

éléves pensent qu’en les immergeant, la bouleus lplurde déplacera plus d’eau. Face a
I'expérience, les éleves voient que les quantitéauddéplacées par les deux boules sont
identiques. Prenant appui sur les conclusions geddés, ils déduisent que ces deux
boules ont méme volume.

Les éleves découvrent, via cette expérience dgue objets de masses différentes peuvent
avoir le méme volume

Objets de formes et de masses différentes

Pour terminer, on prend, d’une part, le colombiovenant de
@ la déformation d’une boule en pate & modeler etttkapart la
K boule de pétanque (figure 8) et on demande auxcglee
gu’ils peuvent dire du volume de ces deux objeesn&quons
gue c’est la premiére fois que le mot volume etisétdans la

Figure 8 question. L'enseignant introduira le vocabulaireéqeht
quand il pense que les éléves le maitrisent.

Dans ce cas, il est d’abord fait appel a la seéflexion des éléves. lls ne réaliseront
'expérience que dans une seconde phase, pourexdis$ propositions ou s’ils en
éprouvent le besoin.

Le colombin a le méme volume que la boule en pataodeler, la boule d'acier a
également le méme volume que la boule en pate &lerpdionc le volume du colombin
est identique au volume de la boule d’acier.

On ameéne les éléves a en déduire daex objets de masses et de formes différentes
peuvent avoir le méme volume

Les éléves rencontrent ici une propriété fondanehtde I'égalité sans en avoir
conscience.

Remplissage et immersion

La premiére expérience a montré comment compareoliane de deux objets creux par
remplissage, les suivantes ont donné une méthode qumparer les volumes d’objets
pleins par immersion. Il semble naturel de s’'ird8ez a la question suivante. Pourrait-on
comparer le volume d’un objet plein a celui d'ujeblereux, par exemple celui de la boule
de pétanque a celui d’'une boite en carton ?

® La différence de masse est telle qu'il est inudédepeser les boules.

® La propriété travaillée en acte est la trans#ide I'égalité.



Pour établir un lien entre les deux méthodes depapaison, on peut s’intéresser a un

objet creux qui peut étre soit rempli, soit immerdé& début du collége on peut, a ce

moment de l'activité, laisser les éleves proposermémes des expeériences qui mettraient
ces liens en évidence.

Pour réaliser la suite de Il'activité, nous avon®isihun cube en plexiglas avec un
couvercle qui permet de I'ouvrir ou de le fermemhétiquement.

Les deux expériences suivantes ont pour but ddierési la quantité d’eau que peut
contenir ce solide est équivalente a la quantié@u’déplacée lors de son immersion. Elles
menent a la méme conclusion. L'une peut suffiresmiest utile d’explorer les deux
manieres de faire pour permettre a un maximum iélede créer des liens entre les
différentes images mentales construites précédetmmen

Premiere expérience

Le niveau initial de I'eau est noté d’un trait darparoi du récipient contenant I'eau. Le
cube est tout d’abord lesté en y plagant des pideesmonnaie. L'enseignant pose la
question de l'impact de la modification de la massele volume. On s’attend a ce que les
éléves évoquent I'expérience avec la boule de pa@mpour se convaincre que l'ajout des
pieces de monnaie est sans influence sur la géatidau déplacée. Si ce n'est pas le cas
on peut refaire I'expérience.

Le cube est ensuite fermé puis immergé, et le niateint par 'eau est noté (figure 9).
Une variante consiste a remplir le cube d’eau poleaster.

Dans un second temps, on retire le cube lesténl@vesles piéces de monnaie puis on le
remplit & ras bord avec de I'eau ne provenant pagdpient. Enfin, le cube rempli d’eau
est vidé dans le récipient (figure 10).

Figure 9 Figure 10

On constate que le niveau atteint par I'eau comesdpa celui noté précédemment. On
demande aux éléves de formuler la conclusion. Gglieest attendue est du typéa:
quantité d’eau que contient un objet correspona@ guantité d’eau qu’il déplace lors de
son immersion

Seconde expérience

L’enseignant immerge le méme cube en plexiglag lpséalablement dans un récipient
rempli d’'eau a ras bord et placé dans un bac ptaadg L'eau qui déborde lors de
'immersion du cube est récupérée et transvasés amube. On remarque que cette
quantité d'eau permet de remplir exactement le culze conclusion est identique,



la quantité d’eau que contient un objet correspanid quantité d’eau qu'’il déplace lors
de son immersiaon

Ces manipulations fournissent des pistes pour ineagiles expériences permettant de
comparer par exemple le volume d’'une boite en paetocelui d’'une boule de pate a
modeler, mais on sent bien que cela se complexiieplus en plus. Le processus
expérimental montre ici ses limites, il va falldiouver un moyen de « mesurer » le
volume pour établir des comparaisons plus aisément.

Calcul du volume d’un objet

Les activités de cette section interviennent aprge séquence d’apprentissage qui
construit pas a pas la formule du volume du pdéglipede rectangle par remplissage de
diverses boites avec des cubes de différentesstaour cette séquence, qui n’est pas
reprise ici, nous renvoyons a CREM (2014).

Le but est de revenir sur les expériences de mmsplace de la notion de volume en
étayant les comparaisons de volumes sans mesaredep comparaisons de mesures en
millilitres, ou des calculs de mesures de volumeced. Ces mesures valident d'une
certaine maniere les méthodes mises en place :

— pour les objets pleins : immersion et comparademquantités d’eau déplacee,
— pour les objets creux : comparaison des quartitéenues.

Ce retour aux expériences initiales permet de gaidkesprit que le volume est une
grandeur physique qu’il ne faudrait pas réduirei@ques formules.

Objets pleins
Lorsqu’un objet est immergé dans un récipient,\wsdame correspond au volume de I'eau

déplacée. Si le récipient est de forme parallékgigue, le volume de I'eau déplacée est
celui d'un parallélépipéde rectangle qui peut étisualisé en entourant la boite

d’élastiques aux différents niveaux atteints paau.

Figure 11

La longueur et la largeur de ce parallélépipedesspondent respectivement a la longueur
et la largeur du récipient dans lequel I'objet mstnergé. La hauteur correspond a la
différence des niveaux de I'eau avant et apres isiore (figure 11). La formule du calcul
du volume d’un parallélépipede rectangle nous darmenoyen de calculer le volume de
I'objet immergé, quelle que soit sa forme.



Le cube en plexiglas

Eprouvons tout d’abord la méthode pour un objet d®wolume peut étre obtenu soit par
calcul direct, soit par immersion, par exemple ube en plexiglas lesté de I'expérience
« Remplissage et immersion » (figures 9 et 10). SN& plongeons dans une boite
parallélépipédique transparente de 10 cm d’arébeishoisissons un parallélépipéde car
le calcul du volume du parallélépipede a partircégs trois dimensions est connu. Le
parallélépipede virtuel formé par I'eau déplacéena longueur et une largeur de 10 cm,
une hauteur gu’on ne peut déterminer avec précisi@s qu’on situe au mieux entre 1,5 et
1,6 cm. Le volume deau déplacée est compris eh@ex 10 x 1,5 soit 150 cm?3 et
10 x 10 x 1,6 cm3 soit 160 cm3. Ce procédé donmevateur approximative du volume de
I'objet. Et, dans notre exemple, une imprécisionadture de 1 mm sur la hauteur donne
une différence de volume de 0,1 x 10 x 10 cm3, Kbitm3.

Comparons, pour ce méme objet, le volume ainsinobé&ec le volume calculé a l'aide de
la formule. L'aréte de ce cube mesure 5,4 cm, smamve est égal a 5,4 x 5,4 x 5,4 soit
157 cm3. La mesure obtenue par la formule est to@nmprise dans I'encadrement donné
par I'expérience et valide d’'une certaine facomiéthode par immersion. Notons que la
mesure de I'aréte du cube n’est pas non plus exedipireur de mesure.

La boule de pate a modeler

Le calcul du volume par immersion est particulieeetrutile pour calculer le volume d’'un
objet de forme quelconque dont on ne connait pasrena formule du volume ou pour
lequel il n’en existe pas, un morceau de pate aeteoghar exemple. Les éléeves immergent
I'objet et calculent le volume du parallélépipeddguel formé par I'eau déplacée, tout en
ayant conscience du niveau de précision du réalitanu. Dans notre exemple, la hauteur
du parallélépipede virtuel est comprise entre 1,1, cm, le volume de l'objet se situe
donc entre 170 cm3 et 180 cm3.

Notons que, pour chercher la mesure du volume dbjet de cette maniére, il est
nécessaire que l'objet soit de volume assez griindjae le déplacement d’eau soit visible
et mesurable. C’est I'occasion de discuter des itiond expérimentales : si on immerge
dans un bac de petite section, la hauteur d’ealacip sera plus visible.

Pour se donner un moyen de vérification, malgrbsémce de formule pour calculer le
volume de la pate a modeler, nous proposons une alémarche qui exploite la
conversion des unités de capacité en unités denelu

On se munit d’'un récipient contenant de I'eau ab@sl qu’on place dans un bassin. On
immerge le morceau de pate a modeler utilisé ag&tprécedente, on verse ensuite I'eau
récoltée dans le bassin dans un récipient gradumgiléiitres. La quantité d’eau recueillie
se situe entre 170 mL et 180 mL. Or nous avonsulgatpue le volume du morceau de pate
a modeler est compris entre 170 et 180 cm3.

Dans le cas ou les éleves connaissent déja la onales unités de capacité en unités de
volumé, I'égalité des nombres de I'encadrement corrobereésultat précédent et les
conforte dans l'idée que 1 mL vaut 1 cms3. Si ledvés n'ont pas encore abordé la

" Notons que cette équivalence entre L et cm? preertilustrée par I'expérience suivante : versecdetenu
d’'une bouteille d'un litre dans une boite parajpgi&dique ; calculer le volume de ce parallélépipd@dau a
partir de la mesure en cm de ses trois dimensions.



conversion des unités, I'enseignant se sert dalitégdes nombres des deux encadrements
pour amener l'idée que 1 mL égale 1 cm3. C'est ament propice, selon nous, pour
mettre en place une activité reliant les mesurestiene et les mesures de capacité.

Objets creux

La manipulation réalisée pour la comparaison disbpgeux nous a montré que les boites
proposees, parallélépipédique et cylindrique (&gl), ont le méme volume. Nous avons a
présent d’autres outils pour le confirmer.

Pour calculer le volume de la boite cylindrique, lanremplit d’eau a ras bord. Cette
quantité d’eau est ensuite versée dans un récigradué. Dans notre exemple, le niveau
d’eau se situant & mi-chemin entre 800 mL et 900 lalaleur approchée du volume est
comprise entre 800 cm3 et 900 cms.

Pour calculer le volume de la boite parallélépigadi il suffit d’appliquer la formule, ce
qui donne pour notre exemple 17 x 10 x 5 cm3, &8t cm3. Cette fois encore, le résultat
de I'expérience est confirmé par le calcul.

Conclusion

La mise au point d'une séquence dapprentissagelesurolume du parallélépipede
rectangle et les expériences menées en classecdaredre nous ont fait comprendre a
qguel point la notion de volume était délicate aaiscrire avec les éleves et, dans un
méme temps, combien il était nécessaire de posebates solides pour la compréhension
de ce concept. L'impossibilité d’'une définition sigeuse et complete, a ce stade de
'enseignement, nous a amenés a mettre en plages dette séquence, une série
d’expériences qui confrontent les préconceptiorss éeves a la réalité de la situation et
conduisent a la création d'images mentales divateatla cohérence est progressivement
installée. En particulier, la distinction entre tetions de volume d’un objet plein ou creux
nous a semblé fondamentale.

Le retour vers les expériences initiales, qui nemgétent que des comparaisons sans
mesures, pour en réexploiter les démarches au nmimuemn dispose de moyens de calcul,
nous a semblé essentiel pour tisser des liens kEnttémarche expérimentale et le calcul
théorique. Ce va-et-vient montre notamment l'inté&k€ la démarche expérimentale pour
déterminer la mesure d’'un volume pour lequel onpda de formule, mais attire aussi

I'attention sur les limites de cette démarche, wat Iss erreurs expérimentales qu’elle

entraine.
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