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GENERATION DE MAILLAGES ELEMENTS FINIS D’ORDRE
ELEVE

Résumé

Lors de la génération de maillages d’ordre élevé, les éléments situés sur des
frontieres courbes du domaine sont obtenus en courbant ’arréte ou la face en
contact avec ceux-ci. Les éléments générés de cette fagon présentent parfois
un jacobien négatif altérant la solution calculée par la méthode des éléments
finis. Afin de pallier a ce probleme, il est possible d’optimiser les éléments en
courbant les arrétes ou les faces. Cette technique est relativement couteuse
et ne peut étre raisonnablement appliquée sur I’ensemble du maillage. Il est
donc nécessaire de détecter au préalable les mauvais éléments afin d’appli-
quer 'optimisation de maniere local.

Jusqu’a présent aucune méthode ne permettait de repérer de maniere
certaine les mauvais éléments. Ce travail consiste a élaborer une méthode
robuste d’analyse du jacobien permettant donc de détecter avec certitude
tous les éléments incorrects. Le moyen employé est de calculer les points
de controle du jacobien grace a un produit matriciel effectué sur les va-
leurs lagrangiennes de celui-ci. La méthode est efficace et donne de tres bons
résultats, le calcul des points de Bézier étant nettement plus rapide que le
sampling du jacobien.

Ingénieur civil section physique : année académique 2009-2010

i Amaury JOHNEN
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Chapitre 1

Introduction

La génération automatique des maillages est un probleme difficile. De
grands enjeux sont encore de mise et beaucoup de recherche y est consacrée.
Alors que la génération automatique de maillage simpliciaux est tres bien
maitrisée, la génération automatique de maillage hexaédrique en est encore a
ses balbutiements. Or ces derniers présentent des avantages non négligeables
comme une précision accrue a cout de calcul égal et un meilleur comporte-
ment des solveurs éléments finis vis-a-vis de ces éléments.

Il est des lors d’'usage de générer ce type de maillage a la main ce qui
constitue une perte de temps conséquente. Dans un article de 2004 [1], le Pr.
Thomas J.R. Hughes déclarait qu’environ un million d’analyses par éléments
finis étaient effectuées par jour dans le monde. Son étude montrait que de
Pordre de 80% du temps humain employé a ces études sont consacrées a la
génération du maillage.

La génération automatique de maillage d’ordre élevé pose également des
problemes. Celle-ci emploie les techniques de placement des noeuds du maillage
d’ordre 1. Ensuite, les éléments sont montés en ordre en leur rajoutant des
noeuds. Pour les éléments se situant a l'intérieur du domaine, ces noeuds
sont bien stur placés de maniere réguliers de tel facon que leur mapping
reste inchangé. Les éléments situés sur les frontieres courbes du domaine, au
contraire, ont au moins une arréte ou une face qui est courbée. Les noeuds
intra-élément sont alors placés de fagon la plus optimale possible. Malgré
cela, certains de ces éléments ne sont pas corrects en ce sens qu’ils ont un
jacobien partiellement négatif. Autrement dit, leur mapping n’est pas bijectif.

Un maillage présentant de tels mauvais éléments engendre une altération
de la solution calculée par les éléments finis et peut méme parfois rendre le
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schéma instable. Afin de pallier a ce probleme il est possible d’effectuer une
optimisation des éléments apres la génération du maillage. Cette opération
est toutefois tres couteuse en temps de calcul. 1l serait des lors inconcevable
de 'appliquer sur I’ensemble du maillage. Heureusement, elle peut s’employer
sur une partie réduite d’éléments. Ainsi, en 'appliquant sur un nombre res-
treint d’éléments avoisinants les mauvais, on peut améliorer le maillage jus-
qu’a le rendre correct.

Il est donc nécessaire de détecter avec certitude les mauvais éléments.
Jusqu’alors, il n’existait pas de méthodes le permettant. La solution cou-
ramment employée était de sampler le jacobien en un tres grand nombre de
points. Si cette technique permet de repérer la plupart des mauvais éléments
elle ne permet pas de les trouver tous avec certitude.

La méthode exposée dans ce travail met a profit une propriété intéressante
de I'interpolation de Bézier. Cette propriété est que 'interpolé se trouve tou-
jours dans ’enveloppe convexe des points de controle. Ainsi en calculant 'in-
terpolation exacte du jacobien, on peut étre certain que 1’élément est bon en
vérifiant que tous les points de contrdle du jacobien sont positifs. En contre-
partie, lorsque des points de controle sont négatifs, il existe une incertitude
sur la négativité du jacobien.

Cette méthode a été implémenté avec succes sous forme d'un plugin au
logiciel Gmsh, 1'outil open source de maillage le plus utilisé au monde [2]
(http ://www.geuz.org/gmsh).



Chapitre 2

Considérations de base

2.1 Introduction

La méthode des éléments finis met a profit I'interpolation de Lagrange
afin de construire les éléments qui permettent la discrétisation du domaine
du probleme et sont le support des champs inconnus. La CAO en contre-
partie utilise largement une autre interpolation, celle de Bézier. Celle-ci est
équivalente a celle de Lagrange puisqu’elle permet de représenter les mémes
choses. Nous verrons qu’elle possede des avantages non négligeables dans
notre recherche de caractérisation du jacobien.

Nous commengons par décrire et donner les fonctions des deux interpo-
lations. Nous effectuons ensuite un bref rappel sur la méthode des éléments
finis. A la section 2.7, nous mettons en évidence les difficultés de 1’analyse
du jacobien ainsi que les avantages de I'interpolation de Bézier. Apres cela,
nous établissons a la section 2.8 I'espace fonctionnel du jacobien afin d’iden-
tifier quel ordre de I'interpolation de Bézier il est nécessaire d’utiliser. Enfin,
nous montrons comment pallier a la principale difficulté de I'interpolation de
Bézier (section 2.9.2).

2.2 Interpolation de Lagrange

La théorie des éléments finis fut initialement congue sur base de 'interpo-
lation de Lagrange. Les codes commerciaux se basent des lors dessus. L’inter-
polation permet d’exprimer une section de courbe, un élément de surface, un
élément de volume,... a 'aide d’un paramétrage adapté. Le paramétrage est
polynomial et est décrit a l'aide des points par lesquels I'objet géométrique
passe.
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2.2.1 Courbes de Lagrange

On peut représenter une courbe polynomiale se mouvant dans un espace
de dimension quelconque grace a son paramétrage :

(#(£),y(), 2(6), ) ==(§) (£ € )

L’espace des & est appelé espace paramétrique et )¢ est le domaine de
définition de la courbe dans cet espace. L’interpolation de Lagrange peut four-
nir le paramétrage voulu grace aux points par lesquels passe cette courbe. Le
nombre de points est donné par le degré N de la courbe et vaut Nggg = N +1,
la numérotation allant de 0 & N. Avant de définir I'interpolation en elle-méme,
il faut définir les fonctions de Lagrange.

On définit donc la k° fonction de Lagrange £, comme suit :

(€ —&0) (€ = &1)(§ = Epr1) (€ — &)
(& —&0) (& — &) (Ek — k1) (Ek — &)

Le domaine de définition (£2¢ = [Emin, Emax]) €St & priori quelconque mais,
par facilité !, 'on prend généralement [0,1] ou le correspondant symétrique
[—1,1]. Les valeurs & ont pour restriction de se trouver a l'intérieur du do-
maine de définition. Elles doivent par ailleurs étre différentes 'une de 'autre.
On choisit ordinairement de les prendre a intervalle A¢ régulier. On a ainsi

50 = fmin
gN = gmax (22)
=& +kAE  (k=0,1,...,N)

Ly(¢) = (€eQ) (21)

Les fonctions de Lagrange ont pour propriété :

e ={y 55 23)

La figure 2.1 reprend l'’ensemble des fonctions de Lagrange d’ordre 5.
Celles-ci sont fortement ondulantes et peuvent prendre des valeurs non négligeables
dans ’ensemble du domaine.

1. On peut montrer que le nombre réel de degrés de liberté qui influence l'interpolation
est Nqa1 — 2. On peut donc fixer arbitrairement deux valeurs de ensemble {&}.
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o §1 §2 §3 §4 s
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H

FIGURE 2.1 — Graphique reprenant les 6 fonctions de Lagrange d’ordre 5
(définies sur le domaine [0, 1]). Les fonctions verte et rouge mises en valeurs
correspondent aux fonctions £3(£) et £5(¢). La fonction £3(€) passe bien par
1 en £ =0.2 et par 0 en tous les autres & comme la propriété (2.3) I'indique.

Nous pouvons maintenant définir I'interpolation. Soit {@;} ’ensemble des
Naa1 points par lesquels passent la courbe. L’interpolation s’écrit :

2£(€) = Y £(6) (24

Etant donnée la propriété des fonctions de Lagrange, le paramétrage décrit
bien une courbe qui passe par les points @y,

N
Y omi LY (&) = ay
1=0

La figure 2.2 présente deux courbes de Lagrange. On peut y remarquer
défaut de cette interpolation. En effet, bien que les points semblent relative-
ment bien placés, la courbe présente des changements brusques de direction
aux extrémités. Un autre défaut de cette interpolation est d’étre tres sensible
a une modification de la position d’un point. L’influence du point 2 se fait
ressentir sur toute la courbe. Cela vient du caractere non local des fonctions
de Lagrange (figure 2.1).

2.2.2 Surfaces de Lagrange

On peut représenter une surface en utilisant le méme principe. Deux types
de surfaces peuvent étre interpolées, chacune correspondant a un domaine
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X

FI1GURE 2.2 — Courbes de Lagrange de degré 4. Le numéro ¢ de chaque point
est indiqué, sa coordonnée valant x;.

particulier de 'espace paramétrique. Ces deux domaines de définition sont
de forme quadrangulaire et triangulaire.

Surfaces quadrangulaires

Par similitude aux courbes, le domaine de définition dans 'espace pa-
ramétrique £ X n est généralement soit [0, 1] x [0, 1], soit [—1,1] x [—1,1]. Les
fonctions de Lagrange sont facilement obtenues puisqu’elles sont simplement
égales au produit des fonctions 1D.

LoNi(Em) =LI©) L) (.5 €{0,1,..,N}) (2.5)

Les graphiques de la figure 2.3 montrent trois de ces fonctions a 1'ordre 2.

FI1GURE 2.3 — Fonctions de Lagrange de degré 2 d'une surface quadrangulaire.
Les fonctions Q3 (&, 7), Q7 ¢(&,1) et ©QF (&, n) sont représentées.
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Il est nécessaire de connaitre Ngq = (IV + 1)2 points de la surface pour
pouvoir I'interpoler. Soit {; ;} I’ensemble de ces points, I'interpolation s’écrit

N N

m£(€7 77) = Z Z L LQ’ZY] (ga 77)

i=0 j=0

Un exemple est donné a la figure 2.4.

FIGURE 2.4 — Surface quadrangulaire de Lagrange d’ordre 2.

Surfaces triangulaires

Dans ce cas-ci, le domaine de définition est le plus couramment [0, 1] X
[0,1 — &]. Les fonctions de Lagrange sont plus difficiles & exprimer mais le
principe pour les obtenir reste simple. Remarquons qu’en 1D, les fonctions
de Lagrange (eqn. 2.1) sont le produit de N fonctions linéaires :

() = f ‘_Z, ( € (0., N}\ )

Chacune de ces sous-fonctions vérifient [;(§ = &) =0 et [;(§ = &) =1, ce
qui permet d’obtenir les propriétés voulues (eqn. 2.3).

Pour les fonctions triangulaires, la regle est la méme : les sous-fonctions
linéaires valent toutes 1 en un point (;,7;) et 0 en d’autres. La figure 2.5
montre la trace de deux de ces fonctions dans le plan (&, 7).

Sachant cela, les fonctions triangulaires ‘:7;];7 sont faciles a définir :

TE-& Tro-m 17 &ta!
e - [T [0 J] 2 GyeNmeciy<)
koS0 TSk ko T e s T T
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N
N\ fet2

n (So:N0) (§4,n9)
(C] @

n
T_£ fet1  fet'3

FIGURE 2.5 — Localisation de la trace des fonctions linéaires utilisées pour
construire les fonctions de Lagrange triangulaires d’ordre 3. Ces sous-
fonctions linéaires ont toute 1 pour valeur au point entouré. Les fonctions
de Lagrange correspondantes sont respectivement 576?’0 et ‘:7’1‘?0.

fi
3 ot3 fct 2

La figure 2.6 montre trois de ces fonctions.

FIGURE 2.6 — Fonctions de Lagrange de degré 3 pour une surface triangulaire.
Les fonctions TN (&, 1), “T{H(€,n) et “TN(€,n) sont représentées.

L’interpolation d'une surface triangulaire nécessite la connaissance de
moins de points que pour une surface quadrangulaire. Ces points, x; ; sont
au nombre de Ngq; = (N + 1) (N 4 2) /2. L’interpolation vaut

N N-—i

wa(’fa 77) = Z Z L j 57;713%57 77)

i=0 j=0

Un exemple est donné a la figure 2.7.

2.2.3 Dimension 3

La généralisation aux dimensions supérieures ne pose pas de problemes
particuliers. Les techniques pour les obtenir sont les mémes que pour la di-
mension 2. Notons qu’il y a trois types d’interpolations de dimension 3 :
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FIGURE 2.7 — Surface triangulaire de Lagrange d’ordre 3.

tétraédrique, pentaédrique et hexaédrique.

Les fonctions hexaédriques sont le résultat d’'une multiplication de trois
fonctions 1D :

EHY(En,¢) = LY (E) LY () LY () (ir4,k € {0,..., N})

Les fonctions pentaédriques sont :

EPNREN ) = T (Em) LY(¢)  (,j €N, i+j <N, ke{0,..,N})

T”j’k

Les fonctions tétraédriques nécessitent de réappliquer le principe décrit
pour les triangles. Ceux-ci s’écrivent :

11—

Lﬁgk(£> UE <) = H

=

[y

i—1 k—1

E—& Ty n—m H C—G

i= & e g Sk — G
N £, mn 4 ¢

H §l+m+Cz 1

& 4 Moy Sk 1’

I=i+j+k+1 & + 77; + CI; 1

o

(t,5,k € Naveci+j+k < N)
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2.3 Interpolation de Bézier

L’interpolation de Bézier permet d’exprimer les mémes courbes, surfaces,
volumes,... que 'interpolation de Lagrange. L’information a fournir est également
la méme, c’est-a-dire Ngq coordonnées de points. Toutefois, ces points ne sont
pas tous situés sur 'objet interpolé.

2.3.1 Courbes de Bézier

Les fonctions de Bézier 1D d’ordre N sont couramment définies par
Bl () =Cr(1-9"* ek (€el01]; k=0,..,N) (2.6)

mais 'on peut également les définir sur un domaine centré :

BYO) = orCh(1- 0V H 14 ©% (€€ [-1,1]; k=0, N)

La figure 2.8 reprend l’ensemble des fonctions de Bézier d’ordre 5. On
remarque que ces fonctions sont beaucoup plus douces que les fonctions de
Lagrange (fig. 2.1). De plus, elles prennent toutes leur valeur dans Uinter-
valle [0, 1] ce qui a pour conséquence importante que la courbe produite par
I'interpolation sera toujours comprise dans I’enveloppe convexe des points de
controle. Cette derniere propriété sera tres utile pour la caractérisation du
jacobien comme nous le verrons plus loin.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
3

FIGURE 2.8 — Graphique des 6 fonctions de Bézier d’ordre 5. Les fonctions
verte et rouge mises en valeurs correspondent aux fonctions B (€) et B3(€).
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Soit {b;} 'ensemble des points de I'interpolation. Ces points sont appelés
points de controle. L’interpolation s’écrit alors :

zB(¢) = Z b; BY(€)

On a comme propriétés

213/(1) = bN — bN—l

Autrement dit, la premiere propriété signifie que la courbe commence et
finit au premier et au dernier point de controle. En ces points, la courbe est
tangente a la droite liant le point extrémité au point voison, ce qui constitue
la seconde propriété.

{ 2/(0) = by — by

0.8r

3
Q
1
»
0.6
4
>
0
0.41
0.2t \

Enveloppe convexe

INYL

1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

(a) (b)

F1GURE 2.9 — Courbes de Bézier de degré 4. Le numéro ¢ de chaque point est
indiqué, sa coordonnée valant b;. Sur le graphique (b), I’enveloppe convexe
est dessinée. La courbe se trouve toujours a l'intérieur de celle-ci.

La figure 2.9(a) présente l'interpolation de Bézier pour une courbe en re-
prenant pour points de controle les points de la figure 2.2. On peut facilement
mesurer les différences qu’il y a entre les deux types d’interpolation. L'un des
intéréts de l'interpolation de Bézier est I'influence relativement locale d’un
point de controle sur la courbe. En contrepartie, un inconvénient est que les
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points de controle peuvent étre tres disparates méme si la courbe est relative-
ment confinée dans I’espace, comme le montre la figure 2.9(b). Nous verrons
dans ce chapitre quelle solution I'on peut apporter.

2.3.2 Surfaces de Bézier

Surface quadrangulaire

Comme pour 'interpolation de Lagrange, les fonctions sont obtenues en
multipliant simplement deux fonctions 1D. Nous obtenons ainsi :

P& n) =BY(€) BY () (i,j €{0,..,N})

sur le domaine Q¢ x €2,. Les graphiques de la figure 2.10 montrent trois de
ces fonctions a 'ordre 2.

FIGURE 2.10 — Fonctions de Bézier de degré 2 d’une surface quadrangulaire.
Les fonctions PQ2 (&), P2 o(€,n) et PO (&, 1) sont représentées.

Tout comme en 1D, les fonctions ne sont jamais négatives, ce qui implique
que tout point de la surface se trouve toujours a l'intérieur de ’enveloppe
convexe des points de controle.

Tenant compte de I'ensemble {b; ;} des points de controle (au nombre de
Naa1 = (N + 1)?), Pinterpolation vaut

N N
P& m) =) bi; FON(&m)

i=0 j=0

La figure 2.11 montre le résultat de l'interpolation utilisant les mémes
points que la figure 2.4.



CHAPITRE 2. CONSIDERATIONS DE BASE 13

FIGURE 2.11 — Surface quadrangulaire de Bézier d’ordre 2. Les points de
controle sont identiques aux points de la surface de Lagrange de la figure 2.4.

Surface triangulaire

Obtenir les fonctions de Bézier d’une surface triangulaire n’est, encore
une fois, pas compliqué lorsque 'on sait comment faire. La démarche est
expliquée a ’annexe A.2. Les fonctions sont

T (&) = OnCh €’ (1=€=m)¥ 7', (i,j € Navee ij < N) (27)

La figure 2.12 montre trois de ces fonctions.

FIGURE 2.12 — Fonctions de Bézier de degré 3 pour une surface triangulaire.
Les fonctions P93 (&,m), B3 1(€,n) et BQ3 (€, 1) sont représentées.

Si I'on tient compte des points de controle, notés b; ; I'interpolation vaut

N N-—i

m6<§7 77) - Z Z biJ 67;,];[(57 7])

i=0 j=0
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La figure 2.13 montre le résultat de l'interpolation utilisant les mémes
points que la figure 2.7.

FIGURE 2.13 — Surface triangulaire de Bézier d’ordre 3. Les points de controle
sont identiques aux points de la surface de Lagrange de la figure 2.7.

2.3.3 Dimension 3

Encore une fois, la généralisation ne pose pas de probleme. En trois 3D,
nous avons pour fonction
— hexaédrique

U L& Q) =B () B (n) BY(¢) (.4, k €{0,.., N})

— pentaédrique

SPEEn Q) =PT () BY()  (jeN, i+j<N, ke{0,.. N}

— tétraédrique

BTN (€n, ¢) = ONCL_iCh &P ¢F (1—=&—n—QN 77 (i+j+k < N)
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2.4 Passage d’une interpolation a une autre

Pour la suite du travail, il est intéressant de pouvoir calculer les points
de contrdle (interpolation de Bézier) a partir des points lagrangiens d’'une
courbe et inversement.

Les expressions analytiques du changement de base pour une courbe sont
du type :
:ck:f(bo,bl,...) (k:zO,l,)
@bk:g(wo,ml,...) (k:(),l,)

Cependant, il est peu utile et déja fastidieux d’obtenir cette expression a la
premiere dimension.

Le calcul numérique, par contre, ne pose aucun probleme. Les points xy,
d’une courbe de Bézier sont aisés a calculer. Dans le cas particulier ou le
domaine de définition des deux interpolations sont identiques?, nous avons
simplement

), = x (€ = &)
A partir de ce constat, il est également facile d’obtenir les points de controle
a partir des points lagrangiens. Nous verrons comment implémenter ces cal-
culs dans le chapitre 3.

2.5 Rappels sur la théorie des éléments finis

Considérons un probleme pour lequel I’équation f(A(x)) = 0 est a résou-
dre en chaque point d’'un domaine €). Cette équation est, dans sa forme la
plus simple, une équation différentielle linéaire. A est un champ quelconque
(de température, de contraintes,... ) et @ est le vecteur des coordonnées. Des
conditions aux limites doivent étre considérées pour que le probleme soit
bien posé mais nous ne nous en préoccuperons pas. Le domaine peut prendre
n’importe quelle forme et le champ-solution n’a en général pas d’expression
analytique. Ce genre de probléeme ne peut donc étre résolu, la plupart du
temps, que grace a des méthodes numériques, par le biais de diverses ap-
proximations.

2. Si les deux domaines sont différents, il suffit de faire une transformation linéaire
sur les & pour se ramener au domaine de l'interpolation de Bézier. Soit [Emin, Emax] 1€
domaine de Bézier et [y, &n] celui de Lagrange. Alors, les points de Lagrange sont xy =

wB ((Ek - 50)(€max - gmin)/(fl\/ - 50))
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2.5.1 Approximation de la solution

Il est en général impossible de calculer la solution exacte du probleme
en un temps fini. La premiere étape des éléments finis consiste a utiliser
I’approximation de Rayleigh-Ritz. Celle-ci revient a décomposer le champ in-
connu en un certain nombre de fonctions tests ¢; (linéairement indépendantes).
La solution calculée sera alors donnée par une combinaison linéaire de ces
fonctions et ne constituera qu’une solution approximée de la solution exacte.
Plus leur nombre, ni,., est important, meilleure sera 'approximation. On
écrit donc

ou les coefficients «; sont les inconnues a déterminer.

Dans un cas général, aucune combinaison linéaire des fonctions tests ne
permet de vérifier I’équation f(A(x)) = 0 en tout point du domaine. On dit
que 'on ne peut pas vérifier I’équation de maniere forte. Il faut donc se res-
treindre a ne vérifier I’équation que de maniere faible. Un moyen de mettre
cela en pratique est d’utiliser la méthode de Galerkin. C’est celle qui est mise
a profit dans les éléments finis. Elle consiste a annuler la moyenne de la fonc-
tion f pondérée grace a des fonctions poids. Ces fonctions poids doivent étre
linéairement indépendantes et sont souvent identiques aux fonctions tests.
On obtient alors un systeme de ny,., équations a nj,.. inconnues :

/Qf (Z a; gzﬁi(w)) G;(x) d2=0,  j=0,1,... ninc. (2.8)
=0

dont la solution est unique.

La figure 2.14 montre un exemple de fonctions tests et le résultat de la
formulation 2.8. La fonction & approximer est y = 22 + 1 que l'on réécrit
2
y—xz-—1=0.

2.5.2 Approximation géométrique

A ce stade, nous n’avons pas encore spécifié ce qu’étaient les fonctions
tests, nous devons d’abord parler de leur support. Le domaine du probleme
est en général tres compliqué et il serait impossible de définir des fonctions
indéfiniment continument dérivables sur I’ensemble de celui-ci. Pour pallier
a ce probleme, la méthode des éléments finis emploie des fonctions définies
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2
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(a) (b)

FIGURE 2.14 — (a) fonctions tests.
(b) En bleu, fonction & approximer : y = x* + 1. En rouge, solution de
I'approximation y*PP. Celle-ci vaut y*P? = 0.95¢; + 1 ¢y — 1/4 ¢35 + 0 4.

FIGURE 2.15 — Représentation d’'une partie du domaine €2 et début d'un
maillage triangulaire d’ordre 1.

par morceaux.

Pour mettre cela en pratique, le domaine est découpé en éléments. En
2D, ces éléments sont souvent des triangles, comme le montre la figure 2.15,
ou des quadrangles. Chaque élément e possede son propre domaine €).. Les
éléments ne se recouvrent pas et I’ensemble forme le maillage dont le domaine
n’est bien souvent qu'une approximation du domaine réel :

Nel
Q~ E Q.
e=0
ol nous avons noté Ny le nombre d’éléments du maillage. Il s’ensuit que

I'intégration contenue dans ’équation (2.8) peut étre approximée par une
intégration élément par élément :

/Q(...)szo ~ Z[/ﬂe(...)dQe]:O (2.9)

e
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2.5.3 Espace de référence

Un élément est caractérisé par la position de ses noeuds dans ’espace réel
et prend forme grace a U'interpolation de Lagrange (sect. 2.2) :

{ x = z°(&,n)
y =y(&m)

Cette relation constitue le mapping de 'élément e (fig. 2.16). L’espace des
(&,m) est appelé espace de référence. Tous les éléments d'un type donné
proviennent du méme élément de référence, la seule différence caractérisant
I’élément réel est son mapping.

s @=a'(e)

x =x(&,n)
y =y(5n)

IS

FIGURE 2.16 — Mapping d'un élément. Le mapping est réalisé grace a une
interpolation de Lagrange.

Les fonctions tests doivent appartenir a l’espace de Hilbert H" ou n
dépend de l'ordre de l’équation différentielle. Cela signifie, pour résumer,
que les fonctions tests peuvent présenter des discontinuités de leurs dérivées
sur un ensemble négligeable de I'espace. Sur le reste de 'espace, celles-ci
doivent étre au moins n fois continiment dérivables. Ces fonctions peuvent
donc aisément étre définies par éléments.

Les fonctions tests seront la réunion de fonctions élémentaires, appelées
fonctions de forme. Ces fonctions de forme sont notées NN, et sont définies
dans 'espace de référence (IV; = N;(&,7)). Elles sont identiques pour tous les
éléments d’un méme type, ce qui facilitera grandement les opérations. Sur le
domaine de 1’élément, on a donc

Naar

AP () = Z of N;(€(x)) (2.10)

ou les af sont les coefficients associés a I’élément et Nyq) le nombre de fonc-
tions de forme de 1’élément.
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La méthode des éléments finis utilise des fonctions tests compactes. Les
fonctions sont donc nulles sur la majorité du domaine et sont non nulles
uniquement sur un petit nombre d’éléments adjacents. Pour réaliser cela, on
associe chaque fonction test a un noeud du maillage en lequel la fonction est
unitaire. La fonction est non nulle uniquement sur les éléments qui partagent
ce noeud et elle est nulle en tout autre noeud . La figure 2.17 illustre une de
ces fonctions. En procédant de la sorte, les coefficients a; qui apparaissent
dans les équations (2.8) deviennent la valeur du champ A*P aux différents
noeuds du maillage. Notons que pour réaliser cela, il faut que les fonctions
de forme soient les fonctions de Lagrange définies auparavant.

FIGURE 2.17 — Représentation d’une fonction test (d’ordre 1) de la méthode
des éléments finis pour un probleme 2D. ¢; vaut 1 au noeud ¢, zéro a tous les
autres et la fonction est non nulle uniquement au voisinage du noeud .

Tenant compte de (2.9) et (2.10), la formulation (2.8) devient

Z[/ﬂ f(faf Nz-(&(w))) (@) dQe| =0, V) (2.11)

Introduisons la matrice de localisation des noeuds de chaque élément,
noté L€. Celle-ci, composée uniquement de 1 et principalement de 0, permet
de définir quels noeuds du maillage font partie de 1’élément e. Autrement
dit, si 'on désigne par n; les noeuds du maillage et par n{ les noeuds de

3. Y compris les noeuds a 'intérieur de I’élément.
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I’élément, on a

Comme les coefficients inconnus et les fonctions sont associés aux noeuds, il

vient
af =L° o
et
N(g(m)) = Le (ﬁ(m) sur Qe (2.12)

ou 'on a rangé dans des vecteurs, les inconnues et les valeurs des fonctions :

ao No(&()) Po()
o = Ofl , N(E(w)) = Nl(g(w)) et ¢(w) = ¢1(CB)

Il faut également pouvoir exprimer N; en fonction des fonctions de forme.
Malheureusement, la matrice de localisation n’est pas carrée et n’est donc
pas inversible. Toutefois, multipliant la relation (2.12) par la transposée de
la matrice, on obtient

(L) " Ngay) = (L)L gy sur Q

Or, étant donné que la matrice de localisation contient au plus une valeur 1
par ligne et par colonne (le reste étant 0), le produit L¢” L® est une matrice
diagonale composée de 0 et de 1. Or, les éléments nuls de la diagonale mul-
tiplient les fonctions tests qui sont nulles sur I’élément e. Cela implique que
sur I’élément e, le membre de droite vaut ¢,

(Le)TN(g(m)) = ¢(w) sur Qe

La formulation (éq. (2.11)) se réécrit

Nei

Z [/Q f (N{e) L @) (Z LZij(g(a:))> dQe] =0, Vj

e=0
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Au lieu d’intégrer sur le domaine réel, on peut intégrer sur le domaine de
référence de 1'élément Q. On a,

Ne) Naar
> [ /Q f(N{y L a) (Z LZij(E)) det J dQ;ef] =0, Vj (2.13)
=0 et k=0

2.5.4 Systeme matriciel

Pour pouvoir résoudre la formulation rapidement, il faut se ramener a
un systeme linéaire par rapport aux inconnues. Dans les cas les plus simples,
I'équation a résoudre (f(A(x)) = 0) est linéaire en la plus grande dérivée. On
peut alors transformer la formulation pour avoir quelque chose d’exploitable.
Mais ici, pour faciliter le raisonnement, supposons que I’équation du probleme
est non différentielle. Dans ce cas, nous avons f(A(x)) = A(x) + vy(x), ou
~ est une fonction constante ne dépendant pas du champ. La formulation
devient :

el Naa
Z [ Qref Nré) L® o (Z LZij(£)> det J dQZef] = gj, i
e=0 ¢ k=0

ou le membre de droite provient de l'intégration de «. La formulation est
maintenant linéaire et peut se mettre sous la forme :

Zai Kji=yg; (Vj)

ou encore, sous forme matricielle :
Kqg=g
avec q le vecteur des inconnues.

Le plus gros travail de programmation est donc de remplir cette matrice
ainsi que de calculer le membre de droite. Dans l'espace de référence, la
composante (i, 7) de la matrice K vaut :

Ney Naai Naa
Kij=>)_ [ /Q (Z inNk(§)> (Z LZij(£)> det J duet
e \k=0 k=0

(2.14)
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On voit donc dans cette formulation des éléments finis que la seule par-
tie de l'intégrant variant d’un élément a l'autre est le jacobien. Le reste ne
dépend que de la forme et de l'ordre de cet élément. On peut dire que le
jacobien permet de transposer les propriétés d’un élément de sa forme de
référence vers sa forme réel. Il est nécessaire que celui-ci soit positif, c’est-a-
dire que le mapping soit bijectif. Lorsque ce n’est pas le cas, la représentation
du probleme considéré est faussé.

En présence de mauvais éléments, la solution donnée par les éléments finis
se comporte de différentes manieres suivant le type d’équation gouvernant
le probleme. Concernant les problemes de diffusion, par exemple, la solution
est localement incohérente. Mais cette incohérence n’influence pas I’ensemble
du domaine. Pour les problemes advectifs, par contre, les mauvais éléments
peuvent influencer négativement une grande partie du domaine voir rendre
le schéma instable.

2.6 Eléments

Jusqu’a la dimension 3, nous pouvons distinguer 6 formes d’éléments de
base. Ceux-ci sont 1’élément linéique, le triangle, le quadrangle, le tétraedre,
le prisme (pentaedre) et I'hexaedre (fig. 2.18). Avec leur généralisation aux
autres dimensions, ce sont les seuls éléments naturels qui existent. Ils sont
naturels en ce sens qu’ils sont naturellement exprimables par les interpola-
tions de Lagrange et de Bézier et qu’ils produisent un maillage normal.

D Y
2D /
1D — >
/V

FIGURE 2.18 — Représentation des éléments naturels jusqu’a la dimension 3.
Les fleches indiquent le passage a la dimension supérieure. Les fleches bleues
indiquent que ce passage est réalisé grace a une < extrusion > tandis que les
fleches rouges indiquent la famille des simplexes.

La figure 2.18 montre ces éléments naturels arrangés de maniere a faire
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ressortir leur provenance. En effet, il existe une famille de simplexes? qui est
la base de tout élément. En extrudant cette base dans les autres dimensions,
on obtient alors tous les autres éléments naturels.

Nous pouvons égalemnet faire la distinction entre deux sous-type d’élément.
Le premier sous-type sont les éléments classiques qui contiennent des noeuds
a 'intérieur de ceux-ci. Leurs fonctions de forme sont identiques aux fonctions
de Lagrange. Le second sous-type correspond a la famille des éléments Se-
rendipity n’ayant des noeuds qu’aux arrétes. Leurs fonctions de forme n’ont
pas d’expression analytique simple et ces éléments seront introduits dans le
chapitre 3.

2.6.1 Mapping d’un élément

FIGURE 2.19 — Représentation d'un élément triangulaire d’ordre 3. Sont des-
sinés, en bleu, les iso-&, les iso-n et les iso-(£+n). Les points rouge sont les
noeuds. Ce qui se rapporte a ’espace de référence a été dessiné en vert.

Le mapping a pour but de décrire I’élément. A chaque point du domaine
de référence est associé un point de l'espace réel et vice-versa. On a donc, de
maniere équivalente (en principe), pour 1’élément e

{ r = z°(£,m) ot { §=E(m,y)

y=y(&m) n=n(z,y)

4. Un simplexe est la généralisation du triangle a toutes les dimensions, le segment
étant un 1-simplex, le triangle un 2-simplex et le tétraedre un 3-simplex.
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2.7 Caractérisation du jacobien

Nous avons vu dans les rappels des éléments finis (sect. 2.5.3) qu’il est
important que le mapping de chaque élément soit bijectif, ce qui revient a
dire que le jacobien doit étre positif partout. Bien qu’il soit aisé de calculer
ce jacobien en un point, il n’est pas facile de vérifier que celui-ci est positif
sur tout ’élément. Dans la suite, nous regarderons quelle forme prend le ja-
cobien a la premiere dimension et nous montrerons quelles sont les difficultés
associés.

En toute généralité, le jacobien J est donné par le déterminant de la
matrice jacobienne J d’une tranformation. Si cette transformation est x =
x(€), alors la composante (7, j) de la matrice s’écrit :

O(x);
)5 = ate),
ce qui donne respectivement pour une transformation 2D-2D et 3D-3D :
Or Oxr Ox
or Ox 8_5 8_77 8_C
TP = | o ol | e Peno=| o 5 | e
¢ 6_77 0z 0z 0z
o o o
Le jacobien, a la deuxieme dimension, vaut donc
JPEn) = det JP = 9z 0y _ O 9y (2.16)
’ 0¢ on  On 0§

Quelle que soit la dimension, le jacobien est une fonction polynomiale
définie dans l’espace de référence. Il est donc exprimable a 'aide de n’im-
porte quelle interpolation polynomiale.

A une dimension, le mapping prend la forme = = z(€). Le jacobien est
alors simplement la dérivée de x par rapport a la variable de référence :

dz(§)

JID —

En 1D, l'ordre du jacobien est N — 1. Voyons ce que 1’on obtient analytique-
ment avec les deux formulations.
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2.7.1 Expression lagrangienne
En formulation lagrangienne, on a

N

al ey
x:inﬁgN & J:in dg
i=0 i=0

Puisque le jacobien est d’ordre N — 1, on peut lui trouver une expres-
sion analytique. Par définition de I'interpolation de Lagrange, nous pouvons
formuler :

=&
ou les parametres & sont ceux du mapping5 et LV les fonctions de La-

grange obtenues grace a ces parametres. Puisqu’il faut un parametre de moins
pour les fonctions d’ordre N — 1, nous retirons {y par convention.

Le détail des calculs est repris en annexe (A.1) et la solution vaut :
N . .
1 +BZ xj (N =)l
heme X e A=Y iy
=0,j

ou A¢ désigne 'écart entre les valeurs &, (& = & + EAE).

La figure 2.20 présente le mapping d’un élément et son jacobien. On y
remarque que le jacobien est négatif en deux endroits qui ne représentent
qu'une faible partie de I’élément. Des lors, détecter la négativité de ce ja-
cobien n’est pas aisé. Une solution serait de calculer un grand nombre de
points ®. Toutefois, en prenant pour critére que le jacobien doit étre positif
aux points calculés, on ne peut étre certain de détecter la négativité. Choi-
sir une autre limite (qui serait fonction du nombre de points calculés) serait
envisageable en 1D. On pourrait dire que toute valeur calculée doit étre plus
grande que pJmoyen OU p serait relativement proche de zéro mais dépendrait

5. Notons que 'on prend les mémes parametres pour conserver une expression analy-
tique simple. Il n’est pas du tout nécessaire de procéder ainsi.

6. Notons qu’une fois les points de Lagrange du jacobien obtenus on peut calculer
d’autres points plus facilement. En effet, numériquement, il est plus rapide de calculer
le jacobien grace a son interpolation que d’utiliser I'algorithme qui a servi a obtenir les
premieres valeurs.
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FIGURE 2.20 — Mapping d'un élément linéique (x(£)) en bleu et son jacobien
en vert. Les points bleus sont les noeuds de 1’élément et les points verts la
valeur du jacobien aux noeuds. Le jacobien est faiblement négatif (Jy, =
—0.026).

du nombre de point de sampling. Un tel critere serait difficile a établir, par-
ticulierement pour les autres dimensions.

2.7.2 Expression bézienne

Les fonctions de Bézier 1D ont été définies comme ceci
BY (&) =Ck & (11—
Sachant que 'on a

N kCk = NCk1
ch=—— - = N Nt (2.17)
k' (N —k)! (N-k)Ck = NCk_,

les dérivées des fonctions de Bézier sont facilement exprimables en terme des
fonctions de Bézier d’ordre inférieur :

deBY = —NBY
deBN = NBY -1 — NBN-1, 0<m<N (2.18)
deBY = NBy_;
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On obtient alors immédiatement le jacobien :

BN
J = Zb %
N N-1
=Y b NBYT = b NBY!
i=1 1=0
N-1
=N (biy1—b)BN !
1=0

On se rend compte que la notion de dérivée est beaucoup plus naturelle
avec 'interpolation de Bézier qu’avec celle de Lagrange.

0.8

0.6 <

0.4 ' A

0.2 Y

FIGURE 2.21 — Mapping d’un élément linéique (z(£)) en bleu et son jacobien
en vert. Les points sont les points de controle respectivement de 1’élément
et du jacobien. Bien que I’élément soit relativement bon, certains points de
controles du jacobien sont fortement négatifs.

Comme on 'a montré a la section 2.3, la courbe se situe toujours a
I'intérieur de I’enveloppe convexe des points de controle. Cela signifie que
I'on peut étre certain que le jacobien est positif partout si tous les points
de Bézier le sont. Il suffirait des lors, pour vérifier le jacobien, de calculer
ces points de controle et de vérifier qu’ils sont positifs. Seulement, comme
le montre les graphiques de la figure 2.21, les points de controle peuvent se
situer tres loin de la courbe et ne pas refléter suffisamment bien celle-ci. Cela
n’est pas un gros probleme car, comme nous le verrons dans la section 2.9,
nous pouvons aller plus loin en calculant plus de points de controle qui seront
plus fideles a la courbe.
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2.8 Espace fonctionnel du jacobien

Pour pouvoir interpoler le jacobien, il faut connaitre son ordre afin de sa-
voir le nombre de valeurs a calculer (par sampling) et I'interpolation a appli-
quer. L’ordre du jacobien dépend de I'ordre de I’élément ainsi que de son type.
On a déja montré qu’a la premiere dimension, le jacobien est d’ordre N — 1
et le nombre de points a connaitre pour retrouver 'interpolation est donc V.
Aux dimensions supérieures, I'ordre n’est pas aussi évident a déterminer. Tou-
tefois, on s’en sort relativement facilement grace a la formulation de Bézier.
En effet, comme 1'ont montré les calculs de la section 2.7 cette formulation
est plus naturelle pour exprimer le jacobien analytiquement.

2.8.1 Quadrangles

Pour rappels, les fonctions des quadrangles sont

57 (&,m) = B (€) By (n),
I'interpolation d’une composante du mapping s’écrit

N N

z(&:m) szm BQfVJ §n)

=0 7=0

et le jacobien en 2D prend la forme

T ogon

Reprenant les résultats obtenus en 1D (eq. (2.18)), il vient pour chaque
dérivée partielle

N

Ox dBN
) (Z zi; N B me BYY( 5))]
N-1

N
N S (@i — wg)BY ) BY () (2.19)

=0 j=0

Il
.MZ

<
Il
o



CHAPITRE 2. CONSIDERATIONS DE BASE 29

Le jacobien s’exprime donc comme ceci :

J=N? Z Z BYH(€) B (n) By (&) B~ (1) fijwa

1,1=0 j,k=0

avec fim des fonctions des coordonnées des points de controle :

fiset = (Tiv15 — Tig) Wngrr — Ykt) — Wir1 — Yig) (Thier — Tig)

Géométriquement, ces fonctions donnent 2 fois ’aire contenue sous le quadri-
latere délimité par les points @41 j, Tk 41, T;; €t Ty . Suivant la disposition
des points, cet aire peut étre négative. La démonstration est faite en annexe

(A.5).

Le jacobien d’un quadrangle se situe donc dans un espace fonctionnel
donné par les fonctions

BH(E) B (n) By(€) B (n)
Or, nous avons
BYTH(E) BY(€) = Oy, O €7 (1 - BN D7(Hh
= Yix Bfivk H(©) (2.20)

ot les v} sont des facteurs qui dépendent des nombres binomiaux. Les fonc-
tions d’interpolation sont donc

3514: jl-‘rl (5 77)

et l'ordre du jacobien est Nj,. = 2N — 1. Sachant que le nombre de points
de l'interpolation d’ordre N est Ngq = (N + 1)27 le nombre de points de
sampling est NJ*¢ = 4N?

2.8.2 Triangles

Pour rappels, les fonctions des triangles sont
BT (Em) = On Oy €97 (1= € =)V
et 'interpolation de la composante = s’écrit

N N—i

= Z Z Tij 87;,];'[(5 n)

i=0 j=0
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Les opérations étant similaires aux opérations effectuées en 1D (eq. 2.17
et 2.18), on a

((dSTY = —-NBT J<N

délg%{VN -

T = NPT - NETG™, >0 i4i <N
| de°T = NPTLL, P20ty = A

I1 vient alors

=0 7=0

N N—i N—1N—i-1
_ BN-1 BA-N-1
= E Y wiy NPT — E E zi; N 7T,

i=1 j=0 i=0 =0

N—-1N—1—i N-1N—i—1

BAN-1 BN-1

= Tit1; N 723 - E zi; N 72;’

i=0  j=0 i=0 =0

N-—-1

_ B N-1
=N ) (@iry—wig) "Ti; (2.21)

si 'on désigne par Zf\;;)l la double somme sur 7 et j tel que 7,7 > 0 et
1+ 7 < N — 1. Remarquons que la dérivée conserve une expression tres
simple en 2D lorsqu’il s’agit de la formulation de Bézier (et il en sera de
méme aux dimensions supérieures) .

Le jacobien s’exprime donc comme ceci :

N—-1N-1

TN Y ST
(&3) (k1)

ou les f;ji; sont les mémes fonctions que pour les quadrangles.

La multiplication de deux fonctions triangles donne
(87;,];‘[7137;],\5[71) (& n) = ]i\ffl CJ{LPZ‘ C]liffl Cﬁ\fflfk f”k 77j+l (1-¢— 77>(2N72)7(i+k)7(j+l)

= ngl © z+zl\<{;-2u (2:22)
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ou les fygkl sont des facteurs qui dépendent des nombres binomiaux. Il en
résulte que I'orde du jacobien d'un triangle est Nj,. = 2N —2. Sachant que le
nombre de points de 'interpolation d’ordre N est Ngq = (N + 1)(N + 2)/2,
le nombre de points du sampling est N2 = N(2N — 1).

2.8.3 Dimension 3

Il n’est pas nécessaire de faire tous les calculs afin de trouver de quel
espace de fonctions le jacobien des éléments 3D dépend. En effet, au vu des
résultats (2.19) et (2.21), il est évident que l'espace fonctionnel de la dérivée
d’une interpolation ne dépend pas de la fonction interpolée. Seule la variable
par laquelle 'interpolation est dérivée influence cet espace.

Cela implique que 'espace fonctionnel du jacobien a la dimension 3 est
donné par I'espace fonctionnel du produit des dérivées :

Oe Oe (e
£ () =5 (52 5 o)

ou E (e) signifie 'espace fonctionnel de I'argument e.

Hexaédres

L’hexaedre a pour fonction de Bézier

TH k&, ) = BY(€) B () BY'(C)
et sachant que 'on a entre-autre

0

o Br (PR (6. Q) = By (BY7() BY () BY(Q))

il vient, grace a la regle (2.20),

Ep (J%) = Ef (B2N71(&) BN (n) BPNTN(Q)) = Ef ((HN TN, Q)

L’espace fonctionnel du jacobien d’un hexaedre est donc celui d’un élément
d’ordre 3N — 1.
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Tétraedres

Le tétraedre a pour fonction de Bézier
672%(677, () = C]iVC]{/—z‘C]Iiffifj fz 77j Ck (1—-&—n-— C)N_i_j_k
Similairement au résultat (2.21), on a

0

a_gEf (BTN En, Q) = Er (BTN 1(&,m,0))

Grace a la régle (2.22) qui est aussi d’application pour les tétraedres, on a

By (J7) = By (FT*V7(gm, 0))

L’espace fonctionnel du jacobien d'un tétraedre est celui d’un élément
tétraédrique d’ordre 3N — 3.

Pentaéedres

Le pentaedre a pour fonction de Bézier

P& M Q) = FTi (6 m) B (Q)
N’ayant rien de nouveau, on trouve

Ey (J7) = Ey (°T52(&m) B 7H(C))

L’espace fonctionnel du jacobien d’un pentaedre n’est donc pas exacte-
ment 'espace d’un élément pentaédrique. Toutefois, on peut toujours le trou-
ver dans I’espace du pentaedre d’ordre 3N — 1. Cela revient a échantillonner
plus de points et donc a effectuer du travail supplémentaire mais cela simpli-
fie la programmation.

2.9 Décomposition d’une interpolation de Bézier

Le simple calcul des points de controle du jacobien n’est pas toujours
satisfaisant. En effet, ils peuvent étre fortement négatifs sans que 1’élément
soit mauvais. La figure 2.22 présente une telle situation pour un élément 2D.
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FIGURE 2.22 — Elément triangulaire d’ordre 7. En (a) : Représentation de
I’élément dans I'espace réel, c’est-a-dire, dans le plan (x,y). Les points bleus
sont les noeuds de 1'élément. Le point rouge indique le point origine de I'es-
pace de référence, c’est-a-dire (x(0,0),y(0,0)). Le bord & = 0 correspond au
bord du haut de I’élément. En (b) : Graphique du jacobien J(£,n) en gris.
Les points bleus sont les points de controle calculés numériquement.

On y voit que le bord £ = 0 de I'élément a un jacobien relativement élevé
et celui-ci diminue rapidement lorsque 'on s’en écarte. Il en résulte que les
points de controle proches (situés en & = 0.08333) sont tres négatifs.

Rejeter un tel élément n’est, en principe, pas dramatique. La raison est
qu’apres avoir analysé le maillage, il est nécessaire de le rendre correct en
améliorant les éléments qui ont été rejetés. Rejeter un bon élément a donc
pour seule conséquence d’augmenter le travail d’optimisation post-analyse.
Toutefois, nous allons montrer qu’il est possible d’obtenir des points de
controle plus proches de la valeur du jacobien. Ceux-ci seront forcément en
plus grand nombre et nécessiteront des calculs supplémentaires mais nous
obtiendrons une meilleure borne inférieure du jacobien.

Deux techniques peuvent étre mises a profit pour obtenir ces nouveaux
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points de controle. La premiere est d’augmenter 1’ordre de I'interpolation et
la seconde consiste a utiliser des interpolations sur de plus petits domaines
de 1’élément. Nous mettrons en évidence ces techniques dans cette section
pour le cas 1D et nous montrerons comment généraliser numériquement a la
section 3.4.2.

2.9.1 Augmentation de ordre

Toute interpolation d’ordre N peut étre exprimée exactement par une
interpolation d’ordre supérieur P. Ce constat est facile a comprendre. Les
fonctions de Bézier d’ordre P forment une base complete de ’espace des fonc-
tions polynomiales d’ordre P. Celles-ci peuvent donc représenter n’importe
quelle fonction polynomiale d’ordre inférieur, en particulier, les fonctions de
Bézier d’ordre N.

Soit donc les deux paramétrages de la méme courbe

(€)= D _bi BY() et @/(§) =3 b B()

Si l'on note (b;); la coordonnée j du point, on a la relation matricielle

(bgﬁj (bO)J
(b.1>j —U (b:l)J
(bp); (bn);

ou la composante u;; de U est déterminée en annexe (A.3, p. 77) et vaut

0 sii < j
Cply C4
W= g sli-PHN<j<i (2.23)
P
0 sij+P—N<i

2.9.2 Sous-interpolation

L’interpolation de Bézier 1D d’ordre N définit une courbe polynomiale
de cet ordre. Il en résulte que n’importe quelle section de la courbe peut
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etre exprimée exactement par la méme interpolation. En particulier, nous
pouvons obtenir une interpolation sur la premiere moitié de la courbe et une
autre sur la seconde. Ces deux interpolations ensemble fournissent les points
de controle recherchés.

Si l'on note b; les nouveaux points de controle et (b;); la j¢ coordonnée
du point, on a la relation matricielle

(bgﬂj (bo);
(bzl)j _v (bzl)j
(boy); (bn);

Il y a 2N +1 nouveaux points de controle car chaque interpolation en a N +1
mais elles en ont un en commun. La valeur des composantes v;; de la matrice
V est calculée en annexe (A.4, p. 79) et vaut :

’

Y

o i j<i sii<N

0 si 1<y

0 si j<i1—N

Con. o ‘ si N <i
\ 222]]\]\[724 si t—N<j

2.9.3 Stabilité

Dans les deux cas, on peut montrer la stabilité, ¢’est-a-dire montrer que les
nouveaux points obtenus ne s’éloignent pas de la courbe réelle. Dit autrement,
cela revient a démontrer que ’enveloppe convexe des points ne s’agrandit pas.

Soit b; les points initiaux et b; les points obtenus par l'une des deux
méthodes ci-dessus. Notons conv(b;) 'enveloppe convexe des points b; et
p(conv(b;)) " sa mesure. La stabilité s’explique par le fait que I'on ait b} €
conv(b;), ce qui implique que

pu(conv(b;)) < p(conv(b;))

7. w(Q) = [,,1dQ.
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Il faut donc prouver que les nouveaux points se placent toujours a l'intérieur
de l'enveloppe convexe initiale. Pour que cela soit vrai, il faut que chaque
nouveau point soit une combinaison convexe des points de controle d’origine.
Autrement dit, ayant la relation suivante :

il faut que la somme des coefficients \; soit égale a 1 pour que la relation
soit une combinaison affine et que ceux-ci soient tous positifs pour qu’elle
soit convexe.

Augmentation de 'ordre

Dans le cas de I'augmentation de l'ordre, A\; = wu;; avec U une matrice
(P+1) x (N +1). Reprenant la valeur des éléments wu;; (éq. 2.23), la somme
s’écrit

N min(N,z) i—j j
o Cp-n Ox
ul] _ Oi
3=0 j=max(0,i— P+N) P

C'p peut s’exprimer en fonction des nombre binomiaux inférieurs :

Ch = i+ Cp
- 033122 +2 033112 + 0125—2

tout en tenant compte du fait que C°, = CY | et C™ = C"~].

On a alors, pour un n donné,

min(z,n)

Ch= Y = CiCH?,

j=max(0,i—P+n)

et on retrouve le numérateur si 'on pose n = N. La somme des coefficients
est donc bien égale a 1. Par ailleurs, chaque terme est positif étant donné
que les nombres binomiaux le sont tous.
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Sous-interpolation

Dans le cas des sous-interpolations, A\; = v;; dont la valeur est donnée a
I’équation 2.24. Pour i < N, la somme vaut

CJ
Z U” 27,

7=0

Zcz‘j = Z 1+ZCZJ 11
- 2203;1
§=0

= = 9t
La somme est donc bien unitaire.
Pour ¢ > N, la somme vaut
N N N—j
Z v — Cons
o 2 : 92N —i
=0 j=i—N

En changeant les bornes de sommation et sachant que C]'~* = C¢, on a

N 2N—i ~2N—i—j
T ch_z

v 92N —i
j=0 j=0

2N—i ~j
OQN 7

:ZQ2Nz

=0

et I'on retrouve donc la méme expression que pour ¢ < N ce qui implique
que la somme est bien unitaire. Par ailleurs, tous les termes sont positifs
puisqu’uniquement composés de nombres binomiaux.

2.9.4 Convergence

Il est important de définir ce que l'on entend par convergence. Etant
donné que le jacobien est une fonction scalaire, son espace de valeur est de
dimension 1 et son enveloppe convexe est un segment. Prenons un élément
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de dimension 1, les points de controle sont alors notés J;. Maintenant, ima-
ginons que min(Jy, Ji, ..., Jy) = Jo et max(Jy, J1, ..., Jxv) = Jy. Sachant que
les nouvelles valeurs calculées par I'une des deux méthodes comprendront ®
ces deux valeurs Jy et Jy, I’enveloppe convexe restera inchangée.

Etant donné que Jy et Jy sont également les minimum et maximum de la
courbe, on peut identifier le critere pertinent a la convergence : la méthode
converge si la taille de 'enveloppe convexe se rapproche de la taille de I'in-
tervalle de valeur [Jiin, Jmax] OU Jmin €t Jmax sont les valeurs minimum et
maximum du jacobien.

On peut montrer que la seule possibilité pour que 'une des bornes de
I’enveloppe convexe reste inchangée est que le point de controle se trouvant
sur cette borne soit un point extrémité de l'interpolation. Ce point de controle
est alors une des bornes de [Jiin , Jmax |- Grace a cela et a la stabilité démontré
avant, la convergence est assurée.

2.9.5 Comparaison

Les deux méthodes ont été appliquées sur la courbe de la figure 2.23.
On y voit clairement que la seconde méthode est meilleure. Cela est facile a
comprendre étant donné que le point milieu de la seconde méthode se trouve
toujours sur la courbe.

8. En effet, on a ugg = upny = v9,0 = van,nv = 1 ce qui implique que les points
extrémités de 'interpolation sont conservés.
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FIGURE 2.23 — Courbe de Bézier en bleu et les points de controle associés en
noir. En rouge, les points de controle obtenus par un doublement de I’ordre de
I'interpolation. En vert, les points de controle obtenus par la décomposition
de la courbe en deux interpolations. Bien que le nombre de nouveaux points
soit identique, on remarque bien que la seconde méthode permet de se rap-
procher plus rapidement de la courbe.



Chapitre 3

Méthodes numériques

3.1 Introduction

Il n’est pas toujours évident de mettre en pratique les théories établies.
Numériquement, les moyens employés sont parfois des moyens contournés
afin de rendre les calculs plus aisés. C’est ce que nous allons montrer en in-
troduisant les monomes.

Dans ce chapitre, nous décrivons d’abord les méthodes déja utilisées dans
les logiciels d’éléments finis. Les éléments Serendipity y sont introduit. En-
suite, I'identification des espaces fonctionnels du jacobien de ces éléments
est donné a la section 3.3. Enfin, les méthodes d’analyse du jacobien sont
décrites a la section 3.4.

3.2 Méthodes disponibles

Lorsque 'on présente les choses, il faut bien les décrire de maniere par-
lante. Mais parfois, les expressions analytiques montrées sont loin d’étre uti-
lisées telles quelles. Nous allons montrer que l'interpolation de Lagrange n’est
pas implémentée a partir de son expression analytique.

3.2.1 Monomes

Pour remplir la matrice K des éléments finis (éq. (2.14), p. 21), 'intégration
numérique se fait en échantillonnant I'intégrant en plusieurs points. Dans le
cas simple que nous avons considéré, les fonctions de formes étant les mémes
pour tous les éléments, seul le jacobien change d’'un élément a 1’autre. Il est

40
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nécessaire de rendre 'opération du calcul du jacobien tres rapide. Pour ce
faire, il est inconcevable de calculer analytiquement les dérivées des fonctions
de Lagrange. On se sert en fait des mondmes (c’est-a-dire des fonctions mo-
nomiales : £ 7 (7 ...). Ceux-ci peuvent décrire tout interpolé polynomial
a condition de sélectionner ceux dont dépend l'interpolation. Les monomes
sont forcément au méme nombre que le nombre de fonctions que contient
I'interpolation, étant donnée qu’ils doivent engendrer le méme espace fonc-
tionnel.

Eléments 2D classique

Il est facile d’identifier les monomes dans ce que 'on pourrait appeler le
triangle de Pascal des monomes'. Celui-ci est repris dans le tableau 3.1.

1

§ n
RS
& &
S S/ B S T 3/ L b

TABLE 3.1 — Triangle de Pascal appliqué aux monomes.

Dans le cas de I'interpolation d'un quadrangle les fonctions de Lagrange
(eq. 2.5, 6) sont le produit de fonctions 1D sur les deux dimensions. Chaque
espace fonctionnel des fonctions 1D est donné par les monomes (£ et 7
respect.) d’ordre inférieur ou égal a N. Il en résulte que les monomes des
fonctions 2D quadrangulaire sont sélectionné dans un losange du triangle de
Pascal. Le tableau 3.2 le montre pour 'ordre V.

L’identification des monomes de 'interpolation triangulaire est différente.
Au lieu de considérer les fonctions de Lagrange, il est plus simple de prendre
en compte les fonctions de Bézier (eq. 2.7, p. 13). On peut y voir que la
fonction P73y dépend de tous les mondmes & travers la fonction (1—¢&—n)".
En développant, on peut s’apercevoir que les monones de plus haut ordre
sont les mondmes £%n° dont la somme o + 3 est plus petite ou égale a N. Le
tableau 3.3 montre ce résultat.

1. Le triangle de Pascal donne en fait le facteur du monoéme si ’on veut que la somme
de la ligne i (en commencant & 0) du tableau 3.1 soit (£ + )"
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&n

fN 77N

&n En™

.SNnN.
TABLE 3.2 — Monomes engendrant I’espace fonctionnel de I'interpolation qua-
drangulaire d’ordre N.

§
& &

& ey L gt g
TABLE 3.3 — Monomes engendrant ’espace fonctionnel de 'interpolation tri-
angulaire d’ordre N.

Eléments 2D de type Serendipity

Les éléments Serendipity sont une famille d’élément qui ne possedent pas
de noeuds intérieurs?. Il en résulte une diminution des ddls et donc des
fonctions d’interpolation. Les nouvelles fonctions sont forcément différentes
puisqu’elles doivent conserver la propriété obligeant leur somme a étre égale
a 1. Les fonctions ne sont pas définies de maniere analytique, on s’arrange
pour réduire l'espace fonctionnel en sélectionnant les monomes qui doivent
étre retirés. Le tableau 3.4 présente les monomes restant en comparaison avec
les tableaux 3.2 et 3.3.

Eléments 3D

Les monomes des éléments 3D sont obtenus selon le méme principe.
Les monomes d’'un hexaedre sont tous les monomes £27°¢Y pour lesquels

2. Pour étre plus précis, ces éléments ne posseéde que des noeuds sur leurs arrétes, la
distinction étant importante en 3D.
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én £ n
§N7’] an én gn—l,,7 L é‘nn—l 77n

TABLE 3.4 — Monomes engendrant I’espace fonctionnel de I'interpolation qua-
drangulaire et triangulaire de type Serendipity d’ordre N.

a,B,7 < N. Les mondmes des pentaedres vérifient, « + 5 < N et v < N
(la base triangulaire se situant dans les deux premieéres dimensions). Tandis
que le tétraedre a pour monomes ceux dont la somme des exposants est plus
petite ou égalea N : a+ 3 +~v < N.

Les éléments de type Serendipity sont également obtenus de maniere simi-
laire. Ainsi, par exemple, les hexaedres Serendipity ont pour monomes ceux
dont les exposants vérifient

a<N et B,7<1
ou AN et ay<1
ou Y<N et a,f<1

3.2.2 Matrice des coefficients

Puisque I'on préfere définir les fonctions de forme * au moyen des monomes,

il faut déterminer une loi qui permet de passer d’une formulation a I’autre. En
clair, imaginons que 'on veut connaitre la valeur des fonctions de forme N;
en un point & donné. Ne voulant pas passer par I’expression analytique de ces
fonctions, on ne peut calculer directement N;(&). Mais on peut calculer faci-
lement les valeurs m;(&) des monomes. Il suffit donc de déterminer a ’avance
la dépendance des fonctions d’interpolation par rapport aux monomes.

Mathématiquement, on a

Naar

Ni(&) = Zcz’j m; (&) (3.1)

3. Rappelons que lorsque I'on parle de fonctions de forme, on parle des fonctions de
Lagrange.
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ol Ngq est le nombre de monomes et donc la dimension de 'espace fonc-
tionnel. Les coefficients c¢;; définissent une matrice carrée C, la matrice des
coefficients. Sa connaissance avec celle des monomes permet de calculer la
valeur des fonctions de forme en un point.

Une méthode tres simple et tout a fait générale permet de calculer la ma-
trice des coefficients. Il suffit de considérer les contraintes soumises aux fonc-
tions de forme. En effet, d’une part, on connait les Nygq monomes dont doivent
dépendre les fonctions. D’autre part, on définit Ngq points &, numérotés de
I’espace de référence. En ces points, toutes les fonctions de forme sont nulles
sauf une, celle qui correspond au point. Cela s’exprime par

Ni(€r) = dix (32)
ou ¢ est le symbole de Kronecker.
Notons m¢) le vecteur contenant les monomes évalués en un point quel-

conque § et IN ¢ le vecteur contenant la valeur des fonctions de forme en ce
point. La relation (3.1) peut s’écrire :

Ng =Cmy (3.3)
et en évaluant cette expression aux points de référence, on a
m ..oom
c &) i) | (3.4)
M Nyq (EO) s Mgy (ENddl)

ou I est la matrice identité et provient de la contrainte 3.2. La matrice des
monomes est tres facile a calculer et en 'inversant, on obtient la matrice des
coefficients. Notons que la matrice des coefficient constitue une matrice de
changement de base.

3.2.3 Implémentation du calcul du jacobien

Le jacobien est le déterminant de la matrice jacobienne d’une transforma-
tion. La transformation en question étant le mapping, = x(£), la matrice,
pour un élément 2D, s’écrit :

or 0z
_ | 9 On

o0& On
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Le jacobien vaut alors :

o dy Oz O
J(Em) = (det Tl e, = (a_z 8_73;_8_:; a_g)

(&m)

Numériquement, il faut donc évaluer chaque dérivée partielle au point
considéré pour obtenir le jacobien. Notant (z;,y;) la coordonnée du noeud i
lié a la fonction de forme N;(&,7), on a

Naal

O
3

ON;
T; a€

(&m) i=0

(&m)

On peut exprimer la dérivée des fonctions de forme grace aux monomes
et a la matrice des coefficients introduite a la section précédente. Il aurait
été difficile de déterminer directement la dérivée des fonctions de formes
analytiquement. Avec les monomes, I'opération devient tres simple. En effet,
la relation (3.1) permet d’écrire :

ngok&m) gsmok&,n)

N m

3 1:|(§,n) _c 3 ﬂ(m) _ ¢ (Bem)en
e NNyailem) DM Nyl e

En résumé, on peut calculer le gradient en évaluant la dérivée de chaque
monomes au point considéré et en effectuant le calcul matriciel suivant :

Oz T
a¢ =N, C (afm)(&’?)
O | ¢.)

ou m, est le vecteur contenant la premiere coordonnée de chaque noeud
(c’est-a-dire les z;).

3.2.4 Algorithme type

Regardons maintenant comment implémenter les deux calculs précités. En
ce qui concerne la matrice des coefficients, deux informations sont a fournir.
La premiere est une matrice reprenant les exposants (a, f3,...) des monomes
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(€2nP...). Ceux-ci sont sélectionnés comme expliqué a la section 3.2.1. La ma-
trice, expMon, est de taille Nyqxdim ot dim est la dimension de 1’élément.

La seconde information a fournir est la matrice reprenant les points de
référence. Ces points peuvent étre placés n’importe ot mais sont généralement
établis sur une grille réguliere. La matrice, pts, est de méme taille que celle
des exposants des monomes.

Lorsque 'on a ces éléments, il reste a remplir la matrice explicitée a 1'ex-
pression (3.4) et a I'inverser. En code, cela donne :

for (int 1 = 0; i < Ngai; i++) {
for (int j = 0; j < Naar; j++) {
double dd = 1.;
for (int k = 0; k < dim; k++) {
dd = dd * pow(pts(j, k), expMon(i, k));
}
matrix (i, j) = dd;
}
}

coefficients = invert (matrix);

3.3 Espace fonctionnel du jacobien

On a déja détaillé les espaces fonctionnels du jacobien des éléments clas-
siques. Les éléments Serendipity étant définis a partir des monomes, on a pas
d’autre choix que de déterminer ’espace fonctionnel de leur jacobien grace
aux monomes. Cela n’est nullement contraignant, nous allons voir que cela
est relativement facile. Notons qu’il aurait également été aisé de passer par les
monomes pour les éléments classiques plutot que par les fonctions de Bézier.

On l'a dit, I'espace fonctionnel du jacobien est donné par 1’espace fonc-
tionnel du produit des dérivées partielles :

Os O 0.
o9& on a¢
———

n termes

ou n est la dimension de I’élément. 11 suffit donc de regarder quel est 'espace
fonctionnel de chaque dérivée partielle, puis de considérer leur produit.
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3.3.1 Quadrangles Serendipity

La figure 3.1 représente les monomes de I’élément ainsi que les monomes
de la dérivée par rapport a &.

FIGURE 3.1 — Triangle de Pascal (tab. 3.1) représenté par les points noirs. Les
monomes sélectionnés par le cadre bleu sont ceux du quadrangle Serendipity
(d’ordre 5). Les mondmes sélectionnés par le cadre vert sont ceux qui sont
obtenus en dérivant par rapport a & les monomes de I'élément. Les points
rouges correspondent aux monoémes de plus haut ordre de la dérivée (ici
respectivement &4y et n°).

Pour un élément d’ordre N, les monomes de plus haut ordre sont

{ &M

™

comme indiqué sur le tableau 3.4 (p.43). Cela implique que les monomes de
plus haut ordre des dérivées par rapport a & et n sont respectivement

N—-1 N
O — { gN il et 0y — { gﬁNl (3.5)

Les monomes de plus haut ordre du jacobien sont alors donnés par la
multiplication deux a deux des monomes de 3.5. On a

g2N-1
NN
g,,,]QNfl

La figure 3.2 montre ce résultat dans le cas de N = 5.

n
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FIGURE 3.2 — Triangle de Pascal représenté par les points noirs. Les monomes
sélectionnés par le cadre vert sont ceux du jacobien du quadrangle Serendipity
(d’ordre 5). Les points rouges correspondent aux mondmes de plus haut ordre
du jacobien (ici respectivement %7, £5n° et £n°).

La dimension de I'espace fonctionnel du jacobien est N2 + 6N — 3. Le
nombre minimum de points de sampling est donc donné par ce nombre. Tou-
tefois, il n’existe pas de fonction de Bézier* de type < Serendipity ». Compte
tenu de cela deux choix sont possibles. Soit on utilise les fonctions de Bézier
dont I’espace englobe ’espace fonctionnel du jacobien. Soit on cherche une
méthode pour déterminer des fonctions d’interpolation positives sur tout le
domaine afin de conserver la propriété intéressante des fonctions de Bézier (a
savoir que 1'objet interpolé se trouve toujours dans l’enveloppe convexe des
points d’interpolation).

La premiere de ces solutions demande de calculer plus de points de controle
mais reste tout a fait acceptable. En effet, cela n’empéche pas de sampler le
jacobien en le nombre minimum de point. Or, nous le verrons, la partie de
I’algorithme qui demande le plus d’effort est ce sampling.

3.3.2 Triangles Serendipity

Nous pouvons montrer que le jacobien du triangle Serendipity se trouve
dans le méme espace fonctionnel que celui du triangle classique. Il faudra
donc sampler le jacobien en autant de points que pour I’élément classique.

3.3.3 Eléments 3D Serendipity

Par le méme raisonnement, on peut montrer que I'hexaedre Serendipity
d’ordre N possede un jacobien se trouvant dans un espace fonctionnel de

4. Comprenez que l'interpolation de Bézier possede des propriétés que l'on ne peut
conserver si on enleve certains monomes de ’espace fonctionnel.
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dimension N3 +13N2+ 68N — 45. Pour les éléments d’ordre élevé, cet espace
est donc fortement réduit par rapport a 1’élément classique.

Par ailleurs, le jacobien des tétraedres Serendipity n’a pas un espace fonc-
tionnel réduit par rapport a I’élément classique.

3.4 Meéthodes d’analyse du jacobien

Nous avons a disposition les outils pour calculer le jacobien en n’importe
quel point de I'élément. Nous pouvons le calculer en un nombre déterminé
de points et rejeter 1’élément si 'on obtient une valeur négative. Mais par ce
seul calcul, nous ne pouvons étre certain que 1’élément a un jacobien positif
partout. Pour s’en assurer, il faut calculer les points de controle a partir des
points lagrangiens.

3.4.1 Matrice de formulation bézienne

Les interpolations de Lagrange et de Bézier étant équivalentes, les fonc-
tions d’interpolation ne représentent que des bases différentes du méme es-
pace fonctionnel. Tout comme la matrice des coefficients, qui est une matrice
de changement de base, on peut calculer une matrice qui permet de passer
de la base de Lagrange a celle de Bézier. Toutefois, ce qui nous intéresse est
I'inverse de cette matrice, c¢’est-a-dire celle qui nous permet de calculer les
< composantes > de I'interpolation dans le nouvel espace.

Par définition de I'interpolation de Bézier, en ayant les points de controle
BJ., nous pouvons calculer le jacobien en tout point par :

Naar

J(&) =Y _"Ji Bi(¢) (3.6)

1=0

ou les B; sont les fonctions d’interpolation de Bézier.

Cela a pour conséquence qu’en samplant le jacobien en Ngq points, nous
pouvons obtenir le systeme matriciel suivant :

‘](50) BO(&O) s BNddl (50) BJO

J(El) _ BO(:gl) : BNdd}(él) B*:]I (37)

J(é%\/ddl) BO(éNddl) s BNddl (ENddl) BJJ;fddl
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s J,=M?ZEJ

En inversant la matrice M, on obtient donc la matrice de transformation
T*® de taille Nyg X Nyq avec laquelle, on peut écrire :

By =157, (3.8)

Nous pouvons remarquer que, mathématiquement, le choix des points
de sampling n’a aucune importance. Toutefois, numériquement, il peut étre
judicieux d’optimiser ce choix afin de limiter les erreurs numériques.

Cas des éléments Serendipity

Lorsque 1’élément Serendipity n’est pas un simplexe, on sait que le jaco-
bien se trouve dans un espace fonctionnel de dimension inférieure a 1’espace
des fonctions de Bézier du méme ordre. Il serait intéressant alors d’économiser
du temps de calcul en ne samplant le jacobien qu’au nombre minimum de
points requis. Dans ce cas, il faut calculer une matrice qui permet, a partir
des valeurs samplées, de déterminer J.

Soit &, les Ngq points de la matrice de transformation bézienne T5B et
J les valeurs du jacobien en ces points. Notons 53- les n points de sampling
et J, les valeurs du jacobien en ces points. On a,

J(&o) No&y) ... Nale)) \ [ &)
L e | ey o i) || e
J(En,) NolEns) - Na€no) ) \ I

Or, grace a la matrice des coefficients de 1’élément et a partir de la relation
(3.3), on a
(Ng)" = (m)" "

ce qui implique

J (&) mo(&) - mal(&p) J(ﬁ(})
J (&)

J (&) mo(§1) .. ma(§)

J(Ex,) moEn) e n(Exy,) J(€)
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Reprenant la relation (3.8), on a alors

mo(&y) .. ma(&)
BJ :TLB mO(El) mn(él) CT J
mo(Exyy) oo Mal€n)

Le produit des trois matrices ne varie pas d'un élément a ’autre et on
peut la conserver dans une seule matrice. On a alors

51 =155 7,

avec ng une matrice de taille Ngg X n.

3.4.2 Décomposition des points de controle

Comme expliqué a la section 2.9 (p. 32), on peut calculer un certain
nombre de points supplémentaires afin de rapprocher les points de controle
de la valeur réelle du jacobien. L’augmentation de l'ordre étant peu effi-
cace, on utilise la technique de sous-interpolation. Celle-ci conduit a définir
une matrice D qui, appliquée au veteur 5J, donne les nouveaux points de
controle.

La premiere étape est de définir les sous-domaines d’interpolation. Aucune
restriction sur leur nombre n’est d’application. En effet, on peut décomposer
une courbe en plus de deux parties. Et cela reste vrai pour n’importe quel
élément. Toutefois, on peut réappliquer la décomposition par récurrence ce
qui permet de ne considérer que le facteur 2. La figure 3.3 montre, dans ce
cas, les sous-domaines des éléments triangulaires et quadrangulaires.

FIGURE 3.3 — Découpage en sous-domaines (dans 'espace de référence) des
éléments triangulaires et quadrangulaires.
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Chaque sous-domaine définit une nouvelle interpolation et il faut calculer
les points de controle associés. Puisque 1’'on veut appliquer un algorithme de
récurrence, la seule information pertinente est celle des points de controle de
I'interpolation supérieure. Mais connaissant la matrice de passage des points
lagrangiens aux points béziens, le plus facile est de tirer profit de cela.

La génération de la matrice se fera d’abord en calculant les points de La-
grange a partir des points de controle supérieurs puis en calculant les points
de controle associés.

Soit 5} les points du premier sous-domaine. Les points de Lagrange sont
obtenus par le systeme matriciel tiré de la relation (3.6) :

J(gtl)) BO(&%}) s BNddl (5(1)) BJO
J<€}Vdd1) By (Ejl\/d(n) s BNddl (E}Vddl) B']Nddl

s J, =M'BJ

A condition que les points E% soient rangés dans le méme ordre que les
points initiaux, on peut y appliquer la matrice de transformation de la rela-
tion 3.8 :

Byl _ pLBp 1 By

Définissant les matrices M2, M?,... pour I'ensemble des sous-domaines,
la matrice de décomposition se construit par bloc et s’écrit

TCBMl

TﬁBMQ
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de telle maniere que 'on a

1

By
BJD: BJ

2

=D?5J

Récurrence

On peut reprendre chaque sous-vecteur de 5Jp (5 1) et réappliquer D
afin de continuer la décomposition de Bézier.

3.4.3 Points des sous-domaines

L’identification des points des sous-domaines est relativement simple en
dehors du tétraedre. La figure 3.3 montre quels sont les sous-domaines du
triangle et du quadrangle. Comme décrit a la section 3.2.4, les points sont
rangés dans une matrice ligne par ligne avec chaque composante dans une
colonne différente. Notons & la matrice des points de 'interpolation d’origine
et £" la matrice des points du sous-domaine n.

Pour le triangle, les points des sous domaines peuvent étre obtenus a
partir de & par les relations :

£ =¢/2

£ =(E+1)/2

& =(£+1)/2

£ = (€ +ti+1)/2

[\

ou la matrice t; est composée de 1 dans la colonne i et de 0 ailleurs. Celle-ci
implique une translation unitaire sur les points selon la coordonnée i de 'es-
pace.

Généraliser aux autres éléments ne pose pas de probleme excepté pour le
tétraedre. Pour celui-ci, les 4 premiers sous-domaines sont représentés a la
figure 3.4.

La génération des points de ces 4 sous-domaines se fait donc grace aux
relations suivantes : .
=£ / 2

3

& =(E+1t1)/2
& =(E+1t))2
£ =(E+1t3)/2
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FIGURE 3.4 — Les 4 premiers sous-domaines du tétraedre.

Les 4 derniers sous-domaines sont contenus dans I’espace représenté a la
figure 3.5. Cette espace est de forme octaédrique et ne peut étre divisé en 4
tétraedres isométriques au tétraedre initial.

Il y a différentes facons de découper l'octaedre. La figure 3.6 présente
I'une de ces manieres, correspondant a la génération suivante de points :

£=(1-¢-0)/2 £ =¢/2

"’ =(1-n-¢)/2 n°=(1-n)/2
¢°=¢/2 ¢C=mn+0)/2
§h=(1-¢)/2 & =(6+()/2
n =mn/2 S =m+0)/2

("=m+¢)/2 ¢=01-¢)/2
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FIGURE 3.5 — Domaine restant lorsque les 4 premiers sous-domaines ont été
retirés.

FIGURE 3.6 — Les 4 sous-domaines restants.



Chapitre 4

Résultats

4.1 Le cercle
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FIGURE 4.1 — (a) Géométrie du cercle 1. (b) Maillage d’ordre 1 du cercle 1.

La figure 4.1(a) montre la géométrie d'un cercle généré a partir de 2
points. Si les éléments construits tout autour sont de taille trop importante,
seuls 2 d’entre eux entourent le cercle. Cela peut poser des problemes au
niveau de la représentation de la géométrie. A ordre 1 (fig. 4.1(b)), le trou
disparait completement dans le maillage. On est alors obligé de monter en
ordre comme cela a été fait dans les figures 4.2. On voit dans ceux-ci qu’on
ne peut obtenir un bon maillage avec cette configuration.

La solution généralement apportée est de raffiner le maillage. Cela per-
met, en effet, d’améliorer la représentation de la géométrie mais le nombre

56
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FIGURE 4.2 — (a) Maillage d’ordre 2 du cercle 1. (b) Maillage d’ordre 3 du
cercle 1.

d’éléments peut considérablement augmenter. Une autre solution serait d’op-
timiser les éléments dont le jacobien est mauvais en courbant les arrétes de
ceux-ci. Il est peu probable d’arriver a un maillage satisfaisant dans ce cas-ci
étant donnés la taille importante des éléments et le faible espace contenu
entre le cercle et la frontiere du maillage. Mais il n’est pas inconcevable dans
I’absolu de construire deux éléments corrects entourant pleinement un cercle.

Naliaa s
|1

W v
dld4 4

17 NG

(a) (b)

FIGURE 4.3 — (a) Géométrie du cercle 2. (b) Maillage d’ordre 1 du cercle 2.

La figure 4.3(a) présente la méme géométrie pour laquelle on a placé 3
points sur le cercle. Le maillage linéaire (fig. 4.3(b)) n’est pas représentatif
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de la géométrie étant donnée que les trois éléments entourant le cercle sont
trop peu.

. . . °
] . L)
22 . &2 .
] . S g .
\ 2%
21 K o
. o 20 &
20 . ° o o .
.
.
.
. . . 18 o . o8
16 0o
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2 x 2
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FIGURE 4.4 — (a) Maillage d’ordre 2 du cercle 2. (b) Maillage d’ordre 3 du
cercle 2.

Les images de la figure 4.4 montrent le maillage d’ordre 2 et 3 du cercle
2. On peut remarquer que dans ce genre de situation, plus on monte en
ordre, plus on s’expose a de mauvais éléments. En effet, I'élément 20 devient
mauvais a l'ordre 2 tandis que les éléments 19 et 21 deviennent mauvais a
partir de l'ordre 3. Les graphiques de la figure 4.5 montrent que le jacobien
de I'élément 21 est positif a 'ordre 2 mais qu’il devient négatif sur un coin
a 'ordre 3. Toutefois, cette négativité est faible et il serait relativement aisé
de rendre 1’élément acceptable.

La figure 4.6(a) présente le cercle sur lequel on a placé 4 points. Dans
cette configuration, avec la taille d’élément considérée, les éléments restent
bons quelque soit l'ordre. La figure 4.7(a) montre le maillage obtenus pour
I'ordre 2.

Cela n’empéche pas, lorsque I'on diminue la taille des éléments (fig. 4.7(b)),
de pouvoir se retrouver avec de mauvais éléments dont ’optimisation est pos-
sible. En effet, cela ne se voit pas forcément mais les 4 éléments entourant
le cercle sont mauvais. La figure 4.8 reprend le jacobien de 1’élément 43. On
peut comprendre en regardant le mapping qu’on pourrait rendre ces éléments
acceptables en optimisant le placement des noeuds intérieurs.
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FIGURE 4.5 — Mapping et jacobien de I’élément 21 du maillage de la figure

4.4(a) et 4.4(b) respectivement.
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trie du cercle 3. (b) Maillage d’ordre 1 du cercle 3.

éomé

7

FIGURE 4.6 — (a) G
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FIGURE 4.7 — (a) Maillage d’ordre 2 du cercle 3. (b) Maillage fin d’ordre 4
du cercle 3.
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FIGURE 4.8 — Mapping et jacobien de I’élément 43 du maillage de la figure
4.7(b).
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En plagant les points en d’autres endroits sur le cercle (fig. 4.9(a)), on
peut obtenir un maillage relativement différent. La figure 4.9(b) présente un
maillage d’ordre 2 qui est assez mauvais alors que le maillage de la figure
4.7(a) était tout a fait correct.

(a) (b)

FIGURE 4.9 - (a) Géométrie du cercle 4. (b) Maillage d’ordre 2 du cercle 4.

Par contre, les maillages plus fins présents a la figure 4.10 deviennent
relativement bons méme si des éléments sont mauvais des 'ordre 3 comme
le montre le graphique du jacobien de la figure 4.11.
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FIGURE 4.10 — (a) Maillage fin d’ordre 2 du cercle 4. (b) Maillage fin d’ordre
3 du cercle 4.
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FIGURE 4.11 — Mapping et jacobien de I’élément 33 du maillage de la figure
4.10(Db).
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4.2 La sphere

Deux géométries ont été testées. Celles-ci sont représentées a la figure
4.12. Dans la premiere, les points de la sphere sont placés selon les axes du
cube limitant le domaine. Dans la seconde, les points sont mis de fagon quel-
conque.

(a) (b)

FIGURE 4.12 — Deux géométries d’une sphere.

La figure 4.13 présente des maillage grossiers de ces géométrie. Les éléments
de la premiere géométrie sont tous bons tandis que le second maillage présente
13 mauvais éléments parmis les 60. La figure 4.14 montre une partie de ces
mauvais éléments.
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FIGURE 4.13 — Maillage d’ordre 4 correspondant aux géométrie de la figure
4.12. Le nombre de tétraedre est respectivement de 92 et 60.

b 2

bas

Z] v

FIGURE 4.14 — Quelques mauvais éléments de la seconde géométrie, le
maillage étant celui de la figure 4.13. On voit clairement par la partie
bombée que I'une des faces de chaque tétraedres du bas se place en dehors
de I’élément.
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4.3 Optimisation

Les figures 4.15 et 4.16 illustrent 'optimisation des éléments. Les maillages
obtenus sont tous bons. Toutefois, il est a noter qu’en dessous de 'ordre 4, le
maillage du cercle 2 (fig. 4.15(a)) est difficilement optimisable. En effet, en
dessous de cet ordre, I’élément 20 ne trouve pas de configuration acceptable.

NN A 2
|\ | : | / |

FIGURE 4.15 — Maillages optimisés. (a) Maillage d’ordre 5 du cercle 2 (fig.
4.3(a)). (b) Maillage d’ordre 3 du cercle 4 (correspondant au maillage de la
fig. 4.10(b)).

FIGURE 4.16 — Maillage optimisé de figure 4.13(b).
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4.4 Maillage 2D autour d’une coupe d’aile
d’avion

La figure 4.17 présente la géométrie réaliste d’une aile d’avion. La figure
4.18 montre un maillage relativement grossier d’ordre 7. Certains éléments
sont mauvais. L’élément dessiné en mauve est typiquement un élément qui
nécessite une décomposition de 'interpolation de Bézier afin de déterminer
s'il est bon. Les figures 4.19(a) et 4.20 présente des vues différentes du gra-
phique du jacobien pour lesquels sont dessinés les points de controle jusqu’a
la seconde décomposition.

FIGURE 4.17 — Géométrie d’une section d’aile d’avion.
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FIGURE 4.18 — Maillage d’ordre 7 de l'aile. Les éléments rouge sont de mau-
vais éléments. L’élément mauve est un bon élément dont le jacobien est tres
proche de zéro.
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FIGURE 4.19 — Elément triangulaire d’ordre 7 dessiné en mauve sur la fi-
gure 4.18. (a) Mapping. (b) Jacobien de ’élément. Les points bleus sont les
points de controle initiaux. Les points verts sont les points obtenus grace a la
premiere décomposition de Bézier. Les points rouges sont les points obtenus a
la seconde décomposition de Bézier. La premiere décomposition fournissant
les points de 4 sous-interpolations, seules les sous-interpolations possédant
encore des points négatifs en de nouveau décomposés.

4.5 Comparaison des méthodes

Deux méthodes ont été testées afin de comparer les performances. La
premiere consiste en une analyse élément par élément tandis que la seconde
analyse tous les élément d’un coup afin de pouvoir utiliser les méthodes BLAS
de niveau 3.

Les tests ont été effectués avec un processeur Core 2 Duo T5500 (1660
MHz, 64Ko cache L1, 2048 Ko cache L.2). La mémoire RAM était en quantité
suffisante. Notons que Gmsh a tendance a limiter 'utilisation du processeur
a 50% de ses capacités. La librairie BLAS utilisée était Intel MKL.

Le tableau 4.1 reprend les temps mis pour le sampling du jacobien et le
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FIGURE 4.20 — Vues différentes du graphique du jacobien de la figure 4.19(b).
(a) Vue dans la direction £ = C**. (b) Vue dans la direction £ +n = C**.
On y voit clairement que le jacobien est positif partout. On remarque aussi
que les points de Bézier se rapprochent de plus en plus du jacobien et qu’une
troisieme décomposition permettrait de déterminer que 1’élément est accep-
table.

calcul des points de Bézier par chaque méthode. On remarque que l'opération
la plus couteuse est le sampling du jacobien. Par ailleurs, la méthode 2 est
en général plus rapide méme si le calcul du jacobien par celle-ci prend parfois
inexplicablement beaucoup de temps (triangle d’ordre 5 et triangle d’ordre
2). Notons que les résultats sont moyennés sur 10 tests et sont reproductibles.
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Méthode 1 Méthode 2

Type | N Ne Ns | tsls] | tols] | tr[s] || tsls] | twls] | trls]
triangle | 1 |2.323.397 | 1 |5,139 | 0,882 | 6,021 || 0,937 | 0,098 | 1,035
triangle | 2 | 621.551 6 |1,615]0,303 | 1,918 || 0,926 | 0,134 | 1,060
triangle | 5 | 250.145 | 45 | 1,840 | 0,601 | 2,442 | 2,425 | 0,393 | 2,818
triangle | 10 | 18.866 | 190 | 1,045 | 0,590 | 1,634 || 0,835 | 0,215 | 1,050
tétraedre | 1 | 1.582.664 | 1 |9,023 | 0,591 | 9,614 || 1,876 | 0,078 | 1,953
tétraedre | 2 | 193.776 | 20 | 3,384 | 0,281 | 3,665 || 5,382 | 0,196 | 5,578
tétracdre | 4 | 11.208 | 220 | 2,043 | 0,432 | 2,475 || 1,777 | 0,164 | 1,946

TABLE 4.1 — Temps d’analyse du jacobien. N est l'ordre du maillage, N est
le nombre d’élément du maillage et Ny est le nombre de points de sampling
du jacobien pour le type d’élément donné. tg, ty, et {1 sont respectivement le
temps du sampling du jacobien, le temps de calcul des points de Bézier et le

temps total.
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Conclusion et perspectives

Le méthode définie dans ce travail pour analyser le jacobien est simple
et efficace. A partir des valeurs lagrangiennes du jacobien elle ne demande
qu’un produit matrice-vecteur pour obtenir les points de contréle. Avec la
valeur de ces points de controle on peut alors accepter la grande majorité
des bons éléments. On peut appliquer un algorithme récursif sur les éléments
restant (n’ayant aucun des points lagrangiens négatifs mais ayant des points
de Bézier négatifs). On obtient alors des points de controle plus proches de
la valeur réel du jacobien ce qui permet de déterminer au final si I’élément
est bon ou mauvais.

L’un des avantages de la méthode est qu’elle est hautement parallélisable.
En effet, elle peut s’appliquer élément par élément ce qui permet de séparer
facilement I'analyse. Un autre avantage est qu’elle peut utiliser les méthodes
BLAS de niveau 3. Pour cela, il suffit de placer toute les valeurs du jaco-
bien dans une matrice et d’y appliquer les matrice de 'analyse. Un troisieme
avantage est lié au fait que I'espace fonctionnel des éléments quadrangulaires
et hexaédriques Serendipity est réduit par rapport aux éléments classiques
(sans que 'ordre maximale ne soit différente). Il s’ensuit que le nombre de
valeurs lagrangiennes nécessaires au calcul des points de controle est diminué.

Dans ce travail, nous avons seulement considéré les éléments les plus
simples. Il serait intéressant de chercher s’il est possible de trouver des fonc-
tions d’interpolation présentant les propriétés pertinentes des fonctions de
Bézier. Elles ont donc pour contraintes qu’elles doivent étre positives sur
I'ensemble du domaine de référence (tout en vérifiant I'unité de leur somme).

Par ailleurs, il pourrait étre avantageux de vérifier préalablement les
éléments de dimension inférieure situés sur les frontieres courbées. En effet,
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en optimisant ces éléments (opération moins couteuse que 'optimisation sur
les éléments du domaine), on pourrait réduire significativement les mauvais
éléments. Le mapping de ces éléments étant un mapping 1D-2D ou 2D-3D,
il serait nécessaire, pour obtenir un jacobien, de comparer la normale de
I’élément avec celle de la géométrie (par un produit scalaire). La principale
difficulté est que I'espace fonctionnel du jacobien n’est plus aussi facilement
défini et pourrait méme étre infini.
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Démonstrations

A.1 Expression du jacobien par Lagrange d’un
mapping 1D

Soit le mapping (d’ordre V) suivant

2 = i £

défini a la section 2.6.1 (p. 23). Son jacobien étant défini comme la dérivée
de x par rapport a la variable de référence, on a

Le mapping étant polynomial, le jacobien reste une fonction polynomiale.
Celle-ci est d’ordre N — 1 et le jacobien est exprimable a ’aide de I'inter-
polation de Lagrange du méme ordre. Il se pose le choix des parametres &,
des fonctions de Lagrange d’ordre N — 1. On aurait tendance & prendre les
valeurs situées sur les deux bornes du domaine {2 et les valeurs comprises
a l'intérieur de telle maniere que l’ensemble soit a intervalle régulier (éq.
(2.2), p. 4), comme on l'a fait partout ailleurs. Mais pour des raisons qui
deviendront évidentes par la suite, il est préférable de garder les parametres
du mapping. Puisque l'ordre est diminué de 1, les fonctions nécessitent un

1. Rappelons que les fonctions de Lagrange dépendent des & (éq. (2.1), p. 4). Il n’y
a pas de raison a priori que ces parametres soient les mémes pour les fonctions d’ordre
différent.
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parametre de moins et nous écarterons arbitrairement &y .

Notons LQN ~! les fonctions d’interpolation définies avec les parametres &;,
1 < N. La solution que nous recherchons peut étre reformulée comme suit :

N-1
J= B LN
s (A1)

Les fonctions £V~ étant obtenues facilement & partir de leur définition
(éq. (2.1), p. 4), il reste & déterminer 'expression des J;. Pour cela, introdui-
sons les fonctions Lg.a’b), (aetbeN, j¢{a,..0b}):

(g_ga)(g_ga—kl)"'(g_gb) sia<b

LEg) = (& = &a)(& — Ear1) (& — &) B (A.2)

1 sib>a

Les propriétés de ces fonctions sont :
L) =1 et L&) =0 siie{a,...b}

La figure A.1 illustre I'une de ces fonctions.

4 o &1 &2 & €4 és
3 L
2 L
L@
1, o o
-1 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

13
FI1GURE A.1 — Graphique représentant la fonction L§2’4) avec pour parametres
&; ceux de l'interpolation d’ordre 5.

Les fonctions de Lagrange peuvent se réécrire comme :

7€) = L0 17

J
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Leur dérivée s’exprime alors par :

N (O’jfl) (j+17N)
dL; _ dL; LUtLN) | p(05-1) dL;
dg g ’ dg
= (0,k—1) 7(k+1,j—1) 7(j+1,N) N (0,j—1) 7(j+1,k—1) 5 (k+1,N)
_ Lj Lj Lj + Z Lj LJ' Lj
— (& — &) farad) (& — &)
N
Déterminons maintenant 1’expression de ddﬁ—g :
=&

e Lorsque j = i, tous les numérateurs valent 1. On a donc

|- 1
d£ £=¢; k=0,k+#£i (61 - 5]6)
e Lorsque i # 7, tous les termes sont nuls sauf celui pour lequel k£ = i.
Donc?,
L(O»i_l) L(-H_l’j_l) L(j-l-l,N)
: ; : sii<j
acy (& — &) .
e =\ 05D pUtLiEY) [ LN ' (A.3)
e : ; . sii > j
(& — &) .

Pour aller plus loin, il faut tenir compte du fait que les parametres de
référence sont espacés régulierement :

&k = &o + kAL
(a,

. . b
Dans ce cas, on peut exprimer la valeur des fonctions L; ). On a notamment ®

2. Notons que I’expression obtenue est relativement simple. Cela n’aurait pas été le cas
si 'on n’avait pas pris les parametres de l'interpolation de la courbe.

3. Notez que les expressions obtenues sont également valables lorsque 4 vaut 0, lorsque
j vaut 7 + 1 ou lorsque j vaut IN. En effet, dans ces cas respectifs, nous avons défini les
fonctions Lgo’l_l), L;Hl’]_l) et L§j+1’N) comme étant égales a 1 partout. Nous devons
donc obtenir 1 dans ces expressions, ce qui est bien le cas.
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(pour i < j) :

G- i (G-

jlags !
(j—1—d)IAgu-1=9
(j—i—1)IAgG—-0 —
AEN=T (N —i)! 1 (N —)!

GHLN) oy _ _
BTG e Gt )

(0,i—1) . i
Lj (gz) = ilA§

Le reste ne présentant pas de difficulté supplémentaire, on obtient que

dﬁé\f 1 =By . .
- A .. N
F| EGy e
on i MY = 1)
P = =)

N N
dL:
J=0 £=¢i
N N
T 1 x; B
—E S gt > R
AL A k) 4=, AL(i =)
_ 1 i i + B
£ 47, =7

A.2 Obtention des fonctions de Bézier

Il existe une maniere simple de montrer comment obtenir les fonctions de
Bézier quelle que soit la forme de l'interpolation. Elle est un peu semblable
au principe expliqué pour l'interpolation de Lagrange d’une surface triangu-
laire (section 2.2.2). En effet, toute fonction de Bézier d’ordre N peut étre
vue comme la multiplication de /N fonctions linéaires. Ces fonctions linéaires
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ne sont rien d’autre que les fonctions Bézier d’ordre 1. En prenant toutes les
combinaisons de multiplication de N fonctions linéaires (avec répétition), on
peut identifier toutes les fonctions d’ordre V.

Pour connaitre le coefficient se trouvant devant les fonctions, il suffit de
considérer ce qui suit. Quel que soit 'ordre, la somme des fonctions d’une
interpolation doit valoir 1 sur tout le domaine de définition. Si ’on note fi,
f2, f3,-.. les fonctions linéaires de Bézier, on a donc

(it fotfat.)E=1

Si 'on met cette expression a l’exposant N, on obtient une combinaison
linéaire des fonctions citées plus haut dont le résultat est 1. Cela implique
que les fonctions obtenues prises avec leur facteur sont les fonctions de Bézier
recherchées.

Appliqué au triangle, nous identifions les fonctions linéaires :

filgm) = ¢
f2<£777) =1
fs(6m) = (1-=E6—n)

Sachant que 'on a la relation

(a+ (b+ )Y :ZO;\[ at (b4 )N

=0
N N—i
=YY cVa Ny N
=0 7=0
on peut écrire
N N-—i
Yy oNoyey (1-g-n =1
i=0 j=0

ce qui implique que les fonctions de Bézier sont

BTN =CY eV & (1=¢—n)N 7
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A.3 Augmentation de ordre d’interpolation
d’une courbe de Bézier

Il est possible d’exprimer une courbe polynomiale d’ordre N grace a une
interpolation d’ordre plus élevé. L’information obtenue est la valeur des nou-
veaux points b}*V. Rangé dans un vecteur b™", ceux-ci sont calculés a partir
des points initiaux (c’est-a-dire b)

b =Ub
Nous allons décrire comment remplir la matrice U.

Soit I'interpolation initiale

r(§) = > b BY(E)

et 'interpolation dont 'ordre est augmenté de M :

N
2(€) = bV BN (¢
=0

Pour que ces interpolations expriment la méme courbe, il faut que I'on
ait I'égalité entre les deux expressions, c¢’est-a-dire que

N N
Db BY(E) =D b BYHY(E)
=0 1=0

Notant Bé\g) le vecteur contenant la valeur des fonctions BY au point &, c’est-
a-dire
By'(€)
N _ )
B = :
By (£)

on écrit en notation vectorielle

T T new
(BY)" b= (BY™) b (A4)
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Montrons que les vecteurs des fonctions de Bézier sont liés par une relation
matricielle :

N N+M
B = M B

Puisque la somme de I’ensemble des fonctions de Bézier d’'un méme ordre

est égale a 1, on a
M
> B'(©)
=0
Or, vu que les fonctions de Bézier ont pour expression

By(§) =Cx (1-¢"F ¢k

B (¢) = B (¢)

on a,

BY(€) BN(¢) = Cf, Cy € (1 - gNtM—i=i
N+M

Cela qui implique que

M

BY (e =3 DO g

i+j
j=0 CN—l—M

La composante my; de la matrice M vaut (k=ietl =i+ j)

0 sil<k
Cl—kcvk
my = (JJWZ N sik<I<k+M
N+M
0 sik+M <l

Remplagant dans l’expression (A.4), on obtient

MT b — bneW
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ce qui implique que U vaut la transposée de la matrice M. U est donc une
matrice (N + M + 1) x (N + 1), qui a la forme

* 0
*
*
* *
0 *

et dont la composante w;; vaut

0 sit<j
Cy’ O3
u; =4 M N G- M<j<i
CNim
0 sij+M<i

A.4 DMatrice de décomposition d’une courbe
bézienne

Soit les fonctions de Bézier d’une courbe d’ordre N :
BY(&=Cy (1= "¢, £eQe=10,1] (A.5)

et 'interpolation

z(§) = Z b BY (&)

La courbe peut étre exprimée en deux parties grace a deux interpolations
du méme ordre. Pour cela, découpons en deux le domaine €2¢ de I'interpola-
tion initiale. Soit € et QF ces domaines*. L'interpolation de chaque partie
v s’écrit

N
(€)=Y b BN(E), e
=0

4. 11 n’est pas obligatoire que Qé et Qg recouvrent tout le domaine €. Il n’est pas
interdit non plus qu’ils aient une intersection non vide. Seulement, étant donné que 'on
veut garder toute 'information de la courbe et éviter les redondances, on s’arrangera pour
que Q%UQ% = Q¢ et que Q;NOZ = 0.
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Les informations que l'on retire sont donc les points b} et b?. Rangés dans le
vecteur b"°Y, on a

Nous allons done décrire comment obtenir la matrice V.

Premiere sous-courbe

Puisque z! décrit une partie de la courbe, on a
i@ +b)=x(§), e

ou a et b sont des parametres qui dépendent de Q%

Si Q¢ = [0,0.5], alors a = 2 et b = 0. Il vient alors

N N
> b BY2E =) b BYE) (A.6)
i=0 i=0

Notons Bé\é) le vecteur contenant la valeur des fonctions BY au point ¢ :

B (€)
B = :
By (€)

La relation (A.6) peut alors s’écrire sous forme vectorielle :

(BYe)' b = (BY) b (A7)

Montrons que les vecteurs des fonctions de Bézier sont liés par une relation
matricielle :

N 1 pN
B = M By (A-8)
On a la relation .
(a+b)" =Y Ckpram*
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ce qui implique que (pour a =1 et b = —¢)
BY(¢)=Cy (1= ¢

Ll kel 5
ou Cy vaut Cf Cy_,

En notant m -les composantes de la matrice M*, la relation (A.8) donne :

N
Zc}i(fk_i (_ k ' fk me Zoﬁk_j (_1)k_j Qk fk
k=i k=j

Notant que la double somme peut s’écrire :

N N N k
(=D ()
§=0 k=j k=0 j=0
on obtient
N
ZC«;\}k—i (—1) k i Sk ZZ 1 C’J’k J _1)k—j ok gk
k=i k=0 j=0

Il reste & déterminer les valeurs mj; par identification des coefficients des
monomes £F. Pour un ¢ donné, les coefficients donnent

e lorsque k < i :
k
0=> mj C7 (=17 25 Vk<i

ce qui implique que

5. Notons que chl= Cﬁ\’,k. Ce nombre a une signification mathématique. C’est le nombre
de combinaison que l'on peut faire en prenant dans une urne de N boules d’abord k
éléments que 'on place dans un premier sac puis [ boules que ’on place dans un deuxieme
sac.
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e lorsque k > i :
CF (=DM =D Tmj O ()P 25 k>
j=i
ou encore°

k
L= my; CL(C) (-7 2" (k=)

j=i

Lorque k > i, on a N —i+ 1 équations a N — i+ 1 inconnues, la solution
est donc unique. Montrons qu’elle vaut

'
my;; = % )=
En remplacant, on obtient :
k .
L= "G (-7 2" (k>)
j=i

k—i
& 1= CL, (1Y 2" (k=>4
7=0

ou encore

1= i Ci (=127 (n>0) (A.9)

Sil’on accepte que C;1 = C™*1 = 0, le nombre binomial peut se décomposer :

Ci=Cl_ +CI]

6. En notant que C{I\}kfj: CJI\\,Fk"j.
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La relation (A.9) devient alors :

n—1 n

1= Y (1Y 277 ¢, +> (-1 27 ¢
j=0 J=1
n—1

[
ihg

n—1
(—1) 2" G 4y (—1yt et o
7=0

= 2-1D)) (-1 2" 9, (n>0)

.
Il
o

et on retrouve la relation (A.9) pour laquelle n est devenu n — 1. La rela-
tion est donc exacte par récursion si elle est exacte pour n = 0. C’est le cas
puisque l'on a bien C{ = 1.

Au final, la composante m}, de la matrice M"' vaut donc

0 sil <k
my =< Ck
M 2—§ sik <l

On remarque que les valeurs de la matrice ne dépendent pas de 'ordre. Seule
la taille de la matrice en dépend.

En remplagant dans 1’équation (A.8), on obtient

(MY b= b

Deuxiéme sous-courbe

Par les mémes calculs, on peut déterminer M?. Notons que celle-ci est
similaire & M lorsque les sous-domaines Qé et Qg définissent entierement ()¢
sans se superposer. On peut comprendre cela par le fait que I'interpolation de
Bézier est symétrique. Si I'on inverse la numérotation des points de controle,
on obtient la méme courbe. Cela implique que b* dépend de la méme maniére
des points bi™" inversés que b' dépend des b;.
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Les deux sous-courbes ensemble

Au final, on a

ce qui implique que

V est une matrice (2N 4 1) x (2N + 1) dont la composante v;; vaut

;

c! .
o0 1=t sii<N
0 si 1<y

Vij = .
0 si j<i1—N
ON=J. si N <
2;;5:; si i—N<j

La matrice prend alors la forme

1 0 0
o 1 0
1/4 1/2 1/4
v S )
1/4 1/2 1/4
0 1/2 1/2

0 0 1
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A.5 Fonctions f;ji

Il a été établi a la section 2.8 que le jacobien d’'un quadrangle d’ordre N
en formulation de Bézier prenait la forme

TN Y3 BN BY ) BY(©) BY o) e

i,1=0 j,k=0

ou les fonctions fj; sont :

fijkl = ($¢+1,j - xi,j)(Qk,I-&-l - yk,l) - (yi-i-l,j - yi,j)(mk,l—f—l - $k,l)

Montrons que ces fonctions ont un sens géométrique.

Soit trois points A, B et C' dont les coordonnées sont

A= (anyA)v B = (xBayB) et C= (xC7yC)

On sait que l'aire contenue sous le triangle ABC' vaut la moitié du produit
vectoriel du vecteur liant A a B par le vecteur liant A a C'. On a donc,

T — XA To — T4 0
Yyp—ya | X | yo—ya | = 0
0 0 0

avec 0 valant
0 = (vayp —rBYya) + (xBYc —xcyn) + (Tcya — zrayc)

Notant Q4 la soustraction (z4yp — Tpya), on obtient donc que l'aire du
triangle ABC' vaut

i 1
aire(ABC) = (Qp + Q2 + Q%)
Remarquons que Q4 = —QF.
Réarrangeons maintenant f;j :

fijkl = ZTis1j Yki+1 — Yit1,j Thitl
t Tij Ykl — Yij Tk
+ Triv1 Yig — Yki+r1 Tig

+ Tkt Yiv1; — Ykl Tiv1y
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ce qui devient

1 Py 141 Py
fij = Qp:rl ? +kal + Qp”.+ + mej
B 41, Py 141 +1, P
= ( P1+1J+QP:”J+QP”- )_( P,+1]+QPZZJ+QP”-)

Au final, on trouve que

fijer = 2 [aire(P;; Piy1j Prit1) — aire(P; Piy1j Pry)l
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